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ДВУЛЖТНЫЕ РАЗВЕТВЛЕННЫЕ НАКРЫТИЯ ТРЕХМЕРНОЙ СФЕРЫ 

Настоящая работа посвящена проблеме представимости трехмер­
ного многообразия в виде двулистного разветвленного накрывающего 
сферы S*, 

§ I. Введение. 
I.I. Трехмерные многообразия и двулистные разветвленные на­

крытия сферы. Хорошо известно, что всякую ориентируемую замкну­
тую связную поверхность можно представить в виде двулистного раз­
ветвленного накрывающего сферы S* , причем накрытие единственно 
с точностью до изоморфизма. 

Такое положение привело к попыткам получить аналогичные ре­
зультаты для трехмерных многообразий. Александер [I] показал, 
что всякое ориентируемое замкнутое трехмерное многообразие можно 
представить в виде разветвленного накрывающего сферы S3 . Однако, 
в отличие от двумерного случая, не всякое ориентируемое замкну­
тое связное трехмерное многообразие может быть д в у л и с т ­
н ы м разветвленным накрывающим сферы S21 (см. Фокс [4] , 

Монтесинос [п] и Добавление к настоящей статье), а с другой сто­
роны , существуют негомеоморфные зацепления с гомеоморфными дву­
листными разветвленными накрывающими (см. [16] ). Тем не менее, 
представляется весьма вероятным, что двулистные разветвленные на­
крытия трехмерной сферы могут сыграть важную роль в решении неко­
торых задач классификации трехмерных многообразий. 

Как известно, для всякого зацепления (S3, L) существует един­
ственное с точностью до изоморфизма двулистное разветвленное на­
крытие сферы S 3 с ветвлением над L . Естественно, свойства на­
крывающего тесно связаны со свойствами зацепления (Sa, (_,). Поэто­
му, представление трехмерного многообразия в виде д в у ­
л и с т н о г о разветвленного накрывающего сферы позволяет 
сравнительно легко получить разнообразную информацию об этом мно­
гообразии. Вот несколько путей использования ж' двулистного раз­
ветвленного накрытия р: N — S3 с ветвлением над подмногообразием 
Ь для получения информации об N . 

Двулистные разветвленные накрытия трехмерной сферы исполь­зовались главным образом при изучении зацеплений - см., например, [12], [3], [14]и др.'Однако, поскольку рассматривается проблема представимости трехмерных многообразии в виде двулистных развет­вленных накрывающих сферы, здесь перечисляются приложения к тео­рии трехмерных многообразий. 
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1. Гомологические группы многообразия N и коэффициенты за­
цепления 

TotK,(N)® To*H,(N)—-U/Z 

легко вычисляются по квадратичной форме любой поверхности Зайфер-
та зацепления (S3, L) ; см, нацример [з] . Некоторые гомологичес­
кие инварианты многообразия N вычисляются по (84,L) совсем прос­
то: например, размерность пространства H<(N; Ъг) на единицу мень­
ше числа компонент подмногообразия L . 

2. Если (S3, L) - узел, т.е. если L связно, или, что то 
же, H,(N;Za)=0 , то N\ точка можно вложи:ть в R4 ; см. Зиман[19] 
(в действительности, Зиман [ig]доказал большее: если многообра­
зие М является конечнолистным циклическим разветвленным накры­
вающим какого-либо узла (Ss, L ) , то М ^ точка можно вложить в А?"). 

3. Как будет показано в п.2,1, из результатов Вальдхаузена 
[18] следует, что N гомеоморфно S3 тогда и только тогда, ког­

да (S3, D - тривиальный узел. Поскольку существует алгоритм, ус­
танавливающий, тривиален ли узел (см. Хакен [6] или Шуберт [1з] ), 
это свойство двулистных разветвленных накрытий дает алгоритм, ус­
танавливающий гомеоморфно ли N сфере S3 . Последний может быть 
полезен при рассмотрении кандидатов в контрпримеры к гипотезе 
Пуанкаре; ср. Бирман и Хилден [2] . 

4. Если H,(N; Жг)=0 , то сигнатура в(Х) ориентированно­
го компактного четырехмерного многообразия X с ша(Х) = 0 и 
д X = N , приведенная по модулю 16, является топологическим ин­
вариантом многообразия N . Если же N - гомологическая сфера, 
то б(Х) = 0 или 8 (mod 16) (и в этом случае вычет 6 ^ 
(mod 2) называется инвариантом Кервера - Милнора многообразия 
N ). Вычисление этого инварианта в общем случае (т.е. когда 
многообразие не представлено в виде двулистного разветвленного 
накрывающего сферы), по-видимому, не просто. В рассматриваемой 
же ситуации S ( X ) S G - ( S 3 , L) (mod 16), где <5(S3, L ) - сигна­
тура зацепления (S3, L) ; см. [17] . 

1.2. Результаты, имеющиеся в литературе. Автору известны 
семь статей, содержащих результаты о представимости трехмерного 
многообразия в виде двулистного разветвленного накрывающего сфе­
ры. 

В работе Шуберта [14] доказано, что всякое ориентируемое 
замкнутое связное трехмерное многообразие рода *' I гомеоморфно 
двулистному разветвленному накрывающему некоторого зацепления с 
двумя мостами и что зацепления с двумя мостами гомеоморфны тог-

;Определения зацеплений с п мостами и рода трехмерного многооб­
разия см. ниже, в § 3. 
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да и только тогда, когда гомеоморфны их двулистные разветвленные 
накрывающие. 

В [I6J доказано, что всякое ориентируемое замкнутое связное 
трехмерное многообразие рода 2 гомеоморфно двулистному развет­
вленному накрывающему некоторого зацепления с тремя мостами х^ 
и указано достаточное условие представимости многообразия боль­
шего рода в виде двулистного разветвленного накрывающего сферы. 
Кроме того, в [1б] построен пример негомеоморфннх зацеплений (с 
четырьмя мостами), имеющих гомеоморфные двулистные разветвленные 
накрывающие. С другой стороны, как будет показано в п.2.1, из 
результатов Вальдхаузена [18] следует единственность представле­
ния сферы в виде двулистного разветвленного накрывающего сферы. 

В работе Бирман и Хилдена [2] построен алгоритм, устанавли­
вающий, гомеоморфно ли сфере ориентируемое замкнутое связное 
трехмерное многообразие, заданное разложением Хегора рода « 2 . 
Существенной частью этого алгоритма является алгоритм, представ­
ляющий такие многообразия в виде двулистных разветвленных накры­
вающих сферы. 

В работе Монтесиноса [10] указан способ, позволяющий в неко­
торых случаях представлять ориентируемое замкнутое связное трех­
мерное многообразие в виде двулистного разветвленного накрываю­
щего сферы. Фокс [Ч] доказал, что этот способ не всегда приводит 
к построению двулистного разветвленного накрытия и что при п > 3 
тор ~ЬА* S *х • • • * S' размерности п не может быть двулистным раз­
ветвленным накрывающим сферы. Монтесинос [II] обобщил этот-резуль­
тат Фокса, доказав, что произведение окружности S1 на ориентируе­
мую замкнутую связную поверхность $s рода § з» I не может быть 
двулистным разветвленным накрывающим сферы. 

1.3. Характер результатов работы. Из перечисленных в п.1.1 
способов получения информации о многообразии N , двулистно раз-
ветвленно накрывающем сферу S* , в способах I, 3 и 4 основную 
роль играет не представимость, а само представление многообразия 
N в виде двулистного разветвленного накрывающего сферы **', 
точнее, важны некоторые свойства зацепления (Ss, L ) , двулистным 
разветвленным накрывающим которого является N . В связи с этим 
представляются полезными алгоритмы, которые по многообразию N , 
заданному тем или иным стандартным способом, строят такое зацеп­
ление (S*, L ) , что N гомеоморфно двулистному разветвленному на-

к^Позднее эту теорему доказали Бирман и Хилден [2] . 
зк'На самом деле, и в 2, если интересоваться не только вложи-мостью, но и самим вложением. 
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крывающему зацепления (S3,1) . Такие алгоритмы и являются основ­
ными результатами настоящей работы. 

По-видимому, наиболее распространенными и простыми способа­
ми задания ориентируемого замкнутого связного трехмерного много­
образия являются диаграммы Хегора и представления в виде резуль­
тата морсовских перестроек сферы S3 . Алгоритмы настоящей статьи 
предполагают, что IV задано этими или близкими им способами. В 
частности, имеется алгоритм, в котором N предполагается задан­
ным диаграммой Хегора рода ^' 2, а также такой алгоритм, в кото­
ром N предполагается представленным в виде результата морсовс-
кой перестройки (или даже произвольной переклейки) сферы S 3 

вдоль симметрически обратимого *' зацепления. 
То, что многообразия, к которым применимы эти алгоритмы, яв­

ляются двулистными разветвленными накрывающими сферы, легко до­
казать методами работы автора [1б] (а для многообразий рода 2 бы­
ло доказано в [1б] ) . Однако, алгоритмы, которые можно было бы 
извлечь непосредственно из этих доказательств, либо предполага­
ют довольно экзотические задания многообразия, содержащие много 
лишней информации, либо являются очень громоздкими из-за того, 
что содержат перевод более простых способов задания в эти слож­
ные, (Таким сложным заданием является, например, представление 
склеивающего гомеоморфизма разложения Хегора в виде композиции 
сручиваний Ликориша [7] . Это задание предполагается алгоритмом, 
содержащимся в работе Бирман и Хилдена [2] ). 

В настоящей работе принят другой подход, заимствованный у 
Шуберта [14] . Этот подход позволяет построить сравнительно прос­
тые и удобные алгоритмы, и, кроме того, делает доказательства со­
вершенно элементарными. Алгоритмы настоящей статьи оперируют с 
диаграммами, которые напоминают диаграммы Хегора и диаграммы за­
цеплений и содержат в некотором смысле столько же информации, 
сколько и исходные данные. 

Автор старался описывать эти алгоритмы по возможности не 
формально, полагая, что большая формализация сделала бы их менее 
удобными для восприятия. Не подлежит сомнению, что специалист 
легко построит по этим описаниям алгоритмы, пригодные для реализа­
ции в виде программ для ЭВМ. 

Все изложенное в статье верно как в кусочно-линейной, так и 
в дифференциальной категории. В тексте используются нейтральные 
термины, которые следует понимать в смысле любой из этих катего­
рий. 

1.4. Расположение материала. Работа содержит кроме настояще­
го введения еще пять параграфов, причем основные результаты сфор-

Определение симметрически обратимых зацеплений см. в п.4.2. 
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мулированы в § 5. 
В § 2 описываются некоторые стандартные двулистные развет­

вленные накрытия, нужные для последующих параграфов. 
В § 3 определяются различные типы диаграмм, описываются их 

простейшие свойства и демонстрируется связь диаграмм, задающих 
двулистные разветвленные накрывающие, с диаграммами, задающими 
соответствующие подмногообразия ветвления. 

В § 4 изучается свойство симметрической обратимости,, очень 
важное в рассматриваемом круге вопросов; определяются симметри­
чески обратимые зацепления и доказывается, что всякое двулистное 
разветвленное накрывающее сферы можно представить как результат 
морсовской перестройки сферы вдоль симметрически обратимого за­
цеплений (это также сопровождается соответствующим алгоритмом). 
Кроме того, в § 4 устанавливаются различные достаточные условия 
существования и продолжимости двулистных разветвленных накрытий, 
формулирующиеся в терминах диаграмм. 

В § 5, как уже было сказано, сформулированы основные резуль­
таты статьи. Основу их составляет теорема 5.2; остальные очевид­
ным образом вытекают из этой теоремы и теорем параграфа 4. Па­
раграф 6 содержит доказательство теоремы 5.2. 

1.5. Автор благодарит своего руководителя профессора 
В.А.Рохлина за внимание и помощь. 

§ 2. Стандартные накрытия 
2.1. Накрытия сферы сферой. Определим для ft, = 2,3,.-- отобра­

жение Pprv: Ra—*IR'V формулой Рв„(х<,.,.,хл)=№,-,хм,х^-ас*,га^лу 
Это - двулистное разветвленное накрытие с ветвлением над R'1* 

Пусть stet: S'Nff.O,..., ®)\—-R"' - стереографическая проек­
ция, определяемая формулой 

Определим отображение Р„: S a — Ъп формулой 
I х, если х = (1 0,0,..., 0) 

^Iste'tf'oP^steTtx), если х ^ (4,0,0,..., 0). 
Это - двулистнбе разветвленное накрытие с ветвлением над S""z 

Единственным нетривиальным автоморфизмом этого накрытия является 
сужение sm: S n— S" симметрии пространства В?Г1+ относительно 

Вальдхаузен [is] доказал, что всякая pt - инволюция 
Sa—^ 5J с одномерным множеством неподвижных точек сопряжена в 

группе pt - гомеоморфизмов с инволюцией sm: S s — S3 . Из это­
го в частности следует, что всякое двулистное разветвленное на-
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крытие $b-~S3 изоморфно Ps3: S3 — S3 (ср. Бирман и Хилден[2]). 
Для сфер больших размерностей аналогичное утверждение не верно, 
см. .Джиффен [5] , Виноградов и Кушельман [15] . 

2 .2 . Закрытия шара и сферы. Обозначим через Рк прообраз 
точки (к, 0) при стереографической проекции stet : S^ 10,0,0)}— R\ 
через mK - преобраз отрезка [(Zк--f,0), (2к, 0)] при той же проекции, 
и через 1к - прямолинейный отрезок в Ю3 с 01к

= |р г к-м Ряк} . 
Пусть mJK- сегмент большого круга, заключенный между 1к и ггьк. 

Обозначим через Ю„ трехмерное тело с g ручками, а через 
^ - его край, ориентируемую замкнутую связную поверхность ро­

да <? . 
Расположим тело £)3 в R3 

так - см.рис.1 - чтобы прямая 
R" была осью симметрии тела 
Ю„ и пересекалась с ним по 
($+- \) отрезкам Г,, . . . , 
Г , , а плоскость Rz пе­

ресекалась с ним по (%+ 4) дис­
кам т.,',..., т\и . Очевидно,.па­
ры (p RJ^). gp..(^)) и 
(03, U т/.) гомеоморфны. Фик-
сируем гомеоморфизм 

и определим отображение 
?Г Ч 
сужения накрытия PR3: R 
с этим гомеоморфизмом. Отобра­
жение р : © э — » 0 3 - двулистное 
разветвленное накрытие с вет­
влением над U11 i, . Пусть 
т : У — - S* - сужение этого 
накрытия. Это - двулистное раз-

ч^^> 

50э как композицию 

I, m4 

Рис.1. 
ветвленное накрытие с ветвлением над {р,,..., р»г„ Ь 

Всякое двулистное разветвленное накрытие £ — • $* изоморфно 
х3 . Автору не известно, но представляется весьма вероятным, 

что всякое двулистное разветвленное накрытие £>—-£>3 изоморфно 

§ 3. Диаграммы и двулистные разветвленные 
накрытия 

3.1. М -диаграммы. Пару (Ф,П , состоящую из ориентируемо­
го замкнутого двумерного многообразия Ф и его замкнутого двумер­
ного подмногообразия Г , назовем М - д и а г р а м м о й , ес-
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ли в результате разрезания многообразия Ф вдоль Г получает­
ся многообразие, каждая компонента которого гомеоморфна сфере с 
дырами и число компонент равно числу компонент многообразия Ф . 

М е р и д и а н а м и компактного трехмерного многообра­
зия Л будем называть простые замкнутые кривые на д Д , которые 
ограничивают диски в А , но не гомотопны нулю в 0Д. Пару 
(<9Д, Г) .состоящую из края с)Д ориентируемого компактного 
трехмерного многообразия Д и объединения Г"=.и у. непересекающих­
ся меридианов у,,...,̂  многообразия Д , будем называть М- д и а -
г р а м м о й м н о г о о б р а з и я Д , если в Л сущест­
вуют такие непересекающиеся диски £,..., %п с Э^1 = ̂  , что в 
результате разрезания многообразия А вдоль U fL получается 
многообразие, каждая компонента которого гомеоморфна Ю4 и число 
компонент равно числу компонент многообразия Д . (Ясно, что вся­
кая М - диаграмма многообразия Д является М -диаграммой в 
смысле предыдущего определения). 

П р и м е р . Изображенная на рис.1 пара (J 0 лг.) явля­
ется М -диаграммой тела Ю^. 

Будем говорить, что М -диаграммы (Ф, Г) , (Ф, Г') и з о ­
т о п н ы , если существует такой изотопный тождественному го­
меоморфизм h: Ф—- Ф , что Н(Г)= Г'. 

В основе применений М -диаграмм лежат следующие хорошо из­
вестные очевидные леммы. I. 0 
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5. П у с т ь Д, Д' - о р и е н т и р у е м ы е к о м ­

п а к т н ы е т р е х м е р н ы е м н о г о о б р а з и я , 
и п у с т ь (ОД, Г ) - к а к а я - н и б у д ь М - д и а -
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г р а м м а м н о г о о б р а з и я Л . Г о м е о м о р ­
ф и з м К: Эд —д Д' п р о д о л ж а е т с я до г о м е о -
м о р ф и з м а Д - — А' т о г д а и т о л ь к о т о г ­
д а , к о г д а (Эд1, ЫГ)) я в л я е т с я М - д и а ­
г р а м м о й м н о г о о б р а з и я Д' 

3.2. Диаграммы S -пар. Тройку(7,С, Q) .состоящую из замкну­
того многообразия 7 , его компактного подмногообразия С и ко­
нечного подмножества и , будем называть S - д и а г р а м м о й , 
если каждая компонента многообразия J гомеоморфна S* , каждая 
компонента подмногообразия С гомеоморфна I и если 0С = Q. л С 
и в каждой компоненте многообразия $ содержатся ровно две точ­
ки множества ОлОС . Пару (?, с ) , состоящую из замкнутого мно­
гообразия 3- и его компактного подмногообразия С , будем назы­
вать E S - д и а г р а м м о й , если каждая компонента много­
образия 3- гомеоморфна S8, и пересекается с С и каждая компо­
нента подмногообразия С гомеоморфна I . Будем говорить, что 
ES -диаграмма (7, С) является р а с ш и р е н и е м 
S -диаграммы (3, С, Q,) , если С'э С и 9С'= Q.. 

Пару многообразий (£>, 3) будем называть S - п а р о й , 
если для любой компоненты *0 многообразия^ napaCiQ', У п£)') го­
меоморфна одной из пар (Юэ, U 1^ с а= -f, 2 , . . . . 

Пусть CD, У ) - некоторая S -пара. Назовем ES -диаграмму 
(ЭЮ,С)Е$ - д и а г р а м м о й п а р ы ( Й У ) , если 
дУ = дС и существует такое подмногообразие С многообразия 0 , 
что 9С = !7иС и каждая компонента подмногообразия с гомеоморфна 
О2, (эти условия означают, что подмногообразия С , У изотопны 

в X) относительно ОС =Э9 ' ) . Будем называть S -диаграмму 
(ОХ), C^Q) S - д и а г р а м м о й п а р ы (£),' 9) ' , если сущест­
вует расширение (£>©,С) S -диаграммы (00, Cj Q) являющееся Е S-диа­
граммой пары (£>, 9) . 9+г 

П р и м е р . Построенная в п.2.2 s -пара CD* U I . ) имеет 
Е S -диаграмму ( s \ U т . . ) и S -диаграмму ( s \ и т . , 

| р « , - - - , Р г , . Л ) ; см- р и с л -
Будем говорить, что S-диаграммы (J, C,Q), (J, С, Q) изотоп­

ны, если существует такой гомеоморфизм К: I— £ , изотопный тож­
дественному относительно Q. , что h-(C)= С'. 

В основе применений S - и Е S -диаграмм лежат следующие 
очевидные леммы. 

1. В с я к а я S - п а р а (й, Э) о б л а д а е т 
Е S - д и а г р а м м о й , а , з н а ч и т , и 

S - д и а г р а м м о й . 
2 . В с я к а я S - д и а г р а м м а о б л а д а ­

е т р а с ш и р е н и е м . Д л я в с я к о г о р а с ­
ш и р е н и я (.?, С) S - д и а- г р а м м ы ($, С, Q.) с у щ е с т 
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в у е т т а к а я S - п а р а (Dp) с ЭО =* § , ч т о 
(У, С) я в л я е т с я E S - д и а г р а м м о й п а р ы 
CD, 9) , и, з н а ч и т , (У, С, Q.) я в л я е т с я 

S - д и а г р а м м о й пары (Ю, У) ; п а р а (О, у) 
о п р е д е л я е т с я S - д и а г р а м м о й (3", С, Q) с 
т о ч н о с т ь ю до г о м е о м о р ф и з м а , т о ж ­
д е с т в е н н о г о на $ 

3. Е с л и (50, С, 0.)- н е к о т о р а я S - д и а ­
г р а м м а 5 - п а р ы (<0,"Э) , то в с я к а я 

S - д и а г р а м м а (90, С', Q) и з о т о п н а я (#0, С, Ц) 
т а к ж е я в л я е т с я S - д и а г р а м м о й 
S - п а р ы CD, У). 

4. Е с л и (9;С,й]|Дс;Ш- т а к и е S - д и а г р а м 
м ы , ч т о к а ж д а я к о м п о н е н т а м н о г о ­
о б р а з и я 5 с о д е р ж и т о д и н а к о в о е 
ч и с л о к о м п о н е н т п о д м н о г о о б р а з и й 
С и С' , то с у щ е с т в у е т г о м е о м о р ­

ф и з м (£, С, Q) -(?, С, Q'). 
5. П у с т ь(0,У), CD', У')- н е к о т о р ы е S- п а ­

ры и п у с т ь (&0,С, QJ- к а к а я - н и б у д ь 
S - д и а г р а м м а пары (С, Э) • Г о м е о м о р ­

ф и з м к: Э£)—•#£)' п р о д о л ж а е т с я до г о м е о ­
м о р ф и з м а ф,1)-*- CD1, У') т о г д а и т о л ь к о 
т о г д а , к о г д а [дТ)\ Ь(С), Ь(0.)) я в л я е т с я 

S - д и а г р а м м о й п а р и (О1, У). 
3.3. М - диаграмма двулистного разветвленного накрываю­

щего 6 -пары. П у с т ь (Ф,3)- н е к о т о р а я 5 - п а -
ра и п у с т ь р : Д—- © - д в у л и с т н о е р а з ­
в е т в л е н н о е н а к р ы т и е с в е т в л е н и е м 
над У ( т а к о е н а к р ы т и е с у щ е с т в у е т 
и е д и н с т в е н н о с т о ч н о с т ь ю до и з о ­
м о р ф и з м а , с м . . н а п р и м е р , [19, § I] ). 
Е с л и (Э£), С, Q.) - к а к а я - н и б у д ь S - д и а ­
г р а м м а п а р ы CD, У), то (0Д, P'tO) е с т ь 

М - д и а г р а м м а м н о г о о б р а з и я А 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть 

случай связного 'О . Тогда, в силу лемм^предыдущего пункта, су­
ществует гомеоморфизм К: О — £>3c K(C)= U пг- и Ь(У)= [̂  1- . 
Б силу единственности двулистного разветвленного накрытия S -па­
ры, h индуцирует гомеоморфизм h,: Д-*0 ? с p9K=h,p. Так как 

p -4C)=^p ?
H K(C)=R^p ? 4b ; r rv . )=h , H (^ r r i t ) 
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и пара (5^, и т . ) является М -диаграммой тела Dg , то пара 

СОД, р- '(П)=(ЭД, K"'(Um ()) 

является М -диаграммой многообразия Л . 
3.4. Диаграммы Хегора. Тройку (Ф, Г+, Г_) назовем д и а ­

г р а м м о й Х е г о р а , если пары (Ф, Г+),(Ф, Г_) являют­
ся М -диаграммами и многообразие Ф связно. При этом род много­
образия Ф будем называть р о д о м д и а г р а м м ы Х е ­
г о р а 

Пусть (Ф, Г,.,Г.)-диаграмма Хегора и Д+, Д _ - ориентируе­
мые компактные трехмерные многообразия с 0Д+ = Эд_=Ф и М -диа­
граммами (Ф, Г+) и (Ф, Г_) , соответственно. Диаграмму Хегора 
(Ф, Г+, Г.) будем называть д и а г р а м м о й Х е г о р а 

м н о г о о б р а з и я N , если N гомеоморфно результату 
склеивания многообразий Д+ , Д_ посредством тождественного го­
меоморфизма Ф — Ф . 

Хорошо известно, что всякое ориентируемое замкнутое связное 
трехмерное многообразие обладает диаграммой Хегора и что всякая 
диаграмма Хегора является диаграммой Хегора некоторого ориентируе­
мого аамкнутого связного трехмерного многообразия, единственного 
с точностью до гомеоморфизма. 

Диаграммы Хегора (Ф, Г+? Г_) , (Ф, Г+, П) называются и з о ­
т о п н ы м и , если М -диаграммы (Ф, Г+) , (Ф, Г'+) и (Ф, Г_), 

(Ф, Г..) изотопны. В силу лемм пункта 3 . 1 , многообразия, имеющие 
изотопные диаграммы Хегора, гомеоморфны. 

Пусть N - ориентируемое замкнутое связное трехмерное мно­
гообразие. Р о д о м g (N) м н о г о о б р а з и я N назы­
вается наименьшее из чисел, являющихся родами диаграмм Хегора 
многообразия N . 

3 .5 . Диаграммы зацеплений. Четверку (5, С+,С_, Q.) назовем 
£)$ - д и а г р а м м о й , если тройки ( £, С+, Q), (£ , C_, Q,) 
являются S -диаграммами и 5- связно (и, значит, гомеоморфно S*). 
Тройку (J, С+,С_) будем называть "DES - д и а г р а м м о й , 
если £>С+ =£>С_, пары (?, С+), (2, С_) являются Е$ -диаграммами и 
? связно. Будем говорить, что ^ E S -диаграмма (£,£•'+, С'_) явля­

ется р а с ш и р е н и е м £>S -диаграммы (У, С+, С_, Q,), ес­
ли С+ => С+ , С'_ эС_ и @Cl = Q. при этом число компонент подмно­
гообразия Cl называется ч и с л о м м о с т о в 
•DES - д и а г р а м м ы (У, С+, Cl) или ч и с л о м м о с ­
т о в 0 S - Д и а г р а м м ы (У, С+, С_, О.). 

Пусть (3\С+ >С_)- некоторая OES -диаграмма и (£)+,У+), 
(£>_, 3_) - какие-либо S -пары с Э'Ю+ = £|!0_= У и E8 -диаграмма­
ми (?, С+) и (2, С_) , соответственно. Назовем (?, С+, C_)£)ES - д и а ­

г р а м м о й з а ц е п л е н и я ($а, L) , если пара (S3, L) 
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гомеоморфна результату склеивания пар (0+, У+) , (id_,yj посредст­
вом тождественного гомеоморфизма У— У . Будем называть £>S -диа­
грамму (?, С+, С. ,Cl)<DS - д и а г р а м м о й з а ц е п л е ­
н и я (S3, L) , если существует расширение ©S -диаграммы 

(У, С+,С_, CL) , являющееся *D E S -диаграммой зацепления (S3 ,L). 
Хорошо известно (см., например, [12] ) , что всякое зацепле­

ние обладает £>ES -диаграммой (а, значит, и £>S -диаграммой). 
Из леммы 2 пункта 3.2 следует, что всякая VS -диаграмма являет­
ся Ю§ -диаграммой некоторого зацепления, единственного с точ­
ностью до гомеоморфизма. 

Рис.2. 
<DE$ -диаграмма зацепления по-существу совпадает с тем, что 
обычно называется диаграммой зацепления; см. рис.2. Грубо гово­
ря, <DS -диаграмма зацепления представляет собой такую часть 
<DE S -диаграммы, что по ней можно определить тип зацепления, хо­
тя, как правило, нельзя однозначно восстановить тип "DES -диа­
граммы. Иными словами, CS -диаграмма зацепления содержит всю 
необходимую информацию и меньше лишнего. 

Будем говорить, что Ш -диаграммы (У, С+1 С_, О,), (У, С ,̂ С_[, Q) 
и з о т о п н ы , если изотопны S -диаграммы (У, С*, Q.) , 

(У, Cl, Q.) и (?,С_, 0,) , (J, Cl, Q.). В силу лемм пункта 3.2, зацепле­
ния, имеющие изотопные £)S -диаграммы, гомеоморфны. 

Зацепление (S3, L) называется з а ц е п л е н и е м с 
гс- м о с т а м и , или 2 п, - с п л е т е н и е м , если 
|г - наименьшее из чисел, являющихся числами мостов С1 S -диа­

грамм зацепления (S3,L). 
3.6. Диаграмма Хегора двулистного разветвленного накрывающе­

го сферы. (Ср. Шуберт [и] ) . П у с т ь Р: N — S3 - д в у ­
л и с т н о е р а з в е т в л е н н о е н а к р ы т и е 
з а ц е п л е н и я ( S \ L ) . Е о л и (?, С ь С, ft) - к а ­
к а я - н и б у д ь £> S - д и а г р а м м а з а ц е п ­
л е н и я (S3, L) и p : < P - f - д в у л и с т н о е р а з ­
в е т в л е н н о е н а к р ы т и е с в е т в л е н и е м 
н а д Q , т о (<f, р-'ССД р"'(С_)) - д и а г р а м м а Х е ­
г о р а м н о г о о б р а з и я N 

Действительно, разложение пары (S3, L) в объединение S-nap 
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CD+, 3J , CO-,1) с 0£>+=Э0_ = £ и S -диаграммами (£,С+, Q), 
(У,С,0,) индуцирует разложение накрывающего N в объединение мно­
гообразий Р'^Д.), P~4*£L) , которые (в силу теоремы 3.3) имеют 
И -диаграммы ( Р'ЧЗ), Р'ЧС,)) , (Р~*&\ Р"'(0). Таким образом, 
(р-'С?) f Р~'(С+), Р~ЧС.)) - диаграмма Хегора многообразия N . Из 
единственности двулистного разветвленного накрытия пары (У, Q.) 
следует, что диаграмма Хегора (Рн(£), Р'ЧС+), P"4CJ)гомеоморфна 
(Ф, р"'(ф, р"ч(С_)) , и, значит, (Ф, р~'(СД рЧС.))- диаграмма Хегора 
многообразия N . 

3.7. Дереклейки многообразий. Пусть N - трехмерное много­
образие, Д - его трехмерное подмногообразие, обладающее М -диа­
граммой. Пусть Д! - трехмерное многообразие с Э Д ^ Э Д и М -диа­
граммой (0Д, Г ) . Будем говорить, что многообразие N' получается 
из N в результате п е р е к л е й к и м н о г о о б р а ­
з и я Д п о д и а г р а м м е (0Д, Г) , если N' гомеомор-

фно результату склеивания N\Iixt Д и д1 посредством тождест­
венного гомеоморфизма ЗД-*-©д. в силу лемм пункта 3.1, всякое 
обладающее М -диаграммой подмногообразие Л можно переклеить по 
любой М -диаграмме(ЭД, Г) и результат переклейки определяется 
с точностью до гомеоморфизма многообразием N^Int Д и изотопи­
ческим классом М -диаграммы (д Д, Г) . 

Пусть Д - регулярная окрестность замкнутого одномерного 
подиногообразия Z трехмерного многообразия N и (0Д, Г) - неко­
торая М-диаграмма. Если существует такая М -диаграмма (Эд, Г„) 
многообразия Д , что каждая компонента кривой Г0 пересекается 
с Р ровно в одной точке, то переклейка многообразия Л по 
(дА, Г) является морсовской перестройкой вдоль Z . Наоборот, 
всякая мороовская перестройка трехмерного многообразия, имеющая 
индекс 2, является переклейкой такого вида. 

3.8. Переклейки пар. Пусть L - одномерное подмногообразие 
трехмерного многообразия М , и пусть О - такое трехмерное под­
многообразие многообразия М , чтоЮ, Ln<D) является S -парой. 
Пусть CD, 9) - какая-нибудь S -пара с S -диаграммой (0"D, С, Ln£>3). 
Будем говорить, что napa(M,L') получается из(М, L) в результате 
п е р е к л е й к и п а р ы I'D, L,nD) п о д и а г р а м -
м е (2£), С, Ь п с Ю ) , если L' = (L\In<tD)U 7 . в силу лемм пунк­
та 3.2, всякую 8 -пару ("D, LnD) можно переклеить по любой 3 -диа­
грамме (9Ю,С, Ln95D) и результат переклейки определяется с точ­
ностью до гомеоморфизма парой (М\1ггЩ 1_л1пЯ))и изотопическим 
классом S -диаграммы (д<0, С, L л 00). 

Пусть L - одномерное подмногообразие трехмерного многообра­
зия М , и пусть S - такое компактное подмногообразие многообра­
зия М , что 0S~LnS и каждая компонента подмногообразия S 
гомеоморфна I. Далее, пусть £> - регулярная окрестность подано-

О с- —if 
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гообразия S , и пусть (£>£>, С, ЬлЭ£>)- некоторая S -диаграмма. 
Ясно, что (0,1_,л£>) является в этом случае S -парой. Если сущест­
вует такая S -диаграмма (£>£>, С„, ьп£>£>) пары (D, Lл®) t ч т о 
каждая компонента кривой С0 пересекается с С ровно в одной точ­
ке, принадлежащей L , то переклейка пары (ft, L л 2)) по (02), С, 
L п £>0 ) является морсовской перестройкой подмногообразия L 
вдоль 9S . Наоборот, всякая морсовская перестройка одномерного 
подмногообразия, имеющая индекс I , является переклейкой такого 
вида. 

3.9. Переклейки двулистных разветвленных накрытий. 
П у с т ь Р: N— fi - д в у л и с т н о е р а з в е т в ­
л е н н о е н а к р ы т и е т р е х м е р н о г о м н о ­
г о о б р а з и я N с в е т в л е н и е м н а д L . 
П у с т ь £) - т а к о е т р е х м е р н о е п о д ­
м н о г о о б р а з и е м н о г о о б р а з и я М , ч т о 
п а р a CD, L П D) я в л я е т с я S - п а р о й , и 
п у с т ь п а р а (М, L') п о л у ч а е т с я и з (М, L) 
в р е з у л ь т а т е п е р е к л е й к и п а р ы (<D,Ln0) 
п о S - д и а г р а м м е {д®, С, LnVD) . Т о г д а 
с у щ е с т в у е т е д и н с т в е н н о е д в у л и с т ­
н о е р а з в е т в л е н н о е н а к р ы т и е Р': N' —- М 
п а р ы (М, L ' ) , с у ж е н и е к о т о р о г о н а 
М\ Int Ю и з о м о р ф н о с у ж е н и ю Р~1(МЧпЯ))-|*ЬШ) 
н а к р ы т и я Р: N-* М , и м н о г о о б р а з и е N' 
м о ж н о п о л у ч и т ь H 3 N в р е з у л ь т а т е 
п е р е к л е й к и м н о г о о б р а з и я Р'(£)) п о 

М - Д я а . г . ра мм е (Р"Ч00), Р"'(С)). 
Е с л и © я в л я е т с я р е г у л я р н о й о к ­

р е с т н о с т ь ю н е к о т о р о г о п о д м н о г о ­
о б р а з и я S и п е р е к л е й к а п а р ы (0, ЬПЙ) 
п о (0£>,С, LH0D) я в л я е т с я м о р с о в с к о й п е ­
р е с т р о й к о й п о д м н о г о о б р а з и я L 
в д о л ь 3 s , т о и п е р е к л е й к а м н о г о ­
о б р а з и я P"W) п о (Р'ЧОЮ) , Р"1(С)) я в л я е т с я 
м о р с о в с к о й п е р е с т р о й к о й в д о л ь P'^S). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование и единственв 
ность накрытия Р': N'— М следуют из существования и единствен­
ности двулистного разветвленного накрытия р: А— Ю пары 
CD, L'n Ю) . В силу теоремы 3.3, многообразие Д имеет М -диа­
грамму (ЭД, р~* (С)) . пара (М, L') есть результат склеивания пар 
(M^IafD, L,\Int£)) , (£>, Ln<D) посредством тождественного го­
меоморфизма 02)- 02) . Поэтому N' представляется в виде резуль­
тата склеивания многообразия N\P~1(Iixt 0) и Л посредством гомео­
морфизма h.: Р~'(9£))-~0Д , накрывающего тождественный гомеоморфизм 

18 



9<D— Э£) . Следовательно, N' получается из N в результате пе­
реклейки многообразия P'H'D) по диаграмме 

(р"'(ею), h;V'<(C))=(p-'(6'D), р~'(0). 
Часть теоремы 3.9, касающаяся морсовских перестроек следует 

непосредственно из сказанного в пп.3.7 и 3.8. 
§ 4. Симметрическая обратимость 

4 .1 . Симметрически обратимые пары. Пусть Р: N-* И - двулист­
ное разветвленное накрытие с ветвлением над L , пусть Т: N— N 
нетривиальный автоморфизм этого накрытия, и пусть Е - замкнутое 
одномерное подмногообразие многообразия N . Пару (N, £ ) назо­
вем с и м м е т р и ч е с к и о б р а т и м о й ж^ о т ­
н о с и т е л ь н о Р , если образ каждой компоненты кри­

вой Н гомеоморфен I и 6>P(S)= L n P ( S ) . Очевидно, пара (N, Z) 
симметрически обратима относительно Р тогда и только тогда, ког­
да каждая компонента кривой S инвариантна относительно Т и пе­
ресекается с Р~Ч1) ровно в двух точках. 

П р и м е р ы . I . Если (9,С, Q.) - какая-нибудь S -диаграм­
ма и р: Ф - ? - двулистное разветвленное накрытие пары (У, Q) , 
то пара(Ф, р~\С)) симметрически обратима относительно Р . В 
частности, симметрически обратима параСЭД,Р~'(С)) из пункта 3.3. 

2. В условиях, теоремы 3.9 пара (N,PH(S)) симметрически обра­
тима. • " • • • . 

4.2. Симметрически обратимые зацепления. Зацепление (S3, Т.) 
будем называть с и м м е т р и ч е с к и о б р а т и м ы м , 
если оно гомеоморфно какому-нибудь зацеплению, симметрически об­
ратимому относительно Ps3: S3—- S3. 

Д л я т о г о , ч т о б ы з а ц е п л е н и е (S9, £ ) 
б ы л о с и м м е т р и ч е с к и о б р а т и м ы м , н е ­
о б х о д и м о и д о с т а т о ч н о , ч т о б ы с у ­
щ е с т в о в а л а с о х р а н я ю щ а я о р и е н т а ­
ц и ю и н в о л ю ц и я Т: S3—- Ss , к о т о р а я п е -
р в в о д и т к а ж д у ю к о м п о н е н т у к р и в о й 
Z. в с е б я , о б р а щ а я о р и е н т а ц и ю . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Н е о б х о д и м о с т ь . 
В силу определения симметрически обратимых зацеплений, существует 
такой гомеоморфизм Ь: Ss —- S3 , что зацепление (S3, МНУ) сим­
метрически обратимо относительно Ps3(L). Симметрия srrv. S3-~S3(CM. 
п.2.1) переводит каждую компоненту кривой h(Z) в себя, обращая 
ориентацию. Поэтому инволюция K4oSm,'h: S3—S8 удовлетворяет всем 
условиям теоремы. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Из того, что сужения инволюции 

х^По поводу мотивировки этого термина см. п.4.2. 
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Т на компоненты кривой Z обращают ориентацию, следует, что 
Т имеет неподвижные точки и, в силу теоремы Вальдхаузена 21 
(см. п.2.1) существует такой гомеоморфизм h,: S 3 —-S s , что 
sm°K=h-°T. Зацепление (s3, h(Z)) симметрически обратимо отно­
сительно Р3з , и, следовательно, зацепление (s3, Z.) симметричес­
ки обратимо. 

Следствие. В с я к о е с и м м е т р и ч е с к и о б ­
р а т и м о е з а ц е п л е н и е о б р а т и м о . 

Автору не известно, существуют ли обратимые зацепления, не 
являющиеся симметрически обратимыми. 

Класс симметрически обратимых зацеплений характеризуется 
также теоремами 4.3 и 5.6 и следующим свойством, которое легко 
выводится из теоремы 5.2 и теоремы Вальдхаузена. 

П у с т ь (S3, ZJ - з а ц е п л е н и е , N - д о ­
п о л н е н и е в S3 о т к р ы т о й т р у б ч а т о й 
о к р е с т н о с т и к р и в о й Z , и п у с т ь 
M=S s \ In , t £) , г д е Ъ - п о д м н о г о о б р а ­
з и е с ф е р ы З3 , к а ж д а я к о м п о н е н т а 
к о т о р о г о г о м е о м о р ф н а <D3 и ч и с л о 
к о м п о н е н т р а в н о ч и с л у к о м п о н е н т 
к р и в о й Z. . Д л я т о г о , ч т о б ы з а ­
ц е п л е н и е (S3, L) б ы л о с и м м е т р и ч е с к и 
о б р а т и м ы м , н е о б х о д и м о и д о с т а т о ч ­
н о , ч т о б ы с у щ е с т в о в а л о д в у л и с т ­
н о е р а з в е т в л е н н о е н а к р ы т и е N — М. 

4.3 . Представление двулистных разветвленных накрывающих сфе­
ры в виде результатов перестроек сфеш. А л г о р и т м I 
с н и ж е с л е д у ю щ е й б л о к - с х е м о й с т р о ­
и т п о л ю б о м у з а ц е п л е н и ю (S3, L) т а к о е 
с и м м е т р и ч е с к и о б р а т и м о е з а ц е п л е ­
н и е (S ! , Z ) , ч т о д в у л и с т н о е р а з в е т в ­
л е н н о е н а к р ы в а ю щ е е з а ц е п л е н и я 
(S5 , L) м о ж е т б ы т ь п о л у ч е н о и з S3 п о ­
с р е д с т в о м м о р с о в с к о й п е р е с т р о й к и 
в д о л ь Z 

Б л о к - с х е м а а л г о р и т м а I . 
1. На L в S3 натягивается какая-нибудь компактная связная 

поверхность Р . Совершается переход к блоку 2. 
2. Поверхность F представляется в виде круга К с прикле­

енными к его краю ленточками (ручками индекса I) 6,, &*,..., Ьп. 
(Это делается, например, так: строится на Р букет окружностей, 
являющийся деформационным ретрактом поверхности F ; затем Р де­
формируется в регулярную окрестность этого букета; последнюю мож­
но рассматривать, очевидно, как круг - регулярную окрестность 
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центральной точки букета - с приклеенными к нему ленточками -
вылезающими из этого круга частями регулярных окрестностей окруж­
ностей букета; см., например, Фокс [3, стр.262]). Совершается 
переход к блоку 3. 

3. Строятся средние линии s„ 8г,..., Sw ленточек 6„ bz,..., &п 
(Если ленточки строились как части регулярных окрестностей окруж­
ностей букета, то s„ sa,...,sa - пересечения ленточек с этими 
окружностями). Совершается переход к блоку 4. 

4. При помощи изотопии поверхность F делается такой, что­
бы ЭК = S1 . Совершается переход к блоку 5. 

5. Строится Z. = P.V ( U S.). 
На рис.3 показаны этапы работы алгоритма I в случае, когда 

исходным зацеплением (S\ L) является восьмерка (узел Ч, по таб­
лице Александера -Бриггса). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е -
м ы 4.3. Ясно, что (S3, L) получается из 
(S3, ЭК)= (S3, S^)a в результате морсовской пе­
рестройки вдоль Q .Sj . Отсюда, в силу теоре­
мы 3.9, следует, что N получается из S3 в ре­
зультате морсовской перестройки вдоль 
Pe;'(Us.)-Z. 

З а м е ч а н и е . При помощи алгорит­
ма I можно построить, используя известную связь 
между морсовскими перестройками и кобордизмами, 
ориентируемое компактное односвязное четырехмер­
ное многообразие X , краем которого является 
двулистное разветвленное накрывающее зацепления 
( S' L) . Можно показать, что построенное та­
ким образом X является двулистным разветвлен­
ным накрывающим шара £)4 с ветвлением над поверхностью, изотоп­
ной поверхности F относительно 0F . Причем, если Р ориенти­
руема (а этого, как известно, можно добиться), то u^(X) = 0 ; 
см. [17]. 

4.4. Симметрически обратимые М -диаграммы и продолжение 
двулистных разветвленных накрытий. П у с т ь Д - к о м ­

п а к т н о е т р е х м е р н о е м н о г о о б р а з и е 
с М - д и а г р а м м о й (ЭД, Г) и © - к о м п а к т ­
н о е т р е х м е р н о е м н о г о о б р а з и е , к а ж ­
д а я к о м п о н е н т а к о т о р о г о г о м е о м о р -
ф н а й 5 . П у с т ь , д а л е е р : ^ Д — £>£> - д в у ­
л и с т н о е р а з в е т в л е н н о е н а к р ы т и е 
и & - м н о ж е с т в о т о ч е к в е т в л е н и я . 
Е с л и п а р а ( 0 д , Г) с и м м е т р и ч е с к и о б р а -
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т и н а о т н о с и т е л ь н о р , то т р о й к а 
{VD, р(Г), Q,) я в л я е т с я S - д и а г р а м м о й 
и для л ю б о й S - п а р ы №, 3) с S - д и а ­
г р а м м о й ( д £), р(Г), й) с у щ е с т в у е т п р о д о л ­
ж е н и е я а к р ы т и я р : 0Д-»0й до д в у л и с т ­
н о г о р а з в е т в л е н н о г о н а к р ы т и я 
Р:Д—£> с в е т в л е н и е м над I/ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из симметрической обрати­
мости пары (£>Д, Г) следует, что компоненты образа р(Г) гомео-
морфны I и 9р(Т)с Q, . Пусть Ф - произвольная компонента поверх­
ности Э Д и пусть £ - род поверхности Ф . Тогда ГП Ф состо­
ит из ^ компонент, а 0,пр(Ф) состоит из Я$ + 2, точек, и потому 
(0,\р(Г))Пр(Ф) состоит из двух точек. Таким образом, тройка 
(5д, р(Г), Q,) является S -диаграммой. 

Пусть Р': А1 — £> - двулистное разветвленное накрытие пары 
(О, 3) . В силу единственности двулистного разветвленного накры­
тия пары (30, (X) , существует гомеоморфизм К0 = 2д-ч)д' с P'h^o=pi 
В силу теоремы 3.3, многообразие Д' имеет И -диаграмму 
(ЭД1, Р"'р(Г)) = (^Д/МП) • Из л е м м ы 5 пункта 3.1 следует, что го­
меоморфизм К.0 можно цродолжить до гомеоморфизма h: д—• д' . По­
ложим Р= Р'К:Д— <D. Это - двулистное разветвленное накрытие па­
ры ф$) , продолжающее накрытие р: Од— 0 0 . 

Следствия теоремы 4.4. 

4.5. П у с т ь N - о р и е н т и р у е м о е з а м ­
к н у т о е с в я з н о е т р е х м е р н о е м н о г о ­
о б р а з и е с д и а г р а м м о й X е г о р а (Ф, Г+, Г_) 
Е с л и с у щ е с т в у е т т а к о е д в у л и с т н о е 
р а з в е т в л е н н о е н а к р ы т и е р : Ф — S a c в е т ­
в л е н и е м н а д н е к о т о р ы м м н о ж е с т в о м 

Q , ч т о п а р ы (Ф, Г() , № , Г.) с и м м е т р и ­
ч е с к и о б р а т и м ы о т н о с и т е л ь н о р , 
т о с у щ е с т в у е т д в у л и с т н о е р а з в е т ­
в л е н н о е н а к р ы т и е N—S4 з а ц е п л е н и я с 

£)S - д и а г р а м м о й (S a ,p(r t) , р ( Г ) ( й ) . 
4.6. П у с т ь P:N— M - д в у л и с т н о е р а з ­

в е т в л е н н о е н а к р ы т и е т р е х м е р н о г о 
м н о г о о б р а з и я М с в е т в л е н и е м н а д 

L , и п у с т ь Л - т а к о е о б л а д а ю щ е е 
М - д и а г р а м м о й п о д м н о г о о б р а з и е 

м н о г о о б р а з и я N , ч т о Р~Р(Д)=Д и п а -
р а (Р(Л)) , L'n Р(Д)) я в л я е т с я S - п а р о й . 
П у с т ь , д а л е е , м н о г о о б р а з и е N п о ­
л у ч а е т с я и з N в р е з у л ь т а т е п е р е -
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S - д и а г р а м м е (Р(ЭД), Р(Г), ЬПр(ЭД)). 
§ 5. Формулировки главных результатов 

5.1. Регулярные М -диаграммы и Р -диаграммы.ПУСТЬ 
Ф -ориентируемая замкнутая поверхность и р: Ф-" У - двулистное 

разветвленное накрытие с ветвлением над CL . Будем называть 
М -диаграмму (Ф, Г) р е г у л я р н о й о т н о с и т е л ь ­

н о р , если сужение Р/р: Г— ? имеет только устойчивые 
двойные точки (т.е. во всех двойных точках пересечения образов 
трансверсальны), не имеет тройных точек и p(P)DQ= 0 . Всякую 

М -диаграмму можно сделать регулярной относительно р посредст­
вом сколь угодно малой изотопии. 

Тройку (J", В, Q.) , состоящую из замкнутой поверхности У , ее 
подпространства В и конечного подмножества GL , будем называть 

P - д и а г р а м м о й , если ВП0,= Ф , каждая компонента 
поверхности 7 гомеоморфна S* и каждая компонента подпространст­
ва В является либо простой замкнутой кривой, либо графом, в каж­
дой вершине которого сходятся ровно четыре ребра. Вершины и ребра 
компонент второго типа будем называть в е р ш и н а м и и 
р е б р а м и Р - д и а г р а м м ы . 

Ясно, что если (Ф, Г) является М -диаграммой, регулярной 
относительно двулистного разветвленного накрытия р: ф — £ пары 
(?, Q) , то тройка (У, р(Г), Q.) является Р -диаграммой. 

Пусть (У, В, Q)- некоторая P -диаграмма. Простую замкнутую 
кривую а с В назовем ^ . - у г о л ь н и к о м Р - д и а ­
г р а м м ы (7, В, Q.) , если в о. содержится ровно п таких вер­
шин Р -диаграммы (?,В, CL), что в а содер­
жатся пары смежных (а не противоположных) 
ребер Р-диаграммы (£,6,0.), примыкающих к 
каждой из этих вершин. Эти а вершин будем 
называть в е р ш и н а м и /г - у г о л ь ­
н и к а а . На рис.4 изображена часть 
Р -диаграммы с треугольником , имею­

щим вершины А.,, А г , А9 . 
Назовем и - угольник а Р-диаграммы Рис.4. 

(?,В, 0,)э л е м е н т а р н ы м , если п « 2 и существует такая 
компонента U дополнения £ \ В , что 9U =• а и множество Q. Л U 
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состоит из (2-п) точек; при этом множество U называется 
в н у т р е н н о с т ь ю п - у г о л ь н и к а а 

5.2. Построение симметрически обратимых М -диаграмм. 
П у с т ь J - з а м к н у т а я п о в е р х н о с т ь , 
к а ж д а я к о м п о н е н т а к о т о р о й г о м е о -
м о р ф н а S* , и Ф - з а м к н у т а я п о ­
в е р х н о с т ь , к а ж д а я к о м п о н е н т а к о ­
т о р о й и м е е т р о д I и л и 2 . П у с т ь , 
д а л е е , р: Ф — ? - д в у л и с т н о е р а з в е т в ­
л е н н о е н а к р ы т и е с в е т в л е н и е м н а д 

Q. и п у с т ь (Ф, Г) - н е к о т о р а я М - д и а ­
г р а м м а . 

А л г о р и т м 2 с о с л е д у ю щ е й б л о к -
- с х е м о й с т р о и т п о п е р е ч и с л е н н ы м 
д а н н ы м т а к о е п о д м н о г о о б р а з и е С 
м н о г о о б р а з и я 7 ., ч т о т р о й к а (5, С, Q) 
я в л я е т с я S - д и а г р а м м о й и М - д и а ­
г р а м м а (Ф, р'ЧО) и з о т о п н а (Ф, Г). 

(Ясно, что М -диаграмма (Ф, рч{С)) симметрически обратима 
относительно р ), 

Б л о к - с х е м а а л г о р и т м а 2 
1. Посредством малой изотопии И -диаграмма (Ф, Г) делается 

регулярной относительно р . Совершается переход к блоку 2. 
2. Вводятся множества В и С , которые будут перестраивать­

ся последующими блоками; В полагается равным р(Г) , С пола­
гается равным Ф . Совершается переход к блоку 3. 

3. Ищется элементарный двуугольник Р -диаграммы (£, B,Q). 
Если такой двуугольник найден, совершается переход к блоку 4; 
если таких двуугольников нет, совершается переход к блоку 5. 

4. Способом, показанным на рис.5, Р -диа­
грамма (?, Б, О,) перестраивается в окрестности 
вершин двуугольника, найденного блоком 3. Со­
вершается переход к блоку 3. 

5. Ищется элементарный одноугольник Р-диа­
граммы (5", В, Q.) . Если такой одноугольник най­
ден, совершается переход к блоку 6; если таких 
одноугольников нет, совершается переход к бло­
ку 7. 

6. Способом, показанным на рис.6, Р -диа­
грамма (£, В, О.) перестраивается в окрестнос­
ти вершины одноугольника, найденного блоком 5. 

Совершается переход к блоку 2. 
7. Ищется элементарный нульугольник Р -диаграммы (?, В, Q.) . 

Рис.5. 
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Если такой нульугольник найден, совершается пе­
реход к блоку 8; если таких нульугольников нет, 
алгоритм работу закончил. 

8. Строится простая дуга с , содержащаяся 
во внутренности найденного блоком 7 нульугольни-
ка а и соединяющая лежащие там точки множества 

Q, ; см. рис.7. Множество С заменяется на 
С и е , множество В заменяется на В \ а , со­
вершается переход к блоку 7. 

5.3. Следствие теорем 5.2 и 4.4. П у с т ь 
Л - к о м п а к т н о е м н о г о о б р а ­

з и е , к а ж д а я к о м п о н е н т а 
к о т о р о г о г о м е о м о р ф н а Т)А 
и л и 0J, , и п у с т ь £> - к о м -

м н о г о о б р а з и е , 

Рис.6. 

п а к т н о е 
к а ж д а я к о м п о н е н т а к о т о р о 
г о г о м е о м о р ф н а *D . П у с т ь , 
д а л е е , р: ЭД~Э£) д в у л и с т н о е Рис.7, 
р а з в е т в л е н н о е н а к р ы т и е и C t - м н о -
ж е с т в о т о ч е к в е т в л е н и я . Е с л и 

С - п о д м н о г о о б р а з и е м н о г о о б р а з и я 
0 •£) , п о с т р о е н н о е а л г о р и т м о м ' 2 
п о р: с)Д -~ Э£) и л ю б о й М - д и а г р а м м е ( Э д , Р ) 
м н о г о о б р а з и я Л , т о д л я л ю б о й 

S - п а р ы (1), У) с S - д и а г р а м м о й {д'О, С, Q) 
с у щ е с т в у е т п р о д о л ж е н и е н а к р ы т и я 

р: Ой—- о> © д о д в у л и с т н о г о р а з в е т в л е н ­
н о г о н а к р н т и я Д - й с в е т в л е н и е м 
н а д У 

5.4. Следствие теорем 5.2 и 4.5. А л г о р и т м 3 с о 
с л е д у ю щ е й б л о к - с х е м о й п о в с я к о й 
д и а г р а м м е Х е г о р а (Ф, Р+,Г_) р о д а « 2 
с т р о и т 40 S - д и а г р а м м у, (S*, С+,С., &) з а ц е п ­
л е н и я , д в у л и с т н о е р а з в е т в л е н н о е 
н а к р ы в а ю щ е е к о т о р о г о и м е е т д и а ­
г р а м м у Х е г о р а ( Ф , Г+,Г_). 

Б л о к - с х е м а а л г о р и т м а 3 
1. Строится произвольное двулистное разветвленное накрытие 

р: Ф— S* ; множество его точек ветвления обозначается через 
Q. . Совершается переход к блоку 2. 

2. К накрытию р :Ф~ Зги М -диаграмме (Ф, Ц.) применяется 
алгоритм 2. Построенное им подмногообразие сферы S3, обозначает­
ся через С+ . Совершается переход к блоку 3. 
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3 . К накрытию р: Ф -*- Sz и М -диаграмме (Ф, Г_) применяется 
алгоритм 2 . Построенное им подмногообразие сферы S* обозначает­
ся через С_ . 

З а м е ч а н и е . Число мостов D S -диаграммы, кото­
рая строится алгоритмом 3 по диаграмме Хегора (Ф, Г^_, Г_) , на еди­
ницу больше рода этой диаграммы Хегора. 

5.5. Следствие теорем 5.2 и 4.6. П у с т ьр: Г\1-~М-д в у -
л и с т н о е р а з в е т в л е н н о е н а к р ы т и е 
т р е х м е р н о г о м н о г о о б р а з и я М с в е т ­
в л е н и е м над L, , и п у с т ь А - т а к о е 
к о м п а к т н о е п о д м н о г о о б р а з и е м н о г о ­
о б р а з и я N , ч т о Р""'Р(Л)= Л , п а р а (Р (Л), 
L Л Р(Д)) я в л я е т с я S - п а р о й и к а ж д а я 
к о м п о н е н т а п о д м н о г о о б р а з и я Д го-, 
м е о м о р ф н а £),, или £)а . ( У с л о в и я , н а ­
л о ж е н н ы е на А , в ы п о л н я ю т с я , в 
ч а с т н о с т и , е с л и Л - р е г у л я р н а я 
о к р е с т н о с т ь т а к о г о п о д м н о г о о б р а ­
зия Z , что п а р а (N, Z) с и м м е т р и ч е с к и 
о б р а т и м а о т н о с и т е л ь н о Р и Р~'Р(Д)= Д .) 
П у с т ь , д а л е е , м н о г о о б р а з и е N' п о ­
л у ч а е т с я гз N в р е з у л ь т а т е п е р е ­
к л е й к и м н о г о о б р а з и я Д по М - д и а -
г р а м м е (д А, Г ) . Т о г д а с у щ е с т в у е т д в у ­
л и с т н о е р а з в е т в л е н н о е н а к р ы т и е 
Р': N'— М п а р ы (М, L') , к о т о р а я п о л у ч а ­
е т с я и з (М, L) в р е з у л ь т а т е п е р е к л е й ­
ки п а р н (Р(Д) , LnP(A)) no S - д и а г р а м м е 
(Р(£>Д), С, ЬПр(6>Д")) , где С - р е з у л ь т а т 
п р и м е н е н и я а л г о р и т м а 2 к с у ж е н и ю 
6>Д-~Р(£?Д1 н а к р ы т и я Р: N— М и М - д и а г р а м -
м е (о>Д, Г). 

5.6. Следствие теоремы 5.5. П у с т ь Д - т а к о е 
к о м п а к т н о е п о д м н о г о о б р а з и е с ф е р ы 
S* , что sm(A')= Д , к а ж д а я к о м п о н е н ­

та м н о г о о б р а з и я Д г о м е о м о р ф н а £), 
и л и £)г и пара(Р$) (Д), Ъ1п Ps3(/S)) я в л я е т с я 
S - п а р о й . ( У с л о в и я , н а л о ж е н н ы е 

на Д , в ы п о л н я ю т с я , в ч а с т н о с т и , 
е с л и Д - р е г у л я р н а я о к р е с т н о с т ь 
т а к о г о п о д м н о г о о б р а з и я 21 , ч т о 
з а ц е п л е н и е ( 8 Ц ) с и м м е т р и ч е о к и о б р а ­
т и м о о т н о с и т е л ь н о Р$3 и sm(A) = А . ) 
П у с т ь , д а л е е , (о>Д , Г) - н е к о т о р а я 
Г1 - д и а г р а м м а . 
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А л г о р и т м 4 с о с л е д у ю щ е й б л о к -
- • с х е м о й с т р о и т п о п е р е ч и с л е н н ы м 
д а н н ы м з а ц е п л е н и е (S3, L) , д в у л и с т ­
н о е р а з в е т в л е н н о е н а к р ы в а ю щ е е к о ­
т о р о г о п о л у ч а е т с я и з S3 в р е з у л ь ­
т а т е п е р е к л е й к и м н о г о о б р а з и я Д п о 

М - Д и а г р а м м е (0Д , Г). 
Б л о к - с х е м а а л г о р и т м а 4 

1. Строится поверхность Р3» (0 А) . Совершается переход к 
блоку 2. 

2. К сужению 6>Д-~Р4»(0Д) накрытия Ps3: S3—S3 и П-диа­
грамме (6А, Г) 'применяется алгоритм 2. Построенное им подмного­
образие многообразия Р,(0Д) обозначается через С . Совершается 
переход к блоку 3. 

3. По S -диаграмме (Ps3 (0Д),С, S'nPsi(0A)) строится такое под­
многообразие У многообразия Р8»(Д) , что (Р3,(Д), У) является 

S -парой с S -диаграммой (PsJ (0д), С, S'D Ps5 (ОД)). Совершается 
переход к блоку 4. 

4. Строится зацепление ( S \ L ) с L =.(S'Mn,t Р ^ Д ^ и Э . 
З а м е ч а н и е , Из теоремы 5.6 следует, в частности, 

что результат любой морсовской перестройки (или даже переклейки) 
сферы S3 вдоль симметрически обратимого зацепления двулистно 
разветвленно накрывает сферу. 

§ 6. Доказательство теоремы 5.2. 
6.1. Предварительные определения. Пусть а - некоторый 

п - угольник Р -диаграммы (У, В, Q.) с гг > 0 , и пусть 5' - ком­
понента поверхности У , содержащая а . В н у т р е н н о ­
с т ь ю г г - у г о л ь н и к а а будем называть компоненту 
U множества f ' N u , которая не содержит ребер Р -диаграммы 
(£, В, Q.) /примыкающих к вершинам п -угольника а . Разуме­
ется, если п> \ , то п - угольник может и не обладать внутрен­
ностью (см. рис.4). Любой одноугольник обладает внутренностью. 
Для элементарных п -угольников с ггтО определения внутренности, 
данные в этом пункте и в пункте 5.1, совпадают. 

Назовем п -угольник а Р-диаграммы (У, В, Q.) п о ч т и 
э л е м е н т а р н ы м , если (г = I или 2, а имеет внутрен­
ность и эта внутренность содержит ровно (2-гг) точек множества Q.. 
Ясно, чт.о элементарные гг-угольники сат-0 почти элементарны. 

6.2. Формулировки лемм. Теорема 5.2 будет выведена в п.6.3 
из нижеследующих лемм (их доказательства см. в п.6.4). 

Во всех этих леммах У - замкнутая поверхность, каждая ком­
понента которой гомеоморфна сфере; р\Ф-- $ - двулистное разветв-
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ленное накрытие с ветвлением над Q. ; пара(Ф,Г) является М -диа­
граммой. Во всех леммах кроме последней (леммы 9) П -диаграмма 
(Ф,Г) предполагается регулярной относительно р . 

Лемма I. П у с т ь а - э л е м е н т а р н ы й 
д в у у г о л ь н и к Р - д и а г р а м м ы (Т, р(Г),Ф 
Т о г д а с у щ е с т в у е т т а к о й и з о т о п н ы й 
т о ж д е с т в е н н о м у г о м е о м о р ф и з м h-Ф-^Ф , 
ч т о М - д и а г р а м м а (Ф, Ы П ) р е г у л я р н а 
о т н о с и т е л ь н о й и Р - д и а г р а м м а (̂  р1г(П,(3) 
п о л у ч а е т с я из (Т, р(П,б) в р е з у л ь т а т е 
п о к а з а н н о й на р и с . 5 п е р е с т р о й к и 
о к р е с т н о с т и в е р ш и н д в у у г о л ь н и к а а. 

Лемма 2. П у с т ь а - э л е м е н т а р н ы й о д -
н о у г о л ь н и к Р - д и а г р а м м ы (̂ р[Г),(1) . Т о ­
г д а с у щ е с т в у е т т а к о й и з о т о п н ы й 
т о ж д е с т в е н н о м у г о м е о м о р ф и з м h.: Ф—Ф , 
ч т о И - д и а г р а м м а ! Ф,к|Г)) р е г у л я р н а о т ­
н о с и т е л ь н о р и Р - д и а г р а м м а (^р(г(Г),СП 
п о л у ч а е т с я и э (^р(П,й) в р е з у л ь т а т е 
п о к а з а н н о й на р и с . 6 п е р е с т р о й к и 
о к р е с т н о с т и в е р ш и н ы о д н о у г о л ь н и -
к а а . 

Лемма 3. П у с т ь а. - н е к о т о р ы й 
а - у г о л ь н и к Р - д и а г р а м м ы (^р(П,й) , и 
п у с т ь U - о д н а из д в у х к о м п о н е н т 
м н о ж е с т в а 3~va с dU= а. . Т о г д а ч и с л о т о ­
ч е к м н о ж е с т в а Q.nU с р а в н и м о c n . n o 
м о д у л ю 2 . 

Лемма 4, П у с т ь U c ^ - о т к р ы т о е п о д ­
м н о ж е с т в о с Э1/ср(Г) . и м е ю щ е е т о л ь к о 
о д н о с в я з н ы е к о м п о н е н т ы и не с о д е р 
д а л е е в н у т р е н н о с т и к а к о г о - л и б о 
о д н о у г о л ь н и к а Р -д и а г р а м м н ( ^ р ( П , Ш . 
Т о г д а с у ж е н и е п р о е к ц и и р на к а ж ­
д у ю к о м п о н е н т у м н о ж е с т в а mp(U) я в ­
л я е т с я в л о ж е н и е м . В ч а с т н о с т и , 
( п р и U-^ ) , е с л и (Т,р1Г)Д) не и м е е т о д -
н о у г о л ь н и к о в , то с у ж е н и е п р о е к ц и и 

р на к а ж д у ю к о м п о н е н т у к р и в о и Г я в 
л я е т с я в л о ж е н и е м . 

Леша_5. Е с л и (Т,р(Г)Д) не и м е е т э л е м е н ­
т а р н ы х д в у у г о л ь н и к о в , т о ( F, р( П, Q) н е 
и м е е т и п о ч т и э л е м е н т а р н ы х д в у ­
у г о л ь н и к о в . 
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Леша 6. Е с л и (Т,р<Г),СЬ н е и м е е т п о ч т и 
э л е м е н т а р н ы х д в у у г о л ь н и к о в и э л е ­
м е н т а р н ы х о д н о у г о л ь - н и к о в , т о 
(3~p(0,Q) н е и м е е т и п о ч т и э л е м е н т а р ­
н ы х о д н о у г о л ь н и к о в . 

Демма 7. Е с л и к а ж д а я к о м п о н е н т а 
п о в е р х н о с т и 9 и м е е т р о д I и л и 2 
уцТ,р(\\й) н е и м е е т п о ч т и э л е м е н т а р ­
н ы х д в у у г о л ь н и к о в и п о ч т и э л е м е н ­
т а р н ы х о д н о у г о л ь н и к о в , то (̂ "р'П, й) 
н е и м е е т о д н о у г о л ь н и к о в с в н у т ­
р е н н о с т ь ю , с о д е р ж а щ е й 3 и л и 5 т о ­
ч е к м н о ж е с т в а Q 

Демма 8. Е с л и к а ж д а я к о м п о н е н т а 
п о в е р х н о с т и Ф и м е е т р о д I и л и 2 , 
с у ж е н и я п р о е к ц и и р н а к о м п о н е н т ы 
к р и в о й Г с у т ь в л о ж е н и я к Р - д и а г р а м -
м а (%р(Г),0) н е и м е е т п о ч т и э л е м е н т а р ­
н ы х д в у у г о л ь н и к о в , тоР/г - в л о -
ж е н и е и к р и в а я pfГ) с о с т о и т из э л е ­
м е н т а р н ы х н у л ь у г о л ь н и к о в Р - д и а ­
г р а м м ы (^р(Г)Д) с н е п е р е с е к а ю щ и м и с я 
в н у т р е н н о с т я м и . 

Демма 9. (ЗдесьМ -диаграмма (Ф, Г) не предполагается регу­
лярной относительно р ). П у с т ь ft - т а к а я 
к о м п о н е н т а к р и в о й Г , чтоРД- - в л о ­
ж е н и е , р(у)Пр(Г^у)-0 и к р и в а я Р/у о г р а 
н и ч и в а е т о б л а с т ь Uc3r , с о д е р ж а щ у ю 
р о в н о д в е т о ч к и м н о ж е с т в а ^ - и н е 
п е р е с е к а ю щ у ю с я с р(Г) ; и п у с т ь 
ccU - п р о с т а я д у г а , с о е д и н я ю щ а я 
л е ж а щ и е в 17 т о ч к и м н о ж е с т в а О. 
Т о г д а с у щ е с т в у е т т а к о й и з о т о п н ы й 
т о ж д е с т в е н н о м у г о м е о м о р ф и з м 1г: ф-*Ф ( 
ч т о /г|г\у =^ и hlft^p'ic) 

6.3. Вывод теоремы 5.2 из лемм. Поскольку блоки 4 и 6 умень­
шают число вершин Р -диаграммы (̂ 8,0.) , после конечного числа 
применений этих блоков Р -диаграмма'^ВД) окажется не имеющей 
элементарных одноугольников и двуугольников. Обозначим построен­
ное к этому моменту множество В через В . 

В силу лемм I и 2, существует такой изотопный тождественно­
му гомеоморфизм Ь.:Ф — Ф , чтоМ -диаграмма (Ф,/К Г)) регуляр­
на относительно р и ph,(OB' .В силу лемм 5,6 и 7, Р - диа­
грамма (f,B,Q.) не имеет почти элементарных двуугольников и одао-
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угольников с внутренностью, содержащей нечетное число точек мно­
жества Q. . Далее, из лемм 3, 4 и 8 следует, что %(Г) - вложе­
ние и Б' состоит из элементарных нульугольников с непересекающи­
мися внутренностями. 

Как показывает лемма 9, в результате конечного числа после­
дующих применений блока 8 будет построено такое состоящее из 
простых дуг множество С , что существует изотопный тождествен­
ному гомеоморфизм 1г':Ф-~Ф с Кр'\Ь)=р'(С). 

Гомеоморфизм 1г1г:Ф"*Ф изотопен тождественному и переводит 
кривую Г в р'(С) . Таким образом,(Ф,р'(С)) есть М -диаграмма, 
изотопная (Ф, Г) . Очевидно, П - диаграмма (Ф,рЮ) симметричес­
ки обратима, и потому (в силу теоремы 4.4) тройка {%С,0.) являет­
ся S -диаграммой. 

6.4. Доказательства лемм. Д о к а з а т е л ь с т в о 
л е м м ы I . Очевидно, существует такое вложение i:lf-~3~ 
что 1)б(Й) содержит внутренность двуугольника а ,2)1Ф%)^-Ф 
и З)Г'р(Г) есть объединение показанных на рис.5 дуг е< и ег . 
Обозначим для к - 1, 2 через ё* компоненту множества р"'с(ек)лГ t 
гомеоморфную отрезку (такая компонента единственна в силу регу­
лярности М -диаграммы (Ф, П. . Обозначим через U* компоненту 
множества p'utf) , содержащую ек . Пусть W-T^-^U^ - гомеомор­
физм, накрывающий вложение Ь-Ъг-*Т , и пусть ук •• £1-*Х>г - тождес­
твенный на ЭЙ гомеоморфизм, переводящий вк в показанную на 
рис.5 дугу е« . Определим отображение /г.:Ф-»Ф формулой 

[х, если хеФ^р'С/У) 
Ых) ; | .., тт 

liK%tK (х) .если х.£Ш. 
Из построения видно, что k удовлетворяет условиям леммы I . 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2. Очевидно, суще­
ствует такое вложение i:Tf~^T , что I) l(tf) содержит внут­
ренность одноугольника а , 2) iCPl)nOL-UO)- и З)Г'р(Г) яв­
ляется показанной на рис.6 дугой е . Вложение i индуцирует два 
таких вложения Г: £>'->• ф , что p°Z-L°P& , где Ръ^-гО-+Ъ 
- стандартное двулистное разветвленное накрытие, определяемое 
формулой ?ъАг)-11 . Для того, чтобы фиксировать одно из <-
потребуем, чтобы изображенная на рис.8 дуга <з совпадала с Т (П . 

Пусть у.-Й1-*^ - тождественный наЗ£>1 гомеомор­
физм, переводящий е в изображенную на рис.8 дугу 

?' . Определим отображение Ь.:Ф^Ф формулой 
Г л .если хе.Ф*р'Ч&) 

Х iZifVlx) . е о м х е р " ' ^ ' ) 
Рис.8 

Из построения видно, что Ь. удовлетворяет условиям леммы 2. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3 . Очевидно, 
сужение p'tcy—• а накрытия р: ф — S7 тривиально тогда и толь­
ко тогда, когда в U содержится четное число точек множества 
Q . 

Пусть п=о. Тогда а - гомеоморфный образ одной из ком­
понент кривой Г при проекции р , и потому сужение р'^а)—- а 
накрытия р: Ф —• У тривиально. 

Рассмотрим теперь случай гг> 0 . Пусть сц, аг,... ,а„- дуги, 
на которые а разбивается своими вершинами, и пусть нумерация 
этих дуг выбрана так, что а.^ам4 Ф при t=-(,...,а-'/. Обозна­
чим через cL компоненту множества р~\ис)п Г , гомеоморфную 
отрезку (такая компонента единственна в силу регулярности диа­
граммы (Ф, Г)) . Пусть t: Ф-~ Ф - нетривиальный автоморфизм 
накрытия р: Ф — $ . Так как а.пб^ = ф при t 4 } , р(а.)лр(аы)= 

= о-спа1+. = Ф и р(а1)пр(аа)=а,па,^= 0 , то 
ucntai+< 4 Ф и Ьа,п&п4 ф . Поэтому пространство a = U £&i 

при нечетном гг гомеоморфно отрезку, а при четном гъ - окружнос­
ти. Кривая а накрывает a , и потому сужение р"'(а)-* а накры­
тия р: Ф ~ $ не тривиально прг нечетном п, и тривиально при чет­
ном п . 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 4 . Допустим, 
существует такая компонента а множества Гпр-'Ш) , что р/сл 
не есть вложение. Тогда найдутся такие точки х,, х„ е a , что 
(э(сс̂ ) = р(хг) и сужение проекции р на часть р щра. о , огра­
ниченную точками х< , х а , является вложением. Образ р(р>) 
дуги В является одноугольником Р -диаграммы (£, р(Г), QJ . В си­
лу односвязности компонент множества U , одноугольник р ф ) 
ограничивает область Ц, с L/ , гомеоморфную кругу. По условию, 
(Л не является внутренностью одноугольника р ф ) , и потому 

p'\U,)na 4 Ф (см.рис.9). 
Допустим, что сужения проекции р на ком­

поненты множества р_<(Ц,)л сх являются вложе­
ниями. Тогда либо существует одна компонента 
множества р'ХЩпа , образ которой примыка­
ет к вершине одноугольника p(ft) , и тогда 
образ этой компоненты является одноугольником, 
содержащимся в Ц с У вместе со своей внут­
ренностью (см.рис.Эа), либо существуют две ком­
поненты множества р~\Ц)Па , образы кото­
рых примыкают к вершине одноугольника р(р) , 
и тогда образ любой из этих компонент вместе с 
частью одноугольника р(J5) составляет одноуголь­
ник, содержащийся в U" вместе со своей внут- Рис.9, 
ренностью (см.рис.9 б). Оба случая противоречат условию. Следо-
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вательно, допущение не верно, и существует такая компонента а, 
множества р~ЧЦ)л Г , что Р/ан не есть вложение. 

Таким образом, мы построили множество II, , строго меньшее 
множества U, и компоненту а., множества p-\U,)n Г , которые 
удовлетворяют тем же условиям, что и U и сх , Действуя так и 
дальше, можно построить строго убывающую бесконечную последова­
тельность U о Ц => Uz =>., _ с д Ц с р (Г) , что противоречит регуляр­
ности М -диаграммы (Ф, Г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 5 . Допустим, 
(7,р{Г), Q) имеет почти элементарный двуугольник а с внутрен­
ностью U . Будем считать двуугольник а выбранным так, что в 
U не содержится внутренности какого-либо другого почти элемен­
тарного двуугольника р -диаграммы (У, р(Г), й). Поскольку а не 
элементарен, р'Щ^ПГФ ф . Пусть |Ь - компонента множества 
р_ч(С7)П Г . В силу леммы 3, V не содержит одноугольников и 
треугольников Р -диаграммы (5, р(Г), Q,) , и потому р/р> - вло­
жение и концы дуги р ф ) лежат на одной стороне двуугольника 
а . Часть этой стороны, вместе с p(f>) образует почти элемен­
тарный двуугольник. Внутренность этого двуугольника содержится 
в U , что противоречит нашему предположению. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 6 . Допустим, 
(£, р(Г), QJ имеет почти элементарный одноугольник а с внут­
ренностью U . Будем считать одноугольник а выбранным так, что 
в U не содержится внутренности какого-либо другого почти эле­
ментарного одноугольника Р -диаграммы (5, р(Г), <2). В силу лем­
мы 3, внутренность любого одноугольника содержит нечетное число 
точек множества Q. , и потому в U вообще не содержится внутрен­
ности какого-либо другого одноугольника. Поскольку а не элемен­
тарен, p~\U)nP Ф 0 . Пусть р - компонента множества 
p4{U)nr . в силу леммы 4, Р/р - вложение. Дуга р(|2>) вмес­
те с частью одноугольника а , заключенной между концами дуги 
Р ф ) , образует двуугольник. Он ограничивает область U' с U , 
которая не содержит ребер р -диаграммы (I, р[Г), й) , примыкаю­
щих к его вершинам и (в силу леммы 3) не пересекается с Q . Та­
ким образом, построен почти элементарный двуугольник Р -диаграм­
мы (У, р(Г), Q ) , что противоречит условию. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 7 . Допустим, 
(?, р(П, U ) имеет одноугольник а с внутренностью U , содер­
жащей (г точек множества Q. , п = 3 или 5. Обозначим через У 
компоненту поверхности $ , содержащую а , и положим 
V= 5 \ U , Q v = Q П V . Обозначим через А вершину одноуголь­
ника а . Обозначим через а., и а 2 компоненты множества 
rnp-'(V) , образы которых, рСо,) и р(а а) , содержат ребра 
р -диаграммы (У, р(Г), GL), примыкающие к А и не содержащиеся 

в а (Возможно, а, = сх^ ). 
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Пусть р'ЧЗ-') имеет род д. . Тогда Q n f состоит из 
2д.+ 1 точек, и потому Q v состоит из Zq.+ 2-n точек. Так 
как о. = I или 2 и гг= 3 или 5, то 2д+2-п,= I или 3. Рассмот-
рим сначала случай 2 ty + Z -n= i 

Пусть а<Ф аг и Р/&< - вложение. Тогда p(cxj - прос­
тая дуга с концами на а . Она вместе с заключенной между ее 
концами частью одноугольника Q. образует двуугольник 6 с внут­
ренностью U'с V . в силу леммы 3, Q H U ' состоит из четного 
числа точек, но Q n U ' c (Xv , и потому ClnU'= 0 . Следова­
тельно, В - почти элементарный двуугольник, что противоречит 
условию. 

Пусть ал= az и Р/а, - вложение. Тогда рТсхТ) - одноуголь-
ник Р -диаграммы (У, р(Г), Q ) . Его внутренность содержится в 
V и потому содержит единственную точку множества Qv . Следо­
вательно, р(а4)~ почти элементарный одноугольник, что также 
противоречит условию. 

Таким образом, при Zg+Z-n^-/ сужение Р/с*,, не может 
быть вложением. Если же Z^ + Z~n = \ и Р/сх̂  не является вложе­
нием, то, в силу леммы 4, существует одноугольник, содержащийся 
вместе со своей внутренностью в V и потому содержащий единст­
венную точку множества Q,v. Следовательно, это - почти элемен­
тарный одноугольник, что противоречит условию. Таким образом, 
случай 2^ + %-п = \ не возможен. 

Рассмотрим случай 2д. + Я-1г=з . Пусть о^Ф а% и Р/а^ -вло­
жение. Тогда, как и выше, из р(а<) и части одноугольника а 
строится двуугольник 6 с внутренностью U1 с У . В силу леммы 
3, множество Q,nU' может быть пустым или состоять из двух точек. 
В первом случае 6 - почти элементарный двуугольник (см.рис.10а), 

во втором случае множество V\ U' 
является внутренностью почти эле­
ментарного одноугольника (см. 
рис.106). И то и другое противоре­
чит условию. 

Пусть о, = о!1и Р/о., - вложе- а> 5) 
ние. Тогда р(ач) - одноугольник 
Р -диаграммы i^p(T),Q). Его Рис.10. 

внутренность содержится в V , и потому содержит I или 3 точки 
множества Q- . в первом случае p(aj - почти элементарный одно­
угольник, что противоречит условию. Рассмотрим второй случай. 
Объединение дуги а., и компоненты множества р'\а)пГ, гомео-
морфной отрезку, является компонентой кривой Г . Обозначим это 
объединение через у . Кривые а и p ( a j гомотопны в £\ GL , 
и потому кривая у гомотопна р""Ча.) в Фчрч(й)(а, значит, и в 
Ф ). Кривая рчш ограничивает в Ф область p~4(U). Следова-
3 570 
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тельно, у гомологична нулю в Ф , и пара (Ф, Г) не может быть 
М -диаграммой, что противоречит условию. 

Таким образом, при Z^Z~rv = 3 сужение Р/а1 не может быть 
вложением. Выберем какую-нибудь параметризацию К: I— а,, . 
Пусть x e l - наименьшее число, для которого существует такое 
у . < х , что рМя>) = |эН,(ф. Тогда р НЩ, х ] - одноугольник, 
содержащийся в V вместе со своей внутренностью U' . В силу лем­
мы 3 и условия, U' содержит три точки множества Q. . Пусть 

z - наименьшее число из (х, -I] , для которогорЬ(г)е.рк[о,эс]иа 
Сужение ph[x, z ] является вложением, так как в цротивном случае 
область V\ (p h [0, х]и U), не пересекающаяся с О, , содержала бы 
одноугольник нашей Р -диаграммы, что противоречило бы лемме 3. 

Возможны всего два способа взаимного расположения а и 
рК [0, зс] , показанные на рис.11. Все воз­
можные расположения концов дуги ph[x, z ] (a 
эти концы определяют тип пары (3,Q.Uph[o,z]) 
показаны на рис.12, 13. В случаях, изобра­
женных на рис.12 а,б,в,д и 13 а,д, присутст­
вуют почти элементарные двуугольники, а слу­
чаи, изображенные на рис.12 г и 13 б,в,г, не 
возможны в силу леммы 3. 

Ph.[0,y] 

Рис.П. 

Рис.12. Рис.13. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 8 . Пусть 

U - компонента кривой Г . Ее образ р(у) - нульугольник 
Р -диаграммы {% р(Г),Q). Он разрезает содержащую его компонен-
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ту поверхности ? на две области. Каждая из них содержит четное 
число точек множества Q. , а так как <f не гомотопна нулю, то 
это число не равно нулю. Компонента поверхности У , в которой 
содержится р(^) , содержит 4 или 6 точек множества Q . Поэтому 
в одной из упомянутых областей содержатся 2 точки множества й , 
а в другой - 2 или 4 точки множества Q. . Для каждой компоненты 
X кривой Г выберем по компоненте Ut дополнения 3Гчр(у) с 
OUt~ р(у) , содержащей 2 точки множества • Q. . 

Для доказательства того, что Р/Г - вложение, достаточно 
доказать, что для любых компонент у , J" кривой Г пересече­
ние р(^)Г) p(jr') не пусто. Допустим существуют такие у , у' , 
что р (^ )пр(у ' ) ^ 0 . Тогда у 'Пр-^Ц)^ 0 . Пусть /5 - компо­
нента множества jf'np-Y(Ur) . Дуга р ф ) разрезает область Ut 
на две области, являющиеся внутренностями двуугольников Р -диа­
граммы (f,р(Г), Q.) . В силу леммы 3, одна из них содержит 2 точ­
ки множества Q, , а другая не пересекается с Q. . Граница пос­
ледней является почти элементарным двуугольником Р -диаграммы 
(У, р(Г), СП , что противоречит условию. Следовательно Р/г -вло­
жение. 

Если Uj => L/., , то кривые д- , j ' гомотопны, что невозмож­
но, поскольку (Ф, Г) является М-диаграммой. Следовательно, об­
ласти Uf не пересекаются друг с другом и кривые р(у) являются 
элементарными нульугольниками Р -диаграммы (У, р(Г), Q.), имеющи­
ми внутренности U. . 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 9 . Очевидная 
гомотопия \ \ щ)-~ $ , стягивающая р(у) на с , индуцирует 
изотопию R t: у-* Ф , переводящую у в р~' ( о . Изотопия h t 
продолжается до изотопии Ht: Ф_^ Ф , тождественной вне регуляр­
ной окрестности множества р"1 (Ш . Гомеоморфизм Ь= Н,: Ф-—Ф 
удовлетворяет условиям леммы 9. 

Добавление I . Препятствия к существом тар накрытий 

I . Недавно Фокс [4] доказал, что тор S^ S1 * S* нельзя пред­
ставить в виде двулистного разветвленного накрывающего сферы, 
после чего Монтесинос [II] доказал то же для произведений 
S' * ?д с 9 9 4 • Доказательства этих фактов опираются на 

следующую лемму. 
Лемма Фокса [4, Теорема I ] . Б е л и о р и е н т и ­

р у е м о е с в я з н о е з а м к н у т о е а - м е р ­
н о е м н о г о о б р а з и е N я в л я е т с я 

d - л и с т н ы м ц и к л и ч е с к и м р а з в е т в ­
л е н н ы м н а к р ы в а ю щ и м к а к о й - л и б о 
г о м о л о г и ч е с к о й с ф е р ы , т о с у щ е с т ­
в у е т т а к о й г о м е о м о р ф и з м Т: N-- N , 
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ч т о п р и K=-f,2, ...,/г--/ и н д у ц и р о в а н н ы й 
а в т о м о р ф и з м 

V. H J N ) — H K ( N ) 
у д о в л е т в о р я е т у р а в н е н и ю 

f + V + T £ + . . . + Т / " ' = 0 . 

( В ч а с т н о с т и , п р и d= Z , Т# = -•/ ) . 
Теоремы Фокса и Монтесиноса были выведены из этой леммы 

следующим образом. Были рассмотрены все гомотопические классы 
отображений Т: N—»• N (с N= S-1* f^j, которые действуют в 
Н., (N) как умножение на -i . Далее, было показано, что сре­

ди них нет ни одного, действующего таким же образом в Нг (N) . 
Из этого и следует, что N не является двулистным разветвлен­
ным накрывающим какой-либо гомологической сферы. 

2. Следующая лемма вместе с леммой Фокса позволяет обоб­
щить результаты Фокса и Монтесиноса. 

Лемма. Е с л и с у щ е с т в у е т о т о б р а ж е ­
н и е Т о р и е н т и р о в а н н о г о з а м к н у т о ­
г о (г - м е р н о г о м н о г о о б р а з и я N в 
с е б я , д е й с т в у ю щ е е в Ht (N) , HAH) и 
Ha_t_j. (N) к а к у м н о ж е н и е н а - 1 , т о 
о б р а з с п а р и в а н и я 

-:Н.(М)«Н,(1УП Ha_t_j ( N ) , 

о п р е д е л я е м о г о о п е р а ц и е й п е р е с е ч е 
н и я , с о с т о и т и з з л е м е н т о в п о р я д к а 

* 2 . 
Действительно, пусть j e H J N ) , i^eH. (N). Тогда Т̂ (эс<>̂ )= 

.» Т#(х)о Т« (<̂ ) = (-x)°(-ip = ос • у . С другой стороны, 
Т# (х«у)= - ж « 1 1 . Следовательно, 2 ( х . у ) = 0. 

3. Теорема. Б е л и о р и е н т и р о в а н н о е 
з а м к н у т о е с в я з н о е п- - м е р н о е м н о ­
г о о б р а з и е N я в л я е т с я д в у л и с т н ы м 
р а з в е т в л е н н ы м н а к р ы в а ю щ и м к а к о й -
- л и б о г о м о л о г и ч е с к о й с ф е р ы , т о 
д л я л ю б ы х 1,\>0 с l+j<-n о б р а з с п а р и ­
в а н и я 

• Н4(1У1)хН/М Н CN) 
с о с т о и т из э л е м е н т о в п о р я д к а ^ 2. 

Следствие. Е с л и N - т а к о е о р и е н т и ­
р о в а н н о е з а м к н у т о е с в я з н о е т р е х ­
м е р н о е м н о г о о б р а з и е , ч т о о б р а з 
с п а р и в а н и я 
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»: Hz(N)x H t ( N ) - - H « ( N ) 

с о д е р ж и т э л е м е н т п о р я д к а ^ 2 , т о 
(\j н е л ь з я . п р е д с т а в и т ь в в и д е д в у ­

л и с т н о г о р а з в е т в л е н н о г о н а к р ы в а ю ­
щ е г о с ф е р ы . 

4. Результаты предыдущего пункта указывают на необходимые 
условия симметрической обратимости зацепления: 

Е с л и з а ц е п л е н и е ^ 5 , Z ) с и м м е т р и ­
ч е с к и о б р а т и м о , и N - р е з у л ь т а т 
л ю б о й п е р е с т р о й к и в д о л ь (Sэ, Z ) , т о 
о б р а з с п а р и в а н и я » : HJN)* H (Nh-H/N) с о с т о ­
и т и з э л е м е н т о в п о р я д к а « 2 . 

Это следует из теоремы 5.5 и результатов предыдущего пункта. 
5. В п.4.2 отмечалось, что из симметрической обратимости 

зацепления следует его обратимость. Поэтому естественно возника­
ет вопрос: обратимы ли зацепления, которые в силу результатов 
предыдущего пункта не являются симметрически обратимыми, т .е . 
являются ли препятствия к симметрической обратимости, указанные 
в предыдущем пункте, препятствиями к обратимости, Ответ на этот 
воцрос дает следующая теорема. 

Е с л и з а ц е п л е н и е ( S \ Z ) о б р а т и м о и • 
N - р е з у л ь т а т к а к о й - н и б у д ь п е ­

р е с т р о й к и в д о л ь (S3, Z ) , • т о о б р а з 
с п а р и в а н и я о ; на(1М)х Иг(М)—»K,(N) с о с т о и т и з 
э л е м е н т о в ' П о р я д к а е 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу обратимости, сущест­
вует гомеоморфизм К: (S1, Z)-*-(S\Z) , который обращает ориента­
цию Z. и сохраняет ориентацию S3 . Гомеоморфизм h индуцирует 
гомеоморфизм h: N-~N . Гомоморфизмы точных последовательнос­
тей 

K(S3 \Z) -H,(N)-—-О 

О -HJN) - H ( S » , Z ) 

перестановочны с действием гомеоморфизмов h и К . Из этого сле­
дует, что действие К в H,(NI) и \АгШ) определяется действием 
Ь в Н, (S 3\Z) и HjS*, Z ) , совпадающим, очевидно, с умноже­
нием на - \ , Поэтому Я действует в Н,(М) и H2(N) как умно-, 
жение на -\ , и (в .силу леммы п.2) образ спаривания 
°: H ^ N ) * KJN) *-H,(N) состоит из элементов порядкам 2. 

6. Пример. В результате перестройки вдоль колец Барромео 

37 



(см. рис.14) июжно получить тор S*x S1 х ŝ  , и потому кольца 
Барромео - необратимое зацепление. 

7. Е с л и з а ц е п л е н и я 
( S \ Z ) , (S3, Z)' г о м о т о п н ы ( в 

с м ы с л е М и л н о р а [ 8 ] ) , т о 
д л я к а ж д о й п е р е с т р о й ­
к и в д о л ь ( 3 3 , 21) с у щ е с т в у ­
е т т а к а я п е р е с т р о й к а 
в д о л ь (S3, Г ) , ч т о р е з у л ь ­
т а т ы N, КГ э т и х п е р е с т р о -

Рис.14. е к и м е ю т и з о м о р ф н ы е 
к о г о м о л о г и ч е с к и е к о л ь ц а Н* (N) , H*(N') 
( в ч а с т н о с т и , о б р а з ы , с п а р и в а н и й 

o:H i(N)xH l{N)—- НДГ\1) и о: Hz(N')x Н гМ — Н / Ю и з ом о р ф -
н ы ) . 

Опираясь на это легко устанавливаемое свойство перестроек, 
можно по известным зацеплениям, являющимся необратимыми в силу 
результата п.5, строить другие необратимые зацепления. Попутно 
получатся и трехмерные многообразия (результаты перестроек вдоль 
этих зацеплений), которые нельзя представить в виде двулистных 
разветвленных накрывающих сферы. 

8. Любопытно, что необратимость колец Барромео можно дока­
зать также при помощи инварианта милнора ji (1,2,3); см [8] . 
В этом случае \х (1,2,3) является инвариантом класса гомотопных 
зацеплений. По-видимому, это указывает на некоторую связь между 
гомотопическими инвариантами зацепления, введенными Мллнором в 

[8] и [9] , и когомологическими кольцами многообразий, получаю­
щихся в результате перестроек вдоль этого зацепления. 

Добавление 2 . Неприводимость двулистных разветвленных 
накрытий сфеш 

Д л я т о г о , ч т о б ы з а ц е п л е н и е б ы ­
л о н е п р и в о д и м ы м , н е о б х о д и м о и 
д о с т а т о ч н о , ч т о б ы е г о д в у л и с т н о е 
р а з в е т в л е н н о е н а к р ы в а ю щ е е б ы л о 
н е п р и в о д и м ы м . 

Достаточность вытекает из следующего очевидного свойства 
двулистных разветвленных накрытий: двулистное разветвленное на­
крывающее связной суммы двух зацеплений гоиеоморфно связно сум­
ме двулистных разветвленных накрывающих этих зацеплений (ср. 

[19 , п.3.7] ) . 
Доказательство необходимости гораздо сложнее, оно напомина­

ет доказательство теоремы 5.2. Автор предполагает изложить его 
в другой статье. 
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