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Los maestros abren
la puerta,
pero eres ti quien

debe atravesarla.

Introduccion. (Probervio Chino).

Sin lugar a dudas, una de las joyas de la matemética del siglo XIX es la teoria de Abel-
Jacobi debida al matematico noruego Niels Henrik Abel (1802-1829), y a los matemadticos
aleménes Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) y Bernard Riemann (1826-1866). Dicha
teoria fue creada para atacar el problema de resolver integrales hiperelipticas, las cuales

son por definicién integrales de la forma

e

donde v es una trayectoria en el plano complejo C (con coordenada z) y f(z) = (z —
ay) -+ (z — aq) es un polinémio con raices a; diferentes por pares. Si d = deg(f) es 1 o 2,
una integracion explicita por funciones elementales es bien conocida del célculo integral.
Si d =3 o 4, la integracién es posible usando funciones elipticas; sin embargo, para d > 5

una integracion explicita no es conocida en general. La razén de esto es la siguiente:
dz
f(2)

notamos por X, a la superficie de Riemann compacta asociada a /f(z), la cual es por

La diferencial w = no es univaluada considerada como una funcién en C. Si de-

definicién una cubierta dos a uno de la esfera de Riemann CP', ramificada en los puntos
ai,...,aq y el punto al infinito si d es impar, entonces, la diferencial w puede ser consid-
erada como una diferencial holomorfa en X,. Es esencialmente la estructura topoldgica
de X, la causa del problema, esto es lo complicado del objeto.

En términos geométricos, la teoria de Abel-Jacobi puede ser descrita de la manera
siguiente:

Se debe integrar no sélo w, sino simultdneamente todo el conjunto de diferenciales

holomorfas {w; = 2*~1 \/‘jf(—z)} en Xg,coni=1,...,9= [%]

Para esto, fijemos un punto pg en X, y consideremos la transformacién

P P
p»—></ wl,...,/ wg>,
Po Po

definida en una pequena vecindad U de pg. Desafortunadamente esta transformacién no

puede ser extendida a toda Xy, puesto que las integrales dependen de la trayectoria de

1



2 Introduccion.

po a p. Sin embargo, si consideramos esta transformacién médulo los valores de integrales
a lo largo de todas las posibles trayectorias cerradas, obtenemos una transformacion bien
definida. Para ser mas precisos, consideremos el grupo de las trayectorias cerradas que
parten del punto pg médulo homologia, es decir, H;(Xg4,7Z). La imagen de la transfor-
macion de Hq(X,,7Z) en CY definida por v — (fv Wi, ... ,f7 wg> es una reticula en CY, es

decir, un subgrupo discreto de rango 2g. Asi, el cociente
Jac(Xy) = CI/H(Xy,Z)

es un toro complejo, llamado la variedad Jacobiana de X,. Se puede demostrar que
Jac(X,) es isomorfa a una variedad proyectiva. Un toro complejo con esta propiedad es
llamado una vartedad abeliana.

Por construccion, la transformacién de integracion U — C9 definida anteriormente se

extiende a una transformacién holomorfa

A: X, — Jac(Xy)

dada por p — ( 15:) Wiyeonn, f;; wg> mod H1(X,,7Z) la cual es llamada la transformacion de
Abel-Jacobi. En estos términos, la integracion de {wi,...,wy} es esencialmente equivalente

a los dos pasos siguientes:

(1) Determinar la variedad Jacobiana Jac(Xy).

(2) Determinar la transformacion de Abel-Jacobi A : Xy — Jac(Xy).

Desafortunadamente sélo en muy pocos casos esto se puede hacer explicitamente, sin
embargo, uno puede tratar de estudiar la geometria del par (Jac(Xy), A) lo que puede
ser considerado como un tipo de sustituto del paso 1. Este método no se restringe a
integrales hiperelipticas, también trabaja para integrales holomorfas en cualquier superficie

de Riemann compacta.

Abel y Jacobi no expresaron sus resultados en este lenguaje moderno, los resultados
de Abel estan contenidos en su gran trabajo, Mémoire sur une propriéte général d’une
classe trés étendue de fonctions transcendantes [4], el cual fue presentado en la academia
de Paris en 1826, pero fue publicado hasta 1841 mucho después de la muerte de Abel
en 1829 y aun después de la publicacién de la primera edicién de sus obras. Antes de
1841, so6lo dos pequenias notas sobre este trabajo habian sido publicadas por Abel, ellas
contenfan algunos de sus resultados en el caso hipereliptico, (ver [2]) y el enunciado del
teorema de Abel en su forma general, con un esbozo de demostracién en [3].

El trabajo de Abel sirvié como fundamento para el trabajo de Jacobi sobre “el problema
de inversion” de integrales abelianas.

Alrededor de 1832, Jacobi descubre céomo el teorema de Abel puede ser usado para “in-
vertir’ integrales abelianas. Jacobi en su trabajo Considerationes generales de transcen-

dentibus abelianis Gesammelte Werke (ver [24]) deriva del teorema de Abel una férmula
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de adicién para integrales abelianas hiperelipticas. Dos afios mas tarde, en 1834, deja
en claro que el problema de “inversiéon” involucra funciones de varias variables complejas
(ver [25]). El problema de “inversién” para integrales abelianas hiperelipticas de género
2, como habfa propuesto Jacobi, consistia en construir funciones enteras y periédicas en
C? con valores en X§2) (el producto simétrico) las cuales definirfan un inverso a una cierta
transformacion (ver [25]). Este problema fue resuelto por Gopel and Rosenhain en 1847,
quienes introdujeron para este fin las funciones Theta de dos wvariables. El problema
generalizado concerniente a las curvas hiperelipticas de género arbitrario fue resuelto por
Weierstrass, en trabajos publicados de 1848 a 1856. Estos trabajos motivaron el estudio
de las funciones Theta de varias variables complejas, las cuales fueron exitosamente usadas
por Riemann para dar una solucién al problema de inversién para una curva algebraica

arbitraria en su gran articulo de 1857, Theorie der Abel’schen Functionen [40].

A finales del siglo XIX los gedmetras iniciaron el estudio de la teoria de funciones
abelianas y funciones Theta por métodos geométricos. Originalmente una “variedad
abeliana” de dimensién ¢ significaba una hipersuperficie de CP9*! dada como la imagen
de CY9 bajo la transformacion definida por g+ 2 funciones Theta apropiadas. Después esta
nocion fue extendida, entendiendo por ella una variedad proyectiva dada como la imagen
de CY bajo la transformacién definida por un sistema de funciones Theta del mismo tipo
(Lefschetz [29]). Sin embargo, puesto que esas variedades regularmente tenfan singulari-
dades “complicadas” y no admitian un grupo de estructura, el lenguaje de toros complejos
se volvié mas fructifero para este propdsito. Picard parece haber sido el primero en ex-
presar la teoria de funciones abelianas en este lenguaje. Pero fue sélo después del articulo
fundamental de Lefschetz [28] que este punto de vista fue generalmente aceptado. Las
bases de la teoria geométrica de variedades abelianas son debidas en gran parte a Scorza,
Rosati y Lefschetz.

Un toro complejo es un grupo de Lie complejo y compacto. Cualquier toro complejo es
de la forma X = C9/A, donde A es una reticula en CY9. Una funcién meromorfa en CY,
periddica con respecto a A, puede ser considerada como una funcién meromorfa en X. Una
variedad abeliana es un toro complejo el cual admite “muchas” funciones meromorfas. En

otras palabras, las variedades abelianas son exactamente los toros complejos algebraicos.

Hoy en dia, la teoria de Abel-Jacobi y las variedades abelianas, juegan un papel impor-
tante en varias ramas de la matematica, entre las que podemos mencionar estan la teoria de
numeros, la teoria de campos de clases, geometria algebraica, los sistemas Hamiltonianos

integrables, entre otras.

Por otra parte, las laminaciones son una generalizacién de las foliaciones, en el sentido
que el espacio ambiente ya no es necesariamente una variedad, es decir, es un espacio

topoldgico localmente homeomorfo a B” x T', donde B" es una bola abierta en R", T es
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un espacio topolégico arbitrario y donde las hojas tienen estructura diferenciable o bien
estructura holomorfa. Si las hojas tienen dimension real dos, diremos que esta laminacién
es una laminacion por superficies; mas aun, si dotamos de una estructura holomorfa a
las hojas de esta laminacién obtenemos una laminacion por superficies de Riemann (ver
definicién 1.1.1 del capitulo 1). Las hojas de estas laminaciones son tipicamente superficies

de Riemann no compactas.

En tiempos recientes (finales del siglo XX) las laminaciones por superficies de Riemann
han mostrado ser naturales y ttiles. Como testimonio de ello son los resultados obtenidos
por Denis Sullivan [48] con los cuales se da una demostracién conceptual a la conjetura
de Feigembaun sobre “un esenario de renormalizaciéon” en el espacio de todas las transfor-
maciones de la linea real 2 — z? 4 a con a > 2, el cual podia explicar sus descubrimientos
nimericos sobre la cascada de periodos dobles 1,2,4,8,...2™....

Para dar con dicho resultado, se usa fuertemente un estudio de los cambios infinitesimales
en la estructura compleja de cierta “superficie de Riemann solenoidal”. En otras palabras,
en un estudio del espacio de Teichmuller de una cierta laminacién por superficies de Rie-
mann, la cual fibra sobre una superficie de Riemann compacta con fibra el conjunto de
Cantor y todas sus hojas son densas.

Otro testimonio son los resultados de I. Biswas, S. Nag y D. Sullivan [5] y [6]. En estos
trabajos, ellos considerando el limite inverso sobre el sistema dirigido de todas las cubiertas
marcadas no ramificadas finitas de una superficie de Riemann compacta de género g > 2
fija. Dicho limite resulta ser una laminacién por superficies de Riemann compacta, es decir
un espacio foliado compacto cuyas hojas tienen estructura de superficies de Riemann, la
cual es llamada la laminacion universal algebraica de tipo hiperbolico (ver seccidén 1.2.6 del
capitulo 1). El primer trabajo [5], se centra en el limite directo de espacios de Teichmuller
correspondientes al limite inverso sobre el sistema dirigido que determina a la laminacién
universal algebraica hiperbdlica y los resultados que aqui se obtinen estan intimamente
relacionados con la teorfa de cuerdas bosénica de Polyakov. Los resultados de [6] pueden
ser vistos como una contribucion a la formulacion no perturbativa de la estructura de la

medida de Polyakov en una forma independiente del género.

Etienne Ghys en su articulo Laminations par surfaces de Riemann (ver [18]) describe
algunos resultados generales sobre laminaciones por superficies de Riemann poniendo
énfasis en su analogia con las superficies de Riemann compactas, es decir, centra la
discucién sobre los teoremas fundamentales en superficies de Riemann: la clasificacion
topoldgica, teorema de unifromizacién, teorema de Riemann. En este articulo, estudia el
tipo conforme de las hojas y la existencia de funciones meromorfas. Siguiendo con el orden

de las ideas de este articulo, una pregunta natural es:

s Cudl es la teoria de Abel-Jacobi para laminaciones por superficies de Riemann?
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En esta tesis se trata de dar respuesta a esta pregunta para el caso de las laminaciones
producto L, = X, x K, donde X, es una superficie de Riemann compacta de género g > 1y
K es el conjunto de Cantor (ver ejemplo 1.2.1 del capitulo 1). Asi como para el caso de las
laminaciones universales algebraicas de tipo eliptico (o parabdlico) y de tipo hiperbdlico.
Dichas laminaciones, aparecen al considerar la torre de recubrimientos holomorfos no
ramificados por superfcies de Riemann compactas sobre una ya predeterminada. Hay que
notar que el tipo de la laminacién universal algebraica que obtenemos no dependen de la
superficie base, sino del tipo (eliptico o hiperbdlico) de la misma, es decir, s6lo depende del
hecho que la superficie base sea eliptica (o parabdlica) (¢ = 1) o bien hiperbdlica, g > 2.
Asi, esto da el nombre de laminacién universal algebraica de tipo eliptico o bien de tipo

hiperbdlico (ver seccién 1.2.6 del capitulo 1).

El presente trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se dan las definiciones bésicas sobre la teoria de laminaciones por superfi-
cies de Riemann siguiendo el trabajo de E. Ghys [18], se definen y construyen explicitamente
las laminaciones producto y las laminaciones universales algebraicas (ver seccién 1.2.6).
Se hace un repaso breve de la teoria de Abel-Jacobi, la variedad de Picard, el grupo de
Picard, poniendo particular énfasis en las subvariedades analiticas de la variedad Jaco-
biana y de la variedad de Picard. Todo lo anterior sirve para introducir la notacién y los
elementos que posteriormente se generalizaran en el capitulo 2.

El capitulo 2 inicia con una descripcién de las 1-formas diferenciales holomorfas y las coho-
mologia de de Rham y Dolbeault tangenciales para las laminaciones producto. Se prueba
un teorema andlogo al teorema de dualidad de Serre para las laminaciones producto:
Teorema 2.2.10(Dualidad de Serre para laminaciones producto) Sea L un haz

lineal holomorfo tangencial sobre L. Entonces, existe un isomorfismo candnico
HY (L, L)y =2 HY(L,; L @ FL,)*.

Se describe a la homologia tangencial para las laminaciones producto, con lo cual, se
define un analogo de la variedad Jacobiana de cualquier laminacién producto en analogia
a la definicién clédsica de la variedad Jacobiana para superficies de Riemann compactas.
Asi como una caracterizacién de esta:

Teorema 2.4.8 Eziste un isomorfismo candnico entre la Jacobiana de la laminacion
producto L, y C°(K, Jac(X,)), es decir,

Jac(L,) = C*(K, Jac(X,)).

Con la definicién de Jacobiana de una laminacién producto en mente, definimos la trans-
formacion de Abel-Jacobi; méas aun, probamos que esta transformacion es un encaje tan-

gencialmente holomorfo de la laminaciéon producto en su Jacobiana:
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Teorema 2.5.5 La transformacion de Abel-Jacobi es un encaje holomorfo tangencial de

la laminacion producto (con puntos base Z(t)) en su Jacobiana.

La seccion 2.6 se centra en un estudio de los divisores en la laminacién producto.
Empezando por dar sentido a la nociones de divisor, grado de un divisor y el grupo de
divisores en las laminaciones producto. Dando una caracterizacion de este dltimo grupo:
Proposicién 2.6.8 El grupo de divisores en la laminacién producto L4 es canonicamente
isomorfo al grupo de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el grupo de divi-
sores de la superficie de Riemann compacta X, .

Se definen los divisores principales en la laminacién universal algebraica y se estudia su
relaciéon con los divisores asociados a funciones meromorfas tangenciales (seccién 2.6.2)
probando que todo divisor es principal si y sélo si es el divisor asociado a una funcién
meromorfa tangencial:

Proposicién 2.6.15 Un divisor, D(t), en la laminacion producto Ly, es principal si y

s6lo si ewiste una funcion meromorfa tangencial en la laminacion Ly tal que

En la seccién 2.7 se ve al grupo de Picard de la laminacion de la laminacion producto como
el grupo de divisores médulo el grupo de divisores principales y como el grupo de haces
lineales holomorfos, se define la clase de Chern tangencial para haces lineales holomorfos
y se establece una relacion entre la Jacobiana y el grupo de los haces lineales holomorfos
tangenciales que tienen clase de Chern tangencial constante 0:

Teorema 2.7.14 La Jacobiana de la laminacion producto, Jac(Ly) es naturalmente iso-
morfa al grupo de los haces lineales holomorfos tangenciales con clase de Chern tangencial

constante 0 en Ly, es decir,

Jac(Ly) =2 Pico(Ly).

Posteriormente se analizan los subconjuntos W; y sus subconjuntos “singulares” en la Ja-
cobiana y en el grupo Picyo(L,). La dltima seccion del capitulo 2 es una breve introduccién

y descripcion de la teoria de moduli para laminaciones producto.

En los capitulos 3 y 4 se desarrolla la teoria de Abel-Jacobi para las laminaciones

universales algebraicas de tipo eliptico (o parabdlico) y de tipo hiperbdlico.

El capitulo 3 seccién 3.1.1 usando la descripcién explicita de la laminaciéon universal
algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) E, se define la Jacobiana de E; como el limite
inverso de las variedades Jacobianas asociadas a las superficies de Riemann compactas

involucradas en la definicién de la laminacion universal algebraica E,, es decir,
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Proposicion 3.1.2 FEl limite inverso

(Jac(®r,p,),Cr) = im {Jac®r ), Pr(a))s Cr(iny,r(iy }
H,H'el

existe y serd llamado la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico
(o parabdlico).
Con dicha construccién y definicién se prueba un analogo al teorema de Abel-Jacobi clasico
para superficies de Riemann en el caso de la laminacién universal algebraica ]E::
Teorema 3.1.6 (Abel-Jacobi para la laminacién universal algebraica de tipo
eliptico) Existe un encaje holomorfo tangencial candnico, A\, de la laminacion universal
algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) en su Jacobiana.
A dicha transformacién la llamamos transformacion de Abel-Jacobi de tipo eliptico (o
parabdlico).
Siguiendo con las mismas ideas, se define la Jacobiana de la laminacién universal algebraica
de tipo hiperbdlico Xg:

Proposicion 3.1.16 El limite inverso

Jac(Xyr),Cr) = lim {Jac(X, ), Corrryg(r)}
H,H'el

existe y serd llamado la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico.
Y se prueba:
Teorema 3.1.19 (Abel-Jacobi para la laminacién universal algebraica de tipo
hiperbdlico) Eziste un encaje holomorfo tangencial candnico, A\, de la laminacion alge-
braica universal de tipo hiperbolico en su Jacobiana.
A dicha transformacién la llamamos transformacion de Abel-Jacobi de tipo hiperbélico).
Las secciones restante de este capitulo estan dedicadas a tratar de entender a las Jaco-
bianas de las laminaciones universales algebraicas mediante un estudio de los cubrientes
universales de las variedades Jacobianas involucradas probando que:
Teorema 3.3.6 El grupo fundamental algebraico deE es candnicamente isomorfo al grupo
de transformaciones de cubierta de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de

tipo eliptico sobre la Jacobiana de K., es decir,

71+, po) = Deck(Jac(E,)/Jac(E,)).

En el caso de la laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico se prueba que el grupo
de las transformaciones de cubierta de la Jacobiana de la laminacién )?g sobre Jac(Xy)
esta dada por:

Proposicion 3.3.13 El limite inverso

Deck(Jac(Xy,r)/Jac(Xyr)) = lim {Ty,quv}
uveJ



8 Introduccion.

del sistema inverso {T'y, quv v ves eciste.

Donde I'yy denota un grupo finito, el cual es un grupo de transformaciones de cubierta.

En el dltimo capitulo damos sentido a la nocién de divisor y grado de un divisor en
las laminaciones universales algebraicas. Definimos el grupo de divisores, el grupo de
Picard y la proto-variedad de Picard. Estudiamos las propiedades del grupo de Picard y
de la proto-variedad de Picard analizando sus subconjuntos en analogia con el caso clasico,
finalmente describimos la relacién entre la proto-variedad de Picard y la Jacobiana de las

laminaciones universales algebraicas.



]_ Aprende bien las reglas,
y luego olvidalas.
(Basho).

Preliminares.

1.1. Definiciones basicas.

En esta seccién damos las definiciones y terminologia de los objetos con los cuales se

va a trabajar (comparar con [32] y con [18]).

Definicién 1.1.1. Un espacio topoldgico metrizable y separable M, es un espacio
foliado de dimension n, si existe una colecciéon de conjuntos abiertos U, C M conx € M y
homeomorfismos h, : U, — B? x T, con B abierto en R" y T} es un espacio topoldgico

Hausdorff arbitrario, donde los cambios de coordenadas hy o h;! tienen la forma

hy o (hx)_l(wat) = (bem(wat)"yyw(t))

en el dominio de definicién de las funciones ¢y, y Vye-
La asignacion ¢ — ¢, (e,t) da una transformacién continua del espacio topoldgico T, en
C>(By,By).

Debemos notar que estamos asumiendo que la coleccién {U,} en la definicién anterior

es maximal entre las colecciones que cumplen tales condiciones.

En particular, si el espacio M (es compacto) tiene una cubierta abierta {U;};ca junto
con homeomorfismos h; : U; — D x T}, donde D es el disco unitario centrado en el origen

de C y T; es un espacio topolégico Hausdorff arbitrario, tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.1.2. Diremos que los abiertos U; y los homeomorfismos h; definen un
atlas de estructura de laminacion (compacta) por superficies de Riemann, si los cambios

de coordenadas satisfacen, en su dominio de definicién, la relacién

hij(2,t) = hi o (h;) 7 (z,t) = (d4;(2, 1), 755 (1)),

donde ¢;; y ;; son transformaciones continuas y ¢;; depende holomorfamente de la vari-

able z. Los abiertos de la cubierta abierta anterior seran llamados abiertos distinguidos.

Definicién 1.1.3. Dos atlas de estructura de laminaciones (compactas) por superficies
de Riemann son equivalentes, si su unién es de nuevo un atlas de estructura de laminacién

(compacta) por superficies de Riemann.
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Definicién 1.1.4. Un espacio topoldgico, métrico (compacto) M es una laminacion
(compacta) por superficies de Riemann, si estd dotado de una clase de equivalencia de
atlas £ de estructura de laminacién (compacta) por superficies de Riemann. Denotaremos

por (M, L) ala laminacién (compacta) por superficies de Riemann M con estructura L.

Definicién 1.1.5. La imagen inversa del conjunto D x {¢} bajo el homeomorfismo h;
la llamaremos una placa de (M, L); es decir, si es de la forma h; *(D x {t}).
Una trayectoria de placas de (M, L) es una sucesion finita a1, ..., qx de placas de (M, L)
tal que a; (11 # 0 para toda j € {1,2,...,k}.

Puesto que (M, L) esta cubierta por placas, podemos definir en M, la siguiente relacién

de equivalencia: p ~ ¢ si existe una trayectoria de placas aq,...,ap con p € a1y q € ay.

Definicién 1.1.6. A cada clase de equivalencia bajo ~, se le llama una hoja de (M, L).

Equivalentemente, el cambio de coordenadas holomorfo de la placa hi_l (Dx{t1}) en la
placa hj(D x {t2}) “pega” dichas placas para forma un conjunto maximal conexo, llamado

una hoja.

Definicién 1.1.7. Diremos que un subconjunto F' de (M, L) es saturado (o invari-

ante), si F' es una unién de hojas.

Observacién 1.1.8. Las uniones y las intersecciones arbitrarias de conjuntos sat-
urados son conjuntos saturados, en particular los complementos también son conjuntos

saturados.

Observacién 1.1.9. Si F' es un subconjunto cerrado y saturado de (M, L), entonces,
la restriccién de la estructura de laminacién al subconjunto F' define una estructura de

laminacién (compacta) por superficies de Riemann en F, es decir (F, L, ).

Definicién 1.1.10. Un subconjunto cerrado y no vacio F' de (M, £) sera llamado un

conjunto minimal, si es saturado y no tiene subconjuntos propios no vacios y saturados.

Lema 1.1.11. Toda hoja L contenida en un conjunto minimal F es densa en F. Rect
procamente, si toda hoja de un subconjunto cerrado y saturado F' es densa, entonces F' es

un conjunto minimal.

Demostracion. Consideremos una hoja L en el conjunto minimal F. Por el lema
de Zorn obtenemos que la cerradura de toda hoja en un conjunto minimal contiene un
conjunto minimal. Usando nuevamente la minimalidad de F' obtenemos que dicha hoja
es densa en F. Reciprocamente, supongamos que F' no es minimal, entonces existe un
subconjunto propio no vacio, F’, cerrado y saturado de F’; como las hojas son densas en
F', entonces podemos encontrar un subconjunto cerrado y saturado de F' que contenga

propiamente a F”.
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Definicién 1.1.12. Diremos que una laminacion es minimal, si todas sus hojas son

densas.

Lema 1.1.13. Si (M, L) es una laminacion compacta no vacia, entonces (M, L) posee

un conjunto minimal saturado no vacio.

1.2. Ejemplos.

Daremos bésicamente cinco ejemplos generales: las laminaciones producto, las lami-
naciones por superficies de Riemann obtenidas por la suspensiéon de una representacion
(en particular de un homeomorfismo, comparar con [10]), laminaciones por superficies de
Riemann asociadas a aplicaciones dilatantes del circulo (comparar con [18] y con [47]), la
laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) y la laminacién universal

algebraica de tipo hiperbdlico. En cada caso haremos ejemplos explicitos.

1.2.1. Laminaciones producto Cantorianas. Consideremos una superficie de Rie-
mann compacta de género g > 1, X,. Formamos el espacio topolégico producto M, =
Xy x K, donde K es un conjunto de Cantor, (en realidad, El conjunto de Cantor, ver
seccion 1.2.4), y L, es la estructura de laminacién compacta por superficies de Riemann
natural.

Llamaremos de ahora en adelante a esta laminacién compacta, laminacion producto, y la

denotaremos simplemente por L.

1.2.2. La suspensién de una representacion. Un método muy general para la
construccién de ejemplos de laminaciones, es el de la suspensién de una representacion
del grupo fundamental de una variedad S en el grupo de difeomorfismos (o en el grupo
de homeomorfismos) de una variedad (espacio topoldgico) T'. Para fijar ideas comenzare-
mos con un caso mas sencillo, la suspensién por un difeomorfismo de una variedad lisa

(comparar con [50]):

Ejemplo 1.2.1. La suspension de un difeomorfismo f.
Consideremos una variedad lisa S (i.e de clase C*°) y un difeomorfismo f : S — S de
clase C", con r > 1.

En la variedad producto S x R, consideremos la relacién de equivalencia « definida por:
(s,t) ~ (s, t)siysblosit—t =neZys = f"(s).

Asi, si definimos g(s,t) = (f~'(s),t + 1), entonces g es un difeomorfismo de clase C" de
S x R en sf mismo y (s,t) « (s',¢') si y sélo sf (¢',t') = ¢g°"(s,t) para alguna n € Z.

Denotemos al espacio cociente dotado de la topologia cociente por M =S xR/ «~y ala
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proyeccion natural por w: S X R — M.

Dado un punto p € M, donde p = 7(s, t), consideremos los abiertos V = S x (t — %, t+ %) y
U = n(V), se puede verificar que 7= (U) = | |,,c5, Vo, donde V,, = ¢°*(V) y wly,, : Vs, — U
es un homeomorfismo para toda n € Z.

De lo anterior, concluimos que 7 : .S x R — M es una transformacién cubriente.
Observemos que para cualquier n € Z la transformacién ¢° = (r|y, ) ton|y : V — V,
es un difeomorfismo de clase C", de donde es posible inducir en M una estructura de
variedad diferenciable (de dimensién dim(S) + 1) de clase C", de tal forma que 7 sea un
difeomorfismo local de clase C".

En S x R consideremos la foliacién Fy cuyas hojas son las lineas {s} x R, donde s € S,
las cuales son tangentes al campo vectorial X%(s,t) = (0,1) en S x R. La foliacién Fo
y el campo vectorial X° son invariantes bajo el difeomorfismo g, es decir, g(Fy) = Fo vy
9+(X%) = (dg) (X" 0 g) = X, con lo cual se puede afirmar que existen una foliacién F

y un campo vectorial X en M que satisfacen las relaciones:
Fo=1"F)y X° =7*(X).

Las curvas integrales del campo vectorial X son las hojas de la foliacién F. La foliaciéon

F recibe el nombre de la suspension del difeomorfismo f.

Ejemplo 1.2.2. Del ejemplo anterior, nos restringimos al intervalo [0, 1] y tomamos
la relacién de equivalencia: (s,0) «~ (f~1(s),1), con lo cual obtenemos una foliacién F
transversa a las fibras de un haz fibrado. La foliacién F es la inducida en M por la
foliacién trivial {s} x [0,1] en S x [0,1]. En este caso el espacio M fibra sobre S*, donde
cada fibra tiene una estructura de grupo discreto. En efecto, puesto que podemos tomar
como cartas locales de M a los cocientes Uy V de U = Sx (¢, 1—¢),y V = Sx{[0,2¢] J(1—
2¢, 1)} respectivamente bajo la identificacién ~. Entonces, la interseccién U [V tiene dos
componentes Wiy y Way, asi como transformaciones gyo : Wig — Dif f(S), go1 : Wo1 —
Dif f(S) las cuales estan dadas por g2 = Id y g21 = f respectivamente.

Ejemplo 1.2.3. Espacio foliado de dimensién uno.
Consideremos el conjunto {0,1} con la topoldgia discreta y formemos el producto carte-
siano infinito [[,{0,1} = {0,1}% con la topologia producto usual. Se puede verificar
que {0, 1}Z es compacto, totalmente disconexo, perfecto, Hausdorff y se le puede dar una
métrica, con lo cual es homeomorfo a un conjunto de Cantor. Denotaremos por K al
conjunto {0,1}%.

Consideremos el homeomorfismo f : K — K dado como

ik ibgt, o) = (oo iy lggy, - .. ) donde iy, = ig1Vk € Z,dy, € {0,1}.
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En el espacio producto [0,1] x K hacemos la identificacién:

(L, (-vyigytgaty---)) ~ (0, f(..o ik, igs1,-.-)). Al igual que en el ejemplo 1.2.2 ante-
rior, tomamos la suspensiéon con respecto al homeomorfismo f, de donde tenemos que
M = [0,1] x K/ ~ es un espacio topolégico que fibra sobre S! con fibra 77 1(p) = K
y existe una foliacion F en M con hojas de dimensién uno, dichas hojas de la foliacién
resultan de “pegar” los conjuntos [0,1] x {(..., g, ik+1,--- )}

Explicitamente, el atlas de estructura de espacio foliado para M estd dado como sigue:
Cubrimos a S con una familia finita de sub-arcos abiertos, A;, Aa, ..., A,, que se inter-
secten dos a dos en un arco abierto, entonces, los conjuntos U; = W_I(Ai) =~ A; x K forman
una cubierta abierta de M. En cada Uj, la foliacién inducida .7:|Uj tiene como hojas a con-
juntos homeomorfos a los arcos abiertos A; x {(..., ik, ig41,...)} con (..., ik, lgt1,...) €
K.

Los conjuntos U; = A; x K junto con las proyecciones en los respectivos factores z;, v;,
es decir, z; : Uj — Ky y; : U; — K son pensados como las cartas foliadas con coorde-
nadas. Las hojas de .7-"|Uj son las placas y es claro que una placa de U; intersecta a lo méas
una placa de U con 1 < 5,k < n.

Asi, U = {Uj,xj,y;}7—, es un atlas foliado para M.

Puesto que f tiene un nudmero infinito de puntos periédicos, de periodos arbitrariamente
grandes, entonces F tiene un numero infinito de hojas cerradas de longitudes arbitraria-
mente grandes. También existen f-orbitas limites de las orbitas periddicas para iteraciones
positivas como para iteraciones negativas, asi como una coleccién de conjuntos minimales
que son érbitas no cerradas y finalmente, también existen érbitas que son densas en K.

Todas estas propiedades del homomorfismo f son observadas en el espacio foliado M.

A partir de las ideas de los ejemplos anteriores podemos construir ejemplos de lamina-
ciones compactas y no compactas por superficies de Riemann. Tomemos como la variedad
lisa S' a una superficie de Riemann y como 7" a una variedad lisa compacta arbitraria. Con-
sideremos un homomorfismo A del grupo fundamental de S en el grupo de homeomorfismos

( o grupo de difeomorfismos) de T', es decir:
(1) h:m(S) — Homeo(T)

2) h:m(S) — Dif f(T).

El grupo fundamental de S, 71(S), actia en la variedad producto S x T, donde S es

el cubriente universal de S, de la manera siguiente:

(3) (5,1) = (070)(8), h([e]) (1)), [a] € mi(S),

donde o[, denota la transformacién de cubierta asociada a [a].
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Lema 1.2.4. El cociente de la variedad producto S x T dado por la relacidn de
equivalencia anterior define una variedad topoldgica (diferenciable) M con las siguientes

propiedades:

e M fibra sobre S con fibras homeomorfas a T, es decir:
(4) M=5xT/~ 7 '(y) =T,

en otras palabras, ® es una fibracion localmente trivial.
e M tiene una foliacion, F, transversa a las fibras de la fibracion anterior, mds
aun, las hojas de la foliacion F son cubrientes de la base S.

e Las fibras en M estdn identificadas de acuerdo a las orbitas del grupo h(m(S)).

Observacién 1.2.5. Por la ultima propiedad en la proposicién anterior tenemos que

si la accién es minimal entonces la foliacion es minimal.

Consideremos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.2.6. C* x Zy/ ~.
Denotemos por ig al conjunto de los enteros diddicos vistos como grupo topoldgico
abeliano, el cual es homeomorfo al conjunto de Cantor ternario (ver 1.2.4). Notemos
que las érbitas de los puntos t € ig dadas por la transformacién ¢ — ¢ + 1 son densas en
los enteros diadicos.

En el espacio producto C* x 22 consideremos la relacion de equivalencia ~ dada por:
(2,t) ~ (¢/,t') siy sélo si 2’ = 2"z y t' =t + n para alguna n € Z.

Consideremos el espacio de érbitas bajo ésta relacion de equivalencia. Por otro lado
sabemos que C*/2z es un toro complejo, asi C* x Zg / ~ es una laminacién compacta por
superficies de Riemann con hojas densas (i.e es una laminacién minimal), las cuales son
holomorfamente equivalentes a C. Mds ain, esta laminacién fibra sobre el toro C*/2z con
fibra 22.

Ejemplo 1.2.7. En el caso de representaciones del grupo fundamental tomemos a S
como X una superficie de Riemann compacta de género dos y a T' como CP!.
Sabemos que el grupo fundamental de Xy, m(X3), tiene una representacién finita dada
por {a;,b;, i = 1,2] H?:l aibiai_lbi_l = e}, en esta consideremos al subgrupo libre en
dos generadores G = ((a1,b1)). En PSL(2,C) escogemos a o y 3 de tal forma que el
grupo que generan sea un grupo Kleiniano con un conjunto de Cantor como conjunto
limite A (por ejemplo, un grupo Fuchsiano de segunda especie, en particular un grupo de
Schottky el cual tiene como conjunto limite un conjunto de Cantor, [30]). Definimos un
homomorfismo h de G en PSL(2,C) tal que h(by) = By h(a1) = a. La suspensién de h
es una superficie compleja M = X5 x CP' que fibra sobre X, con fibra CP!. Se puede ver
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mediante el trabajo de Serre ([45]) que M es una superficie algebraica reglada, es decir,
existe un encaje holomorfo de M en CPY para alguna N € N. M4s ain, el cociente del
conjunto Xy x A bajo ~ es un conjunto compacto, X C M, el cual es saturado en el que
cada fibra se convierte en un conjunto de Cantor. Este compacto X estd equipado de una
foliacién, la cual esta dada por restriccion.

Este es un ejemplo tipico de laminacién compacta por superficies de Riemann minimal,
el cual es un espacio topolégico que no es una variedad (la minimalidad resulta del hecho
de que todas las érbitas del conjunto limite de un grupo Kleineano son densas en este

conjunto limite).

1.2.3. Limites inversos. Antes de continuar con los ejemplos, daremos las defini-
ciones basicas y algunos resultados sobre limites inversos.
Denotemos por I a un conjunto no vacio, el cual después sera un conjunto de indices.
Decimos que I es preordenado con respecto a la relacién <, si la relacién dada es reflexiva
y transitiva. Entendiendo que la relacién < es reflexiva si i < i para toda ¢ € I y es
transitiva si ¢ < j y 7 < k entonces i < k para toda i, j,k € I. Nétese que un preorden es
mads débil que un orden parcial ya que no se esta asuminedo antisimetria (sii < jy j <1

no necesariamente implica que i = j).

Un conjunto preordenado I es un un conjunto dirigido si cualquier subconjunto finito
de I tiene una cota superior en I, equivalentemente para todo ¢,j € I existe k € I tal que
1<kyj<k.

Recuerdese que los conjuntos dirigidos son precisamente lo que es necesario para definir

la nocién de una red en espacios topoldgicos abstractos.

Definicién 1.2.8. Una familia {Y;|i € I} de espacios topolégicos y una familia de
transformaciones continuas {y;; : Y; — Yj|i,j € I, i < j}, tal que g;; es la transformacién
identidad en Y; para cada i € Iy ;j 0 @i = @, siempre y cuando i < j < k es llamada

un sistema inverso {Y;, ;;} de espacios topoldgicos con indices en un conjunto dirigido 1.

Si en la definicién anterior cambiamos espacio topolégico por grupo, grupo topolégico
y la familia de transformaciones continuas la cambiamos por una familia de homomorfis-
mos, homomorfismos continuos, entonces, tendremos un sistema inverso de grupos, grupos
topoldgicos respectivamente.

Si{Y;, ij} es un sistema inverso de espacios topolégicos (grupos, grupos topoldgicos) y
Y es un espacio topoldgico (grupo, grupo topolégico, resp.), la familia de transformaciones

continuas (homomorfismos, homomorfismos continuos, resp.) {u; : ¥ — Yj|li € I} es
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compatible si @;; 0 1; = 1; para i < j, es decir, si el diagrama:

y 4.y

%i lwi
Pij
Y, =Y,

es conmutativo.

Definicién 1.2.9. Un espacio topoldgico (grupo, grupo topoldgico, resp.) Y junto con
una familia compatible {p; : Y — Y;} de transformaciones continuas (homomorfismos,
homomorfismos continuos, resp.) con la propiedad universal es un limite inverso (Y, y;)

de un sistema inverso {Y, ¢;;} de espacios topoldgicos (grupos, grupos topoldgicos, resp.).

Donde la propiedad universal significa:
Si hay una familia compatible de transformaciones continuas (homomorfismos, homomor-
fismos continuos, resp.) {v; : X — Y;} de un espacio topolégico (un grupo, un grupo
topoldgico, resp.) X, entonces, hay una tnica transformacién continua (homomorfismo,

homomorfismo continuo, resp.) ¢ : X — Y tal que ¢; o ¢ = 9; para cada i.

Consideremos un sistema inverso de grupos finitos a cada uno de los cuales lo dotamos
de la topologia discreta. Su limite inverso adquiere la topologia inducida de la topologia
del producto infinito. Esta topologia es llamada pro-finita, asi, este limite inverso adquiere

la estructura de grupo topoldgico.

Definicién 1.2.10. Un grupo topoldgico isomorfo al limite inverso de un sistema

inverso de grupos finitos, dotado de la topoldgia pro-finita, es llamado un grupo pro-finito.

Se puede demostrar (ver [51] pag. 13) que el limite inverso de un sistema inverso
{Yi, i;} existe y es tinico salvo isomorfismos. En este sentido, nos referiremos al limite
inverso del sistema inverso {Y;, ;;}, al cual, denotaremos denotado por @{E,wij} 0
simplemente por mYz

Notemos que si {Y;, ¢;;} es un sistema inverso de grupos topolégicos, entonces su limite
inverso, visto como un conjunto, es justamente el limite inverso {Y;, ¢;;} visto como un

sistema inverso de conjuntos.

Una demostracion del siguiente resultado puede ser encontrada en [51], pag.14.

Proposicién 1.2.11. Si {Y;, ¢;;} un sistema inverso de espacios topodgicos con in-

dices en I, entonces:

(1) Si cada Y; es Hausdorff, también lo es limY;.
(2) Si cada Y; es totalmente disconexo, también lo es limY;.

(3) Si cada Y; es Hausdorff, entonces limY; es cerrado en el producto cartesiano.
pLLAL
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(4) Si cada Y; es un espacio no vacio, compacto y Hausdorff, entonces imY; es no

vacio, compacto y Hausdorff.

1.2.4. Caracterizacion del conjunto de Cantor. Una demostraciéon de los sigu-

ientes resultados pueden encontrarse en [21] pags. 98-99.

Teorema 1.2.12. Si M es un espacio métrico, compacto y totalmente disconexo,
entonces es homeomorfo a un limite inverso de conjuntos finitos dotados de la topologia

discreta.

Teorema 1.2.13. Cualesquiera dos espacios compactos, métricos, perfectos y total-

mente disconexos son homeomorfos.

Como consecuencia del teorema anterior tenemos el siguiente colorario:

Corolario 1.2.14. Cualquier espacio compacto, métrico, perfecto y totalmente dis-

conexo es homeomorfo al conjunto de Cantor ternario.

1.2.5. Laminaciones por superficies de Riemann asociadas a aplicaciones
dilatantes del circulo. Describiremos un método debido a Dennis Sullivan, el cual per-
mite asociar una laminacion por superficies de Riemann a ciertos sistemas dinamicos en el
circulo unitario. Nos basaremos en la descripcién que da Etienne Ghys en [18] (comparar
con [15]).

Tomemos una aplicacién g : S* — S' del circulo unitario en si mismo que es dila-
tante, es decir, la derivada de g es estrictamente mayor que uno para todo punto de S*.
Tal aplicacién es un recubrimiento del circulo. Para transformar la dindmica de g que es
no invertible en una dindminca invertible, consideremos su extensién natural definida de
la manera siguiente:

Denotemos por V = {{z}nen|rn € Sy que satisfacen g(z,) = z,41} al conjunto de
todas las sucesiones de puntos en el circulo que son las érbitas de g.

Un punto de V es equivalente a dar un punto zo € S! y escoger una sucesién de preimégenes
sucesivas bajo g.

Dotamos a V' C [],cn S ! con la topologfa inducida por la topologia producto, con la cual V
es un espacio compacto que posee una biyeccién natural f definida por: f({z,}) = {®ns1},
también una proyeccién natural w: V — S' definida por 7({z,}) = x¢. Las fibras de 7

son conjuntos de Cantor y se satisface que gom = mwo f.

Afirmacién 1.2.15. Existe una foliacién F de dimensién uno sobre V' que es invari-
ante y dilatada por f, donde dilatada significa que f expande la norma de los vectores

tangentes a la foliacion.
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Demostraciéon. Notemos que dar un punto de V' es equivalente a dar un punto
zg € S' y escoger una sucesién de preimégenes sucesivas bajo g. Si el punto zp se
desplaza continuamente sobre el circulo, uno puede seguir esta eleccion de preimagenes
por continuidad y describir asi una curva en V. Estas curvas son las hojas de la foliacion

F.

También se pueden definir tlas hojas de la foliacién F como las variedades inestables
de la aplicacién f de la manera siguiente:
Dos puntos a,b € V estan en la misma hoja de F si y solamente si, la distancia entre

f~°™(a) y f~°"(b) tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Nota 1.2.16. El espacio V es llamado regularmente un solenoide de dimension uno,
ver [47].

Para construir una laminacién compacta por superficies de Riemann debemos crear
una estructura afin invariante sobre las hojas de F. Recordemos que la recta afin R puede
ser considerada de manera natural, como la frontera del semi-plano superior de Poincaré
H = {z € C|Im(z) > 0}, es decir, que toda aplicacién afin z € R+ ax +b € R con a >0
se extiende a un biholomorfismo z € H — az + b € H.

Otra manera de expresar lo anterior, consiste en decir que el conjunto de los vectores no
nulos y positivamente orientados de una recta afin orientada, se identifican naturalmente
con el semi-plano superior de Poincaré.

Consideremos al espacio V' formado por los vectores tangentes a la foliacién F no nulos
y orientados positivamente. Este espacio es no compacto y estda dotado de una foliacion
F por copias del semi-plano superior H.

Como vimos en la afirmaciéon anterior f es dilatante, entonces la accién de f sobre %
es libre y propia. De tal forma que el cociente de % por la acciéon de f es un espacio
compacto V' dotado de una laminacién por superficies de Riemann, F’, donde las hojas
de esta laminacién son cocientes de H. Mas precisamente, uno distingue dos casos:

Si una hoja U de F' no se preserva por ninguna potencia de f, entonces la hoja en F’
que le corresponde es isomorfa a H. Por el contrario, si una hoja " de F' es preservada
por alguna potencia de f, es decir, fO%( y por ninguna f% 0 < i < n), entonces f"
actia sobre I’ como una homotecia de razén A > 1 y la hoja I’ correspondiente de F’, es
el cociente de H por esta homotecia. Asi, I’ es isomorfa a un cilindro. Como superficie de
Riemann I’ es un anillo definido como {w € C|1 < |w| < A}, donde In(\) es el médulo del
anillo. A cada punto periddico x de periodo n de la transformacién g, le corresponde una
hoja en esta laminacién que es un anillo de médulo in((g°") (z)).

En resumen, podemos asociar una laminacion por superficies de Riemann a toda aplicacion
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dilatante del circulo.

Consideremos el siguiente ejemplo concreto de la descripcién anterior:
Ejemplo 1.2.17. Solenoide diadico de dimension uno.

Consideremos a S' = {z € C: |z| = 1} y la aplicacién g(z) = 2%

En éste caso tenemos que V = Sy = {{2, }nen : (2n)? = 2,1} es un subconjunto compacto

del producto H;’;l ST con la topologia inducida de la topologfa producto.

Existe una biyeccién natural f de 89 consigo mismo, la cual estd dada por el ”shift” o

corrimiento de Bernoulli. M4s precisamente f({zo, 21, 22, 23, ... }) = ({21, 22, 23,... }). La

proyeccién 7 : Sy — S! estd dada por: 7({z,}) = 2. Para describir las fibras de la

transformacién 7, pensemos por un momento en la fibra sobre el 1, es decir, 7=1(1):
gt ={1,-1} =gyt = {1, 1,4, =i} «— ...
<y . —1 — ;

donde la transformacion entre los conjuntos 91 Y Y; Les g. Ast:

(5) 7 1) =lm(l— gt = {11} gy = {L—Li,—i} —...) = Zp) =K

donde 22 denota al conjunto de los nimeros enteros diadicos visto como grupo topolégico,
el cual es homeomorfo al conjunto de Cantor K. Puesto que el 1 no juega ningin papel
relevante en la descripcién anterior, tenemos que la fibra para cualquier zp € S' es el
conjunto de Cantor ZQ; m&s ain, 8o es una fibracién localmente trivial con fibras home-
omorfas al conjunto de Cantor Zg.

Consideremos una cubierta abierta finita de S por arcos abiertos A;, con la propiedad
de que se intersecten dos a dos en un sub-arco y que sean cubiretos igualmente (evenly
covering) por cualquier nimero de iterados de la transformacién g. Entonces, la coleccién

de los abiertos U; = 7T_1(Ai) =~ A; X ig forma una cubierta abierta finita para Ss.

Ejemplo 1.2.18. Solenoide diddico de dimensién dos.
Consideremos la transformacién g que aparece al considerar el limite inverso (Ss,g) =
liin{S 1 g}. En el espacio topolégico 83 x RT consideremos la accién libre y propiamente
discontinua de los enteros Z generada por la aplicacién (Z,y) — (g(Z2),2y). Denotemos
por S = 85 x RT/ ~ al espacio de érbitas bajo esta accién. Afirmamos que este cociente
es una laminacion por superficies de Riemann, en la cual todas sus hojas son densas; las
hojas que son simplemente conexas son conformemente equivalentes al disco y las otras

hojas son conformemente equivalentes a anillos de médulo finito (ver [47]).

1.2.6. Laminaciones universales algebraicas. Consideremos una superficie de
Riemann compacta de género g > 1, X, con un punto marcado p € X, y denotemos
por 7 (Xg4,p) al grupo fundamental de la superficie marcada (Xg,p), el cual tiene una

presentacién finita:

m1(Xg,p) ={a1,...,a4,b1,...b4: ngzla,-biai_lbi_l = e}.
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Tomemos la familia I de subgrupos normales, H, de indice finito en m;(X,) junto con
la propiedad que para todo H, H' € I existe un subgrupo H” € I, tal que es subgrupo
normal de la interseccién de los otros dos, en otras palabras H” < H (H".

Podemos pensar a I como un conjunto dirigido con respecto al orden parcial <, el cual

estd definido por: H < H' si y sélo si H' es un subgrupo de H, es decir,
I ={H|H <am(Xg,p), [m1(Xy,p): Hl < 0o, VH', H"IH" tal que H"'QH'ﬂH”}.

Nota 1.2.19. Es posible tomar la familia I’ de todos los subgrupos H de m(X,) de
indice finito no necesariamente normales y pensar a I’ como un conjunto dirigido con

respecto al mismo orden parcial <.

Definimos el morfismo qgp : m1(Xg,p)/H' — m1(Xg,p)/H entre los grupos finitos
m(Xg,p)/H' y m(Xg4,p)/H para cualesquiera H, H' € I tales que H < H' como:

qup'(H'a) = Ha para todo a € m1(Xg, p),

con lo cual tenemos que {m1(Xy,p)/H; qup Y u,mer es un sistema inverso de grupos finitos.
Si para cada H € I al grupo cociente m1(Xy4,p)/H lo dotamos con la topoldgia discreta,
entonces, los homomorfismos ¢ son homomorfismos continuos. Asi,
{m1(Xg,p)/H,quu }u.mer es un sistema inverso de grupos topoldgicos.
Observemos que m1(Xy,p)/H se puede identificar con el grupo de transformaciones de

cubierta de la cubierta finita de Galois correspondiente a H.

El siguiente resultado se puede encontrar en [15].

Proposicion 1.2.20. FEl limite inverso:
(7, o) = lim{m(Xg,p)/H, quri }
Hel
del sistema inverso {m1(Xgy,p)/H,qum }Her existe y es un grupo pro-finito donde {¢g :
T — H} es una familia de homomorfismos continuos que satisfacen la propiedad universal

del limite inverso.

Definicién 1.2.21. El grupo (7, ¢p) anterior es llamado la completacion pro-finita

de m1(Xg,p) (0 grupo fundamental algebraico de X,). El cual denotaremos por 7.

Observemos que 7 es homeomorfo al conjunto de Cantor ternario por el corolario 1.2.14
de la seccién 1.2.4.
Notemos que hay un homomorfismo natural de 1 (X, p) en 7 inducido por las proyecciones
naturales de m1(Xg4,p) en m(Xg,p)/H.
Puesto que 71(Xg,p) es residualmente finito, uno puede probar que este homomorfismo

de (X4, p) en 7 es inyectivo.

Usando la definicién y notacién anterior, construimos los siguientes ejemplos:
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Ejemplo 1.2.22. Laminacién universal algebraica de tipo eliptico
(o parabdlico).

Consideremos el caso de género g = 1, en otras palabras, consideremos una curva
eliptica marcada (E,,p) donde E, = C/Z & 7Z con médulo fijo, 7 € My := H/SL(2,7Z),
(ver [11, 16, 44]).

Consideremos el grupo fundamental de E,, 7 (E,,p) = Z2. La construccién del con-
junto dirigido I (o bien I’) para este caso consiste en considerar sélo subgrupos H de
indice finito de 7 (E,,p). Para cada H € I definimos el espacio topoldogico C/Ay :=
(E; (), p(H)), el cual es una superficie de Riemann compacta de género uno marcada
donde el punto p(H) estd dado como la H-érbita de p € IPZZ;) = C con estructura com-

pleja 7(H), es decir, una curva eliptica.

Por lo anterior tenemos una familia de espacios topoldgicos (curvas elipticas mar-
cadas) con indices en I. Se puede ver que dado H € I existe una transformacion, fg,
cubriente (holomorfa no ramificada) finita a uno, n:1, de (E,(g),p(H)) en (E,,p) donde
[r1(E;) : H] = n. Por el teorema del levantamiento, dados cualesquiera H, H' € I ex-
iste una transformacién, fgp/, cubriente (holomorfa no ramificada) finita a uno entre
vy, p(H')) y (1), p(H)). Todo esto define a una familia de transformaciones con-

tinuas (holomorfas no ramificadas)

{fHH’ : (ET(H’)ap(H/)) — (ET(H)ap(H))VH> H € I}

Con la familia de transformaciones anterior y la familia de espacios {IET( H)} tenemos que
{®-(my, p(H)), fum: Yo 11 forma un sistema inverso de curvas elipticas marcadas, dicho
en otras palabras, tenemos una torre de recubrimientos (holomorfos no ramificados) de

Galois (o regulares) finitos marcados sobre (E;,p).

Para una demostracién del siguiente resultado se puede consultar [9] pag.283, comparar
con [15] y con [35] pédg.66.

Proposicion 1.2.23. El limite inverso

E-, Fyr) = hm{®, ), p(H)), famr} = Um {@ ) p(H)), frimean)}
Hel H,H'el
del sistema inverso {(]ET(H),p(H)), fT(H)T(H/)} existe y es un grupo topoldgico abeliano que
peP Ly, donde

Z,, denota el producto sobre todos los

fibra sobre (E;,p) con fibra ﬁ_l(z) homeomorfa al conjunto de Cantor []
Z,, denota a los nimeros enteros p-ddicos y HpeP

numMeros primos.

Definicién 1.2.24. Al limite inverso (IET,FH) anterior lo llamaremos la laminacion

universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico).
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Ejemplo 1.2.25. Laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico Ga-

loisiana.

Para construir este ejemplo consideremos el caso de género g > 2, es decir, considere-
mos una superficie de Riemann compacta de género mayor o igual a dos marcada, (X4 -,p),
con una clase de estructura hiperbdlica 7 fija, dicho de otra manera, una curva algebraica
proyectiva lisa (X, p) marcada y un punto 7 en el espacio moduli de curvas algebraicas

proyectivas lisas de género g.

Para cada H € I definimos la superficie de Riemann compacta hiperbdlica marcada
(Xy(am),r(ry = D/H; p(H)), de género g(H) y estructura compleja 7(H) € Mgy, con
lo cual tenemos una familia de superficies de Riemann compactas hiperbélicas marcadas
de diferentes géneros como indices en el conjunto I. Se puede ver que para cada H €
I existe una transformacién, fg, cubriente (holomorfa no ramificada) finita, n:1, entre
(Xg(m),7(m),P(H)) ¥ (Xg,r,p), donde el indice [m1(X,-,p) : H] = n. Por el teorema del
levantamiento sabemos que para cualesquiera H, H' € I existe una transformacién, frp-,
cubriente (holomorfa no ramificada) finita entre (Xy(gy gy, p(H)) v (Xg,7,p). Todo esto

define una familia de transformaciones continuas (holomorfas no ramificadas)

{fHH’ : (Xg(H’),T(H’)ap(H)) — (Xg(H),T(H)ap)VHa H ¢ I}

Con la familia de transformaciones anterior y con la familia de espacios {Xg( H),7( ) ten-

emos que {(Xym),r(m),P(H)), fa,m } i mer forma un sistema inverso de superficies de

)

Riemann hiperbdlicas marcadas, dicho en otras palabras, tenemos una torre de recubrim-

ientos marcados de Galois (o regulares) holomorfos no ramificados finitos sobre X, ;.

Supondremos que el médulo 7 de la superficie de Riemann compacta base X, esta

fijo, a menos que otra cosa se diga.

Para una demostracion del siguiente resultado se puede consultar [9] pag. 283. Com-

parar con [15].

Proposicion 1.2.26. El limite inverso

(Xg,TaFH) = lﬂl{(D/Hﬁo(H))’fH,H’} = lﬂl {(Xg(H)ap(H))afg(H)g(H’)}
Hel HH'el

del sistema inverso {(Xymy, P(H)), fo(m)g(rr) Y1 HeI eTiste y fibra sobre (X, -, p) con fibra

el conjunto Cantor.

Definicién 1.2.27. Al limite inverso (XQ,T, Fyr) anterior lo llamaremos la laminacion

universal algebraica de tipo hiperbolico “Galoisiana”.

Consideremos el siguiente ejemplo, el cual por si mismo es muy interesante:
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Ejemplo 1.2.28. Laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico
“diadica”.

Para este ejemplo, tomemos una superficie de Riemann compacta de género 2 marcada
provista de una estructura compleja 7, (X2,,p) y consideremos unicamente cubrientes
holomorfos no ramificados 2 a 1 sobre (X3 .,p). En este caso la férmula de Riemann-

Hurwitz toma la expresién siguiente:
d=2(g-1)+1,

donde el género de la superficie cubriente es ¢’ y el género de la superficie cubierta es g,
asi, tenemos que cualquier transformacién, f, holomorfa cubriente no ramificada 2 a 1
sobre (X3, p) debe estar definida en una superficie de Riemann compacta de género 3. En
otras palabras, fa: (X3,p3) — (X2,p) cubre 2 a 1 a (X9, p) sin puntos de ramificacién.
Sobre la superficie (X3, p3) hacemos la construccién anterior, es decir, consideramos trans-
formaciones holomorfas cubrientes no ramificadas 2 a 1, con lo cual tenemos una superficie
de Riemann compacta de género 5 y una transformacién fs : (X5, p5) — (X3, p3) cubri-
ente 2 a 1 sobre (X3, ps) sin puntos de ramificacion.

Definimos el conjunto de indices I C N de manera recursiva por la condicién ¢’ = 2(g—1)+1
empezando con g = 2, es decir, [ = {2,3,5,...,9 =2(g—1)+1,...}.

Formamos la familia de superficies de Riemann compactas hiperbdlicas marcadas con in-
dices en I, asi como una familia de transformaciones holomorfas cubrientes no ramificadas
finitas, con lo cual tenemos un sistema inverso de superficies de Riemann hiperbdlicas

marcadas, el cual denotaremos por:

{(ngpg)afg}gelz{(XQ,p) <f—2 (XS,pS) <f—3 (X5,p5) — }

Notemos que estamos considerando tinicamente subgrupos normales de indice dos de

7m((X2,-,p)) por la forma en la que escogemos a los géneros ¢’ de los cubrientes.
Proposicion 1.2.29. El limite inverso
(X2,7)@2) = lim {(x,, p) L (Xyps) P (Xupy) —— )
7

del sistema inverso {(Xg,pg), fqtger eziste y tiene la estructura de una laminacion por

superficies de Riemann con fibra 7= (z) homeomorfa al conjunto de Cantor diddico 22.

Demostracién. Denotemos por 7 : ()A(Q,T)(Q) — X3 a la proyeccién canodnica. Con-
sideremos el atlas {¢,,U,} de variedad compleja para X5, es decir, U, es un disco en
(X2,p) que contiene a z y ¢, : D — U, es un homeomorfismo.

Podemos suponer que un disco U, lo escogemos lo suficientemente pequeno para que sea cu-
bierto de un modo igual con respecto a cualquiera de las cubiertas f : (Xg,pq) — (X2,p2)

en el sistema inverso definido.
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Usamos el atlas {¢,,U.}, para construir un atlas de (XQ,T)(Q) de la siguiente manera:
Consideremos T, = 7~ !(z) el cual es homeomorfo al conjunto de Cantor diddico, dicho
conjunto lo podemos ver como subconjunto compacto del producto infinito en dos ele-
mentos, II{0, 1}, y por otra parte definimos el abierto U, = 7 1(U,) en (XZT)(Q). Ahora
definiremos una carta ¢, : D x T, — U, de la siguiente manera:

Un punto t € T, es por definicién una coleccién infinita de puntos (z, 21, 29, ... ) con z; € X;
que satisfacen la condicién requerida para estar en el limite inverso. Puesto que U, esta
cubierto de un modo igual por todo el sistema de cubiertas, podemos levantar ¢, a través
de f; a ¢,, : D — U,, donde U, es la componente de fi_l(Uz) que contiene a z;.

Por la propiedad universal del limite inverso, existe un homeomorfismo ggi : D — UL
donde U! es el disco definido alrededor de t € (XQ’T)(Q). Asi, obtenemos el homeomorfismo
¢, - DxT, —U,.

Definicién 1.2.30. Al limite inverso (Xgﬂ-)(g) anterior lo llamaremos la laminacion

universal algebraica de tipo hiperbdlico “diddica”.

Ejemplo 1.2.31. Laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico.

Fijemos un cubriente universal marcado para (X, p) con g > 2, es decir, u : (Xg4,p) —
(Xg,p) e identifiquemos de manera candnica m1(Xy,p) con el grupo de transformaciones
de cubierta del cubriente u. Hay que notar que cualquier eleccién de cubrientes universales

marcados que se tomen resultan ser canénicamente isomorfos.

Para construir este ejemplo consideremos el conjunto diriguido I(X,) de todos los
cubrientes marcados no ramificados finitos p : (Y,y) — (Xg,p) sobre (Xg4,p), donde
el orden parcial estd determinado de la manera siguiente: dado cualquier otro cubri-
ente marcado (q:(Z,z) — (X4,p)) € I(Xy) decimos que ¢ < p si y sélo si existe
r:(Z,z) — (Y,y) tal que por =gq.

Es importante observar que una transformacién que factoriza, cuando existe, estd univo-
camente determinada ya que estamos trabajando en una categoria con puntos marcados.
Hay transformaciones canénicas A : I(X,) — I' y B : I' — I(X,) entre I(X,)
y el conjunto diriguido I’ que preservan orientacién. La transformaciéon A asocia a
cualquier cubriente (p : (Y,y) — (Xg4,p)) € I(X,) la imagen del monomorfismo p, :
m(Y,y) — m(Xy,p) y la transformacién B asigna al subgrupo H € I’ el cubriente mar-
cado (E/H,p(H)) — (X4,p). Aqui p(H) denota la H-6rbita del punto marcado en el
cubriente universal )A(;. Asi, esos cubrientes aparecen de tomar el cociente de )79 por los
subgrupos de indice finito de 7 (Xy,p), dando modelos canénicos, salvo isomorfismo, de
elementos arbitrarios de 1(X,). Observemos que la composicién Ao B es la transformacién
identidad en I’, consecuentemente A es sobreyectivo y B transforma a I’ de manera in-

yectiva sobre un subconjunto cofinal en I(Xy).
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Como ya lo explicamos anteriormente, este subconjunto cofinal contiene un representante

para cualquier clase de isomorfismo de un cubriente marcado de X,,.

Observacién 1.2.32. Se puede construir el limite inverso con cualquiera de los con-
juntos I(Xy), I’ o I utilizando las relaciones descritas anteriormente. Pero el objeto limite

no dependera de cuél de los conjuntos diriguidos se haya usado.

En virtud de la observacién anterior, este limite inverso serd llamado la laminacion

universal algebraica de tipo hiperbdlico.

1.3. Teoria de funciones.

En esta seccion es describird la teoria de funciones sobre las laminaciones por superficies
de Riemann, basandonos en el libro de Schochet y Moore [32] y el articulo de E. Ghys
[18].

En vista de la definicién de laminacién por superficies de Riemann, tenemos que hablar
de funciones lisas (de clase C*) tangenciales CF (L, C), funciones holomorfas tangenciales
Or(L), etc.. En otras palabras, funciones que tienen la propiedad deseada a lo largo de

las hojas y que varian continuamente en la transversal.

De ahora en adelante, denotaremos por C°(£, C) a la gavilla de las funciones continuas

definidas globalmente en la laminacién (M, £) con valores en C.

Definicién 1.3.1. Una funcién f € C%(L,C), es una funcion holomorfa (lisa, de clase
C" conr > 1) tangencial, si es una funcién holomorfa (de clase C*, de clase C") a lo largo
de las hojas, es decir, f o hi_1 : D x {t;} — C es holomorfa (de clase C*°, de clase C",

resp.) para toda t; € T;, donde h; es la carta trivializadora del abierto distinguido Uj.

Definicién 1.3.2. Una funcién continua, f, definida sobre la laminacién (M, £) que
toma valores en CP', se dice que es meromorfa tangencial si es una funcién meromorfa a

lo largo de las hojas, es decir, f o hi_1 : D x {t;} — C es meromorfa para toda t;.

Notacién 1.3.3. Or(L) denotard al anillo de las funciones holomorfas tangenciales
sobre la laminacién (M, L).
Mr (L) denotard al anillo de las funciones meromorfas tangenciales sobre la laminacién
(M, L).
CT(L,C) denotara al anillo de las funciones lisas tangenciales definidas en la laminacién
(M, L).
C%(L, L") denotard al anillo de las transformaciones continuas entre las laminaciones
(M,L) y (M',L£") que mandan hojas en hojas, es decir, en cartas locales tenemos que

h.ofo(hi)™!:Dx {t;} — D x {t.} es continua y varfa continuamente con respecto a t;.
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Definicién 1.3.4. Una transformacién f € CH(L,L') es una transformacion holo-
morfa (lisa, de clase C") tangencial, si es holomorfa (de clase C*, de clase C", resp.) a lo

largo de las hojas, es decir,
hio fo(hi)™h:Dx {t;} — D x {t;},

es holomorfa (de clase C*°, de clase C", resp.) para toda t;, donde h;, h; son las cartas

trivializadoras de los abiertos distinguidos U; y U] respectivamente.

Notacién 1.3.5. Op(L, L) denotard al anillo de las transformaciones holomorfas tan-
genciales entre las laminaciones (M, L) y (M', L').
CF (L, L") denotara al anillo de las transformaciones lisas tangenciales entre las lamina-
ciones (M, L) y (M', L").

Supongamos que (M, L) y (M’, L") son dos espacios foliados.

Definicién 1.3.6. Un encaje holomorfo tangencial f : (M,L) — (M',L') es una

transformacion continua que es un encaje holomorfo hoja a hoja.

Dotamos al espacio C?p(ﬁ,ﬁ’ ) de una topologia, la topologia fuerte, de la manera
siguiente:
Sean A = {h;,U;}ier y B = {h},V;}icr atlas foliados para (M, L) y (M’', L") respectiva-
mente con la propiedad que tanto los abiertos U; como los abiertos V; sean localmente
finitos. Consideremos una familia K = {K;};c; de subconjuntos compactos de (M, L) tal
que K; es un subconjunto propio de U; para cada i, asi como una familia ¢ = {¢; };c5 de
nuimeros positivos.
Sea f € CH(L, L) tal que f(K;) C V; para cada i. Los conjuntos bdsicos No(f, A, B, K, €)
para esta topologia estan dados por el conjunto de las funciones g € C%(E, L') tales que
satisfacen g(K;) C V; Vi € Iy ||kl o fo (h;)) " (z,t) — hiogo (hi)~L(2,t)|| < € para todo
(z,t) € hi(K;).

Nota 1.3.7. Puesto que (M, L) es un espacio topolégico compacto, la topologia fuerte

coincide con la débil (compacto-abierta).

Las demostraciones de los siguientes resultados pueden ser encontrados en [32], cap.Il.

Proposicién 1.3.8. Si (M,L) es una laminacion por superficies de Riemann, en-
tonces, cualquier cubierta abierta de (M, L) tiene una particion de la unidad lisa tangencial

subordinada a dicha cubierta abierta.

Proposiciéon 1.3.9. Si consideramos a las laminaciones por superficies de Riemann
producto (M, L) = SxT y (M', L") = 8" xT', entonces, C¥(L,L') es denso en CH(L, L)

en la topologia fuerte (compacto-abierta).
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Proposicién 1.3.10. Si consideramos dos abiertos distinguidos U =D x T y U’ =
D x T", un subconjunto cerrado K de U y W un subconjunto abierto de U, asi como una
funcion f € COT(U, U’) tangencialmente lisa en una vecindad de K\W , entonces, cualquier
vecindad Ny de f en COT(U, U’) contiene una transformacion h : U — U’ la cual es lisa

tangencial en una vecindad de K y coincide con f en U\ W.

Teorema 1.3.11. Si consideramos dos laminaciones por superficies de Riemann pro-
ducto (M, L) =S xT y (M', L) =8 x T, entonces, C¥(L,L') es densa en CF(L, L) en

la topologia fuerte.

1.4. Haces lineales y secciones tangenciales.

Para dar las definiciones de haz lineal y secciones lisas tangenciales, consideremos una
laminacién por superficies de Riemann no necesariamente compacta L.
Un haz lineal liso tangencial L en L consiste de una familia {L,},c. de espacios vectoriales
complejos de dimensién uno parametrizados por L tal que, si el punto p en coordenadas
locales tiene la forma p = (z,t), entonces, esta parametrizaciéon depende continuamente
de t y lisamente de la variable z.
Una seccion lisa tangencial s de L sobre un conjunto E C L es una transformacién lisa

tangencial que asigna el vector s(p) € L, para cualquier punto p € E.

Para precisar lo anterior, consideremos una haz lineal L sobre £ y lo dotamos con una
estructura lisa tangencial C7, donde una estructura lisa tangencial CF° del haz lineal L es
dar una cubierta abierta & de £ por abiertos distinguidos y para cualquier abierto U € U
dar una transformacién sy : U — L lisa tangencial que nunca se anula (un marco sobre
U) de tal manera que las funciones de transicion pyy : UV — C* definidas por la

relacién sy (p) = pyu(p)su(p) sean funciones lisas tangenciales.

Un marco tangencialmente lisa s de L en un subconjunto abierto {2 de £ es tambien

llamado una trivializacion de L en €.

Observemos que si para cualquier U € U la funcién fiy : U2 — C* definida por
s(p) = fu(p)suy(p) es una funcién tangencialmetne lisa, entonces, la seccién s de L sobre

el conjunto abierto 2 C L es lisa tangencial.

Puesto que la estructura lisa tangencial de un haz lineal no debe depender de las
cubiertas abiertas escogidas, diremos que dos estructuras lisas tangenciales (CT) en L
coinciden si ellas tienen las mismas secciones lisas tangenciales C7. En otras palabras,
si V es otra cubierta abierta de £ por abiertos distinguidos y {ty}vey es una familia
de marcos en L definida en los conjuntos abiertos de V, entonces, (V, {ty }vey) define la
misma estructura C3° en L que (U, {sy tuey) siy sélo si los marcos ty son secciones lisas

tangenciales de L.
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Las funciones de transiciéon definidas anteriormente satisfacen la siguiente condicion
de cociclo:

Si U,V y W son conjuntos abiertos en I/ con intersecciones no vacias, entonces

PWU = PWVPVU en UﬂVﬂW.

Afirmamos que cualquier familia {¢yy : UV — C*} de funciones lisas tangen-
ciales parametrizadas por los pares (U, V) de abiertos en U con intersecciones no vacias,
provienen de un haz lineal lisa tangencial L en L si estas funciones satisfacen la condicién
de cociclo. Para demostrar esta afirmacién, basta probar que dada la familia {pyy :
UNV — C*} se puede definir un haz lineal liso tangencial L en £ y secciones sy en
U € U, los cuales se definen de la siguiente manera:

Para cualquier punto p € £ consideremos U, = {U € U;p € U}. Definimos L, como el
espacio vectorial complejo de dimensién uno obtenido como el cociente de U, x C por la
relacion de equivalencia ~ siguiente, (U, \) ~ (V, u) siy sélo si p = pyyv(p)A, y definimos
sy por sy(p) = [(U,1)]. Entonces, las s;; satisfacen la relacién s, (p) = ¢vu(p)sy (p) por
construccién. Asi, L es un haz lineal lisa tangencial y {¢yy} es la familia asociada de

funciones de transicion.

Nota 1.4.1. En la laminacién por superficies de Riemann £ podemos definir los
haces lineales holomorfos tangenciales sobre L y extender todas las afirmaciones anteriores

simplemente remplazando lisa tangencial C7° por holomorfo tangencial Or.

Mostramos algunos ejemplos de lo anterior.

Ejemplo 1.4.2. El haz lineal holomorfo tangencial trivial sobre L.
Consideremos L = L x C, su estructura holomorfa, O, estd definida por Y = {L} y la
trivializacion por sy = 1.

Las secciones holomorfas tangenciales pueden ser identificadas con las funciones holomorfas

tangenciales

Ejemplo 1.4.3. El haz tangente holomorfo tangencial F L.
Este haz lineal tangencial holomorfo esta definido como sigue:
Sea {U, ¢y tucy una familia de cartas holomorfas tangenciales en £ tal que U es una
cubierta abierta de £ por abiertos distinguidos. Para cualquier interseccién de U y V' en

U definimos la familia de funciones de transicion:
{ove = &ﬂ .
ooy
Esta familia es una familia de funciones holomorfa tangenciales que nunca se anula en
U (V. Las funciones @y satisfacen la condicién de cociclo y F'L es el haz lineal holomorfo

tangencial asociado.
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Usando una carta coordenada local (z,t) tenemos que una seccién s de FL puede ser

escrita localmente como:

5= (0

y esta es holomorfa tangencial si y sélo si f es holomorfa tangencial.

Ejemplo 1.4.4. El haz lineal candénico holomorfo tangencial F*L.
Este es el haz lineal holomorfo tangencial en £ el cual puede ser definido por las funciones

de transicion

-1 _ 0oy
Puy = PVU = %

Usando una carta coordenada local (z,t) tenemos que una seccién s de F*L puede ser
escrita localmente como:

s = f(z,t)dz

y esta es holomorfa tangencial si y sélo si f es holomorfa tangencial.

Ejemplo 1.4.5. El producto tensorial de dos haces lineales holomorfos tan-
genciales.
Si L y L' son dos haces lineales holomorfos tangenciales en £, su producto tensorial L ® L’
es el haz lineal holomorfo tangencial en £ definido de la siguiente manera:
Para cada punto p € £ tomamos (L®L'), = L, ® L;,. La estructura holomorfa tangencial
Or es tal que, para cualquier abierto 2 de £, cualquier seccién s € Op(Q2; L) y cualquier
s € Op(Q; L)), la seccién dada por s-s" : p+— s(p)-s'(p) en L ® L' sobre € es holomorfa

tangencial.

1.5. Variedades Jacobianas de superficies de Riemann compactas.

En esta secciéon daremos un resumen breve de la teoria de curvas algebraicas proyectivas

lisas y variedad Jacobiana, ver [33] y comparar con [11, 16, 17].

Consideremos una superficie de Riemann compacta y de género g > 0, X,. Asociada a
X, tenemos su variedad Jacobiana, Jac(Xy), la cual es una variedad abeliana de dimensién
compleja g (ver seccion 1.8). La superficie X, (marcada) se encaja de manera natural en

Jac(X,) mediante la transformacion de Abel-Jacobi:
(6) Ay Xy — Jac(Xy).

El teorema de Riemann-Roch (ver [13] pag.73) implica que el espacio vectorial com-
plejo de las 1-formas diferenciales holomorfas (equivalentemente, las 1-formas diferenciales
abelianas del primer tipo) en X,, H(X,, K) = H°(X,, O(19)), es un espacio vectorial de
dimensién g. Aqui K denota el haz cotangente holomorfo, es decir, el haz canénico de X,,.
Para definir la variedad Jacobiana de X, escojamos una base de homologia

{a1,...,a4,b1,...,by} para Hi(Xg4,Z) ( de hecho una base simpléctica, la cual llamaremos
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candénica ). Construimos la base dual {wr,...,w,} de 1-formas diferenciales holomorfas
mediante:
(7) / wi:@-j N / Wi = Tyj.

aj by

La matriz IT = {m;;} es llamada la matriz de periodos (normalizada) de X.

Proposicién 1.5.1. La matriz I1 es una matriz en GL(g,C), simétrica y con parte
imaginaria definida positiva, a saber
i _
5 wi/\wj = <wi,wj>.
X

g9

Im(mi;) =

La demostracion de esta proposicion es una aplicacién de las relaciones de Riemann,
ver [27] pag.75.

Definicién 1.5.2. La variedad Jacobiana de X, es el toro complejo
(8) Jac(X,) = CY/A(1, D)

donde A(Z,II) denota la reticula en CY generada por las columnas de la matriz identidad
I en GL(g,C) y por las columnas de la matriz II, es decir, las 2g columnas de la matriz
(1,1I).

Descripcién de la transformacién de Abel-Jacobi A,:
Escégamos un punto base pg en X,. Entonces, para cada eleccién de trayectorias que unan

al punto pg con un punto arbitrario p € X, el vector

() (/p:wl,...,/p:wg)ecg

estd bien definido médulo la reticula A(Z,1II). Por lo tanto, este vector determina un punto
en Jac(Xy), el cual es por definicién la imagen bajo la transformacion de Abel-Jacobi A,

del punto p.

Nota 1.5.3. La matriz de periodos II de las diferenciales abelianas no es tinica, puesto
que depende de la eleccién de bases para Hy (X, Z) y para H(X,, O10). Es casi inmediato
que diferentes elecciones tienen el efecto de remplazar II por una matriz NIIM donde
N € GL(29,Z) y M € GL(g,C). Asi, todas esas elecciones dan el mismo toro complejo

llamado la variedad Jacobiana Jac(Xy).

Descripcién intrinseca de Jac(X,):

Consideremos al espacio vectorial de las 1-formas diferenciales holomorfas y nos fijamos
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en el espacio vectorial dual, es decir, H°(X,, (’)(1’0))*.

El apareamiento de 1-ciclos con 1-formas diferenciales dado por integracién

([a],w) - /[a]"”

muestra que Hi(X,,Z) es un subgrupo discreto (reticula) de H°(X,, O1:0)* con lo cual

tiene sentido la siguiente definicién:

Definicién 1.5.4. La variedad Jacobiana Jac(X,) esta dada por:

(10) Jac(X,) = H(X,, OV /H (X, 7).

Para la descripcién de la transformacion de Abel-Jacobi en este contexto intrinseco; se

escoge un punto base pg € X, asi, para cualquier punto p € X, el punto
Ay(p) € Jac(X,y) = H(X,, OO /H\ (X, Z)

corresponde a la clase lateral del funcional lineal Ay(p)(w) = [ If; w, en otras palabras,

WH[/pjw].

La conexion entre las dos descripciones anteriores de la variedad Jacobiana estd dada de
la manera siguiente:

Cada elemento | € H°(X,, 00-9)* aparece como I(w) = fv w donde 7 es alguna 1-cadena
en X,. Entonces, la clase de [ en Jac(X,) corresponde al punto (f7 Wiy f7 wg) mod (A)
en C9/A(1,1I), es decir:

[Z]H([le""’fng) mod (A).

1.6. El grupo y la variedad de Picard.

En esta seccién daremos un resumen muy breve sobre el grupo de Picard y la variedad
de Picard, ver [11, 13, 14, 16].
Para comenzar con dicho resumen consideremos una superficie de Riemann compacta

de género g,X,.

Notacién 1.6.1. Div(X,) denotard al grupo de divisores en X,.
Divg(Xy) denotara al grupo de divisores de grado cero.

DivP(X,) denotara al grupo de los divisores principales en X.

Es bien sabido que la superficie X, se puede pensar también como una curva algebraica
no singular, tamién que Divg(X,) es un subgrupo de Div(X,) y que DivP(X,) es un

subgrupo de Divy(X,) con lo cual se considerard la siguiente definicién:
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Definicién 1.6.2. El grupo cociente
Pic(Xy) := Div(Xy)/DivP(Xy)

es llamado el grupo de Picard de X,.

Las siguientes dos definiciones del grupo de Picard son equivalentes y serdn de gran
utilidad.

Definicién 1.6.3. El grupo de Picard de X,4, Pic(Xy), esta dado como el primer
grupo de cohomologia de la gavilla de funciones holomorfas que nunca se anulan en la

curva X,. En otras palabras,
Pic(X,) = H(X,,0%).

Definicién 1.6.4. El grupo de Picard de X4, Pic(X,), es el grupo de todos los haces
lineales holomorfos sobre X,. La operacién de grupo estd dada por el producto tensorial

de haces y los inversos son los haces duales.

El producto tensorial del haz lineal L con el haz lineal L', L ® L' = LL', est4 dado
por el producto {g;;g;;} de las funciones de transicién {g;;} del haz Ly {gj;} de L', y el
inverso L~! est4 dado por las funciones de transicién {ggl}

Denotaremos por Picg(Xy) = {L € Pic(Xy) : deg(L) = ¢1(L) = d} al conjunto de los
haces lineales holomorfos sobre X, de clase de Chern d donde d € Z (ver seccién 1.8 de

este capitulo).

Lema 1.6.5. Existe una biyeccion entre el conjunto de los haces lineales de grado cero

y el conjunto de los haces lineales de grado d de manera no canonica.

Demostracién. Tomemos cualquier haz lineal holomorfo de grado d, Ox,[(p)], en-

tonces la aplicaciéon que asigna L — L ® Ox,[(p)] define la biyeccion.

Por el teorema de Riemann-Roch sabemos que el haz canénico de X, Kx,, tiene grado

2g — 2 de donde tenemos el siguiente lema.

Lema 1.6.6. FExiste una biyeccion candnica entre el conjunto de los haces lineales
de grado cero y el conjunto de los haces lineales de grado 2g — 2, es decir, Pico(Xy) =
PiCQQ_Q(Xg) .

Demostracién. La aplicacion ¢ : Pico(X,) — Picyg_2(Xy) dada por L — L® Kx,,

define la biyeccién canodnica buscada.
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Observemos que el grupo de Picard de X es la unién disjunta de todos los conjuntos
de haces lineales holomorfos en X, de todos los grados posibles, es decir, Pic(X,) =
ez Pica(Xg).

Para el caso particular de d = 0, Pico(X,) resulta ser un grupo. Més atin, resulta ser
una variedad la cual es llamada la variedad de Picard de X,. Dicha variedad estd dada

(11) Pico(X,) = H(X,,0)/H (X,,Z).

Del hecho que la sucesién
0 —— Picy(Xy) —— H'(Xy,0%) s HX(X,,Z) 27 —— 0
es exacta se tiene que el grupo de todos los haces lineales complejos en X, se pueden

pensar como:
Pic(X,) = H'(X,, 0%,) = Z.& Picy(X,).

Concluimos esta seccién con el resultado siguiente.

Proposicion 1.6.7. La variedad de Picard y la variedad Jacobiana de la superficie
Xy son candnicamente isomorfas como toros complejos y como grupos de Lie comple-
jos compactos (Mds ain, Pico(Xy) y Jac(Xy) son isomorfas como variedades abelianas

principalmente polarizadas, ver seccion 1.8).
Una demostracién de este hecho se puede ver en [16] pag. 153.

1.6.1. La transformacién norma Nmy. Para definir la transformacién norma
tomemos dos superficies de Riemann compactas X, y X, de géneros r > g respectivamente
y consideremos una transformacién holomorfa, f : X, — X, cubriente y finita a uno
(que puede ser o no ramificada) entre ellas. En otras palabras, estamos consideremos un
morfismo finito de curvas proyectivas lisas.

Dada cualquier funcién meromorfa h en X,, es decir, h € M(X,), definimos la funcién

meromorfa Nmyh en X, como
(12) (Nmsh)(p)= [] h(g)"@
qcf~1(p)

donde v(q) es la multiplicidad con la que el punto g aparece en la fibra de f sobre p. Asi,

esta funcién meromorfa induce un homomorfismo sobreyectivo de grupos (multiplicativos)
Nmyg: M(X,)" — M(Xy)"

La transformacion Nmy : Div(X,) — Div(X,4) dada por Nms(>  niq;) = > nif(q:)

es llamada la transformacion norma.
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Observacién 1.6.8. La transformacion norma Nmy anterior es un morfismo entre

los grupos de divisores.

Observacion 1.6.9. La transformaciéon norma anterior Nm ¢ preserva grados, es decir,
si deg(D) = n, entonces, deg(Nmys(D)) =n VD € Div(X,).

Lema 1.6.10. Para cualquier funcion meromorfa h € M(X,), la imagen del divisor
(h) bajo la transformacion norma, Nmg¢((h)), es igual al divisor de la funcion Nmgh, en

otras palabras,

Nomg((h)) = (Nmgh).

Una demostracién de este lema se puede consultar en [11] pags. 281-286.

Una observaciéon inmediata del lema 1.6.10 anterior es que Nmy es un morfismo bien
definido entre los grupos de divisores principales de las superficies X, y X,. Mas atin, se
puede definir la transformacién norma entre los grupos de Picard de las superficies X, y
Xy

Proposicién 1.6.11. La transformacion norma Nmy induce un morfismo entre los

grupos de Picard de las superficies de Riemann compactas X, y X, es decir
Nmy : Pic(X,) — Pic(Xy).

Definicién 1.6.12. El morfismo anterior también se denota por Nmy y es llamado

la transformacion morma.

Consideremos la transformacién holomorfa Ago f : X, — Jac(X,). Por la propiedad
universal de la Jacobiana (secc.4 del cap.11 de [27]) existe un tinico homomorfismo analitico

Ny que convierte al siguiente diagrama en conmutativo:

X, —2 Jac(X,)

(13) i | e
X, I Jac(Xy).

Lema 1.6.13. El homomorfismo analitico Ny y la transformacion norma restringida

a la variedad de Picard convierten al diagrama:

Jac(X,) —— Picy(X,)

Nfl lef

Jac(X,) —— Pico(X,)

en un diagrama conmutativo.
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Demostracién. Este lema es una consecuencia del diagrama conmutativo (13) ante-
rior y del hecho que la variedad de Picard y la variedad Jacobiana de X, son canénicamente

isomorfas.

1.7. Las variedades Wj(X,) en Jac(X,) y en Picy(X,).

En esta seccién se dard un resumen breve sobre las subvariedades distinguidas de la
variedad Jacobiana y la variedad de Picard. Una explicacién mas amplia y detallada se

puede encontrar en [17] cap.2.

1.7.1. Las variedades W (X,) en Jac(X,). Para k = 1 definimos a la subvariedad

Wi(Xg) de Jac(X4) como la imagen de X, bajo la transformaciéon de Abel-Jacobi. En
otras palabras, W1 (X,) = Ag(Xy) = ImAy(Xy) C Jac(Xy).
Si consideremos al conjunto Divy(X,) de divisores positivos de grado k en la superficie
Xy, entonces, la imagen de este conjunto bajo el homomorfismo de Jacobi ¢, es un sub-
conjunto bien definido en Jac(X,). A dicho subconjunto lo denotaremos por Wy(Xy).
Este subconjunto Wj(X,) puede ser descrito equivalentemente como la imagen de la
transformacion complejo analitica ¢, : X;“ — Jac(X,) definida por: ¢4 (p1,...,px) =
Ag(pr) + -+ + Ag(pr)-

Usando el teorema de Grauert-Remmert (sobre la transformacién propia en varias
variables complejas, ver [19] pag.395) tenemos que la imagen de la transformacién ¢4
anterior es una subvariedad analitica de Jac(X,), de donde Wy, (X,) C Jac(X,) es una
subvariedad analitica. Mas ain, Wj(X,) es una subvariedad analitica irreducible. Aqui
irreducible es en el sentido de que cualquier funcién meromorfa en Jac(Xy) la cual se anula
en un subconjunto abierto relativo en Wj(X,) necesariamente se anula idénticamente en
todo Wi (X,).

Esta tdltima afirmacién es una consecuencia del teorema de identidad para funciones de
varias variables complejas, puesto que la restriccién a W de una funcién meromorfa en
Jac(X,) puede ser identificada con una funcién meromorfa en la variedad X 5 por medio
de la transformacion ¢,.

En terminos de coordenadas locales z; cerca de los puntos p; € X, el jacobiano de
la transformacion analitica ¢, en el punto (z1,...,2;) € X; es una matriz compleja
{w}(z;)} de k x g donde las w;(zj) = w}(2;)dz; son las diferenciales holomorfas Abelianas
canénicas en X, expresadas en esas coordenadas locales. La matriz jacobiana anterior
tiene rango maximo en subconjuntos abiertos densos de X;“ puesto que las diferenciales
Abelianas son linealmente independientes. En particular esta matriz tendra rango maximo
en el complemento de una subvariedad analitica de Xg, asi, en particular tenemos que

para k = 1,...,g, la transformacién complejo analitica ¢, : X{; — Jac(Xy) es un
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homeomorfismo local no singular en un abierto denso de la variedad X, 5 . Usando resultados
de la teoria de funciones de varias variables complejas se sigue que las subvariedades

irreducibles Wj,(X,) son de dimensién k, para k=1,...,g.

Usando la descripcion anterior hacemos las siguientes observaciones:
Observemos que para k = 1 la transformacién de Abel-Jacobi, A,, coincide con la trans-
formacién complejo analitica g4, es decir, Ay = ¢4 : Xy — Jac(Xy). Mas atn, es una
transformacién holomorfa no singular, por lo tanto W7(X,) es una subvariedad analitica
no singular de Jac(Xy).
Observemos que para 1 < k < g la transformacién complejo analitica ¢4 : X 5 — Jac(Xy)
tiene singularidades y la imagen Wj(X,) también puede tener singularidades.
Observemos que para k = g la subvariedad Wj(X,) es igual a Jac(X,). En efecto, puesto
que Jac(X,) es una variedad irreducible de dimensién g que es justamente la dimensién
de la subvariedad irreducible Wj,(X,). Esta afirmacién es conocida como el teorema de
inversion de Jacobi.
Afirmamos que se satisface Wy (Xy) C Wi41(Xy) para todo k € ZT. En efecto, ya que
©g(P1s---,PK) = ©g(Po,P1, - - -, pk) donde pg es el punto base. Usando la afirmacién ante-

rior tenemos una cadena de subvariedades irreducibles:
X, =2 Wi(Xy) C Wa(Xy) C... Wy1(Xy) C Wi(Xy) =Wy =+ = Jac(Xy).

Para el trabajo posterior es til dar las siguientes definiciones que utilizan la naturaleza

de la operacion de grupo en la variedad Jacobiana.

Definicién 1.7.1. Para cualquier subconjunto S C Jac(Xy) tenemos:

(1) El conjunto inverso —S = {—s|s € S}.

(2) El trasladado por u, S+ u = {s+uls € S}.

(3) La suma T+ S = {t+ s|t € T, s € S}, para cualesquiera par de subconjuntos
S,T de la Jacobiana.

(4) El cociente S©T = {u € Jac(Xy)|T +u C S}.

Observacion 1.7.2. (1) Si S es una subvariedad analitica de Jac(X,), entonces,

—Sy
S + u son subvariedades analiticas de Jac(Xy).

(2) SiT y S son subvariedades analiticas de Jac(X), entonces, T+ .5 es subvariedad
analitica de Jac(Xj).

(3) SiS essubvariedad analitica de Jac(X,) y T es cualquier subconjunto de Jac(X,),
entonces, S © T es una subvariedad analitica de Jac(X,). Esto tltimo es una
consecuencia del hecho que S © T = [, (S — 1).
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1.7.2. Las variedades Wy(X,) C Pico(X,). Para definir a las subvariedades
Wi (X4) C Pico(Xy) recordemos que

Pico(X,) = {L € H(X,,0%) : c1(L) = 0}.

Las subvariedades Wj(X,) vistas como subconjuntos de la variedad de Picard de X
consisten precisamente de aquellos haces lineales L € Pico(X,) los cuales pueden ser
escritos en la forma L = Ly, ... kaL;Ok para algunos puntos pi,...py en la superficie X,.
Esto es equivalente a la condiciéon de que el haz lineal LLI;;0 tenga una seccién holomorfa

no trivial, de donde se sigue que:
Wi(Xg) = {L € Picy(X,) : dimI(Xy, O(LL,F) > 1}
Denotaremos por w(LL;Ok) a la dimcI'( Xy, O(LL;Ok) y por simplicidad definimos

Wo=0= {L S P’iCQ(Xg) 2’Y(L) > 1}.

1.7.3. Las subvariedades analiticas de divisores positivos especiales W} (X,).
Para definir a las subvariedades analiticas de divisores positivos especiales W} (X,) nece-
sitamos consideremos un entero positivo v, es decir, v > 1.

El subconjunto W} (X,) de la subvariedad analitica Wj,(X,) esta dado por W} (X,) =
{L € Pic®(X,) : ’y(LL;Ok) > v}. Este subconjunto serd llamado el subconjunto de divisores
positivos especiales para v > 1.

Observemos que para toda v > 1 los subconjuntos W} (X,) forman una filtracién
descendiente de la subvariedad analitica Wj,(X,) de divisores positivos de grado k, es
decir,

Wi(Xg) = Wy (Xg) 2 WiH(Xg) 2 ... .
Los subconjuntos W}/ (X,) también pueden ser caracterizados de la siguiente manera:
Lema 1.7.3. Para cualesquiera enteros k > 0 y v > 1 tenemos que:
(14) Wi (Xg) = Wi—vt1(Xg) © (=W,_1(Xy)) siempre y cuando v < k+1
y WY (Xy) =0 siempre y cuando v > k + 1.

Una demostracion de esta caracterizacion se puede encontrar en [17] pag. 46

El siguiente resultado es una consecuencia del hecho que la igualdad W} (X,) =
UueWV,l(Xg) Wi—v+1(Xg) + u se da siempre que v < k + 1, y en cualquier otro caso

los conjuntos W} (X,) son vacios.

Corolario 1.7.4. Los subconjuntos de divisores positivos especiales W} (Xg4) son sub-

variedades complejo analiticas de Jac(Xy).
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1.7.4. La relacién entre las variedades W), (X,) y los k-productos simétricos.
Motivado del siguiente hecho se introduce la definicién del k-producto simétrico de una
superficie de Riemann compacta X,:

La restriccién del homomorfismo de Jacobi, ¢, : X 5 — Jac(Xy), al conjunto de divisores
positivos de grado k puede ser visto como una transformaciéon compleja analitica del
producto cartesiano de la superficie X en la variedad Jac(Xg). Se puede verificar que
la transformacién ¢, es independiente del orden de los factores en el producto cartesiano
X 5 . Esto sugiere la introduccién de el k-producto simétrico de la superficie de Riemann

compacta X, como:
xX® = xFk/5,
g g

donde S, es el grupo simétrico y actia en X 5 mediante los automorfismos complejos
(p17 o 7pk) = (p’]T(l)7 oo 7p7r(k))7 Vﬂ- S Sk

Teorema 1.7.5. El k-producto simétrico Xék) de la superficie de Riemann compacta

X, tiene la estructura de una variedad compleja analitica de dimension k tal que, la

)

es una transformacion analitica cubriente que exhibe a

)

la variedad X;; como un cubriente ramificada k! : 1 sobre Xék .

% . xk (k
transformacion 14 : Xg — Xg

Demostracién. Ver [17], pdg.72

Del teorema anteriror observamos que el homomorfismo de Jacobi, ¢, : X 5 —
Jac(X,), puede ser factorizado a través de la transformacién cubriente 7, como ¢, = 1407,
para alguna transformacién compleja analitica 1)y : Xék) — Jac(Xy) .

La transformacion 1, anterior serd llamada la transformacién de Jacobi. En muchos sen-
tidos la transformacién de Jacobi 1), es mas natural que el homomorfismo de Jacobi ¢,

aunque la variedad Xék) es més complicada que la variedad X 5.

Proposicion 1.7.6. Si el indice k esta en el rango 1 < k < g — 1, entonces, la
imagen de la transformacion 14 : Xék) — Jac(Xy) es la subvariedad analitica propia
Wi(Xy) C Jac(Xy) de divisores positivos de grado k. Asi, en particular la transformacion

g puede ser vista como una transformacion analitica g : Xék) — Wi (Xy) C Jac(Xy).

Proposicion 1.7.7. Si el indice k satisface que k > g, entonces, la imagen de la
transformacion 1, es toda la variedad Jacobiana. En particular, 1y : Xég) — Jac(Xy)

es una transformacion analitica sobreyectiva entre variedades de dimension g.

Demostracién. Ver [17] pags. 75-76
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1.7.5. La variedad singular de W)(X,). Las subvariedades analiticas W} (X,)
de divisores positivos especiales en W}, (X,) son transformadas por v, en las subvar-
iedades analiticas G7(X,) del producto simétrico Xék), en otras palabras, G} (Xy) =
@Z)g_l(W,;’(Xg)) - Xék). A las subvariedades G} (X,) también se les llamada subvariedades

de divisores positivos especiales.

Nota 1.7.8. Si tomamos a un punto D € Xék), el cual visto como un divisor tiene la

expresién D = p; + - -+ + p, entonces, la imagen (D) € Jac(X,) esta representada en
la variedad de Picard por el haz lineal complejo Ly, ... Ly, L;Ok . Més atin, el punto ¢4 (D)
estd en W}/ (X,) precisamente cuando:

dimT (X, O(Ly, ... Ly, Ly FLE )) > v.

Pr~po

De acuerdo a la nota anterior tenemos que las subvariedades de divisores positivos

)

especiales en la variedad Xék estan dadas por:

GY(Xg) = {p1+ - +pp € XP|dimD (X, O(Ly, ... Ly,)) > v}.

Observemos que las subvariedades G (X,) satisfacen una filtracién descendiente de la

variedad Xék) por subvariedades analiticas:

XM = GL(X,) 2 GHXy) 2 ...

las cuales terminan en el conjunto vacio.

Teorema 1.7.9. Si tomamos un punto D & Xék) el cual visto como un divisor tiene
la expresion D = py + -+ + py y satisface que dimI'(Xy,O(Ly, ... Ly, ) = v. Entonces, la

fibra ;1 (¢y(D)) de la transformacién complejo analitica g : Xék) — Jac(Xy) es una
)

subvariedad analitica de Xék de dimension v — 1, la cual puede ser representada como la

)

. . L . _ k
imagen de una transformacion analitica inyectiva de CPY~1 en Xé .

Teorema 1.7.10. En cualquier punto D = p1+---+p € Xék) tal que se cumple que

dimI'(Xgy,O(Ly, ... Lyp,)) = v, entonces, la diferencial de la transformacion analitica 1),
tiene rango dado por:
rankDiglp =k +1—v.

Demostracién. Ver [17], pags.77 y 80.

Los siguientes resultados son consecuencia del teorema anterior.

)

Corolario 1.7.11. Si k > 2g — 1, entonces, la transformacion analitica 1 : Xék —

)

Jac(X,) tiene la propiedad que 1)~ (z) es una subvariedad analitica en Xék de dimension

k — g, la cual es analiticamente homeomorfa a CP*~9 para cada x € Jac(Xy).
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Corolario 1.7.12. Si D =p;+---+p € Xék) es un punto para el cual
dimI'(Xy,O(Ly, ... Ly, ) = v, entonces, la fibra wg_l(wg(D)) de la transformacion 1), :

Xék) — Jac(Xy) es una subvariedad analitica de Xék), la cual es analiticamente homeo-

morfa a CPY 1.

El resultado mas importante que nos atane es

Corolario 1.7.13. Si 1 < k < g, entonces, la transformacion analitica 1, : Xék) —

Jac(Xy) induce un homeomorfismo complejo analitico

byt X\ GR(X) — Wi(Xy) \ WE(X,).

Las demostraciones de los colorarios anteriores pueden ser encontradas en [17] pégs.
82-84.

1.8. Variedades abelianas principalmente polarizadas y divisor Theta.

En esta seccion haremos un resumen sobre variedades abelianas y el divisor Theta.

Una explicacién mds detallada de lo expuesto aqui puede ser encontrado en [27].

Se dice que un toro complejo T' = CY9/A es una variedad abeliana si T admite un encaje
proyectivo, en otras palabras, si T es una variedad algebraica proyectiva.
El teorema de Appell-Humbert-Lefschetz (ver [26] ) afirma que T es una variedad abeliana
si y sélo si, existe una forma hermitiana, H : C9 x C9 — C, definida positiva tal que la

forma real antisimétrica E = I'm(H ) toma valores enteros en A x A.

En las siguientes lineas describiremos brevemente la relacién entre la primera clase de

Chern, ¢1(L), y las formas hermitianas definidas positivas Z-valuadas en A x A.

Para introducir la primera clase de Chern de un haz lineal holomorfo L sobre T con-
sideremos la sucesién exacta exponencial 0 — Z — Or — OF — 1 y su sucesion larga de

cohomologia
. —— HYT,Z) —— HYT,07) —— HYT,0%) —*— H*(T,Z) — ....
La imagen c¢;(L) en H?(T,Z) de un haz lineal holomorfo L € HY(T,0%), es llamada la

primera clase de Chern del haz lineal L.

Se puede considerar a ¢1(L) como una forma alternante Z-valuada en A x A ya que los
grupos H%(T,Z) y Alt*(A,Z) son canénicamente isomorfos (ver [27] pag. 14). Si consid-
eramos la extension R-lineal de la forma alternante Z-valuada c1 (L), entonces, obtenemos
una forma alternante de C9 x C9 — R.

Para determinar cuales formas alternantes R-valuadas provienen de haces lineales holo-

morfos L sobre T tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicion 1.8.1. 57 E : C9 x C9 — R es cualquier forma alternante R-valuada,

entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Eziste un haz lineal holomorfo L sobre T tal que E representa la primera clase
de Chern c1(L).
(2) E(A,A) CZ y E(iv,iw) = E(v,w) Yv,w € CY.

Demostracién. Ver [27] pig. 28.

El siguiente lema muestra que las formas alternantes de la proposicién anterior son

justamente las partes imaginarias de formas hermitianas.

Lema 1.8.2. Eriste una correspondencia uno a uno entre el conjunto de las formas
hermitianas H en C9 y el conjunto de formas alternantes R-valuadas E en CY9 que satis-

facen la igualdad E(iv,iw) = E(v,w). Dicha correspondencia estd dada por:
E(v,w) =ImH(v,w) y H(v,w) = E(iv,w) + iE(v,w)V v,w € CY.
Demostracién. Ver [27] pag. 29

En resumen, se puede considerar a la primera clase de Chern, c1(L), de un haz lineal
holomorfo L sobre T como una forma alternante en H*(T,Z) o bien como una forma

hermitiana H en C9 cuya forma alternante E' = ImH es entera valuada en la reticula A,.

Se dice que un haz lineal holomorfo L sobre T es definido positivo si la forma hermitiana

asociada a c¢1(L) es definida positiva.

Usando lo anterior tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.8.3. Una polarizacion, H, en T es la primera clase de Chern ¢y (L) = H
de un haz lineal holomorfo definido positivo en T. Equivalentemente H es una forma

hermitiana en CY definida positiva.

Observemos que si 1" es un toro complejo y existe un haz lineal holomorfo L definido
positivo, entonces, T' es una variedad abeliana con una polarizacion H = ¢1(L).

Una polarizacién implica que existe un encaje holomorfo de 7' en CP¥ para alguna N € N

Definicién 1.8.4. El par (T, H) es llamado una variedad abeliana polarizada y algunas

veces escribiremos (T, L) en lugar de (T, H).

Supongamos que (7T, H) es una variedad abeliana polarizada. Por la discucién anterior
podemos pensar a H como una forma hermitiana en CY cuya forma alternante £ = ImH

es entera valuada en la reticula A,. De acuerdo al teorema elemental de divisién (ver
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[7] cap.IX), existe una base {Ai,...,Ag,pt1,..., g} de Ay respecto a la cual la forma

alternante F estd dada por la matriz:

0 D
[ 7)
donde D es una matriz diagonal, es decir, D = diag(di,...,dy) con enteros d > 0 que
satisfacen dj/dj41 para k = 1,...,9 — 1. Los nimeros di,...,d, estan determinados
univocamente por E y por A, y asi por L. El vector (di,...,dy) como la matriz D son
llamados el tipo del haz lineal. La base {A1,...,Ag, pt1,..., 1y} anterior es llamada una

base simplectica o candnica de A para L (H o E respectivamente).

Una polarizacion H = c¢j(L)es llamada principal si es del tipo (1,1,...,1) o la forma

(53]

Consideremos dos variedades abelianas polarizadas (T, H) y (T",L’). Se dice que un

alternante F esta dada por la matriz:

homomorfismo de toros complejos f : T — T” tal que f*c1(L) = ¢1(L') es un homomor-
fismo de variedades abelianas polarizadas. En otras palabras, un homomorfismo de toros
complejos f : T — T’ para el cual el haz lineal holomorfo L’ y el haz lineal holomorfo
f*L sobre T" son analiticamente equivalentes es llamado un homomorfismo entre (T, H) y
(T, L").

1.8.1. Funcidnes y divisores Theta. La idea central de esta seccion es construir
las funciones theta utilizando una forma hermitiana H. Estas funciones se pueden usar

para dar un encaje proyectivo de T'.

Para definir explicitamente a las funciones theta introducimos el semi-espacio superior
de Siegel, Hy = {M € Symm(g x g,C) : Im(M) > 0}, el cual es el espacio de pardmetros

para las variedades abelianas principalmente polarizadas de dimension g.

Nota 1.8.5. Se puede probar que H, es una variedad compleja de dimensién g(g+1)/2.
Asi como también que los puntos de H, parametrizan las clases de isomorfismos de var-
iedades abelianas, T', de dimension g equipadas con una base simplectica o candnica para
Hy(T,Z). Asi, cualquier variedad abeliana de dimensién g puede ser considerada como un
toro complejo CY9/A en el cual la reticula A estd generada por los vectores columnas de la

matriz (1, 7) de g x 2g donde 7 es un punto de H,.

Nota 1.8.6. El espacio moduli de variedades abelianas principalmente polarizadas

esta dado por el cociente

Hy/Sp(29,7Z)
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donde Sp(2g,7Z) es el grupo de matrices de 2g X 2g con coeficientes enteros y determinante
1.

La funcion theta de Riemann fundamental para la variedad abeliana C9/A correspon-

diente a A = —A(I,7) (con T € Hy), es la funcién entera de g variables complejas definida
por la expansion de Fourier
1
15 0 = 2mi(= ¢ !
(15) (z,7) ngzzg exp{ 772(2 ntn +' nz)}

donde ‘n denota el transpuesto del vector n € Z9 y ‘nrn es la multiplicacién de matrices.
El hecho que la parte imaginaria de la matriz 7 sea positiva definida, asegura que el

2 e o . 7 .
an” para algin a positivo; asi, esta serie converge

término exponencial decaiga como e~
absolutamente y uniformemente en subconjuntos compactos de CY, con lo cual obtenemos
una funcién entera que es casi-peridédica con respecto a las translaciones generadas por la

reticula A.

La casi-periodicidad caracteristica de la funcion 6 fundamental estd dada por la ecuacién:
1
(16) 0-(z + \) = exp{2mi(—tv — 5 borv)}0,(2)

donde X es un elemento de la reticula A y tiene una expresién A\ = Iv' 4+ Tv para vectores

enteros v’ y v. Al termino exp{2mi(—'v — 3 ‘vTv)} se le llama factor de automorfia.

Observemos que la ecuacién de casi-periodicidad (16) determina a la funcién 6 funda-

mental univocamente salvo multiplicacién por constantes.

Se puede probar que 0.(z) es una seccién holomérfa de un haz holomorfo sobre T
Dicho haz holomorfo esta descrito por los factores de automorfia de la ecuacién (16). En
particular 6. (z) tiene un conjunto cero bien definido en la variedad abeliana, el cual es un

divisor (el divisor 0) y es denotado por (0).

Nota 1.8.7. Una gran virtud de la funcion theta fundamental es que todas las sec-
ciones holomorfas de todos los haces lineales holomorfos sobre T', pueden ser representadas
en términos de la funcién theta de Riemann fundamental. Asi, podemos pensar a 6 como

una funcién theta “bésica”, ver [34].
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Un viaje de mil millas

empieza comn un paso.

La Jacobiana de 1as rowerio chino).

laminaciones producto.

2.1. 1-formas diferenciales holomorfas tangenciales de la laminacién

producto.

En esta seccién describiremos explicitamente a las 1-formas diferenciales holomorfas
en L.
Consideremos a la laminacién producto L, para g fijo (ver ejemplo 1.2.1), al haz tangente
holomorfo tangencial de la laminacién producto, F'Lg4, el cual estd dado explicitamente

por {U;, gij }, donde {U;} es una cubierta por abiertos distinguidos de L, y g;j = agzij.

Consideremos también al haz canénico holomorfo tangencial de la laminaciéon producto,
F*Lg, el cual esta dado por {Ui,gigl}.

De las consideraciones anteriores tenemos que cualquier 1-forma diferencial holomorfa tan-
gencial, w, en L, vista en coordenadas locales (Uy, hq ) tiene la expresion wy, = f(z,t)dzy,

donde f es una funcién tangencialmente holomorfa.

Observemos que para cada punto fijo tg € K la 1-forma diferencial holomorfa tangen-
cial w(z,tp) es una 1-forma diferencial holomorfa en un abierto de la superficie de Riemann
compacta X, x {to}.

Consideremos a la gavilla, (’)(Elg’o), de 1-formas diferenciales holomorfas tangenciales en

la laminacién producto, es decir, para cada abierto (U, h) de L, tenemos
(1,0) . ) _
O, "(U) := {w:w(zt) = fulz,t)dzu}

donde fy denota a una funcién continua definida en las coordenadas (U, h), la cual es
holomorfa con respecto a la variable z.

Denotemos por O%’o) a la gavilla de 1-formas diferenciales holomorfas en la superficie
de Riemann compacta X, y consideremos una base canénica {w;}?_; de 1-formas diferen-
ciales para el espacio vectorial finito de las 1-formas diferenciales holomorfas globales en

X,, HY(X,, O%o))’ el cual sabemos que es isomorfo a CY9 (ver seccién 1.5).

45
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En analogia al caso clasico de superficies de Riemann compactas H 0(,69, (’)(ﬁlg’o))T deno-

)

tard al espacio vectorial de las secciones globales de la gavilla O(ng’o . Usando la base

w;}_. para HO(X, ,(’)(1’0) tenemos que cualquier elemento w en HY(L ,(’)(1’0) T tiene
i=1 7YX, YL,
una expresion en coordenadas locales:

g

w(z,t) = Z ai(z, t)w;

i=1
donde para cada z fijo las a; son funciones continuas del conjunto de Cantor en C, es decir,
a; € CO(K,C) parai=1,...,g.

o o2 . ) 1,0 . . .
Proposicion 2.1.1. El espacio vectorial HO(Eg, (’)(Eg ))T estd en correspondencia canonica

con el espacio vectorial CO(K, HO(Xg,(’)gaO))), el cual es isomorfo al espacio vectorial
C(K,C9).

Demostracién. Si w € H° (Lg, O(ng’o))T, entonces, w tiene una expresién local
w = Y9, ai(z,t)w; donde para cada t € K fijo a;(z,t)w; es una l-forma diferencial
holomorfa en la superficie X, x {t}. En otras palabras, w en la base canénica {w;}{_,
tiene la expresién w = (ai(z,t),...,a4(2,t)). Con lo cual tenemos la correspondencia

(. e . 1,0
canodnica. El dltimo isomorfismo es una consecuencia del hecho que I'( X, (’)g(g )) = (9.

A continuacién se enunciaran algunos hechos bien conocidos sobre el espacio C°(K, C)
(ver [41]).

(1) El espacio vectorial C°(K,CY) con la norma del supremo es un espacio de Banach
complejo de dimensién infinita.

(2) Con la topologfa inducida por la norma del supremo, C’(K,C9) es un espacio
vectorial topologico Hausdorff tal que:

e No es localmente compacto.

e s localmente acotado, es decir, existe una vecindad acotada de la funcién
idénticamente cero.

e Es un espacio vectorial normado, es decir, existe una norma en CO(K ,C9),
tal que la métrica inducida por esta norma es compatible con la topologia de
espacio vectorial topologico, lo cual es equivalente a que el espacio CO(K ,C9)
sea localmente convexo y localmente acotado.

(3) El espacio vectorial C°(I,C9) es una C-dlgebra de Banach conmutativa.

Demostracion. Basta con mostrar que

g
(17) C°(K,CY) es isomorfo e isométrico a @CO(K, C).
i=1
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Si h € DL, CO(K,C) entonces h tiene una expresién de la forma h = hy @
-+- @ hy, de donde la identificacién canénica, I, entre C*(K,C9) y @7_, C°(K,C)
es el isomorfismo buscado. M4ds atn, si definimos la norma de h como ||h|| =
supeic1<i<g1|hil} entonces |[I(f)|[ = ||f|| Vf € CY(K,C9) con lo cual obtenemos

el resultado.

2.2. Cohomologia de De Rham y Dolbeault tangenciales de las laminaciones

producto.

2.2.1. Cohomologia de De Rham. En esta seccién describiremos explicitamente
la cohomologia de De Rham tangencial de las laminaciones producto.
Consideremos a los conjuntos Q/(X,) de i-formas diferenciales lisas en X, como espacios
vectoriales topolégicos localmente convexos, donde la topologia esta dada por la unién de
las normas C* (ver [9]). Asi, el conjunto de las transformaciones continuas del conjunto de
Cantor en Qi(Xg) resulta ser un espacio vectorial topolégico para cada i. A dicho espacio

vectorial topolégico lo denotaremos por CO(K, Q1(X,)).

Para cada ¢« = 0,1,2, denotaremos por Q%;p([,g) al espacio vectorial de las i-formas
diferenciales lisas (CT) tangenciales definidas globalmente en la laminacion producto L.

Explicitamente tenemos:

(18) QOT(ﬁg) = C%o([,g,(C) = CO(KaCOO(Xg))a
(19) Q4 (L) = {a1(z,y, t)dz + az(z,y,t)dy : a; € CF(L,,C)} = CO(K, Q' (X,)),
(20) OF(Ly) = {b(z,y,t)(dx A dy) : b e CF(Ly,C)} = C°(K,Q*(Xy)),

donde la tdltima igualdad en cada uno de los casos anteriores se sigue del hecho que para
cada t € K fijo la i-forma diferencial lisa tangencial w € Q4.(L,) es una i-forma diferencial
lisa en X, x {t} que varfa continuamente con respecto a t. En otras palabras, es una

familia continua en Q¢(X,) parametrizada por el conjunto de Cantor.

Ahora, dotamos a los espacios vectoriales Q%(ﬁg) de la topologia T, la cual estd dada
de la siguiente manera:
Fijemos un atlas coordenado foliado finito {Uj;, 2;}7; en la laminacién producto £4. Para
cada entero k > 0 denotamos por ||-||y a la norma C* tangencial relativa al atlas {U;, z;}7_,,

es decir, si ¢ € Q4(L,), entonces,

k a[
ol = sup (>°19F 1)

S =
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donde g;‘f| denota la I-ésima derivada de los coeficientes de ¢ en el abierto Us;.

i v,

Notemos qule la norma || - ||, define una topologia, T, en Q%(L,), la cual es Hausdorff y
localmente convexa, convirtiendo a Q%;p([,g) en un espacio vectorial topologico. Observemos
que Zy C Zy11 para toda k > 0.

Finalmente, la topologia T es la unién de las topologias Zj, es decir, T = (Jy— o Zy. Asi, el
espacio vectoriral Qgp(ﬁg) con la topologia T es un espacio vectorial topologico localmente
convezo. Es bien sabido que con esta topologia el operador derivacion exterior tangencial,
dr : Q5(L,) — Q4F(Ly), el cual es el operador diferencial a lo largo de las hojas, resulta
ser una transformacién lineal y continua (ver [32] cap.Il pdg .69). También, que existe la

sucesion exacta de De Rham

dr

(21) 0 Cr cy QL 02, 0.

Definicién 2.2.1. Para cada i = 0, 1,2 el i-ésimo grupo de cohomologia de De Rham
_ Ker {dr:Q4(L)—Q5 1 (L)}

T Im {dr:Q% (L) — QL (L)}

tangencial de la laminacién producto L4 es H'(Ly; C)r

Es bien sabido que la topologia localmente convexa en los Q(X 4) convierte a los grupos
de cohomologfa de De Rham HY,,(X,) en espacios vectoriales topoldgicos (ver [12]).
Los siguientes resultados relacionan a los grupos de cohomologia de De Rham tangencial
de la laminacién producto £, y a los grupos de cohomologia de De Rham HY, r(Xg).

Para cada i = 0,1,2 denotamos por Z;(L,;) = {w € Q% : drw = 0} al conjunto
de las i-formas diferenciales cerradas tangenciales en la laminacion producto Ly, y por
Bi(Ly) = {w € Q) : existe v € Q5! tal que drv = w} al conjunto de las i-formas
diferenciales exactas tangenciales en la laminacion producto L4. Puesto que dr es lineal

y continua tenemos que Z;(£) es un subespacio vectorial topoldgico cerrado de Q%(L).

Lema 2.2.2. Para cada i = 0,1,2, el conjunto Z;(Ly) (respectivamente B;(Ly)) se
identifica candnicamente con el conjunto C°(K, Z;(X,)) (respectivamente C°(K, B;i(X,))).

Demostracién. Este resultado es una consecuencia de la definicién de los conjuntos
Zi(Lg) v Bi(Ly). Para ilustrar este hecho, esbozaremos tnicamente el caso i=1, ya que
los demads casos son similares.

Por definicién tenemos que:
Zl(ﬁg) = {W(l‘,y,t) = fl(l‘,y,t)dl' + fZ(xa yat)dy € Q%(ﬁ) tdrw =0 para cada t ﬁjO},

es decir, para cada tg € K fijo, w(x,y,to) es una 1-forma diferencial cerrada en X, x {to}
de donde Z1(L,) = C*(K, Z1(X,)).

De manera similar tenemos que:

Bi(L,) = {w(z,y,t) € Wp(L) : existe f € Q%(L,) tal que w = drf},
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es decir, para cada tg € K fijo, w(x,y,to) es una 1-forma diferencial exacta en X, x {to}
de donde Bi(L,) = C°(K, B1(X,)).

|
Puesto que Q%.(£,) = (C°(K,Q(X,)),Z) para cada i = 0,1,2 tenemos que el i-ésimo
grupo de cohomologia de De Rham tangencial toma la expresion

_ CUK,Ker {d: Q'(X,) — Q(X,))}

O = O T (a0 07 1(X,) — B )}

Observemos que los grupos H i(ﬁg; C)r con la topologia inducida son grupos topolégicos.

Proposicion 2.2.3. Para cada i = 0,1,2, el i-ésimo grupo de cohomologia de De
Rham tangencial, H'(Ly; C)r, es isomorfo al grupo (CY(K, HY (X)), T).

Demostracién. Observemos que £, puede ser vista como una fibracién X, — £, —
K. Consideremos el haz vectorial 7 : E — K dado por E; := n 1(t) = Hjp(Xy).
Entonces, los grupos de cohomologia de De Rham tangencial son isomorfos a las secciones

continuas del haz F/, de donde obtenemos el resultado.

2.2.2. Cohomologia de Dolbeault. Consideremos una funcién coordenada h, en
U(p), una vecindad de un punto p € L, tal que z4(p) = To + iyq. Las formas dz, =
dZo + idye ¥ dZo = dre — idy, dan una base para el C5P-modulo QL (U(p)) de tal forma

que
(22) Qr(U(p) = A{CF (U(p))}dza + {CF (U(p))}dza.

La descomposicién dada en (22) es intrinseca, esto es, es independiente de la eleccién de las
funciones coordenadas. En efecto, ya que este resultado es vélido hoja por hoja (ver [16])
y lo tinico que estamos haciendo es ajustar los coeficientes que son funciones continuas en
el Cantor.

Si escribimos Qg}’o)(U(p)) ={CT(U(p))}dza vy Qgg’l)(U(p)) = {CF(U(p))}dz, la descom-

posicién dada en (22) toma la forma:

(23) (U p) =2 (U ) + 70 (U )).
Denotemos por Q2(U(p)) = {CF (U (p))}dza A dya = {CF (U (p))}dza A dza.

Para uniformizar la notacién escribimos Q2.(U(p)) = Qg}’l) (U(p))y QE‘,?’O) (U(p)) = CF(U(p)).

En terminos de la férmula (23), la derivada tangencial exterior dr : CF(U(p)) —

QL(U(p)) puede ser escrita como la suma
(24) dr = dr + Or

donde Or es el operador d tangencial.
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2.2.2.1. El operador O tangencial. De los parrafos anteriores tenemos que para cualquier
funcién f € CF(U,C) tiene sentido %(z,t} = 8f (x +iy,t) = (8f(x+zy’) + zaf(xﬂy t))

z

Definimos

(25) orf =2 a,

con lo cual, drf es un elemento de C>(U, F*Ly).

El operador Or asi definido satisface la férmula de Leibnitz:

(26) Or(fi- f2) = f1-Orfo+ fo-Orfr.
Més atin, Orf se anula si y sélo si se satisface la ecuacion de Cauchy-Riemann tangencial

of ~of
ar oy =Y

es decir, si y sélo si f es una transformacién holomorfa tangencial. Estas observaciones y

afirmaciones muestran que se satisface:
(27) Or(h - f) = h-0r si h es tangencialmente holomorfa.

Ahora, consideremos dos abiertos distinguidos U y V' de £, y una transformacién tangen-

cialmente holomorfa ¢ entre ellos, es decir, p : U — V.

Lema 2.2.4. Para cualquier funcion f € CF(V,C) se satisface:
(28) Ir(f ow) =¢"(Orf).

Observemos que este lema implica que el operador diferencial Op puede ser definido en
las funciones CF sobre cualquier laminacién producto, de tal forma que la ecuacién (25)
se da localmente para cualquier carta coordenada tangencial z. Con lo cual la férmula de
Leibnitz (26) y la relacién (27) permanecen validas en cualquier laminacién producto, asi
como la caracterizacion de funciones holomorfas tangenciales y las funciones f € CF (L4, C)
tales que Orf = 0.

Una definicion intrinseca del operador diferencial O aplicado a cualquier funcién f €
CT(V,C) es:

Orf = (drf) V.
Lema 2.2.5. (Teorema de Stokes para laminaciones producto.) Si L, es

cualquier laminacion producto y si w es cualquier 1-forma diferencial tangencial en Ly,

entonces,

(29) /8£gw:/£gw:0.
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Demostracién. Notemos que

0L, OXygx K

entonces, fanwa = fK (fanX{t} w) dp para alguna medida de probabilidad en K.

Aplicando el teorema de Stokes a la superficie de Riemann compacta X, tenemos
/(/ w)d,u:/(/ dw)du:().
K \Jox,x{t} K \JXgx{t}

Denotemos por D al disco unitario abierto en C y por V.= ho(U(p)) C C x K.

Supondremos que D x K C V.

Lema 2.2.6. Consideremos a g € CF (V) y sea D C D un subconjunto abierto de D,
de tal forma que D x K es un subconjunto compacto de V. Entonces, existe una funcion
f e C¥(V) tal que Orf = g(z,t) siempre y cuando (z,t) € D x K.

Demostracién. Sea r una funcién lisa tangencial (CF) en C x K tal que

1, si(z,t)eDxK
(30) r(z,t) =

0, si(zt)eCxK\V
con soporte compacto en C x K. Consideremos la funcién

r(z,t)g(z,t), si(z,t)eV

(31) h(z,t) =
0, si(z,t) eCx K\ V.
Sea f la funcién definida por:
1 h _
(32) fet) =5 [ MEEED g0 n g

donde ¢ es una medida de probabilidad en K, (aqui estamos pensando a K como un
grupo topolégico compacto abeliano y por lo tanto tomamos la medida de Haar asociada).
Notemos que la funcién f(z,t) es una funcién C3 bien definida en C x K. Diferenciando
obtenemos la formula

of(z,t) 1 0 h(z+¢,t)

0z N 2—7” /(;XK 8_5 ¢

Ahora, fijemos un punto (z,t) € C x K. Escojamos un disco A C C centrado en el origen
tal que en A x K la funcién h(z + (,t) se anula para ¢ € (C\ A) x K. Sea A, C C un
disco centrado en el origen y de radio € tal que (A x K) C A x K. Denotemos por 7 a

(33) }o(s)dC A dC.

la frontera de A y por 7, a la frontera de A.. Consideremos v X K y 7. x K. Entonces

(34) 27i2L — lim 9 (MEH60y bsydc ndE.

9z =0 Jia\a)xk OC ¢
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Aplicando el teorema de Stokes foliado (lema 2.2.5) y recordando que en la porcién v x K

de (A\ A¢) x K la integral se anula garantizamos que

of . h(z +(,t)
(35) 2%1? = lim /ExK — o(s)dC.

z e—0 5

Parametrizando el circulo v, por ¢ = ee?, 0 < 0 < 27, tenemos

Of .
2mi—=—— =2 .
(36) mis mwih(z,t)

Asi, f(z,t) es la funcién deseada, con lo cual concluimos la demostracién del lema.

Los grupos de cohomologia de Dolbeault tangenciales estdn definidos similarmente a
los grupos de cohomologia de De Rham tangencial usando el operador Or en lugar del

operador dr.

Definicién 2.2.7. El grupo de cohomologia de Dolbeault tangencial de L, (de tipo
(p,q)) es el grupo Héi’q) (L4) dado por:

Ker{dr : Q%9 (£,) — P (£,)}
Im{dr - QP V(L,) — QPV(L,)}

(37) HPD(L,) =

Observacion 2.2.8. De la definiciéon anterior se sigue que:

o« HYO(L,) = Or(Ly) = C°(K, Ox,) = CO(K, HY" (X,)).
o« HO(Ly) = 05 (L) = (K, 08 ) = c0<K HM(X,)).

De la sucesién de De Rham (21) tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

(38) Q<1 0)

SN

OHCHQ ) ——=o0.

\/

El lema 2.2.6 implica la siguiente proposicién.
Proposicién 2.2.9. (Sucesién de Dolbeault.) La siguiente sucesion:
0
(39) 0— O —= 0% ——= ol —— 0

es una sucesion exacta de gavillas.
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Recordemos que L, puede ser vista como una fibracién X, — £, — K. Consideremos
el haz vectorial 7 : E — K dado por E; = m1(t) = Hj (Xy4). Entonces, los grupos de
cohomologia de Dolbeault tangencial son isomorfos a las secciones del haz E, asi tenemos

el siguiente resultado.

Teorema 2.2.10. (Teorema de Dolbeault para laminaciones producto.) FEl
grupo de cohomologia de Dolbeault tangencial L, de tipo(p,q) es candnicamente isomorfo al
grupo de las transformaciones continuas del conjunto de Cantor en el grupo de cohomologia

de Dolbeault de tipo (p,q) de la superficie de Riemann compacta X,.

2.2.3. Dualidad de Serre. En esta seccién daremos todos los elementos para de-
mostrar un andlogo al teorema de dualidad de Serre para el caso de las laminaciones
producto.

Consideremos un haz lineal holomorfo tangencial L en la laminacién producto £,. Sea
U cualquier abierto distinguido en £, tal que L posee una trivializacién tangencialmente
holomorfa s, es decir, s es una secciéon tangencialmente holomorfa de L sobre U que nunca
se anula, (esta existe por que cualquier abierto de C es Stein). Asi, cualquier s’ € CF (U, L)
puede ser escrita de la forma s’ = f - s donde f € CF(U,C).

Observemos que para cualquier s’ = f-s € C¥(U, L) se tiene que drs' = Orf - s €

CF(U,L ® F*L,) en vista de que s es tangencialmente holomorfa.
Observemos que el elemento 0f - s en CF(U, L ® F *L4) no depende de la eleccién de
la trivializacién tangencialmente holomorfa s escogida. En efecto, ya que el operador Or

satisface la relacién (27).

Lema 2.2.11. FEzxiste un unico operador diferencial tangencial de primer orden que
actua en las secciones de L con valores en las secciones de L @ F*L,, el cual transforma

as endf-s para cualesquiera U, s', sy f.

Demostracién. Dado el haz lineal holomorfo L es claro que d7 es un operador tangen-
cial de primer orden en C3°(U, L). Del hecho que Or f-s es independiente de la trivializacién

tangencialmente holomorfa escogida, obtenemos el resultado.

|
El operador tangencial de primer orden dr : CF¥ (U, L) — C¥ (U, L ® F*L,) dado en
el lema anterior serd llamado el operador Or con coeficientes en L y serd denotado por O,

De la construccién de Jr, tenemos que para cualquier seccién lisa en U, s’ € Cr (U, L),

se satisface que dr.s’ = 0 si y sélo si s’ es una seccién tangencialmente holomorfa en U.

Proposicién 2.2.12. (La sucesién de Dolbeault-Serre.) La siguiente sucesion:

ar,
(40) 0 —= Op(L) —= (1) —= V(1) — 0
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es una sucesion exacta de gavillas.

Demostracién. Sea U cualquier conjunto abierto distinguido en £,. Entonces, la
sucesién dada en (40) restringuida a U se reduce a la sucesion de Dolbeault dada en (39),

por lo tanto, la sucesién (40) es una sucesién exacta de gavillas
|

Definicién 2.2.13. El kernel del operador 9, : C3(Ly, L) — CF¥ (U, L® F*L,) seré
llamado el cero grupo de cohomologia de Dolbeault tangencial de L y lo denotaremos por
HO(Ly; L)

Definicién 2.2.14. El cokernel del operador 9y, : CF(L,, L) — CF(Ly, L @ F*L,),

es decir, el espacio vectorial
H'(Ly: L)y = CF(Ly, L © F7L,) /0(CF(Ly: L),
lo llamaremos el primer grupo de cohomologia de Dolbeault tangencial de L.

Denotamos por CF(Ly, L) al conjunto de las secciones tangencialmente lisas de L y
por CH(K,C>(X,, L(t))) al conjutno de las transformaciones continuas del conjunto de
Cantor en el conjunto de las secciones lisas de L(t) sobre X, x {t}, donde L(t) denota la

restriccion del haz holomorfo tangencial L a la hoja X, x {t}.

Lema 2.2.15. 5i L es un haz lineal holomorfo tangencial en la laminacion producto
L,, entonces, CF¥(L,, L) es candnicamente isomorfo a C3-(K,C®(X,, L(1))).

Demostracién. Consideremos a f € CF(Lgy, L). Por definicién se sigue que para
cada t € K fijo, f(z,t) € L(t). Por otro lado, para cada z € X fijo, f(z,-) determina una
familia de secciones en los diferentes haces lineales holomorfos que varian continuamente
con respecto a t, por lo tanto, si consideramos a F € C%(K,COO(XQ,L(t))) dado por
(F(t))(2) — f(z,t) da el isomorfismo buscado.

|

En particular si consideremos al haz lineal anti-canénico tangencial F*L, tenemos un

isomorfismo canénico C3°(Ly, L ® F*L,) = C.(K,C®(X,, L(t) ® wy,)) donde wx, denota
al haz canénico de X,.

Uno de los resultados méas importantes de la teoria clasica de superficies de Riemann
compactas es el teorema de Dualidad de Serre (ver [13, 14, 16]). En las siguientes lineas

enunciamos este teorema para el caso de las laminaciones producto.

Teorema 2.2.16. (Dualidad de Serre para laminaciones producto.) Sea L un

haz lineal holomorfo tangencial sobre L,. Entonces, existe un isomorfismo canénico

HY (L, L)y 2 HY(L,; L @ FL,)*.
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Antes de dar la demostracién de este teorma necesitamos las siguientes consideraciones.

Es bien sabido (ver [32]) que los elementos ¢ € Q7' (L,) en el dual fuerte de Q%(L,) son
i-corrientes en el sentido de De Rham (ver [12]), es decir, los ¢ € QF (L) son funcionales
lineales continuos definidos en el espacio vectorial topoldgico Hausdorff localmente convexo
i (Ly).-

Recordemos la nocién de 0-corriente (o distribucion) (ver [32] y comparar con [16]):
Consideremos a una cubierta coordenada finita {U,, ho } para L, y denotemos por hqg a las
funciones de transicién. Una 0-corriente en ho(U,) = D X K es una transformacién lineal
continua T : CF(ha(U,)) — C tal que en cualquier subconjunto compacto Q C h(U,)
hay una constante M € RT y un nimero natural n € N con la propiedad que

T=i+j

(41) T <MY Supeenl G L

I=i+j<n
donde supp(f) C Q. El conjunto de todas las 0-corrientes en h,(U,) forma un espacio
vectorial el cual serd denotado por Ky, (v,)-
Si consideramos una O-corriente T' € Ky, (v,,), la derivada tangencial de T' estd definida por
g—z(f) = —T(g—£) y ‘g—ig(f) = _T(%) para cualquier f € CF(hqo(Uy)). Observemos que
estas derivadas tangenciales por definicién son nuevamente O-corrientes. Asi, la derivada
tangencial de una O-corriente es una 0-corriente.
Notemos que con esta definicién podemos aplicar los operadores tangenciales % y % a

las O-corrientes obteniendo nuevamente O-corrientes.

Lema 2.2.17. Supongamos que g(z,t,s) es una funcion continua en C x K x R, la
cual es C*™ con respecto a las variables (z,s) y que para cualquier s en un intervalo abierto
I C R el soporte de g(z,t,s), como una funcion de (z,t), estd contenido en un compacto
Q C Cx K fijo. Entonces, si T es una 0-corriente en una vecindad V de ), la funcion

de s, Tg(z,t,s), es una funcién C* en I.

Demostracién. Notemos que para cualquier s € I y cualquier i # 0 tenemos

1 t h) — t
(12) Lot ) = Ta, 9] = 7 | A2 200
Notemos que la funcién [g (z’t’s+h}2_g (z’t’s)}, as{ como sus derivadas parciales de cualquier

orden con respecto a z, converge uniformemente en € cuando h +— 0 y sus soportes estan
siempre contenidos en Q. De la definicién de O-corriente tenemos que la expresién (42)
aproxima a T’ [%}. Asi, Tg(z,t,s) es una funcién diferenciable de s. Repitiendo el

mismo argumento tenemos que la funcién T'g(z,t,s) de s es una funcién C* en I.
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Lema 2.2.18. Supongamos que g(z,t,() es una funcién continua en C x K x C, tal
que es C*° con respecto a las variables (z,() y que supg C Q X L donde Q@ C Cx K y
L C C son subconjuntos compactos. Entonces, si T es una 0-curriente en una vecindad
abierta U de ), la igualdad

(43) T ( /C 92,1, C)d¢ Adc> - /C Tg(z.t,0)dC A dE
se da.

Demostracién. Consideremos la transformacién ( fC z,t,¢)d¢ A dC, la cual
es una transformaciéon C7°, con soporte contenido en Q. Por el lema 2.2.17 tenemos que
Tg(z,t,¢) es una funcién C* como funcién de ¢ y con soporte contenido en L; asi, ambos
lados de (43) estén bien definidos. Las sumas de Riemann para la integral [ g(z,t,()d¢ AdC
son todas funciones de (z,t) tangencialmente lisas con soportes contenidos en 2, esas
sumas, asi como sus derivadas parciales de cualquier orden con respecto a z, convergen

uniformemente en 2. Entonces, la igualdad (43) se sigue de la definicién de O-corriente.

Recordemos que las transformaciones tangencialmente holomorfas pueden ser vistas
dentro del espacio de O-corrientes, simplemente asociando a cualquier transformacién tan-

gencialmente holomorfa % la 0-corriente Tj,(f) = [, () J'h para cualquier f € CT (ha(Uy)).

El siguiente resultado se sigue de los dos lemas anteriores.

Proposicién 2.2.19. Si T es una O-curriente en un subconjunto ho(Uy) C C x K,

tal que 8‘ =0, entonces, T es una funcion tangencialmente holomorfa en hy(Uy).

Para extender la nocién de O-corriente a las laminaciones producto es necesario enten-
der como se transforman las O-corrientes bajo una transformacién lineal entre diferentes
“subdominios” de C x K.

Supongamos que U, V son subdominios de C x K y que h : U — V es un homomorfismo
tangencialmente liso. Consideremos la transformaciéon lineal h* : Ky — Ky dada por
(WT) = T[(f o h=*J,}] donde T € Ky, f € CF(U) y Jy es el determinante Jacobiano

tangencial de la transformacién h.

Una 0-corriente (o distribucion) T en la cubierta coordenada {Uy, ha} esta definida
como una coleccién {7, } de O-corrientes en los diferentes subconjuntos h, (U, ) tal que en
cada interseccién no vacia Uy [1Up C Ly, tenemos hy,5(Tn) = Tj.

Dos 0-corrientes T'y T” en las cubiertas coordenadas {Uy, ho} v {U., h.,} son llamadas
equivalentes si ellas definen una O-corriente en la union de las cubiertas coordenadas. Una
clase de equivalencia de O-corrientes en cubiertas coordenadas de £, define una 0-corriente

en la laminacion producto L4. Entonces, la gavilla KC de gérmenes de 0-corrientes en Lg
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estd bien definida, de hecho es una gavilla de grupos abelianos. Las secciones globales
de la gavilla K son precisamente las O-corrientes en L£,. Para cualquier haz lineal L
tangencialmente holomorfo en L,, la correspondiente gavilla K(L) de gérmenes de 0-
corrientes con coeficientes en el haz lineal L puede ser construida de manera paralela a la
construccién de los gérmenes de secciones tangencialmente lisas con coeficientes en el haz

linea L.

Para simplificar la notacién escribiremos simplemente
KOO(L) = K(wg, L), KOY(L) = K(wg, L) y KEYD(L) = K(wg, @z, L).

A continuaciéon damos una descripcion mas invariante de la gavilla :
Supongamos que h,(U,) tiene coordenadas locales (zq,ts) donde z4 = 4 + iyq. Ob-
servemos que el determinante Jacobiano tangencial de la funcién h,g esta dado por
a(xavya

) = |%e| = |FL% |> donde FLX  es la restriccién del haz canénico
8(21?5,:[/(3) g‘ﬁa

Jhag = dzp 9|50

de L,.

Lema 2.2.20. El conjunto F(Eg,Qg}’l)) es igual al conjunto T'(Ly, CF (lwe,|?)).

Supongamos que ¢ € F(,Cg,QEFl’l)) = F(ﬁg,C%°(|F£;\2)) y que T € I'(L,,K). Asi ¢,
corresponde a una familia de funciones o € I'(ha(Ua), CF) tal que i, (p3) = \F,CZ‘BQ >¢a
en cada U, (Vg # 0. Sisupp(pa) C Ua() Vs, entonce, Tp(¢g) = Ta(pq) de tal forma
que T'(p) esta bien definido. Mdas generalmente, sea {r,} una particién de la unidad en

L, (ver [32]), entonces definimos
(44) T(p) = Z To(rap),

la cual tiene a lo méas un numero finito de valores « para los cuales Ty (rqpa) # 0, asi,

localmente estd es una suma finita.

Del razonamiento anterior tenemos que los elementos de I'(L,, K) pueden ser pensados
como funcionales lineales en el subespacio I'(L,, Qg} ’1)).
De una manera totalmente analoga, para cualquier haz lineal L tangencialmente holomorfo
en L, el espacio I'(L,), K(L™1)) puede ser visto como el espacio de las funcionales lineales
en F([,g,Qgpl’l) (L)). Supongamos que {Uy, hqo} es una cubierta coordenada finita de L,
con la propiedad que la transformacién h, pueda ser extendida a un homeomorfismo
tangencilamente liso en una vecindad U, de C x K. Para cualquier entero n > 0 y
cualquier elemento f = {f,} € I'(L,, CTF (L)) tomemos
(45) Po(f) = Z Z SUD (5, 1) eha(Ua) | DT far(Zas )|

a J=i+j<n

Las funciones P, asi definidas en I'(L,, C77(L)) son normas en el sentido que:

e P,(f) >0, donde la igualdad sélo se da cuando f = 0.
o Po(f+9) < Pulf) + Palg)
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e P,(cf)=|c|P,(f) para cualquier constante ¢ € C.

Introducimos en I'(L,, CF (L)) la topologia definida por esta familia de normas. Con esta
topologia I'(L,, CF (L)) se convierte en un espacio vectorial topolégico. Un funcional lineal
T :T(Ly,CF (L)) — C es continuo en esta topologfa si y sélo si existe un entero n y una
constante ¢ € RT tales que |T'(f)| < c¢P,(f) para toda f € I'(L,,CF(L)).

Lema 2.2.21. El espacio T(Ly, K&V (L7Y)) es el espacio de los funcionales lineales
en el espacio vectorial topolégico I'(Ly, CF (L)).

Demostracién. Por (44) tenemos que si T = {T,} € T'(L,, KLY (L71)), entonces,
T determina un funcional lineal en I'(£,,CF (L)) donde {r,} es cualquier particién de la
unidad.
Puesto que las T, son O-currientes, la continuidad de T se sigue de la comparacion de la
definicién de O-curriente (ecuacién (41)) y la definicién de las normas P, (ecuacién (45)).
Para la otra contencién. Supongamos que 7" es un funcional lineal continuo en I'(L,, CF(L)).
Afirmamos que cualquier funcién f € CF(U,) puede ser extendida a una seccién f €
I'(Ly,CF(L)). En efecto, si L = {3} v (28,t3) € hg(Un(\Us) C hg(Up), entonces,
tomamos fo(2a,ta) = f(2ata) ¥ fa(28,18) = 5;5(Zﬁ,tﬁ)f(haﬁ(25,tlg)); finalmente la ex-
tendemos a una funcién en hg(Ug) como cero en el resto de hg(Up).
Tomando T,(f) = T(f) definimos un funcional lineal T : I'(L,, CT (ha(Uy)) — C. De la
comparacién de las ecuaciones (41) y (45) se sigue que T, es una 0-curriente en hqy (U, ).
Observemos que si f € CF(ha(Ua)) tiene supp(f) C ha(Ua (1Up), entonces, (k5 T3)(f) =
T5[(f © hap)lwpal?] = |wsal?*T(g) donde g € CF(hg(Us)) esta definida por g(zs,t5) =
f(hap(z3,13))-
Puesto que go(24,ta) = f;ﬁl(za,ta)fa(za,ta)) se sigue que T'(g) = f;BIT(f). Ast, b, Tp =
f{;ﬁl\wﬁaPTa de tal forma que {T,} € T'(L,, KV (L)).
Para cualquier particion de la unidad {r,} se sigue que T'(f) =T (> ., 7af) > o T(raf) =
S Talraf). Asi, esta identifica a T' con la seccién {T,} € T'(L,, KLY (L71)), con lo cual

concluimos la demostracion.

Consideremos los espacios vectoriales complejos A = T'(L,, Qg) 0 (L) y
B =T(Ly, Qé?’l)(L)), el homomorfismo d; : A — B dado al principio de esta seccién.
De la definicién del primer grupo de cohomologia de Dolbeault tangencial de L se sigue
que HY(L,,Or (L)) = B/dL A.
Al tomar las normas P, (ver (45) ) en los espacios A y B estos son espacios vectoriales
topolégicos (de hecho son espacios de Fréchet), entonces, se sigue que dr, : A — B es una

transformacion lineal continua en terminos de esta topologia.

Lema 2.2.22. La imagen de A bajo 0, i.e O, A C B, es un subespacio cerrado.
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Demostracién. Denotemos por Q C A al kernel del operador 9y, asi € es un sube-
spacio cerrado de A, con lo cual A/Q es un espacio de Fréchet y la transformacion
Jr : A/QY — B es lineal y continua con kernel trivial.

Sea E un subconjunto cerrado de B el cual es complementario a dr,(A) = d1,(A/S), asi E
es un espacio de Fréchet. Entonces, el producto A/ x E resulta ser un espacio de Fréchet
y la transformacién 9y, +i : (A/Q) x E — B dada por (91, +i)(a,e) = d1(a) + e es una
transformacién continua.

Hay que notar que esta ultima transformacién tiene kernel trivial y su imagen es todo
B, asi, por el teorema de la transformacién abierta (ver [43]), este es un isomorfismo de
espacios de Fréchet. Puesto que (A4/9Q) x {0} C (A/Q) x E es un subespacio cerrado, y
como (0 +1)((A/Q) x {0}) = OL A se sigue que drA es un subespacio cerrado de B.

Del lema anterior tenemos que B/, A resulta ser un espacio de Fréchet. Asi, cualquier
funcional lineal continuo en el cociente B/d, A da un funcional lineal continua en B el cual

se anula en el subespacio O, A (ver [43]).

Denotemos por A* y B* a los espacios duales de A y B respectivamente y sea 52 :
B* — A* el homomorfismo dual a 07, A.

Observemos que el kernel Q* C B* del homomorfismo d;, A* es el espacio dual de B/dr A.

Demostracién. (Del teorema de dualidad de Serre)
Se sigue del lema 2.2.21 que A* = I'(L,, KD(L7Y) y B* = T(L,, KB (L71)). De la
definicién de las derivadas tangenciales de O-corrientes tenemos que 9* = —@ donde 0 es
el operador tangencial aplicado a 0-corrientes. Asi, el espacio B/0A(= H(L,, O(L))) es el
espacio dual del kernel de la transformacién —0 : T'(Ly, KO (L71)) — T(L,, KED(L1));
pero por la proposicién (2.2.19) este kernel es precisamente
T(L,, OLO (L)) = H(L,, 010(L~1)), con lo cual concluimos la demostracion.

2.3. Homologia tangencial de las laminaciones producto.

En esta seccion daremos la construccion de los grupos de homologia tangencial para

las laminaciones producto (comparar con la construccién dada en [32] pag.86).

En las secciones anteriores dotamos al espacio vectorial de i-formas diferenciales lisas

. 'L s R .
tangenciales Q%.(L,) de una topologia pidiendo que en todo subconjunto compacto de
cualquiera de los abiertos coordenados se tenga convergencia uniforme de los coeficientes
de las i-formas diferenciales junto con todas sus derivadas en la direccién tangencial (ver

seccién 2.2.1).
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Denotaremos por Q7 (£,) al conjunto de los homomorfismos continuos del espacio vectorial

topolégico Q%-(L,) a C, es decir,
Q?(ﬁg) = Homcont(Qéf(ﬁg)a C),

en otras palabras, el dual fuerte de Q%;p([,g) es por definicién el espacio de las funcionales

lineales continuas de Q%(L,).

Definicién 2.3.1. Los elementos de Q7 (£,) son llamados i-corrientes (comparar con
[12]).

Explicitamente tenemos los isomorfismos:

(46) Q?F(Eg) = Homcont(CO(K> QO(XQ))>C) = CO(Ka QO(XQ))*a
(47) QF(Ly) = Homeon (CY(K, Q1 (X)), C) = CO(K, QN (X)),
(48) 07 (Ly) = Homeont(CO(K, 9% (X,)), C) = C(K, 0% (X,))*.

El operador
dy : Q;(ﬁg) - Qz‘T—1(£g)
estd dado por:
(w,duc) = (—1)F N dgw, o),
donde ¢ € QT (L,), w € Q51 (Ly) v (w,c) denota la valuacién de una corriente ¢ en una

forma w.

Mediante un calculo directo se puede verificar que
dyod, =d? =0,
con lo cual tenemos la siguiente definicién:
Definicién 2.3.2. El i-esimo grupo de homologia tangencial de la laminacion producto

L, estd dado por

_ Kerd.: Qr(L,) — QL (L)

~ Imd,: O (Lg) — Qf (L)

Hi(£g§C)T

2.3.1. Primer grupo de homologia tangencial. Consideremos a H;(X,,C), el
primer grupo de homologia de la superficie de Riemann compacta X, visto como un C-
espacio vectorial de dimensién finita (ver [12]).

El siguiente resultado es bien conocido (ver [32]).

Proposicion 2.3.3. Eziste un apareamiento

(49) () eal —C
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el cual induce un apareamiento continuo
(50) () s B (L O)r © Ho(L,;C)p — C
y un isomorfismo

(51) Hi(Ly; C)r =2 Homeont(H (Ly; C)r, C).

Denotemos por C*(K, Hy(X,,C)) al espaccio de Banach de las transformaciones con-

tinuas del conjunto de Cantor en H;(X,, C)

Lema 2.3.4. El grupo Hom ont(CO(K, H5(X,)),C) se identifica candnicamente con
el grupo C°(K, HomZ(HbR(Xg),(C)), mas aun, este ultimo grupo es iqual al grupo
CO(K, Hi(Xy,C)).

Demostracién. La igualdad es inmediata ya que
H\(X,;C) = Homz(Hpp(X,), C),
asi, basta con probar la primera parte.
|

Usando todas las consideraciones y resultados anteriores tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.3.5. El primer grupo de homologia tangencial de la laminacion producto
Ly es candnicamente isomorfo al grupo topoldgico de las funciones continuas del conjunto

de Cantor en el primer grupo de homologia de la superficie de Riemann X4, es decir
H1(£97 C)T = CO(K> Hl(Xga (C))
Proposicién 2.3.6. El espacio CO(K,7%9) es un subgrupo discreto de C°(K,CY).

Demostracién. Es inmediato que es un subgrupo aditivo, sélo falta verificar que es
discreto. Para ello, consideremos el conjunto B1(0) = {1 € CO(K,C9) : |[t)||sup < 1}, de
donde tenemos que By (0) (N C(K,Z%*) = {f = 0}, con lo cual concluimos la prueba.

2.4. La Jacobiana de las laminaciones producto.

Denotemos por ECC(K,CY) al conjunto de las funciones escalonadas con valores en
CY. En otras palabras, si f € EC°(K,CY), entonces, f(t) = (fi(t),... fy(t)) donde f; es
una funcién escalonada con valores en C para cadat=1,...,g.

Denotemos por (C°(K,Z))r al conjunto generado por C°(K,Z29) sobre los ntimeros
reales, es decir, (CO(K,Z%))g = {1 € CO(K,C9) : ¢ =3 oyhi; ¢ € CO(K,7Z%), oy € R}.
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Lema 2.4.1. La cerradura topoldgica de EC(K,CY), es decir, ECO(K,C9), es igual
a CY(K,C9).

Demostracién. Sea f € CY(K,CY), entonces, f es uniformemente continua.

Sea € > 0 tal que |f(x) — f(y)| < € si la distancia entre x y y en el conjunto de Cantor
es menos a 0, es decir, di(z,y) < §. Puesto que K es compacto y totalmente disconexo
existe una cubierta abierta finita {U;} ; de K tal que sus elementos son disjuntos, no
vacios y de diametro menor que 9.

Consideremos un punto z; en U; para cada j y definamos f; € EC?(K,CY) como f;(t) =
f(z;)xu; donde xy, es la funcién caracteristica en Uj.

Finalmente consideramos a fs =Y f; en EC?(K,CY).

De la construccién y las consideraciones anteriores tenemos que para toda z,y € K tales

que d(z,y) < 4§ la igualdad |f(x) — fs(y)| < € se da, asi obtenemos el resultado.

Lema 2.4.2. El conjunto EC°(K,C9) es un subconjunto de (C°(K,7Z%9))c.

Demostracién. Sea e >0y si f = (fi,..., f;) € EC(K,CY), entonces, la funcién f
tiene una expresién f = ) f(z;)xy, para alguna cubierta abierta finita {U;} de K con las
mismas propiedades que en el lema anterior. A cada f(x;) € CY lo escribimos como una

combinacién R-lineal en Z29. Asi, es claro que definimos una funcién en (C°(K,Z))c.

Como consecuencia de los dos lemas anteriores tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.4.3. La cerradura de (C°(K,7%9))c, es decir, (C*(K,72))c, es igual
a CO(K,C9)
Lema 2.4.4. El cociente
0 0 (1,0) %
CO(K, HO(X,, OL")")
CO(K, H1(X,,Z))

es un espacio topoldgico Hausdorff bien definido.

(52)

Demostracién. Notemos que HO(Xg,Og};O)) = CY9 y que Hi(Xy,Z) = Z7%9. Asi,
tenemos que C°(K, HO(XQ,O&%;O))*) es isomorfo a CO(K,CY) y que C*(K, Hy(X,,7Z)) es
isomorfo a CO(K ,729). Por la proposicién 2.3.6 y por la proposicién anterior tenemos que

el cociente es un espacio topoldgico Hausdorff bien definido.

Observemos que este cociente es un grupo abeliano complejo de dimensién infinita

asociado a la laminacién producto £, de manera natural.
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Como vimos en la seccion 1.5 del capitulo 1, dada una superficie de Riemann compacta

de género g, X, su variedad Jacobiana, Jac(Xy), estd definida de manera intrinseca como:
(53) Jac(X,) = H(X,, 0F0)"/H1(X,, Z).
En analégia al caso clasico hacemos la siguiente definiciéon:

Definicién 2.4.5. La Jacobiana, Jac(Ly), de la laminacion producto L, estd dada

por:
(54) Jac(L,) = C°(K, H(X,, 0FY)") /CO(K, Hi(X,, Z).

Nota 2.4.6. De manera intuitiva Jac(L,) juega el papel de un “toro complejo” de
dimensién infinita, ya que es un espacio vectorial complejo de dimensién infinita modulo

el subgrupo discreto C°(K, Z29), es decir,
Jac(L,) = C°(K,CY9)/C°(K,Z*).

Proposicién 2.4.7. Eriste un isomorfismo natural entre C°(K,C9/729) y el cociente
CO(K,C9)/CY(K,729).

Demostracién. Denotemos por A al cociente C°(K,C9)/C%(K,Z%9) y por B al grupo
CY(K,C9/729). Sea [f] € A y consideremos a f como el representante de dicha clase.
Definamos la aplicacién F : A — B como F(f) — f mod Z%9 y notemos que F es
un morfismo bien definido. En efecto, puesto que si f,g € [f], entonces, F(f — g) =
(f — g)mod Z*, y como (f — g)mod Z*9 = 0, entonces, F(f) = F(g). Mas atn, se satis-
face que F(af +§) = aF(f) + F(j) Ya € C, es decir, F es una transformacién lineal entre
espacios de Banach.

F es inyectiva. En efecto, ya que KerF = {f € CO(K,C9) | Im(f) C Z*} = C°(K,Z?9).
F es sobreyectiva. En efecto, ya que para cualquier transformacién f : K — C9/Z%,
la imagen del grupo fundamental de K en el punto ¢t bajo la transformacién inducida f,
estd contenida en la imagen bajo 7, del grupo fundamental de CY, es decir, f.mi(K) C
7o (71 (C9)) donde 7 : C9 — C9/729. Usando la propiedad del levantamiento de proyec-
ciones cubrientes obtenemos una funcién f : K — C. Notemos que la clase [f] € A da el

elemento tal que F'([f]) = f.

El siguiente resultado es una consecuencia de todas las consideraciones anteriores.

Teorema 2.4.8. Existe un isomorfismo candnico entre la Jacobiana de la laminacion
producto Ly y el grupo topoldgico abeliano de las transformaciones continuas del conjunto

de Cantor en la Jacobiana de la superficie de Riemann compacta X,.

De la definicién de Jac(Ly) y del teorema (2.4.8) anterior, observamos que Jac(Ly)

tiene la estructura de un grupo abeliano topoldgico no localmente compacto.
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2.5. La transformacién de Abel-Jacobi de las laminaciones producto.

La transformacién de Abel-Jacobi es una piedra angular en la teoria de superficies de
Riemann compactas. En esta seccién vemos que esta transformacién puede ser definida
en el caso de las laminaciones producto.

Para definir la transformacién de Abel-Jacobi de las laminaciones producto, comenzare-
mos definiendo lo que entenderemos por los puntos base en una laminaciéon producto L,
y posteriormente integramos en cada hoja de dicha laminacién con los puntos base ya
predeterminados. Exhibimos que en este caso, dicha transformacién de Abel-Jacobi define

un encaje holomorfo tangencial de la laminacién £, en su Jacobiana.

Consideremos cualquier funcién continua Z : K — X, y tomemos su grafica ,
graf(Z) C K x Xg.

Definicién 2.5.1. Los puntos en la grafica de la funcién Z, graf(Z), seran llamados

puntos base (con respecto a Z) en la laminacion producto L.

Geométricamente estamos escogiendo de manera continua un punto por cada hoja de
la laminacién producto L, es decir, un punto en cada superficie de Riemann compacta
Xy, lo que generaliza la nocién de divisor.

Lema 2.5.2. La aplicacién A : (Lg,Z) — Jac(Ly) dada por

z

(55) (201, Z(1)) — Aggy(2) = / o,

Z(t)

es una transformacion continua bien definida.

Demostracion. La aplicacién A es una transformacién continua bien definida ya que
esta definida por la transformacién de Abel-Jacobi clasica hoja a hoja y por definicién la

variacion en las hojas es continua.
|

Definicién 2.5.3. La transformacién A anterior sera llamada la transformacion de

Abel-Jacobi, /T, de la laminacion producto L4 con puntos base Z en su Jacobiana Jac(Ly).

Observacién 2.5.4. Consideremos el punto py = (29,%9) € L4. Por el teorema 2.4.8

la transformacién de Abel-Jacobi A (con puntos base Z) asocia la funcién
20 .
w sit=t,,

(56) (o) = { 7t ’
0 en otro caso
al punto pg, donde fZZ‘()to)w € Jac(Xy x {t})(= Jac(Xy)) y 0 € Jac(Xy) es el elemento
identidad del grupo Jac(X,). Asi, la imagen de la laminacién producto bajo la transfor-
macién de Abel-Jacobi es el conjunto de las transformaciones continuas del conjunto de

Cantor a la imagen A(X,) C Jac(X,) bajo la transformacién clasica de Abel-Jacobi.
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El hecho que Z(t) es una transformacién continua, el hecho que para cada t € K fijo la
transformacion de Abel-Jacobi cldsica es un encaje holomorfo y de la observacién anteiro

se sigue el siguiente resultado.

Teorema 2.5.5. La transformacion de Abel-Jacobi es un encaje holomorfo tangencial

de la laminacion producto (con puntos base Z(t)) en su Jacobiana.

2.6. Divisores y el grupo de divisores de las laminaciones producto.

2.6.1. Divisores y grado de divisores. En esta secciéon damos sentido a la nocién
de divisor y al grado de un divisor en la laminaciéon producto.
Consideraremos subconjuntos cerrados C; en la laminacién producto £, con las siguientes
propiedades:
Las restricciones de C; a cada una de las hojas X, x {t} sean divisores en X, y la familia de
divisores dada por las restricciones sea una familia continua parametrizada por el conjunto
de Cantor.

Definicién 2.6.1. Una suma formal finita )  C; en la laminacién producto L4, serd

llamada un divisor en la laminacién producto L.

Definimos el divisor cero en la laminacidén producto L4 como el subconjunto cerrado de
L4 tal que su restriccién a cada hoja sea el divisor cero. El conjunto de todos los divisores

en L, serd denotado por Div(Ly).

2.6.1.1. Grado tangencial de divisores. Consideremos un divisor D(t) en L,.

Definicién 2.6.2. El grado tangencial de D(t) es la funcién continua degy : K — Z,
tal que para cada ty € K degr(D(to)) es el grado del divisor en la hoja X, x {to}. En otras
palabras, es la asignacion continua hoja a hoja del grado usual de divisores en superficies

de Riemann compactas.

Lema 2.6.3. Si D(t) € Div(L,), entonces, el grado tangencial de D(t) es una

funcion localmente constante del conjunto de Cantor en Z. Mas ain, satisface la igualdad
degr (D1 + D3) = degr(D1) + degr(D2) para cualquier par D;(t), Da(t) € Div(Ly).

Demostracién. Puesto que K es un conjunto compacto, totalmente disconexo y la
funcién degr es continua, entonces, tenemos que Im degr(K) consta unicamente de un
nimero finito de elementos. La aditividad de la funcién degr se sigue de las propiedades

generales de las funciones localmente constantes.

Sea d cualquier nimero entero.
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Definicién 2.6.4. Un divisor D(t) en L, tal que su grado tangencial es constante igual
a d, serd llamado un divisor con grado tangencial constante d en L4. En otras palabras, en
cualquier hoja, D(t) tiene grado d. El conjunto de divisores con grado tangencial constante

d en L, serd denotado por Divg(Ly).

Observacién 2.6.5. Por el lema anterior tenemos que si D(t) en L, entonces, existe

una cubierta abierta finita {U;(D)}*, of K y enteros dy,ds, ...,d,, € Z tales que

dy si,te Ul(D)
(57) degr (D(t)) =
dp  si,t € Up(D).

Proposicién 2.6.6. El conjunto de divisores con grado tangencial constante d en L,
puede ser identificado candnicamente con el conjunto de las transformaciones continuas del
conjunto de Cantor al conjunto de de los divisores de grado d en la superficie de Riemann

compacta Xg.

Demostracién. De la definicién de divisor con grado tangencial constante d en £, se
sigue que un divisor en la laminacion producto es lo mismo que una familia continua de
divisores de grado d en X, parametrizados por el conjunto de Cantor. Asi, cada D(t) con

grado tangencial constante d en £, define una funcién continua de K en Divg(X,).

2.6.1.2. Grupo de divisores.

Definicién 2.6.7. Dados cualesquiera dos divisores Dj(t) y Dy(t) en la laminacién

producto Ly, la suma de Di(t) y Da(t) es la suma de divisores hoja a hoja, es decir,

Dy (t) + Do(t) = (D1 + Do)(2).

Observemos que con esta definicion de suma, el conjunto Div(L,) forma un grupo
abeliano, el cual llamarémos el grupo de divisores en la laminacién producto Ly y lo

denotaremos por Div(Ly).

Proposicién 2.6.8. El grupo de divisores en la laminacién producto L4 es candnicamente
isomorfo al grupo de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el grupo de divi-

sores de la superficie de Riemann compacta X, .

Demostracién. Este resultado es una consecuencia de las definiciones de divisor y

suma de divisores en la laminacién producto.
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Observemos que un divisor en la laminacién producto £, lo podemos pensar como una
familia de divisores en X, parametrizados continuamente por el conjunto de Cantor, es

decir, para cada ty € K fijo, D(to) es un divisor en X,.

Nota 2.6.9. Consideremos el punto pg = (z0,t9) € L,. Por la proposicién anterior la

transformacién asociada al punto pg es la funcién dada por

S DiU(Xg)a sit =ty

(58) ft) = ,
0 € Div(Xy), de otra forma.

2.6.2. Divisores principales y funciones meroformas tangenciales.

Definicién 2.6.10. Si D(t) es un divisor en la laminacién producto £, tal que su
restriccion a cada una de las hojas X, x {t} es un divisor principal, entonces serd llamado

un divisor principal en la laminacion producto L.

La manera en la que debemos pensar a un divisor principal D(¢) en la laminacién
producto es como una familia de divisores principales en la superficie de Riemann compacta
X, parametrizados continuamente por el conjunto de Cantor, es decir, para cada t € K
fijo D(t) es un divisor principal en X|.

Observemos que cualquier divisor principal en £, tiene grado tangencial cero. En
otras palabras, si denotamos por DivP(Ly) al conjunto de los divisores principales en la
laminacion L, entonces, degr(DivP(Ly)) =0y DivP(Ly) C Divy(Ly).

Restringuiendo la definicién de suma de divisores al conjunto DivP(L,) tenemos que
este conjunto es un subgrupo del grupo abeliano Div(L,). En otras palabras, la suma
de divisores principales en £, es la suma de divisores principales hoja a hoja de manera

continua. A dicho grupo lo denotaremos por DivP(L,).

Proposicién 2.6.11. El grupo de divisores principales de la laminacion producto L,
es candonicamente isomorfo al grupo de las funciones continuas del conjunto de Cantor en

el grupo de los divisores principales de la superficie de Riemann compacta X,.

Demostraciéon. Este resultado es una consecuencia de las definiciones de divisor prin-

cipal y suma de divisores principales en la laminacién producto L,.

2.6.2.1. Los divisores principales vistos como divisores de funciones meromorfas tan-
genciales. Recordemos que una funcion meromorfa tangencial en la laminacion producto
L, es una funcién continua tangencial f : L, — CP! tal que su restriccién a cada una de
las hojas de la laminacién producto L, es meromorfa (Ver la definicién 1.3.2 del capitulo

1.) En otras palabras, a una funcién meromorfa tangencial en £, la podemos pensar como
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una familia continua de funciones meromorfas en X, parametrizadas por el conjunto de

Cantor.

Denotaremos por Mr (L) al conjunto de todas las funciones meromorfas tangenciales
en la laminaciéon producto £, y por CU(K, M(X,)) al conjunto de las funciones continuas
del conjunto de Cantor en el espacio de las funciones meromorfas de la superficie de

Riemann compacta X,.

Proposicién 2.6.12. El conjunto M7 (Ly) se identifica candnicamente con el con-
junto CO(K, M(X,)).

El siguiente resultado es el andlogo al teorma clasico de Rouche en el caso de las

laminaciones producto (comparar con [18]).

Lema 2.6.13. Sea f una funcion tangencialmente meromorfa definida en Lg. Supong-
amos que f tiene un cero (resp. un polo) en py = (z0,t9) de orden m. Entonces, existe
un congunto abierto U € K tal que para cualquier t € U, f(zo,t) tiene un cero (resp. un

polo) de orden n.

Demostracién. Sea () una region en X,. Sea 7 una curva cerrada homdloga a cero
en  tal que zp ¢ 7. Recordemos que para cada to,t € K fi,(z) == f(z,t0) v fi(z) :=
f(z,t) son transformaciones holomorfas. Consideremos el conjunto abierto U C K tal que
|fto(2) = fi(2)| < |f,(2)] para toda z en 7. Por el teorema clasico de Rouche f; and fi,

tiene el mismo numero de ceros (polos) encerrados por 7.

Notemos que el niimero de ceros (resp. polos) en cualquier hoja de £, es finito, ya que

cada hoja es holomorfamente equivalente a X,. Asi tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.6.14. Sea f una funcion tangencialmente meromorfa en Ly y L cualquier
hoja en L. Entonces, el conjunto (f~1(0) (L) (resp. (f~1(c0) (L) tiene tinicamente un

nudmero finito de elementos.

Dada una funcién, f, meromorfa tangencial en L, definimos el divisor de ceros de f,

como:
(f)o=A{(z,t) € Ly : fe(z) = 0}
Asi como el divisor de polos de f:
(foo ={(2,t) € Ly : fi(z) = oo}

Con lo cual definimos el divisor de f como
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Notemos que (f)o = | Liex(ft)o ¥ que (oo = e (ft)oo-

Observemos que con estas definiciones tenemos que cualquier divisor de una funcién
meromorfa tangencial en la laminacién producto Ly, f € M(L,), es un divisor principal

en la laminacién producto L.

Proposicién 2.6.15. Un divisor, D(t), en la laminacion producto Ly, es principal si

y solo si existe una funcién meromorfa tangencial en la laminacion Ly tal que

Demostracién. Como ya observamos anteriormente el divisor de una funcién mero-
morfa tangencial es un divisor principal. Asi slo resta probar que si D(t) es un divisor
principal entonces existe una funcién meromorfa tangencial que lo realiza.

Sea D(t) un divisor principal en la laminaciéon L4, entonces en cada hoja de L, existe
una funcién meromorfa f; que realiza a D(t) en dicha hoja, consideremos la familia de
funciones meromorfas {f;}ex tal que para cada to, (fy,) = D(to). Como ¢t € K dicha

familia es continua y por lo tanto f(z,t) = f;(z) resuelve el problema.
|

Definicién 2.6.16. Un divisor D(¢) en la laminacién producto £, de grado tangencial
constante d € N7, serd llamado un divisores efectivo ( o positivos) de grado tangencial

constante d en la laminacion producto L.

Proposicién 2.6.17. El grupo de divisores de la laminacion producto L, estd formado
por una union disjunta de conjuntos de divisores de grado tangencial constante d para todo
d € Z, es decir,

Div(Ly) = | | Diva(Ly).

2.6.2.2. El grado total de divisores. Recordemos que un grupo profinito es un grupo
topolégico Hausdorff, compacto, abeliano y totalmente disconexo (ver [38]). Si ademds
este grupo es perfecto entonces es homeomorfo al conjunto de Cantor. En esta seccién
pensaremos al conjunto de Cantor como un grupo profinito. Asi, existe de manera natural
la medida de Haar, ;1. Con estas suposiciones consideremos la funcién continua Deg, :
Div(Ly) — R dada por

(59) D /K degr(D)dp = dip(Uy),
=1

donde los d; son enteros y los {U;(D)}", son los abiertos de la cubierta abierta de K tales

que degr(U;) = d; como se vio en la observacién 2.6.5.

La aditividad de las integrales y el lema 2.6.3 implican el sigueinte resultado.
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Lema 2.6.18. Para cualquier par Dy, Dy de divisores en Ly, la igualdad Deg, (D +
Dy) = Deg,(D1) + Deg,(D2) se da.

Definicién 2.6.19. El grado total de un divisor D(t) en Ly esta dado Deg,(D(t)).

2.7. El grupo de Picard de las laminaciones producto.

En vista de nuestro estudio y descripcién de los divisores en £, queremos hacer un
estudio detallado de los haces lineales holomorfos tangenciales, los cuales son compatibles
con lo que hemos llamado divisor, asi como la correspondencia que existe entre estos
elementos.

De la seccién anterior sabemos que el grupo de divisores principales en la laminacién
producto £, es un subgrupo normal del grupo de los divisores de grado tangencial cero en
la laminacién L, es decir, DivP(L,) < Divg(L,). Tambien, que el grupo de divisores de
grado tangencial cero en la laminacién £, es un subgrupo normal del grupo de divisores
en la laminacién L, es decir, Divy(Ly) < Div(L,). En analogia a la definicién del grupo

de Picard clasica (ver seccién 1.6 del capitulo 1) hacemos la siguiente definicién:

Definicién 2.7.1. Al grupo abeliano
(60) Div(Ly)/DivP(Ly)
lo llamaremos el grupo de Picard de la laminacién producto Ly y lo denotaremos por

Pic(Ly).

Nota 2.7.2. En el grupo Pic(Ly) la operacién de grupo estd dada hoja a hoja de

manera continua, es decir, si [D1(t)], [D2(t)] € Pic(Ly) entonces
[D1(8)] + [D2(t)] = [D1(t) + Da(t)].

Observaciéon 2.7.3. De la proposicion 2.6.17 anterior, tenemos que el grupo de Pi-
card de la laminacién producto £, estd formado por la unién disjunta de los conjuntos
Divg(Ly)/DivP(Ly), es decir,

Pic(Ly) = | | Diva(Ly)/DivP(Ly).
deZ

Proposicién 2.7.4. El grupo de Picard de la laminacién producto L4 se identifica
canonicamente con el grupo de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el grupo

de Picard de la superficie de Riemann compacta X4, es decir,
Pic(L,) = CY(K, Div(X,)/DivP(X,)).
Corolario 2.7.5.

Pic(Ly) = CO(K, | | Divg(Xy)/DivP(Xy)).
deZ
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Ahora consideremos el conjunto de todos los haces lineales holomorfos tangenciales
sobre L,. Consideremos la operacién de producto tensorial en este conjunto, es decir, el
producto tensorial de haces hoja a hoja el cual varia de manera continua. Explicitamente,
si L1, Ly € Pic(Ly) entonces

(61) Ly ® Ly = L1 (t) ® La(1),
donde para cada t € K fijo, L1(t) ® La(t) € Pic(Xy).

Si consideramos a Pic(X,) como el grupo de todos los haces lineales holomorfos so-
bre la superficie de Riemann compacta X, y hacemos la identificacién entre Pic(X,) y

Div(X,)/DivP(X,), entonces, por la proposicién 2.7.4 tenemos la siguiente caracteri-

zacion equivalente del grupo de Picard de la laminacién producto L,.

Proposicién 2.7.6. El grupo de Picard de la laminacion producto L, se identifica
canonicamente con el grupo de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el grupo

de Picard de la superficie de Riemann compacta X, es decir,
Pic(L,) = CY(K, Pic(X,)).

Definicién 2.7.7. El grupo de todos los haces lineales holomorfos tangenciales en la
laminacién producto £, (modulo equivalencia holomorfa tangencial) serd llamado el grupo

de Picard de la laminacion producto.

Asi, podemos pensar a Pic(L,) como el grupo de los haces lineales holomorfos tan-

genciales en £, (modulo isomorfismos tangenciales).

2.7.0.3. Clase de Chern Tangencial. Haciendo refencia a la seccién 1.6 del capitulo 1
hacemos las siguientes definiciones.
Consideremos un haz lineal holomorfo tangencial, L, en la laminacién producto £, y un
numero entero d.

Definicién 2.7.8. La clase de Chern tangencial del haz lineal holomorfo tangencial
L, es la funcién ci7 : K — Z tal que para cada t € K, ci17(t) es la clase de Chern del

haz lineal holomorfo L(t) en la superficie X, es decir,
ClT(t) =C1 (L(t)) Vt e K.
En otras palabras, es la funcién continua que asocia la clase de Chern usual para haces

lineales holomorfos en una X, hoja a hoja. Usando los mismos argumentos que en la

seccion de grado tangencial de divisores tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.7.9. Para cualquier haz lineal holomorfo tangencial L en Ly la clase de Chern

tangencial de L es una funcion localmente constante del conjunto de Cantor en Z. Mds
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aun, la igualdad cyp(Ly+ Lo) = c1p(L1) +c1r(Le) se da para cualquier par Ly, Ly de haces

lineales holomorfos tangenciales.

Sea d un nimero entero. Un haz lineal holomorfo L en £, tal que su clase de Chern
tangencial sea constante d, serd llamado un haz lineal holomorfo con clase de Chern tan-

gencial constante d.

Denotaremos por Picy(Ly) al conjunto de todos los haces lineales holomorfos tangen-

ciales que tienen clase de Chern tangencial d en L.

Proposicién 2.7.10. Para cada d € 7Z, el conjunto Picq(Ly) se identifica canonicamente
con el conjunto de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el conjunto de los

haces lineales holomorfos con clase Chern d sobre X, es decir,
Picq(L,) =2 CUK, Picy(X,)).

Observemos que Pico(Ly) es un grupo abeliano con la operacién definida por la

ecuacién 61.
Proposicién 2.7.11. Eziste una correspondencia candnico entre Pico(Lg) y Pica_o4(Ly).

Demostracion. Consideremos al haz lineal holomorfo tangencial canénico FLj. La

aplicacion ¢ : Pico(Ly) — Pica_94(L,) dada por
(L) =FLy;® L,
define la correspondencia buscada.
|

Proposicién 2.7.12. Para cada d € Z \ {0,2 — 2g} existe una correspondencia no

canonico entre Pico(Ly) y Picq(Ly).

Demostracién. Escogamos a, Ly, cualquier haz lineal holomorfo tangencial con clase
de Chern tangencial constante d, entonces, la aplicacién ¢ : Pico(Ly) — Picy(Ly) dada

por
QD(L) = L &® Ld,

es una correspondencia.
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2.7.0.4. Clase de Chern total. Consideremos nuevamente al conjunnto de Cantor como
un grupo profinito perfecto (ver seccién grado total de divisores). Asi, tenemos de manera
natural la medida de Haar p en el conjunto de Cantor. Consideremos la transformacién
c1: Pic(Ly) — R dada por

(62) D /KclT(D)d,u = ;diH(Ui)7

donde los d; son enteros dados por ci7 y {U;(D)}™, es la cubierta abierta de K tal que
cir(U;) = d; (ver ecuacién (57)).

La aditividad de la integral junto con el lema 2.7.9 implican el siguiente resultado.

Lema 2.7.13. Para cualquier par L1, Lo de haces lineales holomorfos tangenciales en
Pic(Ly), la igualdad c1(Ly + Lo) = c¢1(L1) + c1(L2) se da.

De este lema tenemos que la transformacién ¢ aplicada al haz lineal holomorfo tan-
gencial L en L, serd llamado la clase de Chern total de haz lineal holomorfo tangencial
L.

2.7.1. La relacién entre la Jacobiana y el grupo de Picard. De la proposicién
2.7.10 tenemos que Pico(L,) = C(K, Pico(X,)) y puesto que la variedad Pico(X,) es
isomorfa a la variedad Jac(X,) como toros complejos, de hecho como variedades abelianas
principalmente polarizadas (ver la proposicién 1.6.7 del capitulo 1), entonces, tenemos el
isomorfismo natural

CK, Pico(X,)) = CU(K, Jac(X,)).

Usando el isomorfismo natural anterior y el teorema 2.4.8 tenemos el siguiente resultado.
Teorema 2.7.14. La Jacobiana de la laminacion producto, Jac(Ly) es naturalmente

isomorfa al grupo de los haces lineales holomorfos tangenciales con clase de Chern tan-

gencial constante 0 en Ly, es decir,

Jac(Ly) =2 Pico(Ly).
2.8. Los conjuntos W en Jac(L,) y en Pic(L,).

2.8.1. Los subconjuntos Wj,(L,) en Jac(Ly). Consideremos la transformacién @ :
Div(Ly) — Jac(Ly) dada por:

P(D(t)) = (g o D)(t),
donde ¢ es el morfismo de Jacobi cldsico en la superficie de Riemann compacta X, (ver
seccion 1.7 del capitulo 1.
Notemos que la transformaciéon ¢ es un morfismo de grupos. Asi, la transformacién @ serd

llamada el morfismo de Jacobi en la laminacion producto L.
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observemos que la imagen de un punto pg € £4 bajo la transformacién de Abel-Jacobi
A en la laminacién producto (ver seccién 2.5) es la misma que la imagen del divisor
(po) € Div(Ly) bajo el morfismo de Jacobi en la laminacién producto. En efecto, ya que

si po = (20, top) entonces

—~ A(z sit=tp, z sit=top,
A(po) = (0) 0 y por otro lado (pg) = (0) 0
0 de otra forma. 0 de otra forma.

por otro lado sabemos que en el caso clasico se satisface la igualdad A(zp) = ¢((20)).

Definicién 2.8.1. La imagen de la laminacién producto £, bajo la transformacién
de Abel-Jacobi en la laminacién producto, A\, serd llamada el subconjunto W1(Ly) de la

Jacobiana de la laminacion producto Ly, es decir,
Wi(L,) = A(Ly) C Jac(Ly).

Nota 2.8.2. Por la observacién 2.5.4 de la seccién 2.5 tenemos que el subconjunto
W1 (L) se identifica canénicamente con el conjunto de las funciones continuas del conjunto

de Cantor en el subconjunto clasico Wi(X,) de la Jacobiana de X, (ver [17]), es decir,

Wl(ﬁg) = CO(K> Wi (Xg))-

Sea k € NT. Consideremos el conjunto de los divisores positivos de grado tangencial

constante k en la laminacién producto Ly, Divg(Ly) (ver seccién 2.6).

Definicién 2.8.3. Para cada k € N, la imagen bajo el morfismo de Abel-Jacobi en
la laminacion producto del conjunto de divisores positivos de grado tangencial constante
k sera llamada el subconjunto Wi(Ly) de la Jacobiana de la laminacion producto Ly, es

decir,

Wk(ﬁg) = QZ(DZ’U]{; (ﬁg))
Usando los mismos argummentos que en la nota anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.8.4. El conjunto Wy(L,) se identifica candnicamente con el conjunto
de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el subconjunto cldasico Wi(X,) en

Xy, es decir,

Wk(ﬁg) = CO(K7 Wk(Xg))~

Nota 2.8.5. Para toda k € N se satisface que Wy (L,) C Wi11(Ly). En efecto, ya
que se satisface Wy (X,) C Wiy1(Xy) (ver seccién 1.7 del capitulo 1).

Proposicion 2.8.6. Para toda k € N tal que k > g se satisface la tgualdad

Wi(Lg) = Wy(Ly).



2.8 Los conjuntos W), en Jac(L,) y en Pic(L,). 75

Demostracién. Es bien sabido (ver [17] que para k& > g > 0 se da la igualdad
Wi(X,) = Wy(X,). Asi, tenemos C° (K, Wi (X,)) = C°(K, W,(X,)) con lo cual concluimos

la prueba.
|

Nota 2.8.7. De la definicién de nuestros conjuntos Wy (L) es claro que no se tiene un

analogo al teorema de inversiéon de Jacobi, ya que,
Wy(Ly) & Jac(Ly).

2.8.2. Los conjuntos Wy(L,) en Picy(Ly). Los subconjuntos Wi (Ly) vistos como
subconjuntos de Pico(Ly) consisten precisamente de todos los haces lineales holomérfos

tangenciales L € Pico(Ly) que pueden ser escritos en la forma

L(t) = Lizyy - Lz Lk )

para alguna familia de puntos {(2o,t), (21,t), ..., (2k,t) ltex en X, parametrizados contin-
uamente por el conjunto de Cantor, es decir, para cada t € K fijo consideramos los haces
lineales holomorfos L(t)L(_Z’; p en Xy que tienen una secciéon holomorfa no trivial, de donde

se sigue que para cada t € K fijo estamos considerando el conjunto
{L(t) € Pic(X,) : dim D(Xg, O(L(t) L, 4-+)) = 1},
(comparar con la seccién 1.7).
De todo lo anterior tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 2.8.8. Para cada k € N1, el subconjunto Wi(L,) se identifica candnicamente
con el conjunto de funciones continuas del conjunto de Cantor en la subvariedad Wi (Xy)

de Pic(Xy), es decir,
Wi(Ly) = CO(K7 Wi(Xy)).

Por simplicidad definimos Wy(£) = 0 € Pic(Ly).

2.8.3. Los subconjuntos singulares de Wj(L,). Notemos que la imagen de la
restriccién del morfismo de Jacobi en la laminacién producto, @, al conjunto de los divisores
de grado tangencial d es lo mismo que CO(K , Xéd)). En efecto, ya que por definicién
P(D(t)) = (po D)(t). Lo anterior motiva las definiciones siguientes.

Definicién 2.8.9. El k-producto de la laminacion producto L4 serd el conjunto:
(L))" =CO(K, X]).

Definicién 2.8.10. El k-producto simétrico de la laminacién producto L4 serd el
conjunto:

Sim(Ly) = CO(K, XP).
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Consideremos a los subconjuntos Wi,(L,) de Pico(Ly) (ver proposicién 2.8.8 ).

Definicién 2.8.11. Los subconjuntos, W}/ (Ly), de divisores positivos especiales para

v > 1, en la laminacion producto L4 estan dados por
Wi (Ly) = CO(K, W} (X,)),

donde los conjuntos W} (X,) son las subvariedades de divisores positivos especiales para
v>1en X, (ver [17]).

Observemos que se satisface
Wi(Lg) = Wii(Lg) € WE(Lg) C ... Wi (Ly) = 0.

Llamaremos a la imagen inversa de W}/ (L) bajo el morfismo de Jacobi ¢ el subconjunto

de divisores positivos especiales para v > 1 en la laminacion producto L4, es decir
Gi(Lg) = &7 (WF (Ly)) C CO(K, X)),

Nota 2.8.12. Si consideremos a f € (£,)* = CO(K, Xék)), entonces p(f) € Jac(Ly)
y es un elemento de W} (Ly) C Pico(Ly) si los haces lineales holomorfos tangenciales
Lt) =Ly --- L(zmt)L(_ZI; ;) asociados satisfancen que DXy, O(L(t) L5 4)-+)) = v}

Por esta nota y las definiciones anteriores tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.8.13. El conjunto de divisores positivos especiales para v > 1 en
Div(L,) se identifica con el conjunto C*(K,GY(X,)), es decir,

GY(Ly) = CO(K, G{(Xy)).

2.9. Laminaciones producto con estructura variable.

Parece razonable desarollar una teoria moduli para laminaciones producto. En esta

seccién damos una pequenia introduccion al tema.

Consideremos dos laminaciones producto L, = X, x Ky E’g =X ; x K con atlas dados
por X,y X ;] respectivamente.
Diremos que la laminacion Ly y la laminacion [,; son isomorfas (o equivalentes) si existe
un biholomorfismo tangencial entre ellas. Asi, el espacio moduli de laminaciones producto,
M(Ly), es el conjunto de todas las laminaciones producto salvo isomorfismos.
Consideremos el conjunto {graph(f)|f € C°(K,M,)} de las grifica s de todas las
transformaciones continuas de K en el espacio moduli de superficies de Riemann com-

pactas de género g. Notemos que hay una correspondencia canénica entre {graph(f)|f €

CO(Ka mg)} y 2m(’cg)-
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La nota anterior y el hecho que {graph(f)|f € C°(K, M,)} es equivalente a pensar en
el conjunto de las transformaciones continuas del conjunto de Cantor en 9, implican el

siguiente resultado.

Proposicion 2.9.1. El espacio moduli de laminaciones producto puede ser identificado
canonicamente con el conjunto de las transformaciones continuas del conjunto de Cantor

en el espacio moduli de superficies de Riemann compactas de genero g.

Definicién 2.9.2. Una laminacion producto con estructura variable es un elemento
de M(Ly).

En otras palabras, cualquier 7 € CO(K ,9M,) determina una laminacién producto con

estructura variable continua dada por 7.






3 No trates de sequir los
pasos de los hombres
sabios del pasado;

La JaCObiana de ]-aS busca lo que ellos bus-
caron. (Basho)

laminaciones univer-

sales algebraicas.

3.1. La Jacobiana.

3.1.1. Jacobiana de la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o
parabdlico). Consideremos dos curvas elipticas (E;,p;) v (E;/,p;/) con puntos marca-
dos pr y p, respectivamente, una transformacién holomorfa f : (E,,p;) — E;,p;)
cubriente, no ramificada finita a uno entre las dos curvas elipticas tal que manda el punto
privilegiado de la primer curva eliptica en el punto privilegiado de la segunda curva eliptica.
Consideremos las transformaciones de Abel-Jacobi A : (&, ,py) — Jac®,,p) v
A (E;,p;) — Jac(Er, p;) respectivamente. Es bien sabido (ver [13, 16]) que las trans-
formaciones de Abel-Jacobi no sélo son un encaje sino isomorfismos analiticos de grupos.
También es bien sabido (ver [14]) que existe una transformacién C-lineal, C:C—C,
tal que induce un epimorfismo analitico, C; ;/, entre los grupos JacE,,p./) y Jac(E,, p;)

v hace al diagrama:

/
(]ET’apT’) - (]E7'7p7’)
(63) Ale lAT
Jac(E,, pr) & Jac(E, pr)

conmutativo.

Consideremos al conjunto dirigido I y al sistema inverso {(E;(x), pr(m)), fm,m' o HCT
(ver ejemplo 1.2.6). Para cada una de las curvas elipticas marcadas, (B g, p-(fr)) consid-
eremos su variedad Jacobiana, Jac(E,(f), pr(m)) v las transformaciones C7 (g, g1y entre
dichas variedades Jacobianas. Estas transformaciones C7 g,y existen gracias al dia-

grama conmutativo 63 anterior. Asi, tenemos el siguiente resultado:

79
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Lema 3.1.1. El conjunto {Jac(Er gy, Pr(m)); Cr(myr(ar) } o H71 forma un sistema in-

verso de grupos topoldgicos abelianos (de hecho, variedades Abelianas).

Demostracién. Es claro que {J ac(®r ), Pr( H))} e es una familia de grupos topolégicos

abelianos (variedades abelianas) parametrizadas por I; por otro lado

{1Crmyrmry + Jac®e g1y, Dr(rry) — Jac®r(my, Pr(m)) Y, H7er €8 una familia de transfor-
maciones continuas (epimorfismos analiticos) tales que: Cryr(my = ldr() para cada
H € I. Asi, sélo resta verificar que para cualesquiera dos H, H' € I existe un H” € I que
satisface la relacién:

Crimyray = Crimyran) © Crmryr(mm-

Dados H y H' en I existe H" € I tal que H' < H"” y H < H”, asi como transformaciones
fryrry ¥ Jrayeary que satisfacen la relacion frmyrury = fr(myrmry © fryrmr)
para algin f (g (mr), todo ello por estar en el sistema inverso que determina a la lam-
inacién universal algebraica parabdlica. Asi, asociado a fr(mg)r(a) existe Criyr(m)-
Puesto que Cr -y, Crmnyrmry Y Cryr(mr) son sobreyectivos, se sigue que la com-
posicion Crmyrmry © Crayr(mry estd bien definida y se da la igualdad Co gy gy =

Crmyrary © Crmryr(mr)-

El siguiente resultado es una consecuencia del lema anterior.

Proposicion 3.1.2. El limite inverso
(Jac(]ETapT)’ aH) = lin {Jac(]ET(H)7pT(H))7 CT(H)T(H’)}
H,H'el

del sistema inverso {JQC(]ET(H),pT(H))}Hej de grupos topoldgicos existe.

Al limite inverso anterior lo llamaremos la Jacobiana de la laminacion universal alge-

braica de tipo eliptico (o parabdlico) y serd denotado simplemente por Jac(E;).

Es bien conocido (ver [37]) que el limite inverso de grupos topolégicos abelianos,

compactos y Hausdorff es un grupo topolégico abeliano, compacto y Hausdorff.

Corolario 3.1.3. La Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico

(o parabdlico), Jac(IET,]’)}), es un grupo topoldgico abeliano, compacto y Hausdorff.

Nota 3.1.4. D. Mumford (ver [35],cap.4 pag. 66) define una torre de recubrimientos
por isogenias (de grado primo a la caracteristica del campo K) sobre una variedad abeliana,
X (definida sobre el campo K), obteniendo que este limite inverso tiene la estructura de un
K-esquema propio. Todo lo anterior en nuestro caso se reduce a tomar K = C y considerar
cubrientes o recubrimientos holomorfos finitos no ramificados, con lo cual se puede ver que
la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) tiene la estructura de un

C-esquema, propio.
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Nota 3.1.5. Si consideramos a la familia { A,y € (#1), Pr (1)) C Jac®- (), Pr(m)) Y Her,
asi como a la familia de los respectivos epimorfismos analiticos
1Cyr )y = Arary ®rary, pr) — AryEr ¢y, pr)}. Obtenemos un nuevo sistema in-
verso y por lo tanto el limite inverso:

im {Ar ) €71y, Pr(ar))s Clr oy, r(iry }-
HHel

Recordemos (ver definicién 1.3.6) que por un encaje holomorfo tangencial ) entre dos
espacios foliados M y N, cuyas hojas tienen estructura compleja, estamos entendiendo
una transformacién continua ¢ : M —— N la cual lleva hojas de M en hojas de N

holomorfamente.

Teorema 3.1.6. (Abel-Jacobi para la laminacién universal algebraica de tipo
eliptico) FEziste un encaje holomorfo tangencial candnico, /T, de la laminacion universal

algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) en su Jacobiana.

Demostracién. Sea p = (20, 2H,...,2H/,-..) € E;. Definimos la aplicacién A
E. — Jac@E,) como A(p) = (Ar(20), Armry(z1)s - -+ s Arary(2m7), - -+ )- La cual esta bien
definida ya que el diagrama 63 es conmutativo a cada nivel del limite inverso. Del hecho
que A ()& (fr), pr) es analiticamente isomorfo a (E,(z), p;) para cada H € I se sigue que
A es un homeomorfismo (isomorfismo de grupos topologicos). Més aun, del hecho que los
epimorfismos analiticos Cr(yr)-(fr) estan construidos para que a cada nivel los diagramas

conmuten se sigue que es una aplicacién tangencialmente holomorfa.
|

Definicién 3.1.7. Llamaremos al encaje holomorfo tangencial canénico, A, la trans-

formacion de Abel-Jacobi de tipo eliptico (o parabdlico).

Observemos que el limite inverso @H,H'GI{AT(H) E-(#), Pr(i)) s Cpr (i), w7y } €8 home-
omorfo a la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico). Mas aun, es
igual a la Jacobiana de la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico),

es decir,

&, Frr) = Jac(E,,p,) = im {A; ) &y, Pr)s Cpr(iy (i) 3
HHel

Asi, la Jacobiana de laminacion universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) es una

laminacon minimal.
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Corolario 3.1.8. La restriccion de A a cada una de las hoja L en IET, es una trans-

formacion holomorfa. Mds aun, el diagrama

..p) —— Jac(k.p)
TI'J/ J/TI’
E,,pr) — Jac(E.,p,)

es conmutativo.

Que el diagrama anteriro sea conmutativo se sigue de la definicién (algebraica) del

mapeo A.

3.1.2. Jacobiana de la laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico.
Consideremos dos superficies de Riemann compactas de géneros r > g > 2, X, y X,
respectivamente con un punto privilegiado o marcado zg € X,., asi como una estructura
hiperbdlica fija para X, compatible con su estructura compleja. Consideremos una trans-
formacién holomorfa f : (X, 29) — (X, f(20)) cubriente, no ramificada finita a uno, asf
como también las transformaciones de Abel-Jacobi A, : (X;, z9) — (Jac(X,), Ar(20)) v
Ay (Xg, f(20)) — (Jac(Xy), A(f(20))), donde A,(z09) ¥ A(f(20)) denotan al elemento
identidad en el grupo Jac correspondiente. Por abuso de notacién estos ya no los escribire-

mos.

Denotemos por 7Y al toro complejo de dimensién g dado por 79 = C9/A, y por 7, a

la proyeccién de CY9 en T9.

Lema 3.1.9. Cualquier homomorfismo analitico, C, entre dos toros complejos, C :
T — TY, proviene de una transformacion C-lineal C:Cr— ¥ que preserva reticulas,
es decir, C(A,) C Ag.

Demostraciéon. Consideremos al homomorfismo analitico C' : T" — TY9. Por las

propiedades del cubriente universal, existe una transformaciéon holomorfa C:C —
la cual podemos suponer que fija al origen, ya que C' es un homomorfismo de grupos.
Queremos demostrar que C es en efecto una transformacién lineal.
Observemos que C omp(z + A,) —Comp(2) = 0 € T9 para todo z € C" y A\, € A,.
Asi, tenemos que C(z + A,) — C(z) € Ag4. Para cada A\, € A, definimos la aplicacién
¢y, : C7 — €9 dada por ¢y, (2) = C(z + A\) — C(2), la cual es constante ya que
ag;: =0Vz, i=1,2,...,r. Por otro lado, como 6’(0) = 0, entonces @, (0) = 6’()\7«), asi,
la constante es 6’(2\7«) y por lo tanto Clz+A\) =C(z) + 6’(/\~r)

Observemos que %(z—h\r) = %(z) para toda A, es decir, % es una funcién 2r-periddica

para todo z;. Por el teorema de Liouville tenemos que DC es constante y por lo tanto C

es una transformacién C-lineal.
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Nota 3.1.10. De la demostracion anterior es facil ver que cualquier transformacién

holomorfa entre toros complejos tiene un levantamiento a una transformacion afin.

Lema 3.1.11. Dada una transformacion holomorfa f : (X;, 20) — (Xg, f(20)) cubri-
ente, no ramificada finita a uno, existe una transformacion C-lineal C:C" — CY con

las siguientes propiedades:

(1) Induce un homomorfismo analitico de grupos, C : Jac(X,) — Jac(Xy).

(2) Hace que el diagrama:

(X, 20) —1— (Xg, f(20))
(64) A{ JAQ

sea conmutativo.

Demostracién. Consideremos la transformacién holomorfa ¢ : X, — Jac(X,) dada
por ¢p = Ago f, asi como su levantamiento 1Z : D — 9, donde {bv = (121,...,1;9).
Cada 1% es holomorfa y satisface la condicién de cociclo (o de factor de automorfia)
Ui(vZ) — ¥i(2) = ci(y, %) para toda v € T (donde ' es un grupo de automorfismos
complejos de D tal que X, = D/I"). Mds aun, los factores de automorfia ¢;(v, Zp) son las

componentes de un vector en la reticula A,, es decir,
(Tfﬁvl(’Yi) — P1(2), P2(72) — a(2), ...,y (vE) — Jg(i)) € Ay.

Qbservemos que las funciones 1% son integrales abelianas en ID; en efecto, ya que % ({bvz (v2)—
¥i(2)) = 0 para toda v € I' y por lo tanto -L4;(z) = W; es una diferencial abeliana en X,
En vista de esta observacion, cada una de las funciones 1;puede ser expresada en términos

de las r diferenciales abelianas canénicas w; de X, en la forma siguiente:

z
2o

%i(2) = Zél](/ 2)+Ci1<i<y,
j=1
donde por definicién

(1) wi(v) = [ wj-
(2) Cj; y C; son constantes con la propiedad que

(> =1 é’ljwj (7): 22521 6’2jwj ()53 20521 égjwj (7)) es un vector en la reticula
A4 para toda y € T'.

Asi, la matriz
5': {5’1]} S M(g X T’,C)
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determina una transformacién C-lineal tal que C (Ar) € Ay de donde C induce una trans-
formacion C': Jac(X,) — Jac(Xy) que es homomorfismo analitico.
Para que el diagrama 64 conmute, hay que probar que ¢ = C o A,..
De la construcciéon del homomorfismo analitico C' descrita en la primera parte de esta
demostracién y de la nota 3.1.10 tenemos que la transformacién holomorfa ¢ : X, —

Jac(X,) tiene la expresion
Yp=CoA +p.

Para obtener el resultado sélo falta normalizar apropiadamente las integrales abelianas en
este caso. Escogemos al punto A,(zp) como la identidad del grupo Jac(X,). Por nuestra
eleccién de f(zp) como punto marcado en X, escogemos a A, (f(20)) como la identidad en

Jac(X,), con lo cual obtenemos el resultado.
|

Observacion 3.1.12. El homomorfismo analitico C estd dado unicamente en términos
de ¥(z) = Ay o f, una vez que hemos escogido a A, (z9) y a Ag(f(20)) como los elementos

identidad en los grupos correspondientes.

Lema 3.1.13. Sea X, una superficie de Riemann compacta de género r > 1 entonces,

A, (X,) genera a toda la variedad Jacobiana Jac(X,) como grupo topoldgico abeliano com-

plejo.

Demostracién. (1). Sipensamos a la curva X, como el conjunto de algunos divisores
de grado uno en X, entonces, podemos generar a Div,(X,) en términos de este conjunto,
simplemente sumando los puntos formalmente con los pesos apropiados.

Por el teorema de inversiéon de Jacobi (ver [13] pag. 314) tenemos que la imagen bajo el
homomorfismo de Jacobi del conjunto Div,(X,) es toda la variedad Jacobiana. Como la
transformacién de Abel-Jacobi coincide con el homomorfismo de Jacobi en X,., entonces,

obtenemos el resultado.

Presentamos otra demostracién al hecho de que A,(X,) genera a Jac(X,):

Demostracién. (2). Observemos que a la curva X, la podemos ver como el conjunto
de divisores de grado cero de la forma p — pg, donde p es cualquier punto de X, y pg es un
punto fijo escogido de tal forma que A, (py) = 0 en la variedad Jacobiana. Por otro lado,
la variedad Jacobiana es isomorfa al conjunto de divisores de grado cero modulo divisores
principales, asi, queremos ver que dado cualquier divisor de grado cero, digamos ) _ n;p; se
puede ver como una combinacién del conjunto A,(X, ). Pero debe ser claro que podemos

descomponer a Y n;p; en dos partes, una con coeficientes positivos y otra con coeficientes
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negativos y cada una de estas partes las podemos poner como suma de divisores de la

forma p — pg para algunos p € X,., con lo cual concluimos la prueba.
|

Proposicion 3.1.14. El morfismo analitico C definido en el lema 3.1.11 es sobreyec-

tivo.

Demostracién. Observemos que la restriccién del homomorfismo analitico C a A, (X,.)
es sobreyectiva. En efecto, puesto que f es sobreyectiva y satisface el diagrama 64. Por
el lema 3.1.13 el subgrupo generado por W7 (X, ) := A,(X,) es toda la variedad Jacobiana
Jac(X,) como grupo topoldgico complejo, es decir, (A, (X)) = Jac(X,) de donde tenemos

que

(65)  C(Jac(X,) = CLA(X,)) = (C o Ar(X,)) = (A4(X,)) = Jac(X,).

Consideremos al conjunto dirigido I, asi como el sistema inverso
{(Xg(r) Pg(ar))» fo(rr)g(a) } H,H 1, (Ver ejemplo 1.2.6). Para cada una de las superficies
(Xg(H)s Pg(r)) consideremos su variedad Jacobiana, Jac (Xg(H),Ag(H) (pg(H))), donde la
identidad de grupo esta dado por Ay (pg( H)). Por abuso de notacion sélo escribiremos,
Jac(Xgm))-
Considerar los morfismos analiticos Cy(gygmry @ Jac(Xymry) — Jac(Xyg)) entre var-

iedades Jacobianas, lo cual podemos hacer gracias al lema 3.1.11.

Lema 3.1.15. El conjunto {Jac(Xg(H)), C'g(H)g(H/)}H’H/g forma un sistema inverso

de grupos topoldgicos abelianos y compactos (de hecho, de variedades Jacobianas).

Demostracién. Es claro que {Jac(Xyx))}ner es una familia de variedades Jaco-
bianas
parametrizadas por I; por otro lado {Cymyg(ar) : Jac(Xymry) — Jac(Xymy)}mmer es
una familia de transformaciones continuas (epimorfismos analiticos) tales que: Cy(gyg(m) =
Idy gy para cada H € I. Solo falta verificar que para cualesquiera dos H, H "€ I tales que

H < H' existe un H” € I para el cual se satisface la relacion:

Comng(rrmy = Cymyg(ar) © Co(uryg(ur)-

Dados cualesquiera H y H’' en I tales que H < H' existe H” € I tal que H” >
H' = H, asi como transformaciones fo(mygmys fo(mngmr) due satisfacen la relacion
To(myg(amy = Fo(ryg(ar) © fo(mr)g(amy, todo ello por estar en el sistema inverso que deter-
mina a la laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico. Asi, asociado a fy(z)g(m7)
existe el epimorfismo analitico Cy(gygg); por otro lado, los homomorfismos analiticos
Comygamys Coungm) Y Cyimygmr)y son transformaciones sobreyectivas, de donde se sigue
que la composicion Cy gy = Cymygary © Cy(mryg(ary estd bien definida.
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Como consecuencia del lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.1.16. El limite inverso

Jac(Xyr),Cn) = lim {Jac(Xym)), Comng(r}
H,H el

del sistema inverso {Jac(Xymy), C,

g(H)g(H/)}H,H/g de grupos topoldgicos abelianos existe.

Al limite inverso anterior lo llamaremos la Jacobiana de la laminacion universal alge-

braica de tipo hiperbdlico.

Al igual que en el caso de la laminacién universal algebraica de tipo eliptico tenemos:

Corolario 3.1.17. (Jac()?g,T), GH) es un grupo topoldgico abeliano, compacto y Haus-

dorff.

~

Pregunta. La Jacobiana de la laminacién universal algebraica hiperbdlica, Jac(X, ;)
es un espacio foliado compacto, cuyas hojas son analiticamente equivalentes a C", donde
n varfa en el conjunto {g(H)}mer? En otras palabras, Jac(Xg,T) tiene hojas de difer-
entes dimensiones que pueden ser arbitrariamente grandes? Es decir entender este objeto.
Talvez usando las variedades de Mumford sugerencia de Shrinivas, asi como buscar en el

moduli. Ver la conexion con funciones automorfas y operador de Hecke.

Nota 3.1.18. Si consideramos a la familia {Ag ) (Xg(m), Pgrr)) C Jac(Xgm)) Y Her,
formada por las imagenes bajo la transformacién de Abel-Jacobi de cada una de las su-
perficies de Riemann compactas marcadas, asi como a la familia
{Clgm),g(m) + Agay(Xgmrys Pgcrry) — Agm)(Xg(m), Pg(mry)} de los respectivos epimor-
fismos analiticos restringuidos a dichas imagenes, obtenemos un nuevo sistema inverso
de variedades complejas, de donde podemos considerar el limite inverso (como espacios
topoldgicos):

tim {Ag(r) (Xg(), Py(rn)) Cly(a), a0 }-
H,H'el
Este limite inverso es un subconjunto propio de la Jacobiana de la laminacién universal
algebraica de tipo hiperbdlico, el cual es homemorfo a la laminacién universal algebraica de
tipo hiperbdlico. Asi Jac(XgJ) tiene un subgrupo propio minimal. Por lo tanto Jac(XgJ)

no puede ser minimal.

Teorema 3.1.19. (Abel-Jacobi para la laminacién universal algebraica de
tipo hiperbdlico) Eziste un encaje holomorfo tangencial candnico, A\, de la laminacion

algebraica universal de tipo hiperbdlico en su Jacobiana.



3.1 La Jacobiana. 87

Demostracién. Sea p = (20, 2m5,...,2H/,-..) € XQ’T. Definimos la aplicacién A :
X, — Jac(X,,) como A(p) = (Ag(20), Ag(ry (21 ), - -, Ageay(2m7), - - - ). La cual esta
bien definida ya que el diagrama 64 es conmutativo a cada nivel del limite inverso. Del
hecho que Agz)(Xy(a), pr) es biholomorficamente equivalente a (X (), pg(sr)) para cada
H € I, es inmediato que A es un homeomorfismo. Mas aun, del hecho que los epimorfismos
analiticos Cygryg(m) estan construidos para que a cada nivel los diagramas conmuten se

sigue que es una aplicacién tangencialmente holomorfa.
|

Definicién 3.1.20. Llamaremos al encaje holomorfo tangencial canénico, /T, la trans-

formacion de Abel-Jacobi de tipo hiperbdlico.

De la demostracion del teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.1.21. La restriccion de A a cada una de las hoja L en XQ,T, es una

transformacion holomorfa. Mds aun, el diagrama

~ A ~
(Xg,T7p) — JCLC(Xg,T7p)

Ar
(Xg,’r’pT) — JaC(Xg,Ta pT)

es conmutativo.

3.1.3. El grupo de caracteres de la Jacobiana de la laminacion universal al-
gebraica de tipo eliptico (o parabdlico). En vista que Jac(E;) es un grupo topolégico
abeliano, Hausdorff y compacto, es natural preguntarse por el grupo de caracteres asociado

a (Jac(E,), @H) El siguiente teorema es bien conocido (ver [42] pag.37).

Teorema 3.1.22. Si G es el producto cartesiano de una familia {Gq}acr de grupos
topoldgicos abelianos, compactos con la operacion grupo coordenada a coordenada. En-
tonces, el grupo de caracteres de G, I'(G), es la suma directa de los correspondientes

grupos de caracteres I'(G,,), es decir,

I(G) = PT(Ca)-
ael
Supongamos que H es un subgrupo cerrado de un grupo topoldgico abeliano, local-
mente compacto G. Consideremos al conjunto de todos los caracteres + en el grupo de
caracteres de G tales que y(h) = 1 para cualquier h € H, a dicho conjunto se le llama el

anulador de H y lo denotaremos por H+. En otras palabras,

(66) HY ={yeT(G):~v(h) =1VYh € H}.
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El siguiente teorema es un resultado clasico (ver [42] pag.35) en la estructura de los

grupos Abelianos localmente compactos.

Teorema 3.1.23. El anulador de H es isomorfo (como grupo topoldgico) al grupo de
caracteres del grupo cociente G/H, es decir, H+ = T'(G/H).
El grupo cociente T'(G)/H* es isomorfo (como grupo topoldgico) al grupo de caracteres de
H, es decir T'(G)/H+ = T'(H).

Sea K un campo global y sea K, la completacién de K en un lugar v (ver [38]).
Observemos que (K,,+) es un grupo aditivo localmente compacto. En el caso que K sea
un campo de numeros, el teorema de Ostrowsky (ver [38]) nos dice que (K, +) resulta
ser R, C o un campo p-adico.

Para cada v lugar finito, K, admite a O, = {z € K,, : ||z||, < 1}, el anillo de enteros
local con respecto al lugar v, como subgrupo compacto-abierto (en particular cerrado, ver
[38]).

El producto directo restringuido de los K, con respecto a los £, esta dado como
/
Ag = H ={(zy) : x, € K, con z, € O,,Vv exepto un nimero finito}.
ve{lugares finitos}

Al producto directo restringuido anterior se le conoce como el grupo de Adeles de K.
Es bien sabido (ver [38] pag.181) que Ak es un grupo topoldgico localmente compacto.

Observemos que la aplicacién z +— (z,x,...) define un encaje algebraico de K en Ax.
En efecto ya que K siempre se encaja en K, para todos los lugares v y cualquier elemento

de K es un entero local para todos los lugares salvo un gran nimero finito de lugares.

Por definicién el conjunto A, consiste de todos los elementos del grupo de Adeles cuyas

componentes en los lugares finitos tienen valor absoluto menor o igual a uno.

Los siguientes resultados son bien conocidos (ver [38]).

Teorema 3.1.24. (Teorema de aproximacién) Para cualquier campo global K se
satisface
Ag =K+ A,. Mds ain, K[| A, = Ok.

Corolario 3.1.25. Se satisface la siguiente igualdad
Ag=Q+®Rx [[ 2Zp). Mds ain Q()Ag =Z.
PpEPTriMos

Lema 3.1.26. Sea L|K una extension finita. Fijemos una K-base {uy,ua,...,u,} de

L, entonces, la transformacion natural

Oz:ﬁAK—>AL
j=1
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dada por ((x,.j)v)j — > uj(xy )y es un isomorfismo de grupos topoldgicos.

Conjetura 3.1.27. El grupo de caracteres de la Jacobiana de la laminacién universal

algebraica parabdlica es isomorfo al grupo de caracteres del campo global Q(7), es decir,
(67) [(Jac(E)) = D(Q(0))-

Demostracién. (Idea)

Por el lema 5-10 pag. 191 de [38] tenemos que

2
T Ac = Agw)-
j=1

Hay que verificar que
=~ R? x (][ 2 @ iZy)),
Probar que este dltimo es isomorfo a

“x([]20)?
Sabemos que el grupo de caracteres de Ag;)/Q(i), I'(Ag)/Q(i)), es el grupo de caracteres
del campo global Q(i), T'(Q(%)).
Sabemos que el cociente Ag;)/Q(i) es homeomorfo a la accién de (]] Z(p))2 en R? x
(11 Z(p))z. Probar que dicha accién es equivalente a la accién que determina a la Jacobiana

de la laminacién universal algebraica parabdlica, de donde obtendriamos el resultado.

3.2. El cubriente universal a las hojas de la Jacobiana.

3.2.1. De tipo eliptico (o parabdlico). Del diagrama conmutativo 63, tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

6’THTH’
C=Cyp _TE)THD Cyg=C

WT(H,)l lﬂf(m
Cr(ayr ()
Cu/Armry = Jac®r(gry) Cu /Ay = Jac®q ),
donde C~J'T( () es el levantamiento del epimorfismo analitico C(gy(r), es decir, es una
transformacién C-lineal que preserva reticulas.
Observemos que para cada H € [ las transformaciones 6’T( o)) satisfacen que
Cr(myr(y = Idr(my y se puede verificar que para cualesquiera H, H' € I tales que H < H'

existe H” € I tal que se satisface la relacion:

Cryrmry = Crimyr(ary © Craryr ()

con lo cual hemos probado el siguiente resultado:
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Lema 3.2.1. El conjunto {(CH,GT(H)T(H/)}H,H/E[ forma un sistema inverso de espa-

cios vectoriales topoldgicos indexados por I.

El siguiente resultado es una consecuencia del lema anterior.

Proposicion 3.2.2. El limite inverso

(C,Cx) = lim {Cu, Crimyrmr}
HH'el
del sistema inverso {Cp, éT(H)T(H’)}H,H/EI existe.
Teorema 3.2.3. Eziste una transformacion cubriente, w, de ((C,GH) en cualquiera
de las hojas L de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico (o

parabdlico).

Demostraciéon. Sabemos que las hojas de la laminacion universal algebraica de tipo
eliptico son holomorfamente equivalentes a C; asi, es claro que (C,Cp) es el cubriente
universal de cualquiera de las hojas de dicha laminacién. La transformacién cubriente

m, esta inducida por la coleccién de las transformaciones cubrientes, m = {7rT( H)} Hel, €8

decir, ﬁ: (ﬁT’ﬁT(H)’ﬁT(H’)’ . ) = (WT(ﬁT)’TrT(H)(ﬁT(H))’ﬂ-T(H,)(ﬁT(H/))’ s )
|

Llamaremos a 7 : (C,GH) — L el cubriente universal de las hojas de la laminacion

universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico).

3.2.2. De tipo hiperbdlico. Del lema 3.1.9 tenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo:

Cotmyg(a’)
—_

Cy(H)

ﬂg(H’)l l”g(H)

, c ,
CyH )/Ag(H/) = Jac(Xymry) 9 (Cg(H)/Ag(H) = Jac(Xy(m)

Co(H)

donde 5'9( gt €s el levantamiento del homomorfismo analitico Cyp)g(p), €s decir, es

una transformacién C-lineal que preserva reticulas.

Lema 3.2.4. El conjunto {(CQ(H),ég(H)g(H/)}H,H/U forma un sistema inverso de es-

pacios vectoriales topoldgicos.

Demostracién. Es claro que {C9)} y¢c; forma una familia de espacios vectoriales
topoldgicos indexados por I. Por otro lado, si consideramos la familia de transformaciones
C-lineales, {59(H)9(H/) . C9H) (Cg(H)}Hﬂ/eI, tenemos que para cada H € I se sat-
isface Cy(myg(m) = Idgm) y se puede verificar que para cualesquiera H, H "€ I tales que
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H < H' existe H" € I tal que las transformaciones C-lineales 6’9(H)9(H/), Cy(rygrry ¥
6’9( H)g(a) satisfacen la relacion:

Cotmygrry = Cytrygar) © Co(mryg(r)

de donde obtenemos el resultado.

El siguiente resultado es una consecuencia del lema anterior.

Proposicion 3.2.5. FEl limite inverso

(Ceo éH) B H%{il I{CQ(H)v ég(H)g(H’)}
’ /e

del sistema inverso {CIH) 59(H)Q(H/)}H’H/€I existe.

Teorema 3.2.6. FEziste una transformacion cubriente, 7, de (Coo, 6H) en cualquiera

de las hojas L de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbolico.

Demostraciéon. Recordemos que las hojas de la Jacobiana de la laminacién universal
algebraica de tipo hiperbdlico se construyen a partir de los cubrientes universales de las
variedades Jacobianas Jac(Xgp)), bajo la accién de los grupos de transformaciones de
cubierta asociados a las reticulas Ayf), respetando la condicién de limite inverso, asf,
(Coo, Cpr) es un espacio cubriente para cualquier hoja de la Jacobiana de la laminacién
universal algebraica de tipo hiperbdlico y al igual que en el caso eliptico (o parabdlico),
la transformaciéon 7 estd inducida por la colecciéon de las transformaciones cubrientes,
7 = {7y tmer, es decir
P = By Py(ir), Py(srr), - - ) = (g (Bg)s Tg(r) By(an) ) Wy(ay (Pg(mr))s - - - )-

3.2.2.1. La topologia producto en C. Consideremos el producto infinito ]z, C9(H)

(H)

de los espacios vectoriales topologicos C9'*"). El siguiente resultado es bien conocido (ver

[43]).

Lema 3.2.7. El conjunto [ ] pc; CIH) con la topologia producto es un espacio vectorial

topoldgico con las operaciones siguientes:

o {240m)} + {wg(m)} = {290 + wo(mny} para todo {zgm)}, {wyn} € [Tgey COH.
o Mzym)} = {\2zg(m)} para toda \ € C.

Denotamos por Py a la transformacién proyeccion canénica Py gy @ [ 1 ey CcoH)
C9H") a cual es C-lineal.



92 La Jacobiana de las laminaciones universales algebraicas.

El limite inverso (Cyo, 6H) visto como un subconjunto del producto infinito, tiene la

expresion:

(68)  Coo = {{zgmn} € [T T : Cytangtrry © Pocry({zg(in}) = Pocey{zgm D}
Hel
donde la transformacién C~J'H estd dada por 5}1 = Pg( H) |c..- El siguiente resultado es bien

conocido (ver [43]).

Proposicion 3.2.8. El conjunto Cy, con la topologia inducida de la topologia producto

(H)

es un subespacio topoldgico Hausdorff cerrado del producto []yo; C9VY"). Mds aun, es un

espacio vectorial topoldgico.

Demostraciéon. Es claro que 0 € C,,. Por otro lado C,, es cerrado bajo la suma
de sus elementos y multiplicaciéon por un escalar, ya que las transformaciones 5'9( H)g(H")
son C-lineales. La continuidad de las operaciones se sigue del hecho que C,, es un grupo
topoldgico con la suma vectorial y es facil ver que la multiplicaciéon por escalares es con-

tinua.

3.2.2.2. La topoldgia proyectiva en Co. Para cada H € I consideremos a C9) como
un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, en otras palabras, consideremos la

topologia localmente convexa Zyp) en C9H)

Construyamos una base de vecindades de un punto {xy(g)} € [[¢; C? (#) de la manera
siguiente:
Puesto que el punto {z 4} satisface por definicién xygy = Pypry({7g(m)}), la base de
vecindades del punto {zy(g)} estard dada por las intersecciones (¢ 4 Pg_(;l) (Ug(my), donde
U,

g
cualquier subconjunto finito de I (comparar con [43] pag.5).

() es cualquier vecindad abierta de x4 ) en C9H) en 1a topologia Ty y donde A es

La topologia en [];.; C9H) dada por esta base de vecindades es la topologia mds gruesa

en [1ger € (H) para la cual cada una de las transformaciones Py es continua.

Definicién 3.2.9. La topologia proyectiva, T, en []yc; CIH) con respecto a la familia
{CQ(H),IQ(H),PQ(H)}HGI, es la topolégia mas gruesa en [ ] 5 ¢; C9H) para la cual cada una

de las transformaciones P

o) en [ per C9H) es continua.

Observacion 3.2.10. Puesto que las transformaciones Py ), para cada C9H) | gon

lineales y las topoldgias Z,(y) son localmente convexas tenemos que las traslaciones, en
el producto [[ ¢y C9H) con la topolégia proyectiva Z, son homeomorfismos. Més aun, la
topoldgia Z tiene una base de vecindades del cero por conjuntos convexos que satisfacen

las propiedades siguientes:
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(1) Para cada vecindad V en la base de vecindades [ del origen existe una vecindad
UeptalqueU+UCV.
(2) Cualquier V' € 3 es radial y circular (ver [43] pag.11).

Como consecuencia de la observacién 3.2.10 y de la proposicién 1.2 de [43] pag.14

tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.11. EI espacio topolégico ([]yc; (Cg(H),I) es un espacio vectorial

topoldgico localmente convexo.

Si consideramos a Co, como un subconjunto de (J]z¢; C9H) T) y lo dotamos de la
topoldgia inducida, es decir, la topolégia proyectiva inducida en C., con respecto al encaje

canénico Coo — [[gc; C9MH) (ver [43] pag.52), tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.12. El limite inverso Cy con la topologia proyectiva inducida, es un

espacio vectorial topoldgico localmente convexo y completo.

Corolario 3.2.13. Los conjuntos Coo y [[pc; CIH) con la topologia proyectiva son
espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos, completos y métricos, es decir, espa-

cios de Fréchet.

Demostracién. Consideremos la métrica definida por

1 Nlwg) = Yo llgemn
69 d({z,m} -y ,
() g} g }) 25 290D 1+ [z gy — Yoo llgam)

donde || - [|g(zry denota la norma de Cco9H),

Observemos que para el espacio vectorial C, no existe una base numerable. En efecto,
ya que un espacio vectorial topoldgico V' de dimensién infinita tiene una base numerable,
llamada regularmente base de Holder, si es de la primera categoria, es decir, si es una
uniéon numerable de espacios vectoriales de dimensién finita. Como C,, no es una tnion
numerable de espacios vectoriales de dimensién finita, entonces, no puede existir una base

numerable en este caso.

3.3. Las transformaciones de cubierta de la Jacobiana.

3.3.1. De tipo eliptico (o parabdlico). Consideremos una transformacién holo-
morfa no constante f :E., — I, entre curvas elipticas tal que f(0) = 0. Sabemos que
ésta es una transformacién holomorfa cubriente no ramificada finito a uno; mas aun, esta
transformacion holomorfa es compatible con la estructura de grupo de las curvas elipticas,

de donde es un morfismo analitico. El nicleo de la transformacién f, Ker(f), consiste



94 La Jacobiana de las laminaciones universales algebraicas.

s6lo de un nimero finito de elementos (con lo cual la transformacién f es una isogenia de
variedades abelianas, ver [26] y [27]), asi, podemos escribir

n—1

Ker(f) = £710) = {0.p1,..pna} = (J{(Ker(N)o +pi},
=0
donde (Ker(f))o =0 € E». Mas atin, el grado de la transformacién f, deg(f), es justa-
mente el indice del subgrupo normal f(A.) en A, (ver [27] pag.12), es decir, deg(f) =
[Ar 2 f(A)].
Consideremos al sistema inverso {E. gy = (C/Ar(p), Pr(m)); fr(r)r(m7) } H,H/ €1 ¥ al con-
junto dirigido I (ver ejemplo 1.2.6).

Observacién 3.3.1. Dados cualesquiera H, H' € I se satisface que la imagen de
A+ gy bajo la transformacion fT( H)r(#') €8 un subgrupo normal de indice finito en A;(g.
Més atin, la imagen de A,y bajo la transformacién fTT( H) © fT( H)r(H') €8 un subgrupo

normal en A, de indice finito.

Por la observacion anterior consideremos a la familia

J = {Fery © Framyray D)) ey (M) Ya,mver de todos los subgrupos de indice
finito de A-. Y definamos el orden parcial < en J como sigue:

para cualesquiera U,V € J decimos que U < V si y solamente si V' es un subgrupo de U.
Lema 3.3.2. La familia J forma un conjunto dirigido bajo el orden parcial <.

Demostracién. Sean U,V € J, definamos el conjunto W € J como W = UV, el
cual satisface que U < W y V < W.

Para cualesquiera U,V € J tales que U < V, definimos el morfismo quy entre los

grupos finitos 'y = A+ /V y Ty = A, /U como
quv A+ V= A+U
para toda A € A,.
Lema 3.3.3. El conjunto {T'y,quv }uves forma un sistema inverso de grupos finitos.

Demostracién. El conjunto {I'y, quyv }uves esta formado por la familia de grupos
finitos {I'y }yes y por la familia de epimorfismos {quv }u,ves, dicha familia de epimorfis-
mos satisface que quy = Idy paracada U € J ysi U, V,W € [ satisfacen que U <V < W
entonces se cumple gy o qvw = qUuw -
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Observacién 3.3.4. Es un hecho bien conocido (ver [14] pag.39) que dada la trans-
formacion holomorfa no constante f : E. — I, el grupo de las transformaciones de
cubierta de este cubriente finito de Galois (o cubriente regular finito), Deck(E./ /E;), es
isomorfo al grupo finito A,/ f(A.), es decir, Deck(E, /E;) = Ar/f(Ap).

Para cualesquiera dos H, H' € I consideremos las curvas elipticas E-urys Ermy v Ery
asi como las transformaciones holomorfas cubrientes no ramificadas f-(m)r (), frr(a) ¥
frr(ary en el sistema inverso {(C/A;(w), p-(m))s fr(m)}- Por la observacién 3.3.4 anterior

tenemos el siguiente diagrama

(70)
DeCk(]ET(H’)/ET) i) AT/fTT(H’)(ATT(H/)) =Ty

hT(H>r<H'>l llIUv

DeCk(]ET(H’)/ET) — AT/fTT(H)(ATT(H)) =TIy,
donde por definicién las transformaciones h, gy (gr) estan construidas para que el di-
agrama conmute. Por lo tanto, tenemos un sistema inverso {Deck(E,z)/Er); hrr(m}

indexado por I.

El lema 3.3.3 y la discucién anterior implican el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.5. El limite inverso
Deck(Jac(IET)/Jac(]ET)) = liLn{DeCk(]ET(H)/ET); hor(iy}
Hel
asociado al sistema inverso { Deck(®, gy /Er); hrr(pr)} existe. Mds aun, es candnicamente

isomorfo a @U,VGJ{FU’ quv}

Al limite inverso Deck(Jac(E,)/Jac(E,)) lo lamaremos el grupo de transformaciones
de cubierta de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo elipico (o parabdlico)

sobre la Jacobiana de E.

Teorema 3.3.6. FEl grupo fundamental algebraico deE es canonicamente isomorfo al
grupo de transformaciones de cubierta de la Jacobiana de la laminacion universal alge-

braica de tipo eliptico sobre la Jacobiana de E., es decir,

71+, po) = Deck(Jac(E,)/Jac(E,)).

Demostracién. Este resultado es una consecuencia del hecho que los elementos en
el sistema inverso que se ocupan para definir al grupo fundamental algebraico de E.- y los
elementos en el sistema inverso que define al grupo de las transformaciones de cubierta de
la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) sobre la Jacobiana de E,

son canonicamente isomorfos.
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Ejemplo 3.3.7. El grupo Deck de la Jacobiana de la laminaciéon universal
algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) diddica
Consideremos a la laminacion universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) diddica:

I n
(]E)(Q_hm{]E <—]E()<i]ET(22) fa

neN

donde fon denota a la transformaciéon holomorfa cubriente no ramificada dos a uno entre

E;(2n) y E;(2n-1). Denotemos por fan a la transformacién C-lineal inducida por fon.

Observaciéon 3.3.8. Todos los subgrupos de indice finito de Z x Z son de la forma
(28) () con (2%) en GL(2,Z). Asi, los subgrupos de indice 2" de Z? estan en corre-

cd m cd

spondencia con las matrices M € GL(2,Z) de determinante 2.

En este caso la familia J esta formada por todos los subgrupos de A de indice 2" para
todo n € ZT. Asi, la familia I' = {T'y := A, /U : U € J}. Explicitamente tenemos:
M=eZ2Z&72]/2Z&TZ

LLBTL/2L S TL)
Ty = A/ fa(A r2)) = 7.6 12)(Z & 2L
7@ 1L/ (2°Z & TZ)
F4—A/f20f4( 7(4) Z@TZ/(QZ@QTZ)
ZoTL)(Z D 2%77)
Z®TL/(2"L S TZ)

7. TL)(2" 7 ® 277)

1

Ton =Ar/fa0 fao- 0 fan(Arany) :
ZoTZ/(2Z® 2" 177
Z®TL/(Z S 2"TL).

Para cualesquiera U,V € J tales que U < V el morfismo sobreyectivo gy entre los
grupos finitos I'y := A, /V y T'y := A; /U esta dado por quy : A+ V) — (A+U). Asi, el
homomorfismo sobreyectivo gon : I'gn — I'yn—1 estd dado explicitamente por:

Gon : A+ (fao fro--0 fon(Ar(on )|—>)\+(f20f40'"Ofgn—l(AT(gn—l))) para toda A € A,.

Por lo anterior el limite inverso del sistema inverso {I'sn, gan } es isomorfo a

lim {(Z&7Z)/(2"Z®2™7Z)} el cual es isomorfo a Zo ® 7o = Ty X Lo,
n,meN

donde Zsy denota a los numeros enteros diddicos.



3.3 Las transformaciones de cubierta de la Jacobiana. 97

Observemos que el conjunto de los grupos finitos {I'sn} es un conjunto cofinal en el

conjunto de los grupos {I'y}. Asi, tenemos que:
Deck(Jac((E-)())/Jac(Er)) = Lo & Lo 22 Ly x Lo.

3.3.2. De tipo hiperbdlico. Para hacer la descripcion de las transformaciones de
cubierta en este caso, seguiremos los mismos paso que en el caso de la laminacién universal
algebraica de tipo eliptico (o parabdlico), sin embargo, el hecho que las dimensiones de
las diferentes variedades Jacobianas involucradas en el limite inverso vaya creciendo de

acuerdo al género hace que esto no sea tan facil.

Siguiendo con nuestra notacién, Cy(gyg(gr) denotard a la transformaciéon C-lineal in-

ducida por el epimorfismo analitico Cy(gyg(ny : Jac(Xygry) — Jac(X,

sin perdida de generalidad (ver seccién 1.5 del capitulo 1) que para cada H € I la variedad

(#))- Asumiremos

Jacobiana tiene la expresion:
Jac(Xo(m) = CU [Mg(ar),
donde Ay ) es una reticula en CoH),

Es bien sabido (ver [27] pag.11) que el Ker(Cym)gmry) es un subgrupo cerrado de
Jac(Xg(H/)) y por lo tanto compacto; mas aun, que la componente conexa del Ker(C’g(H)g(H/))

que contiene al cero, Ker(C

9(H)g(H'))0; €8 un sub-toro complejo de Jac(X,

g(rr)) el cual esta

dado explicitamene por:

Cotingtay ot o

Ker(Cymygany)o = ==
Cotmgeny D)o N Ag(rrm))

donde é’g_(}-l)g(H’)(Ag(H))O es la componente conexa de ég_(}{)g(H’)(Ag(H)) que contiene al
cero. Dicha componente conexa es un espacio vectorial de dimensién g(H') — g(H) = m.
Ast, Ker(Cy(myg(nry)o es un toro complejo de dimension m, es decir, Ker(Cymygmr))o =
C™/A para alguna reticula A en C™. El subgrupo Ker(Cymgpgry) tiene a lo més un
numero finito de componentes, ya que es compacto; asi K er(Cg( H)g( H/))o es un subgrupo
de fndice finito en Ker(Cyp)g(mvy) con lo cual tenemos:

n

Ker(Cymyg)/ EKer(Coiangrry)o = {po = 0,p1...pn} = | [{Ker(Cyamgaar)o + pil-
i=0

De las observaciones anteriores tenemos el siguiente resultado:
Lema 3.3.9. Si X1y y Xgcm) son dos superficies de Riemann compactas de géneros
g(H") > g(H) > 2 y Cymygmry = Jac(Xgmry) — Jac(Xgy) es el homomorfismo

analitico entre sus variedades Jacobianas. Entonces,

(71) Ker(Cyingmry) = |_{(Eer(Cyamgiar))o + bi}s
=0
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donde Ker(Cymygmry)o es la componente coneza del subgrupo Ker(Cy(mygmr)) que con-

tiene al cero y p; son algunos elementos en Ker(Cg(H)g(H/)).

Proposicién 3.3.10. La variedad Jac(Xygry) fibra sobre la variedad Jac(X ) con
fibra homeomorfa a Ker(Cymygury) = Lot K er(Cyryg(rry)o + i}

Demostracién. Por el lema anterior la fibra sobre el elemento identidad es
Ker(Cymygary) = Lo 1K er(Cy(myg(mryJo+Di}- Para cualquier otro punto z € Jac(Xy(m)
su fibra es homeomorfa a Ker(Cymygr) = Lot Ker(Comyg(ary)o + Pit ya que el ho-

momorfismo esta dado por la traslacion que lleva al elemento identidad, en el punto z.

Otra demostracién:

Demostracién. Por la factorizaciéon de Stein (ver [27] pag.11) sabemos que el epi-

morfismo analitico Cy(p)g(r), se factoriza de manera canénica como

Cotmygary = hg(myg() © Lg(myg(mry,

donde hy(gygrry = Jac(Xgmy) — Jac(Xymry)/(KerCymyg(ary)o es un homomorfismo
analitico de toros complejos y Iymyg(mr) * Jac(Xgmry)/(KerCymygay)o — Jac(Xym)

es una isogenia. Asi, tenemos que

(72) Ker(Iymygmr)) = Ig_(}{)g(H/)(O) ={q0=0,...,q}

para alguna k € N tal que k > 1y ¢; # q; para toda i # j.
Por otro lado, notemos que para cada ¢;, el conjunto h;(lH)g(H,)(qi) es homeomorfo a
un toro complejo de dimensién m, es decir, h;&q)g( H,)(qi) =~ C™/A. En efecto, ya que

el homomorfismo hgyg)emr) satisface que h;(lH) )(O) >~ C™/A; asi, por lo anterior se

g(H'
satisface
k
-1 -1 -1 -1
(T3) gy Tyt ) = Pyiimgr (120 = 0,41, ax}) = UohmH)g(H’)(ql')'
Afirmamos que esta unién es una unién disjunta. Para ello primero observemos que

hg:(}{)g(H,)(qi) # hg_&q)g(H,)(qj) para toda ¢ # j. En efecto, ya que hg_&{)g(H,)(O) =
g rgi
anterior. Ademds, para toda i # j se satisface que hg(H)g(H/)(h;(lH)g(H,)(qi)) =q¢ F#q =

(@) = Ker(hg(myg(m)), €l cual es un toro complejo de dimensién m por la nota

-1
ha(mya(an) (Mg (45)) -
Finalmente, como hg_&{)g( H,)(qi) es conexo y hg(pyg(pvy s un homomorfismo analitico en-

tonces hg_(lH)g( H')(Qi) N h;&q)g( H’)(Qi) = (), de donde obtenemos la afirmacién.
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Consideremos al conjunto dirigido I y al sistema {Jac(Xgm)), Co(ryg(mry } ,m7er (ver
ejemplo 1.2.6). Observemos que para cualesquiera H, H' € I se satisface que Cy(H)g(H")
(Ag(gry) es un subgrupo normal de indice finito en Ag(gy, es decir 6’9(H)9(H/)(A9(H/)) <
Ag(p); més atin, ég’g(H) NQ(H)Q(H/)(AQ(H/)) es un subgrupo normal de indice finito en A,.
Asi, consideremos a la familia
J = {C~’g,g(H) oé'g(H)g(H/)(Ag(H/)) = ég’g(H/)(Ag(H/)) VAgymy}i,mer de todos los subgrupos
normales de indice finito de A, que se obtienen de esta forma y definamos el orden parcial
< en J como sigue:
para cualesquiera U,V € J decimos que U < V si y solamente si V' es un subgrupo normal

de U.
Lema 3.3.11. La familia J forma un conjunto dirigido bajo el orden parcial <.

Demostraciéon. La familia J estd parcialmente ordenada por construccién. Sean
U,V € J, definimos el conjunto W € J como W = U [V, el cual satisface que U < W'y
V<W.

Para cualesquiera U,V € J tales que U < V, definimos el morfismo gy : I'y =
AV — Ty = Ay/U entre los grupos finitos I'y y 'y, es decir, como quy : (A + V) —
(A+U) para toda A € Ay.

Lema 3.3.12. El conjunto {T'y, quv }u,ves forma un sistema inverso de grupos finitos.

Demostracién. El conjunto {I'y, guv }u,ve, esta formado por una familia de grupos
finitos, {I'y }yes y por una familia de epimorfismos, {quv }v,ves tal que se satisface que
quu = Idy para cada U € J y si U,V,;W € J son tales que U < V < W entonces
quv ° qvw = quw se da.

Por la factorizacién canodnica de Stein tenemos que

Cotmygary = Lg(myg(ry © hg(ryg(mry,
Jac(X,pny)

" (BerCy(aygar)o
las transformaciones de cubierta,

donde Iy(m)g(m) — Jac(Xg(H)). Asi, se puede verificar que el grupo de

Jac(Xymry)
(KerCoymg(ar))o

Deck < /JaC(Xg(H))> ,

de este cubriente finito de Galois (o cubriente regular finito) es isomorfo al grupo finito

Agmy/Cy(myg(rry (Ag(rry)- En otras palabras, tenemos un isomorfismo natural
Jac(Xy(pry)
(KerCy(mmyg(ar))o

Deck < /JaC(Xg(H))> = Ag(H)/(Cg(H)g(H’)Ag(H’))
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El lema y las observaciones anteriores implican el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.13. El limite inverso

~

Deck(Jac(Xg,r)/Jac(Xy,r)) = lim {Tv,quv}
UveJ

del sistema inverso {T'y, quv}uves existe.

Al limite inverso anteiro lo llamaremos el grupo de transformaciones de cubierta de la
Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbolico sobre la Jacobiana de

Xg,r.

Ejemplo 3.3.14. El grupo Deck de la Jacobiana de la laminacién universal

algebraica de tipo hiperbdlico diadica

Consideremos a la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico

diadica:

(74) (Jac((Xa,r)(2))s Corr)) = Hl;il I{JGC(Xg(H))a Co(ryg(rr)}
) ‘e

Supongamos que la superficie de Riemann compacta base es de género 2, con estructura
compleja 7 y que su variedad Jacobiana estd dada como Jac(X3) = C2/Ag, donde Ay =
(Z ®iZ)? = Z* @ ildeZ? y Idy denota la matriz identidad en GL(2,Z). Entonces, los
grupos I'y(f) explicitamente estan dados por:

Fl =e
Loty = D2/ Cogany (Agm))

Locry = A2/ Cogary © - © Cytrmg(ary Ag(ar))-

Observemos que [Cy () (Agmy) = A2] = 2, S [Co g(m) o 0 Cymygrry(Ngmny) + Ao] =
2F para alguna k € N, es decir, los grupos A2 /Cogirryo -0 Cypmygrry(Ag(pry) son grupos
finitos de orden 2"; asi como también que los epimorfismos qq(mygm7) : Ugarry — Tg(m)

estdn dados explicitamente como A + I'y(gr) — A + 'y para toda A en As.

El limite inverso

Deck(Jac((Xa,r)())/Jac(X2)) = lim {¢ 220 Ty Jotg!) Ty —— ...}
Hel

es la completacion diddica de Ag, (ver la seccién 1.2.6), es decir,

(75) Um {Ty(#1y, Gg(rygmr) } = (2(2) ® iz(z))Z-
Hel
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Nota 3.3.15. Si comenzamos la torre de recubrimientos que definen a la laminacién
universal algebraica de tipo hiperbdlico diadica con una superficie de género g > 2, en-
tonces, obtendremos una laminacién ()?9,7)(2) homeomorfa a (XQ’T)(Q). Asi, las Jaco-
bianas de dichas laminaciones son homeomorfas. Mas atn, existe el epimorfismo analitico
Cyy : Jac(Xy) — Jac(Xz). Supongamos que Jac(X, ;) tiene una expresién de la
forma Jac(X,) = C9/A, = CI/(Z ®iZ)%, entonces, Deck(Jac(X,,)/Jac(X,)) = (2(2) @
iZ(Q))29 . Més atun, la transformacion 6’29 relaciona al grupo de transformaciones de cu-

bierta de Jac((Xg,7)()) sobre Jac(X, ;) y al grupo de transformaciones de cubierta de
JQC((XQJ-)(Q)) sobre Jac(Xz ;) de la forma:

(76) Cog(Deck(Jac(Xy)/Jac(X,))) < Deck(Jac(Xs)/Jac(Xa)).

3.4. El cubriente universal generalizado de la Jacobiana.

Entenderemos por el cubriente universal de la Jacobiana de la laminacion universal
algebraica (de tipo eliptico o de tipo hiperbdlico) a un espacio foliado (ver definicién 1.1.1,
seccién 1 del capitulo 1), en el cual el grupoide fundamental (el gérmen fundamental, ver
[15]) actia dando como cociente un espacio homeomorfo a la Jacobiana de la laminacién
universal algebraica de tipo parabdlica o de tipo hiperbdlico segun sea el caso.

Al igual que en el caso clasico de espacios topoldgicos, el cubriente universal de nuestras
Jacobianas es el espacio topolégico ”donde se desacen o desenvuelven” las identificaciones

que definen a las Jacobianas universales algebraicas.

3.4.1. De tipo eliptico (o parabdlico). Dado que la Jacobiana de la laminacién
universal algebraica de tipo eliptico o parabdlico es canénicamente homeomorfa a la lam-
inacién, entonces, el grupo fundamental generalizado (el gérmen fundamental, ver [15])
de la Jacobiana de la laminacién universal algebraica de tipo eliptico o parabdlico, es el
mismo que el de la laminacién. Siguiendo el trabajo de T. Gendron [15], se puede ver que
el cubriente universal generalizado de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica

de tipo eliptico o parabdlico es:
C x 7/7\-1 (]ET)a

donde 71 (E;) es la completacién profinita del grupo fundamental de la curva eliptica E,
(ver la definicién 1.2.20 del capitulo 1).

Nota 3.4.1. Recordemos (ver secciéon 1.8) que Jac(Xgy) es una variedad abeliana
principalmente polarizada de dimensién g. Consideremos “la torre de toros complejos
T3 de dimensién g sobre Jac(X,)”, es decir, “la torre” de recubrimientos holomorfos no
ramificados finitos a uno (isogenias) sobre Jac(X,). En otras palabras, tenemos una torre

de recubrimientos por variedades abelianas de la misma dimensién que Jac(Xy), dicha
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torre de recubrimentos estd dada por el limite inverso:

(77) Jae(X,) = lm T3, 1},
neN

donde las h,, son homomorfismos analiticos con kerneles finitos (i.e isogenias). Este limite
inverso tiene la estructra de un C-esquema propio (ver Mumford [35] pag. 44).

Usando los mismos argumentos que los usados en la laminacién universal algebraica de
tipo eliptico (o parabdlico) tenemos que Ja/c(}g) es un espacio foliado cuyas hojas son
analiticamente equivalentes a C9, méas atin, que el cubriente universal generalizado de
Ja/c(yg) es:

CcY Xz, g,
donde /A\g( ) = m(Jac(Xy) es la completacién profinita de Ay con respecto al sistema

dirigido que define a J@).
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4.1. El grupo de divisores.

En esta seccion se define el grupo de divisores en las laminaciones universales alge-

braicas comenzando con la de tipo eliptico

4.1.1. El grupo de divisores en la laminacion universal algebraica de tipo
eliptico. Consideremos al sistema inverso { (B g, Pr(m))s fr(m)r(m7) } H,He1 ¥ al conjunto
dirigido I, (ver ejemplo 1.2.6).

Dados cualesquiera H, H' € I consideremos las curvas elipticas marcadas (B, gy, pr(a7)) ¥
(E; (), Pr(mr)), la transformacién fr (g : (B mry, prary) — ®-(ar), Pr(rr)) holomorfa
cubrlente no ramificada, los grupos de d1V1sores Div®- gy, Pr(ary) ¥ DZU(ET(H), Dr(H))
respectivamente, asi como el morfismo norma Ni yrian Div®,(gry) — Div(E,(g)) el

cual esta dado por

NfT(H - (H') D= anpl - f anf pz € DZ'U(]ET )

(ver secci6én 1.6.1).

Con las consideraciones anteriores podemos enunciar el siguiente resultado.

Lema 4.1.1. El conjunto { Div(E, (), pr(m)); NfT<H)T(H/)}H7H’€1 forma un sistema in-
verso de grupos libres abelianos.

Demostracién. Es claro que {Div(- (g, pr(m)) } Her es una familia de grupos
abelianos libres parametrizadas por I; por otro lado {N Friitye (H,)} H,H'el s una familia

de epimorfismos analiticos tales que: N i) = Id; () para cada H € I. Sélo falta

,7(H)
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verificar que para cualesquiera dos H, H' € I tales que H < H’ existe un H” € I para el

cual se satisface la relacién:

Ny

T(H)T(H') :NfT ONfT

(H)T(H') (H")T(H')

En efecto, dados H y H' en I tales que H < H' existe H” € I tal que H” = H' = H,
asi como transformaciones fr(g)r-(gm) Y fr(m)r(ar) que satistacen la relacion fr(gyrgr) =
Jr(yr ) © fr(a)yr (), todo ello por estar en el sistema inverso que determina a la lam-
inacién universal algebraica de tipo eliptico (6 parabdlico). Asi, asociado a fr(g)r(m)

existe Ny ) Puesto que Ny () (1 son transformaciones

v Ny ¥ Nz

,© NfT(H')T(H'q esta bien definida y se satisface

T(H')"
sobreyectivas se sigue que Ny )

Ny = N;. o Ny

T(H'

(H)T(H") (H)T(H) (H)r(H")

El lema anterior implica el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.2. El limite inverso

Div(-,p-), Nu) = lim {Div@®rz), pria))s Ne(anyr(r) }
H/H' el

del sistema inverso {Div(E. gy, r(m)), Nr(ayr(mry} existe.

Al limite inverso anterior lo llamaremos el grupo de divisores de la laminacion universal
algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) y lo denotaremos simplemente por Dz’v(]ET). Asi,
un divisor, ﬁ, en la laminacion universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) serd un
elemento en Div(E,).

Observemos que de la definicién anterior de divisor D tenemos que D puede se pensado

como una coleccién de divisores que estan relacionados, es decir, D = {DT( H)} Heg tal que:

® D gy € Div(B, gy, pr(m)) para cada H € Iy
¢ Ny (Dr(uy) = Dy(my para cada H, H' € I tal que H < H'.

Nota 4.1.3. Si cambiamos de puntos base en las curvas elipticas entonces existe un
isomorfismo canénico entre los grupos de divisores de las laminaciones, esto se debe al

hecho que el isomorfismo se da a cada nivel del limite inverso.

Observacion 4.1.4. La operacién del grupo en Div(E;) es clara al ser este un grupo
abeliano, sin embargo, a dicha operacién la debemos pensar como la operaciéon de suma

de divisores a cada nivel del limite inverso.

Diremos que un divisor, D = {DT( H) }, en la laminacién universal algebraica parabdlica

es un divisor efectivo si cada uno de los divisores D, py es un divisor efectivo.
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4.1.2. El grupo de divisores en la laminacion universal algebraica de tipo
hiperbdlico. En esta seccién definimos el grupo de divisores de la laminacién universal
algebraica de tipo hiperbdlico en completa analogia a la definicién para la laminacién
universal algebraica de tipo eliptico.

Consideremos al conjunto dirigido I y al sistema inverso {Xg( ) Jg(m)g( H/)} o aer (ver
ejemplo 1.2.6). Dados cualesquiera dos H, H' € I tal que H < H’ consideremos las
superficies de Riemann compactas marcadas (X gy, Pg()) ¥ (Xg(m)> Pg(r)) de géneros
g(H') > g(H) > 1 con una estructura hiperbdlica fija para X g, la transformacién
holomorfa fymygmry = (Xgmny: Pgr)) — (Xg(a)> Pg(rr)), cubriente no ramificada finita
a uno, los grupos de divisores Div(Xypgr)) y Div(Xg)) respectivamente. Asi como el

morfismo norma Ny, ..+ Div(Xypr)) — Div(Xym), (ver seccién 1.6.1).

Con las consideraciones anteriores tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.1.5. El conjunto {Div(Xy(my, Pg(m)); Ni o )}H,H’GI forma un sistema in-

g(H'
verso de grupos abelianos (libres).

Demostracién. Esta demostracién es completamente analoga a la demostracién del
lema 4.1.1

El lema anterior implica el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.6. El limite inverso

(DiU(Xgapg)aNH): lﬂl {DiU(Xg(H)apg(H))aNfg(H)g(H/)}
HH'el

del sistema inverso {Div(Xy(my, Pg(r))s Ng(m)g(r)} €viste

Al limite inverso anterior lo llamaremos el grupo de divisores de la laminacion univer-
sal algebraica de tipo hiperbolico y lo denotaremos simplemente por Div(X ;).
Asi, un divisor, D, en la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico sera un ele-

mento de Div(X, ).

Observacion 4.1.7. Un divisor D en la laminacién universal algebraica de tipo

hiperbdlico es una coleccién {Dy(g)}mer tal que:

® Dypy € Div(Xyp) para cada H € 1.
® Nt imotn (Dg(rry) = Dy(mry para cada H,H' € I con H' - H.

A~

Observacién 4.1.8. La operaciéon de grupo en Div(X, ) estd dada explicitamente

como la operacion de suma de divisores a cada nivel del limite inverso.
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Definicién 4.1.9. Diremos que un divisor, D = {Dyg)}, en la laminacién universal
algebraica hiperbdlica es un divisor efectivo, si cada uno de los divisores D) es un divisor

efectivo.

4.2. Divisores de grado d y la proto-variedad de Divisores de grado d.

Comenzamos esta seccion definiendo el grado de un divisor en las laminaciones univer-
sales algebraicas. Usando esta definiciéon de grado y las propiedades de la transformacion
norma hacemos un andlisis mas detallado de los divisores de grado d en las laminaciones

universales algebraicas.

4.2.1. El grado de un divisor en las laminaciones universales algebraicas.
Consideremos dos divisores D1 = Y n;p; y Do = ijqj en la superficie de Riemann
compacta X, tales que tienen el mismo grado, equivalentemente, deg(Dy — D) = 0.
Supongamos que f : Xg) — X, es una transformacion holomorfa no-ramificada, cubri-

ente finita a uno.

Lema 4.2.1. Los elementos del conjunto Nm;l(Dl—Dg) son divisores en la superficie

de Riemann compacta Xy de grado cero.

Demostracién. Recordemos que la transformaciéon norma Nmy preserva los grados
de los divisores y es sobreyectiva (ver observacién 1.6.9). Asi, si N m;l(Dl —Dy) = {Dy},

entonces, Nms(Dy) = D1 — D, con lo cual obtenemos el resultado.

Consideremos un divisor D = {Dpg} en las laminaciones universales algebraicas y d
un numero entero.
En base al lema anterior hacemos la siguiente definicién.

Definicién 4.2.2. El grado del divisor D en las laminaciones universales algebraicas
es la funcién deg : Div(f(gﬁ) — Z la cual asocia el grado usual de cualquier Dy que
forman a D. En otras palabras, diremos que D tiene grado d si cada uno de los elementos

en la coleccion que definen a D tiene grado d.

4.2.2. De tipo eliptico (o parabdlico). Observemos que sobre un divisor D de
grado d en E_ ) hay un ntimero de divisores de grado d en £, ) que es igual al grado de

la transformaciéon norma Ny (e

4.2.2.1. Divisores de grado cero. Para el caso particular d = 0, tenemos que el conjunto
de divisores de grado cero en E.- es un grupo cuyos elementos se pueden escribir como g, —p;
donde ¢, es un punto arbitrario de E; y p, es el punto que hemos escogido en esta curva

eliptica, el cual juega el papel del neutro del grupo.
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Consideremos las curvas elipticas marcadas (E; (g, pr(m), asf como las transforma-
ciones holomorfas f;(my-(rry : @77y, Pr(7)) — Er(a), P-(ir)) en el sistema inverso que
determina a la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (6 parabdlico) (ver ejemplo

en la seccién 1.2.6).

Para cada una de las curvas elipticas marcadas, (]ET( H)» Pr( H)), consideremos su grupo
de divisores y el morfismo de Abel-Jacobi, ¢, (g : Div(Er, pr(y) — Jac(Er, pr(x)). Este
morfismo esta dado explicitamente por:  np; = @) (2 nip;), donde (3 nip;) denota
la suma de los puntos del divisor D = ) n;p; como puntos de la curva eliptica E,.

Con todo lo anterior tenemos el siguiente lema.

Lema 4.2.3. Fl diagrama

. Pr
Div(®pp)) —5 Jac(® 1), pr(ir))

NfT(H)T(H')l lCT(HMH’)

DivE,) —Z—  Jac(E,,p;)

es conmutativo.

Usando el lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.2.4. Existe un morfismo candnico, @, entre el grupo de divisores en
la laminacion universal algebraica de tipo eliptica (6 parabdlico) y la Jacobiana de la

laminacion universal algebraica de tipo eliptico (6 parabdlico), es decir,
@ : Div(E,) — Jac(E,).

Definicién 4.2.5. Al morfismo canénico @ : Div(E,) — Jac(E,) anterior lo llamare-

mos el morfismo de Abel-Jacobi de tipo eliptico (o parabdlico).

4.2.2.2. Divisores de grado d. Para el caso d € Z en general, sabemos que el grupo de
divisores de grado d en una curva eliptica estd en correspondencia biyectiva con la curva
eliptica, de hecho es “un transladado” del grupo de divisores de grado cero. Asi, tenemos

el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.6. El conjunto de divisores de grado d de la laminacion universal al-
gebraica de tipo eliptico (o parabdlico) estd en correspondencia biyectiva con la laminacion

universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico).
Nota 4.2.7. El limite inverso

H =l {Ker(Ny, )i Ny oy
el

del sistema inverso {Ker(NfT(m NfT<H)T(H'>}HEI es un subgrupo del grupo de divi-

).
T(H")/?
sores de grado cero de la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico),

el cual es isomorfo con el conjunto de Cantor [ ] Z(p) visto como grupo topolégico.

peEP
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Recordemos que para cada d € Z el grupo de divisores Divy(X,) en una superfi-
cie de Riemann compacta de género g > 1 puede ser identificado con los subconjuntos
(subvariedades analiticas) de su variedad Jacobiana, Jac(X,), mediante el morfismo de

Abel-Jacobi (ver seccién 1.7). Asi, enunciamos el siguiente resultado.

Lema 4.2.8. Para cada d € Z los conjuntos {Divd(ET(H))’NfT(H)T(H/)}HEI Yy
{Diva(Xy(m)), Ny

g(H)g(H’)}HGI forman sistemas inversos de subvariedades analiticas.
Demostracion. Este resultado es una consecuencia del hecho que las transforma-

ciones norma NfT<H)T(H/) preserva grados y del hecho que {Divg(E.(f)), NfT<H)T(H'>}H€I es

un subconjunto del sistema inverso {Jac(E,(x)), Cr(m)r(ar)}Her- Ya que las condiciones

para formar un sistema inverso se satisfacen simplemente por restriccién.

La demostracién para el caso de la laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico es

analoga.

El lema anterior implica el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.9. Para cada d € Z los limites inversos

Divg(E;) = lim { Divg([,s)), Ny oy VHET
Hel

A~

Divd(Xg,T) = @{Dzvd(Xg(H))7 Nfg(H)g(H/)}HEI
Hel

de los sistemas inversos {Divd(ET(H)), NfT<H)T(H')}HEI y {Divd(Xg(H)), Nfg(H)g(H’)}HEI ex-
isten.

Definicién 4.2.10. A los limites inversos Divg(E,) y Divg(X,,) los llamaremos la
proto-variedad de divisores de grado d de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica

de tipo eliptico y de tipo hiperbolico respectivamente.

Nota 4.2.11. El nombre de proto-variedad esta inspirado en por el trabajo Groupes
proalgebriques de Jean Pierre Serre (Publications Mathématiques del’ I.H.E.S. tome 7
(1960) pégs.5-67.

En particular, Divg(E,) (Divg(X,,)) es la proto-variedad de divisores de grado cero

de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico (de tipo hiperbdlico).

4.2.3. De tipo hiperbdlico. En esta secciéon enunciamos los rsultados sobre los
divisores de grado d y la proto-variedad de divisores de grado d en la laminacién universal
algebraica de tipo hiperbdlico. Las demostraciones son completamente andlogas a las
demostraciones de los resultados en la seccién de la laminacién universal algebraica de

tipo eliptico.
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Consideremos las superficies de Riemann compactas marcadas (X, g(H)» Py( H)), asf como
las transformaciones holomorfas fymygmr) * (Xgmr), Pg(ar)) — (Xg(H)» Pg(r)) €n el sis-
tema inverso que determina a la laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico (ver
ejemplo en la seccién 1.2.6).

Para cada una de las superficies de Riemann marcadas (Xg( H)s Dg( H)) consideremos su
grupo de divisores y el morfismo ¢,y @ Div(Xy(my, Pg(rry) — Jac(Xy(my, Pg(rry) de Abel-

Jacobi.
Lema 4.2.12. FEl siguiente diagrama es conmutativo:
. Pg(H’)
DZU(XQ(H/)) g—> JQC(Xg(H’)7pg(H))

Nfg(H)g(H’)J( J{CQ(H)Q(H/)

. 2
Div(Xyy) — Jac(Xyim) Pyar))

Teorema 4.2.13. FExiste un morfismo candnico, o, entre el grupo de divisores de
la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico y la Jacobiana de la laminacion

universal algebraica de tipo hiperbdlico.

Definicién 4.2.14. Llamaremos al morfismo canénico ¢ : Div(Xy,) — Jac(X, 1)

anterior el morfismo de Abel-Jacobi de tipo hiperbdlico.

4.3. Divisores principales.

En esta seccion definimos a los divisores principales y a los grupos de divisores prin-
cipales en las laminaciones universales algebraicas. También se prueba un resultado para
caracterizar a los divisores principales en el caso de la laminacién universal algebraica de
tipo eliptico.

Consideremos dos superficies de Riemann compactas X, y X, de géneros r > g > 1.

Sea fgr : X; — X, una transfrormacion holomorfa no constante.

Lema 4.3.1. La transformacion norma Ny, : Div(X,) — Div(X,) se restringe al

subconjunto de divisores de grado d; mds aun, al subgrupo de divisores principales.

Demostracién. De la observacion 1.6.9 se sigue que la transformacion norma re-
stringida a los divisores de grado d en la superficie X, tiene como imagen a los divisores
de grado d en la superficie X,.

Si D y D’ son dos divisores en X, linealmente equivalentes, es decir, existe un divisor
principal (h) € DivP(X,) tal que D — D" = (h), del lema 1.6.10 tenemos que Ny, (D)
y Ny, (D') son linealmente equivalentes en X, y por lo tanto existe un divisor principal
(9) € DivP(X,) tal que Ny, (D) — Ny, (D) = (g), de donde definimos Ny, (h) = (g), con

lo cual concluimos la ultima parte del lema.
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Nota 4.3.2. La transformaciéon Ny, definida en la demostracion anterior esta bien

definida modulo multiplicaciéon por constantes.

Usando la definicién de divisor en las laminaciones universales algebraicas, el hecho que
la transformacién norma preserva grados y el hecho que la restriccion de la transformacion
norma a los divisores de grado cero y al subgrupo de divisores principales es sobreyectiva

hacemos la siguiente definicién.

Definicién 4.3.3. Un divisor D = {Dpy} las laminaciones universales algebraicas
serd llamado un divisor principal, si cada uno de los divisores en la colecciéon que define al

divisor D es principal.

Lema 4.3.4. El conjunto {DivP(E, ), Ny

T(H)r(H'
{DivP(Xg(H)),Nfg(H)g(H,)}HGI forman sistemas inversos de grupos abelianos.

)}Hel ast como el conjunto

Demostracion. Este resultado es una consecuencia del hecho que el conjunto
{DivP(Xg(H)),Nfg<H)g<H,)}H61 es un subconjunto del conjunto que sirve para definir al
limite inverso Divg(Xy(f)) ya que para cada H € I, DivP(Xgy ) es un subgrupo de
Divy(X, o H)) y la transformacién norma esta bien definida. Asi, es claro que por restriccién
se satisfacen las condiciones para formar un limite inverso. La demostracién en el caso

eliptico es analoga.

Usando el lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.3.5. Los limites inversos

DivP(E;) = W {DivPEr(a)): Ny, ) )}
Hel

DivP(X,-) = lim{DivP(Xym)), Ny,
Hel
de los sistemas inversos {Dz’vP(ET(H)), fT(HMH,)} y {Dz’vP(Xg(H)),Nfg(H)g(H,>}H61 ex-

g(H’)}

isten.

~

Definicién 4.3.6. Los limites inversos DivP(E,) y DivP(X, ;) anteriores seran lla-
mados el grupo de divisores principales de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico

(o parabdlico) y de tipo hiperbdlico respectivamente.

Teorema 4.3.7. Si D = {DT(H)} es un divisor en la laminacion universal algebraica

de tipo eliptico (o parabdlico), entonces, D es un divisor principal si y solo si se satisface

. deg(ﬁ) =0y
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o &(D) = {7y (Drany Y rier = {pray b rer = 0 € B,

donde ¢ es el morfismo de Abel-Jacobi de tipo eliptico.

Demostracién. Si D = {DT(H)} es un divisor principal, entonces, deg(DT(H)) =0y
Or(H) (DT(H)) = 0 para todo D, (g ~ o
Por el contrario, si se satisface que deg(D) =0y ¢(D) = {@T(H) (DT(H)}HEI = {pT(H)}HGI -
0 € E,, entonces, los elementos en {DT(H)} tienen grado cero y @({DT(H)}) =pry =0 €
E,(#), por lo tanto D = {D,(g)} es un divisor principal.

4.4. Funciones meromorfas tangenciales y el grupo de los divisores

principales.

En esta seccién exhibiremos que existen funciones meromorfas tangenciales no triviales
en las laminaciones universales algebraicas mediante la construccién de un conjunto de
funciones meromorfas no triviales que nunca se anulan. Empezamos con la laminacién

universal algebraica de tipo eliptico.

4.4.1. De tipo eliptico (o parabdlico). Consideremos dos curvas elipticasE, yIE,/,
una aplicacién holomorfa no raificada, f, :lE.. — I, cubriente, asi como los conjuntos
M(E;) y M(E,/) de funciones meromorfas de IE; y I,/ respectivamente.

Denotamos por M(E;)* y M(E./)* a los subconjuntos de M(E,) y M(E,/) formados por

las funciones meromorfas que nunca se anulan.

Para cada funcién meromorfa h enE;, i.e. h € M(E/), definimos la funcién meromorfa

Nmy_,(h) en M(E;), de la forma siguiente:

Nmy (W)= [ na)

a€f = (p)

(ver seccién 1.6.1 del capitulo 1).
Es un hecho bien conocido que la transformacién Nmy , : ME.)* — M(E;)* es un

homomorfismo sobreyectivo de grupos (multiplicativos) (ver [11] pag. 282).

Tomemos al conjunto dirigido I que ocupamos para definir a la laminaciéon universal
algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) (ver ejemplo 1.2.6). Para cada una de las curvas
elipticas marcadas (E- (g, pr(mr)) consideremos el grupo multiplcativo M(E;(z))* junto con

los morfismos norma {Nm_ Yr Hrer. Asi tenemos:

(H)T(H")

Lema 4.4.1. El conjunto {M(]ET(H))*;Nme(H>T(Hl)}H,H/EI forma un sistema inverso

de grupos multiplicativos.
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Demostracién. Es claro que {M(E;(z))"} i nrer es una familia de grupos y que
{Nm ey () Yo, er es una familia de morfismos sobreyectivos con indices en el conjunto
I tal que Nme(H)T(H,) = Id, ya que fr(g)r(u) es la identidad. Asi, s6lo falta verificar
que dados H, H', H" € I tales que H < H' < H”" se satisface la relacién N o =
Dicha relacién se satisface por que las transformaciones

Nme © Nme(H/)T(H”

(H)T(H')
Jr()yr () las satisfacen.

)"

Usando el lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.4.2. El limite inverso

M(ET)* = lill{M(ET(H))*; Nme(H)T(H/)}
Hel

del sistema inverso {M(E,x))*; Nme(H)T(H’)}HleeI existe.

Definicién 4.4.3. Al limite inverso M(E,)* anterior lo llamaremos el conjunto de las
funciones meromorfas que nunca se anulan en la laminacion universal algebraica de tipo

eliptico (o parabdlico).

4.4.2. De tipo hiperbdlico. En esta seccién enunciamos los resultados para el caso
de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico. Las demostraciones son andlogas

a las dadas en la seccién anterior.

Consideremos dos superficies de Riemann compactas X, y X, de géneros r > g > 2
respectivamente y una aplicacion holomorfa no ramificada, fg. : X, — X, cubriente.
Denotamos por M(X,) al conjunto de las funciones meromorfas (= racionales) globales
en la superficie X, y por M*(X,) al subconjunto de M(X,) de las funciones meromorfas

(= racionales) globales que nunca se anulan.

Dada la funcién meromorfa h € M(X,) definimos una funcién meromorfa Nmy, (h)
en M(X,) como:
g€ for' (p)

Es un hecho bien conocido que la transformacion norma:
Nmy,, (h) : M(X;)" — M(X,)*

es un homomorfismo sobreyectivo de grupos (multiplicativos) (ver seccién 1.6.1 del capitulo
1).

Tomemos al conjunto dirigido I que ocupamos para definir a la laminacién universal
algebraica hiperbdlica (ver ejemplo 1.2.31) y consideremos la familia de grupos multiplica-

tivos y morfismos parametrizada por I {M(Xm))*; Nmfg(mg(H/)}H,H’eI'
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Lema 4.4.4. El conjunto {M(Xym))*s Nmyg, . 0 Yi,Her forma un sistema inverso

de grupos multiplicativos.

Proposicion 4.4.5. El limite inverso

A~

M (Xyr) = lim {M*(XQ(H))’Nfgw)g(H’)}
Hel'

del sistema inverso {M(Xg(H))*;Nmfg(H)g(H/)}H,H’eI’ existe.

Definicién 4.4.6. Al limite inverso anterior lo llamaremos el conjunto de las funciones

meromorfas que nunca se anulan en la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico.

4.5. El grupo de Picard

En esta secciéon definimos al grupo de Picard de las laminaciones universales alge-

braicas.

Del hecho que el grupo de Picard de una superficie de Riemann compacta de género
g se puede ver como una unién disjunta de clases laterales del grupo, es decir, Pic(X,) =
|ljez Pica(Xy), y puesto que la transformaciéon norma Nmy estd definida de Pic(X;)
a Pic(X,), preserva grados y es sobreyetiva (ver 1.6.8) entonces, podemos pensar en el
limite inverso de los grupos de Picard junto con los limites inversos de las clases laterales
Picq(Xy).

Lema 4.5.1. El conjunto {Pic(E, ), N Yo, mer ast como el conjunto

ey
{ch(Xg(H)), Nfgm)g(Hf)}H:H’GI forman sistemas inversos de grupos.

Demostracion.

El siguiente resultado es una consecuencia del lema anterior.

Proposicion 4.5.2. Los limites inversos

Pic(k,) = W { Pic@r(r)); N, g, oy YHH €T

A~

Pic(Xgr) = Wn{Pic(Xo(m)), Niy o) Fotingtier
del sistema inverso { Pic®- (), TP

{Pic(Xg(H) ), Nfg(H)g(H’) }g(H)g(H')eI existen.

)}H’HIGI y del sistema inverso

Definicién 4.5.3. A los limites inversos Pic(E,) y Pic(X, ;) anteriores los llamaremos
el grupo de Picard de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico (o parabolico) y el

grupo de Picard de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico respectivamente.
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Ahora consideraremos los limites inversos de los conjuntos Picq([Ey ) v Pica(Xgm))
y veremos su relacién con los grupos de Picard de las laminaciones universales algebraicas

anteriores.

Lema 4.5.4. Para cada d € Z el conjunto {Picd(XT(H))’NfT(H)T(H/)}H,HIGI y el con-

junto {Picd(Xg(H)),Nfg(H)g(H,)}g(H)g(H/)el forman sistemas inversos de conjuntos.

Demostracion.

Proposicion 4.5.5. Los limites inversos

Pic(]ET) = @{Picd(ET(H))’NfT(H)T(HI)}
Hel

~

Picy(Xgr) = @{Picd(Xg(H))’Nfg(H)g(H’)}

Hel
del sistema inverso {Picd(]ET(H))7NfT(H>T(H/)}H,Hl€I y del sistema inverso
{Pica(Xy(m)), Nfg(H)g(H’)} existen

A~

Definicién 4.5.6. Los limites inversos Pic(E,) y Picq(X, ) anteriores y serdn llama-
dos el conjunto de haces lineales de clase de Chern d de la laminacion universal algebraica
de tipo eliptico (o parabdlico) y el conjunto de haces lineales ce clase de Chern d de la

laminacion universal algebraica de tipo hiperbolico respectivamente.

Observaciéon 4.5.7. Un haz lineal holomorfo tangencial L en las laminaciones uni-
versales algebraicas de clase de Chern d es una sucesién { Ly} de haces lineales holomorfos
de clase de Chern d, es decir, L gy € Picg®-(m)) ¥ Lg(m) € Pica(Xgym)) para cada H € 1

respectivamente.

Teorema 4.5.8. Erxisten biyecciones no canonicas entre los conjuntos de haces lineales
de clase de Chern d de las laminaciones universales algebraicas y los grupos de haces

lineales de clase de Chern 0 de las laminaciones universales algebraicas.

Demostraciéon. Las biyecciones estan dadas como las sucesiones de biyecciones no

canonicas a cada nivel.

Teorema 4.5.9. Existen isomorfismos

PiC(ET) = |_| @{Picd(Er(H))aNfT(H>T(H/)} = DiUO(ET)/DiUP(ET)
dezZ

Pic(Xyr) = || im{Pica(Xg(m): Ny, g } = Divo(Xy.7)/DivP(Xy 7).
deZ
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Demostracion.

4.6. La relacion entre la Jacobiana, el grupo de divisores y la proto-variedad
de Picard.

4.6.1. La proto-variedad de Picard. Consideremos a los sistemas inversos que
determinan a las laminaciones universales algebraicas universales (ver ejemplo 1.2.6 del
capitulo 1). Para cada una de las superficies de Riemann involucradas en dicho sistema
inverso tomemos su variedad Jacobiana, su variedad de Picard y los homomorfismos so-

breyectivos Cy(gygay y Nm Focmrya(ry €0ETE ellas respectivamente.

)
Sabemos que en el caso de superficies de Riemann compactas existe un isomorfismo

canonico entre la variedad de Picard y la variedad Jacobiana (ver proposicién 1.6.7 del

capitulo 1). Por lo cual es inmediato ver que el diagrama:

Jac(Xyry) —— Pico(Xyar))
Cg(H)g(H’)l leg(mg(H')
JaC(Xg(H)) = PiCO(Xg(H))

es conmutativo, donde Cy )47y €s el homomorfismo sobreyectivo definido en la seccién
3.1.2.

Por todo lo anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.6.1. Eziste un isomorfismo candnico, ¢4, entre la Jacobiana y la proto-

varitedad de Picard de las laminaciones universales algebraicas, es decir,

Jac(E,) = Picy(E,),

Jac(Xgr) = Pico(Xgr).

Definicién 4.6.2. Al morfismo ggg anterior lo llamaremos el homomorfismo de Abel-

Jacobi.

Nota 4.6.3. Notemos que el isomorfismo canénico gg estd dado por la sucesién de

morfismos de Jacobi, es decir, QAS = {bg(r) }ger-

Usando los mismos argumentos que en los parrofos anteriores tenemos la siguiente

proposicion.

Proposicion 4.6.4. Existe un morfismo candnico ¢ del grupo de divisores de la lam-

inacion universal algebriaca de tipo eliptico (o parabolico) ( de tipo hiperbolico) en la
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Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) ( de tipo
hiperbdlico respectivamente), es decir,
@ : Div(®,) — Jac(E,), &:Div(X,,) — Jac(X,,).
Definicién 4.6.5. Al morfismo candénico @ entre el grupo de divisores y la Jacobiana

de las laminaciones universales algebraicas lo llamaremos el morfismo de Jacobi.

Observemos que se tienen los diagramas conmutativos:

Div(X,) —2— Jac(X,) —— Picy(X,)

Nfg(H)g(H’)J Cg(H)g(H”J JNfg(H)g(H’)
Div(X,) —2— Jac(X,) —— Pico(X,)
Usando el hecho que la imagen bajo la transformacién de Abel-Jacobi Ay @ Xgm) —

Jac(Xg(H)) de un punto p € Xyp) es lo mismo que la imagen del divisor p — pg bajo el

homomorfismo de Jacobi (ver [16] cap.2) tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.6.6. La imagen bajo la transformacion de Abel-Jacobi A XQ,T —
Jac(XgJ) de un punto p es lo mismo que la imagen bajo el morfismo de Jacobi @ :
Div(X,,) — Jac(X, ) del divisor p—py y este divisor corresponde al haz lineal LﬁLz}Ol €

Picy(Xyr).

Demostracion. Este resultado es una consecuencia del hecho que las transforma-
ciones de Ayzr) ¥ Py estdn definidas a cada nivel del limite inverso y en cada uno de

estos niveles el resultado se sigue.

4.7. Los conjuntos de divisores positivos de grado k en la Jacobiana de la

laminacién universal algebraica de tipo hiperbdélico.

4.7.1. El k-producto simétrico de la laminacién universal algebraica de tipo
hiperbdlico. En esta seccion se define el k-producto simétrico de la laminacién universal
de tipo hiperbdlico.

Consideremos a las superficies de Riemann compactas X,y que aparecen en el limite
inverso que define a la laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico.

Sea k cualquier entero positivo y consideremos el k-producto cartesiano X 5( )y X 5( ") de
las superficies de Riemann compactas Xgg/) y Xgcmr) de géneros g(H') > g(H) respecti-
vamente.

Definimos la transformacién holomorfa no ramificada, f 5( H)g(H") * X 5( )y X ;‘3( H) entre
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los k-productos cartesianos de las superficies como:

fff(H)g(H’)(Zl""vz) (fg(H (H") (21), . ..,fg (H/( %))

Lema 4.7.1. El conjunto {XS(H)’f;(H)g(H’)}HeI forma un sistema inverso de var-

tedades complejas de dimension k.

Demostracién. Por definicién la transformacion f;“( H)g(m7)> €5 una transformacion
sobreyectiva. Asi, {Xg(H)} es una familia de variedades complejas de dimensién k y
{f 5( H)g( H,)} es una familia de transformaciones holomorfas sobreyectivas. Dados H, H' € I
tales que H < H’, entonces, existen un H” € I tal que H < H”" y H' < H”, en otras
palabras, dados g(H) y g(H') tales que g(H) < g(H'), entonces, existe g(H") tal que
g(H) < g(H') < g(H"); asi como transformaciones holomorfas no ramificadas f(gg(r)
Xg(H,,) — 5(H) Y fo(ang(m) Xk(H,,) — Xk g(m7) due satisfacen la relacion f H)g(H?) =
fk( H)g(H") © f;“(H,)g(H,,). En efecto, ya que se satisface la relacion fo(pg(r) fg H)g(H') ©

fg H/ H”)

Usando el lema anterior tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 4.7.2. El limite inverso
X =W {Xgear), Fommgen}
. . k k .
del sistema inverso {Xg(H), fg(H)g(H,)}HGI existe.

Definicién 4.7.3. El limite inverso X 5; anterior sera llamado el k-producto cartesiano

de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico.

Observacién 4.7.4. Dado que X 5( ) €8 un limite inverso de variedades, entonces, es
una proto-variedad (ver nota 4.2.11).
(k) (k)
(H) y X (H”
RiemannX gy y Xyp) respectivamente, asi como la aplicacion f

Xé(}{), dada por:

Ahora, consideremos los k-productos simétricos X ) de las superficies de

(k) x®

Yg(H') = “g(H)

Fs Ot (212 = Py (1), - Famng(a (36))x
donde (fy(myg(r)(21)s -+ s fo(rn)g(r7)(2k))= denota simplemente la clase del punto
(fo(myg(rY(21), - - -5 fo(rr)g(rr)(2k)) en el producto simétrico.
Se puede probar sin dificultad que la transformacién fg(?l){)g( ") ademas de estar bien

definida, es un cubriente holomorfo ramificado.

Lema 4.7.5. El conjunto {Xg(H ,fg(H H/)}H,H’el forma un sistema inverso de var-

tedades complejas.
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Demostracion. Es claro que {X;Iz}{)} forma una familia de variedades complejas con

indices en el conjunto I y { f;lg[){)g( H,)} es una familia de transformaciones sobreyectivas.
Si g(H) < g(H'), entonces, existen g(H") talque g(H") > g(H') > g(H) y transforma-
: (k) .y (k) (k) (k) .y (k) (k)
ciones holomorfas fo(zyg ) = Xoeuny — Xy ¥ Jotungey * Xoeury — Xg(ar) ave
satisfacen la relacién féf}q)g( ) = fgg?I){)g( ) © fng,)g( Y- En efecto, ya que esta igualdad
se da para la transformacién f;( Hyg(mr) Y POT definicién fg?H)g( H) estd en terminos de

k
Fgtmygcan-

Usando el lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.7.6. El limite inverso

B e®) k)
X§5 = (X G f g}
Hel

del sistema inverso {X;]Z}{), f;?[)j,)g(H,)} existe.

Definicién 4.7.7. El limite inverso )A(fng) anterior serd llamado el k-producto simétrico

de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico.

4.7.2. Las proto-subvariedades de Pz’co(XgJ). En la seccién 4.2 observamos que

Wi(Xgr) = liLnHeI{Wl(EXg(H)),Cg(H)g(H/)} existe y es homeomorfo a X, , (ver nota

3.1.18). Al conjunto Wy(X, ) lo llamaremos la W1 (X,,) proto-variedad de Pico(X, ).

Consideremos dos superficies de Riemann compactas X, y X, de géneros r > g re-
spectivamente, asi como una transformacién holomorfa f,. : X, — X, cubriente no
ramificada finita a uno entre ellas.

Sea k cualquier entero positivo fijo.
Es bien conocido que la variedad W} (X,) puede ser vista como una subvariedad de la
variedad de Picard Pico(X,), es decir, Wj(Xy) C Pico(Xy) (ver [17] cap.2).

Lema 4.7.8. La restriccion de la transformacion norma Ny, a la subvariedad Wy (X;)
tiene como imagen justamente a la subvariedad Wy (Xy). Mds ain, la restriccion de la

transformacion norma Ny, es sobreyectiva.

Demostracién. Sea L € Wi(X,) entonces L = Ly, ... Ly, L,* = Ox, (p1 .. DEPy ™)

. ., i —k
Aplicando la transformacién norma tenemos que Nfg(H)g(H’) (L) = L) - Lf(pk)Lf(po) =

Ox,(f(p1) - f(pr) f (po)™F) € Wi(X,).

Para probar la sobreyectividad, si L' € Wy(X,), entonces, tiene una expresién L' =

—k
O(py---pph )
Consideremos los conjuntos { fg_(}{)g( ") (pi)}F_ v escogamos un punto en cada uno de estos
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conjuntos. Sean p1,...,pg,po dichos puntos. Asi, formamos un divisor de grado k£ con un
punto base privilegiado en X,. Finalmente definamos L = L, ... L,, L;OK € Wi(X,), con

lo cual tenemos el resultado.
||

Lema 4.7.9. Para cada k € N fijo el conjunto {Wk(Xg(H));Nmfg(H)g(H,)}H7H/61

forma un sistema inverso de variedades complejas.

Demostracion.

El siguiente resultado es una consecuencia del lema anterior.

Proposicion 4.7.10. El limite inverso

~

Wi(Xg,r) = @{Wk((Xg(H))’ Nmfg(H)g(H’>}
Hel

del sistema inverso {Wi(Xym); Nmfg<H)g<H/)}H,H’eI existe.

Definicién 4.7.11. Al limite inverso Wj,(X, ») anterior lo llamaremos la proto-subva

riedad Wi(X, ) de Pico(X,).

~

Proposicién 4.7.12. Las proto-subvariedades Wi, (X, +) forman una filtracion

Wi(Xgr) CWo(Xgr) C--- CWyi(Xyr) CWy(Xgr) = Jac(Xy 7).

Demostracion.

4.7.3. El conjunto singular W,f(XgJ) de la proto-variedad W;(X,,). En esta
seccién estudiaremos sélo el conjunto singular de la proto-variedad Wk(Xgﬂ.) en el caso
hipereliptico, es decir, cuando la superficie de Riemann base de la laminaciéon universal

algebraica es hipereliptica.

Lema 4.7.13. Si X, es una curva hipereliptica, entonces, el sistema inverso
{Xgm)s fomnygry Y, mrer formado por los cubrientes holomorfos finitos no-ramificados

consta solo de superficies de Riemann hiperelipticas.

Demostracién. Este resultado es una consecuencia de un teorema de Maters, ver
[36] pags. 344-348.

Por un teorema de Clifford (ver [17] pdg.98) tenemos que si las superficies de Riemann

X

g(m) son hiperelipticas, entonces, las variedades W,f(Xg( H)) # 0.
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Lema 4.7.14. Consideremos a las subvariedades W2(X,) C Wi(X,) y W,?(XQ(H)) C
Wi(Xg(m)). Entonces, la transformacion norma Nfg(H)g(H’) restringida a W2(X,) tiene

. 2 . , , .
precisamente a W (Xg(H)) como imagen. Mas aun es sobreyectiva.

Demostracion. Puesto que la transformacion N Fotitya(ah restringida a la subvariedad
W (X,) es sobreyectiva para toda m, en particular para m = k — 1y m = 1. Por otro
lado, sabemos que W2(X,) = Wi_1(X,) © (-Wi(X,)) = Nrew,(x,)(Wi-1(Xr) + L). De

donde se sigue el resultado.
|

Nota 4.7.15. La demostracion del lema 4.7.14 funciona en el caso general siempre y

cuando tengamos que las subvariedades W2 (X,

g(H)) SOn no vacias.

Lema 4.7.16. FEl conjunto {W}?(Xg(H))aNmfg(H)g(H/)}H,H’GI forma un sistema in-

verso de conjuntos.

Demostracion.

Del lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.7.17. Euxiste @{Wg(Xg(H)),Nmf

g(H)g(H'

)} = WI?(XQ,T)-

Usando los mismos argumentos que en los parrafos anteriores tenemos los siguientes

resultados.

Teorema 4.7.18. Si para toda superficie Xygy € {Xg(H), fg(H)g(H/)} se satisface que
W2 (Xym)) # 0, entonces existe @{W,?(XQ(H)), Nmy )} = W2(X,.).

g(H)g(H'

Teorema 4.7.19. Bajo las mismas hipdtesis del teorema anterior tenemos que X’;T\
@(W,?(XQ,T)) = Wi(Xyr) \ W,?(XQ,T), donde el homeomorfismo es complejo analitico de
laminaciones.
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