Capitulo 1

Espacos vetoriais

1.1 Axiomas

Definigao 1.1.1. Um! conjunto X é composto de elementos os quais sdo dois-
a-dois diferentes. Entao nao faz sentido escrever expressoes da forma 42:3:2}.
Um conjunto néo é ordenado, por exemplo {1,2} = {2,1}. A unido de dois

conjuntos A e B é o conjunto A U B cujos elementos pertencem a A ou a B.

Por exemplo
{2,3} U {2} ={2,3} = {3,2}. (1.1.1)

A intersecao de dois conjuntos A e B é o conjunto AN B composto de todos os
elementos que pertencem a ambos A e B. Um conjunto chama-se ordenado se
seus elementos sdo enumerados, por exemplo X = {x1,...,z,}. O conjunto que
nao contem nenhum elemento é chamado o conjunto vazio, sifmbolo (. Usamos
a notacio AU B para transferir a informacao adicional que os dois conjuntos
A e B sao disjuntos, ou seja nao tem nenhum elemento comum, em simbolos
AN B = (. Denotamos de |X| o nimero de elementos de um conjunto
quando o nimero ¢ finito. Neste caso X é chamado de conjunto finito.

Um subconjunto de um conjunto X é um conjunto A tal que cada um
elemento de A é elemento de X, notagdo A C X. Observe que conforme esta
definicao, o conjunto vazio () é subconjunto de todos conjuntos: para todo con-
junto X temos § C X.

7

Definigao 1.1.2. “Sejam x1,...,x, elementos de um conjunto X ” é uma frase
encontrada frequentemente e depois quer-se trabalhar com o conjunto composto
destes elementos. Um ponto sutil é que nao é proibido que uns dos elementos,
ainda todos, sdo iguais. Mas conforme nossa convencao para denotar conjun-
tos, veja Definigdo 1.1.1, a notagdo {z1,...,z¢} s6 faz sentido, e é permitida,
quando os elementos sao dois-a-dois diferente. A notacao certa, junta com sua
abreviacao, para o conjunto contendo os elementos x1,...,xy de X é

{r1}U. Axpy = {z; |i=1,...,0}.
LCap. 1 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 14 de marco de 2024
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Uma escolha arbitraria forma o conjunto Uxea{zr} =: {zx | A € A}.

Definigao 1.1.3. O produto cartesiano X x Y de dois conjuntos X e Y é o
conjunto de todas listas ordenadas (x,y) dos elementos z € X e y € Y, ou seja

XxY :={(z,y) |ze X, yeY}

Observe que se um fator fica vazio, ou seja X =@ ou Y = (), entdo X x Y = 0.
Abreviamos
Yk .=V x-..xY (1.1.2)

se na direita temos k fatores.

1.1.1 Grupo
Definigao 1.1.4. Um conjunto nao-vazio G # @ munido de uma operacao
x:GXG—>G, (f,9)— fx*xg
é chamado um grupo, notacao (G, *), se valem os trés axiomas
1. fx(gxh) = (f=*g)*h para todos os elementos f, g,h € G (associatividade)

2. existe um elemento e € G tal que (elemento neutro)
exg=g, gxe=g
para todos os elementos g € G.
3. para todo g € G existe um elemento h € G t.q. (inverso)
gxh=e, hxg=e.
Chama-se h de inverso do elemento g e denota-se A com o simbolo g.
Em palavras,

um grupo é um conjunto nao-vazio munido de uma operacao asso-
ciativa, contendo um elemento neutro, e tal que cada um elemento
admite um inverso.

O seguinte lema diz que um grupo G tem exatamente um elemento neutro,
notagao comum e, e cada um elemento g de G tem exatamente um inverso,
notagao g. As vezes é comum e Ttil escrever o elemento neutro na forma 0 ou 1
e os inversos na forma —g ou g~ !; veja os dois exemplos em Exercicio 1.1.7 a).

Lema 1.1.5. Seja (G, *) um grupo. Entdo vale o sequinte.

1) O elemento neutro € unico.

2) Os elementos inversos sGqo Unicos.

3) Dado elementos f,g,h € G, entdo vale:
a) [xg=[xh = g=h (lei da corte)
b) fxg=[ = g=e
c) [xg=e = g=f
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Note que b) e ¢) sdo consequéncias imediatas de a).
Demonstracao. Lema C.1.1. O

Definigao 1.1.6. Um grupo (G, *) é chamado de abeliano se a ordem dos dois
elementos na operagado nao importa, em simbolos f*g = g* f. (comutatividade)

Exercicio 1.1.7. Mostre que

a) sdo grupos (ainda abelianos): (Z,+)
b) nado sao grupos: (N,+) e (Ng,+) e
¢) nao sdo grupos abelianos:

— as matrizes 3 x 3 sob multiplicacao matriz
— as rotacoes em R? sob composicio.

e (R,-)
(Z’ )

1.1.2 Corpo

Definigao 1.1.8. Um conjunto K munido de duas operacoes?

+:KxK—K S KxKe—K

é chamado um corpo se valem os trés axiomas

1. (K,4) é um grupo abeliano.
(O elemento neutro seja denotado 0 e —«a denota o inverso de a € K.)
2. (K\ {0},+) é um grupo abeliano.

- (
(O elemento neutro seja denotado 1 e a~! denota o inverso de a € K\{0}.)

3. Distributividade: (a+ B)y = ay + B~ para todos «, 8,7 € K.
(E costume escrever a5 em vez de « - 3.)

Para distinguir chamamos o elemento neutro da primeira operacao — para
a qual temos usado o simbolo “4+” ainda que geralmente nao tem nada ver
com adigao de nimeros — o elemento neutro aditivo. Chamamos o elemento
neutro da segunda operagao — motivado pelo uso do simbolo “” — o elemento
neutro multiplicativo. Como é feio escrever o + (—f) para a soma de um
elemento com um elemento inverso aditivo definimos a — 8 := a + (—f). Isso
é uma abreviacao s6, nao é, nem tem diferenca. Analogamente simplificamos a
notagao escrevendo «/3 em vez de a3

Corolario 1.1.9. Um corpo contem pelo menos dois elementos.

Demonstragao. Pelos axiomas 1. e 2. cada uma operacao tem um elemento
neutro as quais nao podem ser iguais por causa de 2. O

Lema 1.1.10. Seja K um corpo e 0 o elemento neutro da adigdo. Entdao 08 =0
e B0 = 0 para todos os elementos 5 € K.

2

w

as quais vamos batizar aos nomes “+” e —ainda que geralmente nao tem nada ver com
adi¢cao e multiplicagdo de nidmeros, mas esta escolha é motivada pelos exemplos principais
(Exemplo 1.1.12) nos quais “+” e “” sdo adi¢@o e multiplicagdo de nimeros
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Demonstra¢do. Lema C.1.2. O

Definigao 1.1.11. Seja K um corpo e 0 e 1 os elementos neutros da adigao e
multiplicagao. O menor nimero natural k& > 2, caso existisse, tal que a soma
seguinte se anula

1+---+1=0

—_——

k vezes

é chamado de carateristica do corpo. Caso nao existe nenhum tal k£ chamamos
o corpo de carateristica nula.

Exemplos de corpos
Exemplo 1.1.12 (Os corpos R e Q). Séao corpos R = (R, +,-) e Q = (Q, +, ).

Exemplo 1.1.13 (O corpo dos nimeros complexos C). Vamos chamar a letra
i de unidade imaginaria. Um ntimero complexo é uma soma formal da
forma a + ib onde a e b sao nimeros reais. O conjunto C de todos os nimeros
complexos munido das duas operagoes definidas assim

(a+1ib) + (c+id) :=(a+c)+i(b+d)
(a+1b) - (c+1id) := (ac — bd) + i(ad + bc)

é um corpo, denotado (C, +, ), ou simplesmente C.

Enquanto a regra da adigao é facil para memorizar, vocé consegue memorizar
a multiplicagao? Eu nao. Deixa ver se tem um jeito simples para chegar na
férmula certa: Fazemos multiplicagao formal como fossem niimeros, ou seja

(a+ib) - (¢ + id) = ac + aid + ibc + i2bd
= ac +i*bd + i(ad + be)
= (ac—bd) + i(ad + be).

2

Assim sé precisamos memorizar que i© = —1, mas isso é uma férmula famosa.

Considere um niimero complexo z = a + ib. Chama-se a a parte real de z,
notagdo Re(z) = a, e chama-se b a parte imagindria de z, notagao Im(z) = b.

O complexo conjugado de z = a + ib é definido por Z := a —ib e o
absoluto, ou médulo, por |z| := Va2 + b2.

Exercicio 1.1.14. Os numeros inteiros Z = (Z, +, -) ndo formam um corpo.

Exemplo 1.1.15 (Adi¢ao e multiplicagdo modulo n). Dado um nimero natural
n > 2,3 defina no conjunto Z,, := {0,1,...,n — 1} as duas operacoes

a+pb:=a+b (modn), a-pb:=ab (modn)

3 para n = 1 obtemos o grupo aditivo trivial Z; = {0} o qual nunca pode ser um corpo,
porque contem 1 elemento sé; veja Corolario 1.1.9



1.1. AXIOMAS 11

para todos os elementos a,b € Z,.*
Fato. (Z,, +n,n) € um corpo <= n é um nimero primo.
Um primo p € a carateristica de Z,. Para valores pequenos de n pode-se

checar de mao se Z, é um corpo ou nao. SO precisa-se calcular as tabelas de
adicao e de multiplicagao. Vamos ilustrar isso num exemplo.

Exemplo 1.1.16 (Z4 nao é um corpo.). Para checar se (Z4, +4) € (Zs\{e4,},4)
sao grupos abelianos é util calcular as tabelas de adigao e de multiplicacao.

o (Z4,+4) é um grupo abeliano? Para responder calculamos os valores na tabela

o

W N = O
e~
W N = =
O W N ==
= O W oD
N = O Wl W

Sao 4 passos:

1. Determinar o elemento neutro de +4: Checamos se a linha em cima da
linha solida horizontal, ou seja a linha 0 1 2 3, tem uma cépia nas linhas
embaixo. Sim, tem 0 1 2 3. Neste caso o elemento em frente da cépia é o
elemento neutro de +4, certo? No nosso caso eq, = 0. Se ndo tem copia,
nao tem elemento neutro, e assim nao seria um grupo.

2. Inversos: Na cada dos (neste caso 4) linhas de valores na tabela localiza o
elemento neutro 0 (se existir). Entéo o elemento g em frente da linha de 0
e 0 elemento em cima da coluna de 0, notacao g, sao inversos um do outro.
Caso uma linha nao contem 0, entao este g nao tem inverso, e assim nao
seria um grupo. No nosso caso todo elemento g tem um inverso:

(denotado —g)

N = Ol

g
0
3
2
311

3. Associatividade: Calculando caso por caso temos que checar se f 44 (g+4
h) = (f +4 g) +4 h para todas as possibilidades. No nosso caso vale.

4. Grupo abeliano (comutatividade): Vale se a tabela é simétrica em respeito
a diagonal. No nosso caso vale.

Na verdade temos esquecido um passo: No inicio de tudo temos que checar se a
operagao é bem definida, ou seja os valores da operagao (os valores na tabela)
realmente sao elementos do conjunto, ou nao. Olhamos a tabela - sim.

Nosso resultado é que (Z4,+4) é um grupo abeliano.

o (Z4\ {0},-4) é um grupo abeliano? Para responder calculamos a tabela

4 Dado n € N, seja £ € Z um nimero inteiro. Pela defini¢io o elemento £ (mod n) € Z,, é
orestor € {0,1,...,n—1} que falta depois vocé “enche” £ com miltiplos de n. Em simbolos,
¢ (mod n) :=ronder € {0,1,...,n—1} é 0 Unico elemento tal que { = kn+r paraum k € Z.
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Como o valor 0 nao é elemento de Z4\ {0} a multiplicado -4 ndo é uma operagao
em Zj4 \ {0}, entdo ndo pode ser um grupo.

Ainda assim vamos repetir os 4 passos para -4 (em vez de +4) para ver se
tem outras falhas ainda. As respostas sao:

1.
2.

Elemento neutro de -4: Tem, é o elemento e., = 1.

Inversos: Na cada dos (neste caso 3) linhas de valores na tabela localizamos
o elemento neutro 1 (se existir). No nosso caso

g ‘ g (denotado g1)
1|1

2 | nao tem!

313

o elemento 2 nao tem um inverso e ja por isso nao temos um grupo.

Associatividade: Ainda que a férmula f +4 (g +4 h) = (f +4 g) +4 h vale,
os valores nao sao todos em Z4 \ {0}.

Grupo abeliano (comutatividade): A tabela é simétrica em respeito a
diagonal, mas os valores nao sao todos em Z4 \ {0}.

Nosso resultado é que (Z4 \ {0}, -4) ndo é um grupo abeliano.

Exercicio 1.1.17. Sejan = 6:

1.
2.

Calcule a tabela da adi¢ao e da multiplicacdo no caso Zg.

Identifique os elementos neutros da adicao e multiplicacao em Zg. Eles
sempre existem?

Para todo a € Zg identifique o elemento inverso aditivo.

Para todo a € Zg \ {0} identifique o elemento inverso multiplicativo, se
existir.

Cheque que Zg nao é um corpo. Quais dos axiomas nao valem?

Matéria avancada

Motivado pelas perguntas da Turma C na 1? aula 2016-2 vamos dar um
Motivad 1 guntas da T C na 1* aula 2016-2 1

exemplo de um corpo onde a primeira operagao nao estd relacionada a adigao

de ntimeros nem a segunda a multiplicacao de ntimeros.
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Exercicio 1.1.18 (Corpo (P, -,0,R) onde - nao é adigao e o ndo é multiplicacao).
Para « € R considere a funcao p, : (0,00) — (0,00), = — z®. Seja o conjunto

P:={ps|a R}
composto de todas fungoes p,(z) = z* com o € R ¢ munido das operagoes

-t PxP—P o:PxP—P
(p(},:[)ff) = Do " DB ([)(Y,',[)./i) = Pa O DB
5

chamado de multiplicacao® e composicao® de funcoes, respectivamente.

Mostre que:

1. As duas operacoes sao bem definidas: p, - pg € P e p, o pg € P, de fato
Pa - PB = Pa+8> Pa ©PB = Pap

2. (P,-) é um grupo abeliano com elemento neutro py = 1.
3. (P\{po},o) é um grupo abeliano com elemento neutro p;(x) = .

4. Distributividade: (pq - pg) 0 py = (Pa ©D~) - (P8O Dy), YPa,ps, Py € P.

1.1.3 Espacgo vetorial

O conceito de espago vetorial reportar-se a um livro de 1844 do suigo Her-
mann Giinther Grassmann (1809-1877), professor num gindsio, veja [Koe85,
p.10-15]. A forma abstrata a qual introduzimos no seguinte s6 apareceu em
torno de 1900.

Definicao 1.1.19. Um espaco vetorial E sobre um corpo ” K é um qué-
druplo (E, +,,K) composto de um conjunto E, um corpo K, e duas operagoes

+:ExFE—>FE - KxFE—FE
(v,w) > v+ w (o, v) = av
chamadas de adigao e multiplicagao escalar, respectivamente, tal que vale
1. (E,+) é um grupo abeliano.

(O elemento neutro é denotado O e chamado o vetor nulo.)

(a+ B)v=av+ pv

2. Distributividade:
a(v+w) = av + aw

(aB)v = a(fv)

lv=v

3. Compatibilidade: {

5 (pa - pg)(2) = pa(z) - pa(x)

% (pa 0 pg)(2) := pa(ps(@))
fala-se abreviando “E € um espac¢o vetorial sobre K” ou ainda “E é um espago vetorial’.
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Onde as identidades tem que ser validas para todos «, 5 € K e todos v,w € E.
Chama-se escalares os elementos do corpo K e vetores os elementos de E.
Lema 1.1.20. Seja (E,+,-,K) um espago vetorial e 0 € K e O € E, entdo:

(1) @O = O para todos os escalares o € K.
(ii) Ov = O para todos os vetores v € E.

(iii) Para todo o escalar oo € K e todo o vetor w € E sao equivalentes:

aw=0 & a=0ouw=0. (1.1.3)

Demonstracao. Lema C.1.3. O

Corolario 1.1.21 (Compatibilidade dos inversos aditivos com multiplicacao).
Para todo o escalar o € K e todo o vetor w € E vale:

a) (—a)w = —(aw)

Demonstragao. Corolario C.1.4. O

Corolario 1.1.22. Seja (E,+,-,K) um espago vetorial sobre um corpo K no
qual 1 +1 # 0. Neste caso para v € E temos

v+ov=0 = v=0.

Demonstra¢ao. Como O = v+ v = 1v+ 1lv = (1 + 1)v segue de (1.1.3) que ou
1+ 1=0no corpo K ouwv=0. (Lembre-se que 1 € K, assim 1 geralmente nio é
um nimero e 1+1 nao tem nada ver com 2... Veja nota de rodapé no Lema 7.2.5.) [

1.2 Exemplos de espacgos vetoriais

Exemplo 1.2.1 (O espaco vetorial trivial {O}). Seja E um conjunto com 1
elemento s6. Vamos ji denotar aquele elemento com o simbolo O (porque?).
Entdao F = {O}. Seja K um corpo qualquer. Nao tem escolha nenhuma para
definir as duas operagoes

+:ExE—FE - Kx E—F
(0,0) = 0 (@,0) = O

Entao (F,+, -, K) satisfaz os axiomas de um espago vetorial, denotado simples-
mente F = {O} e chamado de espago vetorial trivial.

Exemplo 1.2.2 (Um corpo K como um espago vetorial sobre K). Usa-se as duas
operagoes chegando com o corpo (K, +,-) como as duas operagoes necessdrias
para tornar um conjunto (escolhemos E := K) num espago vetorial sobre um
corpo (escolhemos K). Com efeito (K, +, -, K) é um espago vetorial sobre K.
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1.2.1 Listas ordenadas
Numeros reais
Exemplo 1.2.3 (O espago vetorial R™ sobre R). Seja
R" :={u=(a1,...,an) | 1,...ay, € R}

o conjunto de todas as listas ordenadas de n numeros reais. Chamamos «; o
1-6simo membro da lista. As duas operacoes

+ :R" xR" = R" - :RxR" = R"

sao definidas como adigao membro-por-membro e multiplicagao de todos mem-
bros com um escalar 5 € R. Checando todos axiomas vé-se que R™ é um espaco
vetorial sobre o corpo dos nimeros reais, notagao (R™, +, -, R) ou R™ s6. O vetor
nulo, também chamado de origem, é a lista

O =(0,...,0)

e o inverso de um elemento u = (aq,...,q,) é a lista (—aq,...,—a,) a qual
denotamos com o simbolo —u.
O 1-ésimo vetor canémnico é a lista de n membros

e;=(0,...,0,1,0,...,0)
cujo i-ésimo membro é o nimero 1 e todos outros sao nulo 0. O conjunto
E"i={e1,...,en} (1.2.1)
de todos os vetores canénicos é chamado de base canénica de R”™.
Exemplo 1.2.4 (O espago vetorial R* sobre R). O conjunto
R :={u = (a1,9,as,...) | a1,as,a3,... € R}

de todas as sequéncias reais é um espago vetorial sobre R sob adigao e multi-
plicagdo membro-por-membro, notagao (R, +, -, R).

Exemplo 1.2.5 (O espago vetorial R3® sobre R). O conjunto
0° := {u € R* | 86 um nimero finito de membros sdo nao-nulos}

é um espago vetorial sobre R sob adi¢ao e multiplicagao membro-por-membro
como no exemplo prévio, notagao (R°, +, -, R).

Dado ¢ € N, a sequéncia com todos membros nulos exceto o i-ésimo qual é 1
denotamos também de e;. O conjunto de todos os e;’s é denotado de

EX = {61,62,...} (122)

e chamado de base canénica de R§°.
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Corpos gerais

Comentario 1.2.6 (K™ e K*™). Os espagos vetoriais K" e K> sobre qualquer
corpo K sao definidos analogamente Exemplos 1.2.3 e 1.2.4.

1.2.2 Matrizes

No Apéndice A.1 introduzimos o conjunto M(m x n) das matrizes m x n
cujas entradas a;; s@o nimeros reais, munido de duas operagoes, adi¢ao e mul-
tiplicagao escalar. O conteiido do Apéndice A.1, de fato do Apéndice A inteiro,
também vale para matrizes com entradas num corpo K. Repetimos uns fatos.

Exemplo 1.2.7 (Espago vetorial das matrizes m x n). O espago vetorial das
matrizes m X n sobre um corpo K é o conjunto

M(m x n;K) := {a:(aij) ‘aijEK,izl,...mJ:l,...,n}

onde a matriz a = (a;;) é o quadro de escalares com m linhas e n colunas ®
aiq e A1n
a = (aij) =
Am1 e Amn,

munido da adi¢ao entrada por entrada e da multiplicagao escalar com escalares
B € K também entrada por entrada.

O vetor nulo é a matriz nula 0 cujas entradas sao todas o escalar nulo 0 € K.
Se na matriz nula n x n colocamos o escalar 1 € K ao longo da diagonal obtemos
a matriz identidade 1 = 1,,. O elemento inverso aditivo, notacao —a, de uma
matriz a = (a;;) tem como entradas os inversos aditivos dos a;;, notagdo —a;.

Definicao 1.2.8 (Linhas e colunas de matrizes). Seja a = (a;;) € M(m x n; K)
uma matriz m x n. Note-se que o primeiro indice ¢ de uma entrada a;; indica a
linha e o segundo j a coluna dela. Tendo isso na vista vamos denotar a k-ésima
coluna, respectivamente a £-ésima linha, de uma matriz a com os simbolos

a1k
Ao = R Aye = [aél - aén] . (123)
amk

Temos escolhido o simbolo e para sugerir “este indice é aberto” — ele corre e
assim gera uma lista, ou vertical ou horizontal dependente se e fica no primeiro
ou no segundo lugar. Assim podemos escrever a matriz a nas formas seguintes
Ale
a= : :[a.l a.n].

am.

80s escalares a;; sdo chamadas as entradas da matriz. Por definicdo que a entrada a;;
estd localizada na i-ésima linha e j-ésima coluna.
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Definicao 1.2.9 (Espaco-coluna e espago-linha). Seja a = (a;;) € M(m x n; K)
uma matriz m X n. O espago-coluna é o conjunto de todas as somas das
colunas a.; da matriz decorado com fatores escalares oy, em simbolos

Esp-col(a) := {a1ae1 + -+ + apaen | a1,..., 0, € K} C M(m x 1;K).
Analogamente no espago-linha usa-se as linhas da matriz a, ou seja

Esp-lin(a) := {a1a1e + - + @pane | 01,...,an € K} C M(1 x n; K).

Produto matriz

O produto entre duas matrizes de tipos adequadas é definido no apéndice na
férmula (A.1.2) e umas propriedades do produto encontram-se no Lema A.1.5.

Para matrizes quadradas faz sentido investigar se admitem uma inversa ou
nao. Uma matriz quadrada a é chamada de invertivel se existe uma matriz
quadrada b tal que ab = 1.

1.2.3 Funcoes e polindomios

Exercicio 1.2.10. Dado um conjunto nao-vazio X # () e um corpo K, seja
F(X,K):={f ] f: X — K fungdo}

o conjunto de todas as fungdes f : X — K. Adicdo de fungdes e multiplicacdo
com um escalar sao definidas assim

(f+9)(@):=[f(@)+g(@), (af)(z):=af(z)
para todos os z € X, o € K. Mostre que F(X,K) é um espago vetorial sobre K.
No caso especial X = K vamos abreviar F(K) := F(K, K).

Comentéario 1.2.11. A préxima observagao ilustra o poder da matemética e
um ponto fundamental dela - economizar através de abstracao e encontrar o
certo ponto da vista.

Observagao 1.2.12.
a) Se X ={1,...,n}, entdo F(X,R) =R".
b) Se X = N, entdo F(X,R) = R,
c) Se X ={1,...,m} x {1,...,n}, entdo F(X,R) = M(m x n).

Exercicio 1.2.13 (Polinémios reais e complexos). Seja K = R ou K = C.
Dados escalares ag, a, ..., a, € K, entao chama-se uma soma finita

p=p):=as+ax+ -+ apz”

de polindémio na variavel x € K, no caso «,, # 0 de polinédmio de grau n,
e no caso a, = 1 de polinémio ménico. Fornega o conjunto dos polindmios
com uma estrutura de um espago vetorial (P(R), +,-,R) ou (P(C),+, -, C).
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1.3 Independéncia linear

1.3.1 Combinagao linear

Definigao 1.3.1. Uma soma finita da forma

a1v1 + ...+ apup coma; €K, v, € E (1.3.1)

=w

¢ chamada de combinagao linear (CL). Uma tal CL chama-se de trivial se

todos os coeficientes aq, ..., ap sdo nulos. Dizemos que
“os vetores vy, ...,vp representam o vetor w”

ou
“o vetor w é CL dos vetores vy,...,vp".

Um problema central na teoria dos espagos vetoriais: Dado vetores
V1, - .., Vg, existe uma CL nao-trivial deles representando o vetor nulo?
Nas outras palavras, existem escalares o, ..., ap nao todos nulos, tal que a CL
correspondente dos vetores representa o vetor nulo? Em simbolos,

“existem coeficientes (aq,...,ap) # (0,...,0) tal que aqvy + ...+ vy = O %

Exercicio 1.3.2. a) Caso possivel escreva o vetor b = (1,—-3,10) € R?® como
combinagéo linear dos vetores u = (2,—3,5), v = (1,1,0), e w = (1,0,0).

b) Sejam v = (1,1), v = (1,2) e w = (2,1). Encontre nimeros a,b,c e a, 3,7
todos nao-nulos, tais que

au+ bv 4+ cw = au + v+ yw

coma#a,b#pecn.
[Dica: a) Determinar os coeficientes «, 3,y na CL de u, v, w a qual representa b
lida a um SL. Escalonamento.”

b) Defina 2 = a —«, y = b— 3, e z = ¢ — v para obter um SLH. Resolve.]'"
1.3.2 Linearmente independente
Defini¢ao 1.3.3 (Independéncia linear). Vetores v,..., v sdo chamados de

e linearmente dependente (LD) se representam o vetor nulo através de
uma, CL néo-trivial;

9 encontre “o certo ponto da vista” (Comentdrio 1.2.11) e o SL vai chegar j& escalonada..
10 Respostas para seu controle: a) (a, 8,7) = (2,3, —6). b) (z,y,2) = 2(=3,1,1). Escolha
um z # 0, por exemplo z = 1. Entdo (a,b,¢) = (¢ — 3,1+ 8,1+ v). Toda escolha de reais
a#0,3ep,v# 0,—1dauma solugdo. A escolhaa=5e === 1resultaema=>b=c=2.
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e linearmente independente (LI) se nao sdo linearmente dependente,
em simbolos

o+ ... ta =0 = a;=-=a,=0 (1.3.2)
ou em palavras

“nao existe nenhuma CL nao-trivial dos vetores vy, ...,vy Te-
presentando o vetor nulo”.

Um subconjunto X de um espaco vetorial E é dito de

e linearmente independente (conjunto LI) se cada uma escolha finita
de elementos dois-a-dois diferentes'! é linearmente independente;

e linearmente dependente (conjunto LD) se X ndo é linearmente in-
dependente, isto é se o vetor nulo é CL nao -trivial de uma escolha finita
de elementos dois-a-dois diferentes.

Ainda que se vetores vy, ...,vp sdo elementos de um subconjunto X de F,
uma CL deles nao necessariamente encontra-se mais em X. Encontra-se sim,
quando o subconjunto X de E é um chamado “subespago” (Lema 2.1.2).

Comentario 1.3.4.

(i) O conjunto vazio () é LI: Com efeito, com os elementos de () ndo pode-se
representar o vetor nulo nunca - simplesmente nao tem elementos. Chama-
se tal argumentacao de verdade vazia.

(ii) Um conjunto X = {v}, contendo s6 um vetor, é LI se e somente se v # O.
(iii) Se (1.3.2) vale para uma escolha vy, ..., vy, entdo vale para qualquer sub-
escolha destes vetores. [Use os coeficientes a; = 0 nos restantes.]
Para provar a afirmacao (ii), lembra (1.1.3).

Lema 1.3.5. Sejam A, B, X subconjuntos de um espaco vetorial E.

a) Oe X = X LD. (O vetor nulo rende conjuntos LD)
b) Todo conjunto A contido num conjunto LI X é LI
¢) Todo conjunto B contendo um conjunto LD X € LD.
Demonstragdo. a) O termo 10 é uma CL ndo-trivial em X representando o
vetor nulo (segundo Lema 1.1.20). b) Os elementos de A sao elementos de X,

agora usa a defini¢do da independéncia linear de X. ¢) Cada uma CL nao-trivial
em X representando o vetor nulo é também em B. O

11 Para que precisa-se a condigdo dois-a-dois diferentes?
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Exemplo 1.3.6. Para saber se o subconjunto X := {(1,0),(2,1)} de R? ¢
LI temos que checar (1.3.2) para cada uma escolha finita de elementos dois-
a-dois diferentes de X. Como X é um conjunto finito, e tendo em vista Co-
mentério 1.3.4 (iii), comecamos com a escolha méxima, ou seja todos os (dois)
elementos. Sejam «, 8 € R. Conforme (1.3.2) suponhamos que

(0,0) = a(1,0) + B(2,1) = (a + 25, 3)

onde o termo cinza resulta através das regras de multiplicacao escalar e adigao
em R2. Comparando os segundos membros vemos que 0 = 3 o qual usamos na
comparacao dos primeiros membros: recebemos 0 = a+2-0 = . Assim temos
provado que ambos os coeficientes a e § sao nulos. Entao X é LI.

Exercicio 1.3.7. Quais dos seguintes conjuntos X; de vetores de R? sdo ou nio
s@o conjuntos linearmente independentes (LI)? Explique porque sdo ou nao sao.

1. Elementos de X;: os vetores (1,1) e (—1,—1).

2. X2:={(2,3),(3.2)}-

3. Escolha dois vetores diferentes u,v € R? e defina X3 := {u,v}U{(1,1)}.
Exercicio 1.3.8. Prove as afirmagoes seguintes.

1. A base canénica £ em (1.2.1) é um conjunto LI no R™ para n € N.

2. A base candnica £* em (1.2.2) é um conjunto LI no R e no R*°.

3. Suponha u,v € K2 nao sdo miltiplos um do outro. Prove que o conjunto

{u,v} é LI

[Dica: Seja au + fv = O. Counsidere 8 # 0 e, lembrando (1.1.3), 8 = 0.]
4. Sejam x = (x1,...,%,) €y = (y1,-..,Yyn) vetores de R™. Prove que um

deles é multiplo do outro se, e somente se, para todo ¢,57 = 1,...,n temos

LilYj = TjYi-

5. O subconjunto {a,b,c} C M(2 x 2) composto das matrizes

11 Lo 11
2= 1o o|’ “lo 1> °T |1 1]

é um conjunto LI.

6. O conjunto X composto dos trés polinomios

p=npx) =23 —5z2 +1
q=q(x)=22"+52—-6
r=r(z) =% — 5z +2

é um conjunto LI no espago vetorial P(R) dos polindomios reais.

7. Se o conjunto de vetores {v1,...,v,,} é LI, prove que o mesmo se dd com
o conjunto {v1,ve — v1,...,0,;, —v1}. Vale a reciproca?
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Exercicio 1.3.9 (Fungdes com valores complexos). Como introduzido em
Exercicio 1.2.10 seja E = F(R,C) o espago vetorial sobre o corpo C composto
de todas as fungoes f : R — C. Considere os subconjuntos F = {f1, fa, f3} e
G = {91, 92,93} de E composto das fungoes

fi(t) = cost —isint, fa(t) = cost + isint, fa(t) =1,

g1(t) = sint, g2(t) =1, g3(t) = cost.
(a) Prove que cada um dos conjuntos F e G é LI.
(b) Escreva cada g; como combinagao linear dos f;’s.

(c) Escreva cada f; como combinagéo linear dos g;’s.

Este exercicio vai ter continuagao em Exercicio 5.4.7.



Apéndice C

Demonstracoes restantes

C.1 Espacos vetoriais

Lema C.1.1 (Lema 1.1.5). Seja’ (G,*) um grupo. Entdo vale o sequinte.

1) O elemento neutro € inico.

2) Os elementos inversos sao Unicos.

3) Para todos os elementos f,g,h € G vale:
a) fxg=[*xh = g=h (lei da corte)
b) fxg=[ = g=e
c) [xg=e = g=f

Demonstragao. 1) Se e,é € G satisfazem o axioma (elemento neutro), entao
usando o axioma para e e depois para € obtemos que e = e * € = €.
2) Seja g € G. Se g, § € G satisfazem o axioma (inverso) para g, entdo obtemos
g=exg=(g*g)xg=g*(gxg) =g*e=7
S—— S~——

=€ =€

usando (elem. neutro) no inicio e fim, (inverso)., (associatividade), (inverso)

g’ g’

Ba)g=erg=(Fxf)rg=Fr(frg) "L Fx(fxh)=(Fxf)xh=exh=h,
b) Use a) com h =e. c¢) Use a) com h = f. O

Lema C.1.2 (Lema 1.1.10). Seja K um corpo e 0 € K € o elemento neutro da
adicdo. Entao 08 =0 e 0 = 0 para todos os elementos 3 € K.

Demonstracao. Seja 8 € K, denotamos o inverso aditivo de —f3. Entao

(eln.),

g ), Y184+08 2 5o

(eln), (distr.

18 (1+0)8
Usamos esta identidade para obter a segunda igualdade no seguinte

(inv.) (inv. l.n.

0" ="(=B)+0==B+(1+05) (=B +B)+08 ") 04 08 ) o

LCap. C de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 14 de marco de 2024

(ass.) |
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O

Lema C.1.3 (Lema 1.1.20). Para o vetor nulo O € E de um espago vetorial e
o elemento neutro aditivo 0 € K do corpo vale o sequinte.

(i) aO = O para todos os escalares o € K.

(ii) Ov = O para todos os vetores v € E.

(iii) Para todo o escalar oo € K e todo o vetor w € E sdo equivalentes:

aw=0 & a=0ouw=0

Demonstragio. (i) CAso a = 0. Como aO + 00 = (a + 0)O = a0, entédo
00 = O pela lei da corte (Lema C.1.1 3b) para (G, *) = (E,+)).
CASO a # 0. Tal o tem um inverso aditivo, notacdo a~!. Seja v € E, entdo

(comp.) 1v (IHQK" (™ (comp.) oz(oflv)

Usando este resultado no inicio e no fim do seguinte obtemos que

(distr.) (eln)p

v+ a0 = ala ) + a0 a((av)+0) =T ala ) =w

Entdo O = O pela lei da corte (Lema C.1.1 3b) para (G,*) = (E,+)).
(ii) Como v + 0v = lv 4+ 0v = (1 + 0)v = 1v = v a lei da corte diz que 0v = O.

(iii) "=’ Suponha aw = O. Caso a = 0, pronto. Caso « # 0 concluimos que

i -1 o

comp. Ln.)g . comp.
w( mp-) 1w (e :)K’ (cfloc)w (comp.) ofl(aw)

‘<’ Se w = O, entao aO © O, pronto. Se a = 0, entao Qw @ O, pronto. O
Coroldrio C.1.4 (Coroldrio 1.1.21). Para todos os a € K e w € E vale:

a) a(—w) = —(aw)
b) (—a)w = —(aw)

Demonstragdo. a) Temos que mostrar que a soma de aw e o candidato para ser
seu inverso aditivo iguale o vetor nulo. Com efeito

(diSE-)E (el'n'_)E,+

aw + a—w) a0 =0

a(w + (-w))

onde o ultimo passo é parte (i) de Lema C.1.3.
b) Temos o objetivo andlogo de chegar ao vetor nulo, com efeito

(disﬁ.)E (el.n_A)]KyJr

(a+ (—a))w w =0

onde o ultimo passo ¢é parte (i) de Lema C.1.3. O

oaw + (—a)w
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