Capitulo 18

Integrais de linha

Notagao 18.0.10. Para evitar parénteses as vezes escrevemos f(x) como f|,.

18.1 Em respeito de comprimento de arco

Definigao 18.1.1. Dado! uma funcio continua f: R®™ > D — R e uma curva
suave C' = im (r: [a,b] — D), definimos a integral linha de f ao longo C assim

b
/f(m)ds ;:/ Floco 17(2)] dt. (18.1.1)
C a

No caso de uma curva suave por partes C' composta de curvas suaves C4, ..., Cy
definimos

/f(x)ds:: fla)ds+-- + ‘ flz)ds.
C C1 Ch

Proposicao 18.1.2 (Independéncia da parametrizagao suave). Ser: [a,b] — D
e s: [¢,d] = D sao parametrizagoes suaves de C, entdo

b d
/ Floo (0] dt = / Flat 15(0)] .

Demonstracao. Mudanga de varidveis, Teorema 16.0.11. O

Comentario 18.1.3. A integral de linha (18.1.1) possui uma interpretacao
como um limite de somas de Riemann. No caso de um integrando é nao-negativo,
ou seja f > 0, de n = 2 varidveis considere uma folha de papel colocado no
plano-zy ao longo da curva C' e cuja altura é cortada correspondentemente ao
valor de f ao longo de C. Neste caso fc f(z)ds é a area da folha, em outras
palavras, a area entre a curva C' e o grafico de f encima C.
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90 CAPITULO 18. INTEGRAIS DE LINHA

18.1.1 Comprimento de arco

Defini¢ao 18.1.4. Dada uma curva suave C' = im (r: [a,b] — R"), a funcao

st [a,b] = [0,00), TH/C 1ds:/7|7‘(t)\dt

é chamada de comprimento de arco. O valor s(7) é o comprimento da parte
C, da curva C entre os pontos 7(a) e 7(7). Segundo (19.1.1) a funcio s é C* e

s'(7) = [#(7)].

Corolario 18.1.5. O comprimento de uma curva suave C é dado por

L(C) ::/CIds:/ab|7'"(t)|dt.

Demonstracdo. A integral linha fC 1ds é a area entre C' e uma cépia de C na
altura 1, veja Comentdario 18.1.3. De outro lado esta area iguale o produto do
comprimento da curva C' e a altura, a qual é 1. O

Comentario 18.1.6 (Gréfico C = Gr(g)). Seja g: [a,b] — R uma fungao
continuamente diferencidvel. Entao o gréfico C' := Gr(g) é uma curva suave em
R? cuja parametrizacio natural é r(t) := (¢,g(t)). O comprimento é dado por

b b
LiGr() = [ [t = [ VIT5ER dr

18.2 Em respeito de fungoes coordenadas

Definicao 18.2.1. Dado uma funcao continua f: R™ D D — R e uma curva
suave orientada C' = im (r: [a,b] — D), entdo definimos para i € {1,...,n} a
integral de linha de f ao longo C' em respeito a fungao coordenada x; assim

b
/Cf(x)dxi ::/a Flocey #4() dt. (18.2.1)

Exercicio 18.2.2. Mostre independéncia da escolha da parametrizagao.

Definigao 18.2.3. Abreviamos

/Cf(x)dxi—i—/cg(x)dxj ::/C(f(x)dxi—i—g(w)dxj).

Comentario 18.2.4. Enquanto a integral linha em respeito ao comprimento
de arco s nao depende da orientagao da curva C, as integrais linhas em respeito
as fungdes coordenadas x; ndao possuem esta propriedade, veja Exercicio 18.2.5.

Exercicio 18.2.5 (Dependéncia do sentido do percurso e do caminho). No R?
com coordenadas (z,y) calcule fc y? dx para as curvas C = C;,Cq,Csy cujas
parametrizagoes sao
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a) r1:[0,1] = R2, ri(t) = (1 —t)(=5, —3) +£(0,2);
b) 71:[0,1] = R?, 71 (t) == r1(1 — t);
c) ro: [=3,2] = R?, ra(t) = (4 — t2,¢).

Esboce as curvas no R2. [Valores para conferir: a) 22 b) —322 ¢) 2]

18.3 Em respeito de campos vetoriais

Definicao 18.3.1. Dado uma funcao continua f: R™ D D — R e uma curva
suave orientada C' = im (r: [a,b] — D), ent@o definimos a integral de linha do
campo vetorial F' am respeito ao campo tangente T ao longo da curva orientada
C' e em respeito a comprimento de arco s pela formula

b :
/ F-Tds ::/ Flpy - 7(t)dt =: / F-dr (18.3.1)
C a JC
onde o produto é o produto interno no R”, veja (1.1.2). Destacamos que j( F-dr
s6 é uma notagao alternativa, mais curta e sugestiva.

Para a orientacdo oposta da curva orientada C, notacio C, o campo
tangente T a C' muda para a diregao oposta, ou seja T" muda para —71 e por isso

/F~dr:—/F-dr.
c C

Exercicio 18.3.2. Mostre independéncia da escolha da parametrizacao da
curva orientada. [Dica: Esta integral iguale (18.1.1) onde f(x) := F(z) - T(x) e
x = r(t) e o produto é o produto interno no R".]

Observagao 18.3.3. A integral de linha (18.3.1) para campos vetoriais e as
integrais de linha (18.2.1) para as fungoes coordenadas x; sdo relacionadas assim
FTL

b
/ F-dr = /
C a .
() 7 (t)

b
:/ (F1|r1(t) r(t) + -+ Fy

Filry ) 71(t)
: . : dt

() Tn () di
C

Exercicio 18.3.4 (Trabalho feito num campo de forga F'). a) Esboce o campo
vetorial F(x,y) = (2%, —zy) e a curva C C R? dada viajando contra-hordrio do
ponto (r,0) ao ponto (0,r) sempre ficando na distancia r da origem.

b) Calcule quanto energia ganha ou perde uma particula no campo de forca F'
ao longo do camino C. [Valor para conferir: —2.]
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