Capitulo 17

Campos vetoriais e curvas

17.1 Campos vetoriais

Definicao 17.1.1 (Campos vetoriais). Uma! aplicacio F: R® D D — R™ ¢é
chamado de campo vetorial ao longo do seu dominio D. Usamos a notagao
F=(F,...,F):R">D »R"
r=(r1, ..y rn) = (FL(re, ooy tn)y e En(re, oo oymn))
Comentario 17.1.2 (Representacao como campo de flechas). Os valores F(r)

representam flechas da origem 0 € R™ ao ponto F(r) € R™, notagao F (r). Assim
a cada um ponto r do dominio D corresponde um flecha F(r); veja Figura 17.1.

R" D> D R"

Figura 17.1: Campo vetorial F' como campo de flechas F (r) ao longo do dominio

Aplicagoes. Campos de flechas servem para descrever correntes, de agua
ou ar (vento), ou forgas (gravitagdo, elétrico, magnético) colocando em cada
lugar » uma flecha na dire¢ao do corrente ou da forga, o comprimento da flecha
em correspondéncia a velocidade do corrente ou a intensidade da forca.
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Exemplo 17.1.3 (Campos vetoriais). a) Campo radial F': R” — R", z — x.
b) O campo rotagao por 7/2 no plano F: R? — R?, definido assim

F(Jf,y) = (_yax) = —yeq + xeo

serve como exemplo principal que nao possui varias propriedades desejadas —
como o cisalhamento na algebra linear.

Observe que F(z) = Joz onde z = (7,y) e Jo = rz é a matriz da rotagao
anti-hordria no plano pelo angulo 7, ou seja

__|cos¢p —sing |0 -1
ry = [sing COS% :| s JO = |:1 0 :| . (].7].1)

Figura 17.2: O campo radial no R™ e o campo rotacao por 7 no plano

Exercicio 17.1.4. Mostre os seguintes. a) O campo radial é o gradiente de
uma funcao f: R™ — R.
b) O campo rotacao nao é um gradiente. [Dica: suponha por absurdo que seja um

gradiente e faga um passeio ao longo de um circulo centrado na origem.]

Exemplo 17.1.5 (Gravitagdo — teoria de Newton). Seja M a massa de um
corpo na origem do espaco R?® e m a massa de um corpo na posicio x € R3,
entao a forca gravitacional exercida de M a m é

F:R*\ {0} 5 R3, 2 ”Ti”fx (17.1.2)

onde G é uma constante da gravitacao.

Exemplo 17.1.6 (Forca elétrica — teoria de Coulomb). Seja @ a carga elétrica
de uma particula na origem do espaco R3 e g a carga elétrica de uma particula
na posicio x € R3, entdo a forca elétrica exercida de @ a ¢ é

qQeq

e

F:R*\ {0} > R® 2~

onde gy é uma constante elétrica.
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Comentario 17.1.7 (Abordagem alternativa — teoria de Weber). Uma alterna-
tiva aos dois modelos anteriores foi proposta de Wilhelm Weber no século 19. O
professor André Assis (IFGW, UNICAMP) deu palestras impressionantes (you-
tube) na escola avancada “Symplectic Topology meets Celestial and Quantum
Mechanics via Weber Electrodynamics” no IMECC em Fevereiro 2020, o ultimo
evento antes de chegou o 'novo normal’.

Exercicio 17.1.8. Esboce os campos vetoriais F': RZ2 — R? seguintes

a) F(Ivy)zi(a%y)
b) F(z,y) = ye:
C) F(l’,y) = |(£L’,y)|€2

onde os vetores e; = (1,0) e ea = (0,1) formam a base canonica de R2.

17.1.1 Campos gradientes

Dado uma funcdo f de classe C' num conjunto aberto U C R™. Entdo o
vetor gradiente, ou seja a lista das derivadas parciais Vf = (fy,,..., fz,), €
ortogonal as hipersuperficies de nivel f~!(k) onde x é um valor regular de f.
Como em (5.3.5) vale

Vf(x) LT f k), Ve fl(r).

Definigao 17.1.9 (Campos gradientes alias campos conservativos). Um campo
vetorial F' é chamado de campo gradiente ou de conservativo caso existir
uma fungao f cujo gradiente é F' = Vf. Neste caso f é chamada de funcao
potencial do campo.

Significancia. Como vimos no Exercicio 17.1.4 nao todo campo vetorial é
um gradiente. A significancia dos campos gradientes é o fato que para eles vale
um andlogo do teorema fundamental do calculo; veja Teorema 19.2.1. Ou seja,
em termos da fisica, o trabalho necessario para carregar uma particula do ponto
A para B num campo de for¢a F' ndo depende do caminho escolhido.

Uma fungdo é um objeto mais simples como um campo vetorial. Assim no
caso de campos gradientes podemos analisar a funcao potencial para entender
o campo. Felizmente para a andlise de fungoes existe uma teoria poderosa — a
teoria de Morse, veja e.g. [Mil63, Web06].

St
Exercicio 17.1.10. Mostre que a fungao f(z,y,z) = mMG (x2 +y?+ 22) 2
é uma fungao potencial do campo da forga gravitacional (17.1.2).

17.2 Curvas e caminhos

Sejam a < b ntimeros reais.


https://www.ifi.unicamp.br/~assis/
https://www.youtube.com/channel/UCOIeUkMqXstDrJKAsn11UgA/videos?view=0&sort=p
https://www.youtube.com/channel/UCOIeUkMqXstDrJKAsn11UgA/videos?view=0&sort=p
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Definicao 17.2.1 (Curva C e parametrizacdo r).

a) Uma aplicagdo continua r: [a,b] — R™, ¢ — r(t), é chamada de parame-
trizacdo e sua imagem C := im (r) é chamada de uma curva em R"™. Neste
caso r é também chamado de parametrizagao da curva C.

b) Uma curva parametrizada r: [a,b] — R™ é chamada de

e fechada se r(a) = r(b);

e simples se r nao se auto-intercepta em nenhum ponto entre o ponto inicial
r(a) e o ponto final 7(b), em simbolos r(s) = r(t) implica {s,t} = {a, b}.

Nestes casos a imagem C' = im (r) é chamada de curva fechada, respectiva-
mente de curva simples. Veja Figura 17.3.
curva nao fechada fechada

simples

e ’
A
simples B A=B
Figura 17.3: Curvas fechadas e simples no R™ onde A =r(a) e B = r(b)

Definicao 17.2.2 (Curva e parametrizagio suave — 'viagem sem pausa’). Uma
parametrizacio de classe C' que nunca possui velocidade nulo, em simbolos

r: [a,b] = R", i(t) == Lr(t) £0 Vt € [a,b],

é chamada de curva parametrizada suave ou parametrizagcao suave. A
imagem C :=im (r) é chamada de curva suave.

Uma curva suave por partes é uma curva C' composta de um numero
finito de curvas suaves C1,...,Cy tal que o ponto final de C; é o ponto inicial
de Cj41. Veja Figura 17.4.

Observe que um subconjunto C' C R™ é uma curva suave se existe (pelo
menos) uma parametrizacao suave r cuja imagem é C; veja Exemplo 17.2.3.

a

Figura 17.4: Uma curva suave e duas curvas suave-por-partes
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Exemplo 17.2.3 (Curvas suaves tem parametrizagdes nao suaves). Seja C' C
R? a imagem das parametrizacoes

(2t,2t) ,tel0,3]
(17 1) Y t e [ ) 1]
A primeira parametrizacao tem derivada 7(t) = (1,1) # (0,0) constante, por

isso continua, e ndo-nula. Assim r é uma parametrizacdao suave e C' uma curva
suave. A segunda parametrizacao tem derivada

r:[0,1] = R?,  ts (t,1), 7:[0,1] — R?, t»—>{

N|—

a qual nao é continua no ponto t = % e ainda anula-se no intervalo (%, 1]. Assim
7 nao € suave.

Definicao 17.2.4 (Curva orientada e parametrizagdo). Uma orientagao de
uma curva C' é uma escolha de em sentido de percurso. Uma parametrizagao
de uma curva orientada é uma parametrizagao com este sentido de percurso.

17.2.1 Campo tangente e normal ao longo de uma curva

Defini¢ao 17.2.5 (Campo tangente). O campo tangente a uma curva su-
ave orientada C = Im (r: [a,b] — R™) é o campo vetorial

T‘r(t) = ﬁ T’(t)

Enquanto o vetor velocidade 7(t), mais precisamente seu comprimento, depende
da parametrizagdo escolhida para a curva C orientada, normalizando o compri-
mento ao valor 1 elimina essa dependéncia. Assim T é associado & curva suave
orientada C, independente da parametrizagao.

Tlry = gy 7(®)

n n:= —JoT

Figura 17.5: Campo tangente e normal a uma curva C no plano

Definicao 17.2.6 (Campo normal a uma curva planar). O campo normal a
uma curva suave orientada C = Im (r: [a,b] — RQ) no plano é o campo

o 0 1 |Ty
wim-air=| % | [

dado por rotagao (17.1.1) do campo tangente T pelo angulo — 5. Como rotagoes
preservem comprimento, os vetores do campo normal tem comprimento 1.
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17.2.2 Conexo por caminhos e simplesmente conexo
Definigao 17.2.7 (Caminho). Um caminho é uma curva suave-por-partes.

Definigao 17.2.8 (Conexo por caminho). Um subconjunto D C R™ é chamado
de conexo por caminhos se para todos dois pontos p.q € D existe um caminho
C' contido em D ligando p e gq.

Vamos introduzir o préximo termo s6 para subconjuntos do plano, ainda que
existe para subconjuntos de R™.

Definicao 17.2.9 (Simplesmente conexo). Um subconjunto D do plano é cha-
mado de simplesmente conexo ou 1-conexo se possui as duas propriedades

a) D é conexo por caminhos e

b) toda curva fechada simples C' C D abraga sé pontos de D.

D c R?

1-conexo 0 ¢

nao
1-conexo Q “ M ><

Figura 17.6: Subconjuntos D do plano R? simplesmente conexas ex nio
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