Capitulo 7

Formula de Taylor

7.1 Uma variavel

O caso de uma variavel é tratado no Célculo I. Vamos repetir uns fatos como
motivacdo. Denotamos de f(™) (x) e n-ésima derivada de f no ponto z € R.

Teorema 7.1.1. Se uma funcao f: R — R tiver uma representacdo em série
de potencias num ponto a e de raio de convergéncia R > 0, ou seja se vale

f(z) = icn(sc —a)", |lr—a|<R
n=0

- . o f(”)(a) | 0
entdo os coeficientes sao ¢, = ——. Ol:=1lez’:=1
n:

Demonstragdo. Por hipétese f(x) = co+ci1(x—a)+co(z—a)? +ez(x—a)®+-- -,
assim f(a) = co+ci(a—a)+ca(a—a)®>+---=cype f'(a) =0+ c1 + 2ca(a —
a)? +3cz(a—a)® + - = ¢ ete. O

Corolario 7.1.2. Uma fun¢ao f como no Teorema 7.1.1 é da forma

x ) (g
fa) =3 o aye
n=0 :

= f(a) + f'(a)(z — a) +

no todo ponto x com |r —a| < R.

Definigcao 7.1.3. Uma série da forma

o £(n) (g
(@) =1 =3 Dy = i 1@
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é chamada de série de Taylor da fun¢ao f no ponto a e a n-ésima soma parcial

T,(@) = Tf(@) == 3 L@ gy
=0

é chamada de n-ésimo polinémio de Taylor da funcao f no ponto a.

Observe que Ty(z) = f(a) é constante e Ty (z) = f(a)+ f'(a)(z—a) aproxima
f pela tangente no ponto a.

Exemplo 7.1.4. A funcao

0 ,x =0,
f(x) = {6112 x40,

nao é igual a sua série de Taylor em 0 a qual é a funcao nula porque toda
derivada anula-se f(™)(0) = 0 Vn. Por exemplo

10 — tim L) = 10)

h—0 h - hlir%) hel/h? -
Exemplo 7.1.5 (Exponencial). A série de Taylor no ponto 0 de f(z) := e® é

& " 2 3

Zf Z _1+x+—+§+

e converge para todo x € R. Assim O raio da convergéncia R é infinito.

A férmula vale como todas derivadas em 0 sdo 1. Dado x € R, pelo teste
d i1 _ | 2™t nlp |z "HOO
e razao | | | (n+D) zn | = n¥l

obtemos convergenma no ponto x, para todo x.

0 < 1, como o limite é menor de 1,

Corolario 7.1.6. Dado z € R, o limite sequinte é nulo
lim - =0, (7.1.1)
Demonstragio. Se o limite nao fosse nulo, a soma »_~ o - seria infinita. [

Observagao 7.1.7. Se e® tiver uma expansao em serie de potencias no ponto
0, entdo e® = >>7  %; segundo Corolério 7.1.2.

n=0 n!

Funcao iguale sua série de Taylor

Chegamos a questao quando uma fungao, a qual admite derivadas de todas
as ordens, € igual a sua série de Taylor num ponto a?
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Teorema 7.1.8 (Série de Taylor). Dado f: R — R de classe C*° e um ponto
a € R, definimos a fun¢do n-ésimo resto R, = R{® := f —T1*. Dado R > 0,
se a seqliéncia resto se anula no intervalo aberto de centro a e raio R, ou seja

lim R,(x)=0, |r—al<R
n—oo

entao f iguale no mesmo intervalo sua série de Taylor no ponto a, em simbolos

o

1)
'<(1> (x—a)", |z—al <R.
n!

fla) =T5 () = S

n=0

Demonstragao. Seja |r — a| < R, entdo

lim T, (x) L lim (f(x) — Ry (z)) = f(z) — lim R,(x) < f(z)—0.

n—oo n—oo n—oo

Para verificar a hipétese R,, — 0 no teorema ¢ 1til o critério seguinte.

Proposic¢ao 7.1.9 (Critério — Desigualdade de Taylor). Na situacdo de Teo-
rema 7.1.8, se nos pontos de um intervalo fechado a (n+ 1)-esima derivada €
limitada por a mesma constante M, em simbolos

‘f("ﬂ)(x)‘ <M, |z—a|<d
entao

M n
| R ()] < m'|x—a| o Jz—al<d
dn+1

MG

(7.1.1)
X

== 0.
Em cinza € o caso que todas as derivadas sao limitadas pela mesma constante M .

Idéia de demonstragio. Seja n = 1 e x € [a,a + d]. Aplicando integracao
f; ...dt & desigualdade f”(t) < M obtemos segundo o Teorema Fundamen-
tal de Célculo (TFC)

f/(gj) _ f’(a) (Tic) /z f”(t) dt < /det = M(z —a).

A esta estimativa aplique f; ...dt para obter similarmente

Ra@) = £~ 1) - P @) —a) [ 10 - )i
<M(t—a)
SM@ o= Mz —a)

t=a

O caso x € [a — d,a] funciona analogamente. No caso geral de n € N usa-se
indugao fazendo integracao n vezes. O
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Coroléario 7.1.10. Para todo = € R vale ¢* = Y00 2"

n=0 n!
Demonstracio. Escolhemos a = 0. Dado d > 0, como f(x) := e* = f(+1(z)
iguale todas suas derivadas temos |f("+D (2)| = |e*| < e? =: M quando |z| < d,

independente de n. Proposigao 7.1.9 verifica a hipétese de Teorema 7.1.8. [

Exercicio 7.1.11. Determine a série de Taylor T2 de f(x) := e® no ponto
a = 2 e mostre que é igual & prépria funcio exponencial, ou seja T ?(x) = e®.

Exercicio 7.1.12. Determine a série de Taylor 750 de g(z) := sin  no ponto
a = 0 e mostre que é igual & prépria fungao seno, ou seja T5™(z) = sin .

7.2 Varias variaveis

Deixa lembrar que neste texto U denota um subconjunto aberto.

Teorema 7.2.1 (Teorema do Valor Médio — TVM). Dado uma funcdo dife-
rencidvel f: RF 5 U — R e dois pontos Py e Py tal que o segmento fechado

[Po,Pl} = {P0+t(P1 —Po) |t€ [0,1]} cU
é contido em U. Entdo existe um ponto P € (Py, P1) no segmento aberto! com
F(Pr) = f(Po) = Vf(P) - (P = Po) = df (P) (P’ = Iy).
Demonstragio. A fungdo g: [0,1] = R, t — f(r(t)), onde r(t) := Py + (P —
Py), é continua e diferencidvel em (0,1). Conforme o TVM para uma varidvel
(Cor. A.0.11) existe um ponto t € (0,1) tal que g(1) —g(0) = ¢'(¥)(1 —0). O
7.2.1 Gradiente nulo

Observagao 7.2.2. Para qualquer funcao f: R¥ D U — R vale obviamente
f = const (Z) Vf =0.

O reciproco € falso ja no caso de k = 1 variavel, se a funcao é definida em dois
intervalos abertos disjuntos. Exemplo: f(z):= -1,z <0,e f(z):=1, z > 0.

Definigao 7.2.3. Um aberto U C RF é chamado de conexo por caminho se
qualquer dois pontos Py, P € U podem ser conectados através de um nimero
finito de segmentos em U:

EIPl,...,Pn:PGUI P(),Pl,Pl,Pz,...,Pn_l,PCU.
Teorema 7.2.4. Seja U conexo por caminho e f: RF 5 U — R diferencidvel:

V=0 = f = const.

1 0 segmento aberto (Po, P1) := {Py +t(P1 — Po) | t € (0,1)} ndo contem os extremidades
Py e Py
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Demonstracao. Fixe um ponto Py € U. Vamos mostrar: qualquer ponto P € U
tem o mesmo valor f(P) = f(FPy). Conecte Py com P através de segmentos
Py, Py, P.,P,, ..., P,_1,P CU. O Teorema 7.2.1 do Valor Médio diz que

f(Py) = f(Py) = Vf(P)-(PL — Py) =0

= 0 hip.

ou seja f(Py) = f(P1). O mesmo argumento para o segundo segmento [P, Py|
mostra que f(P1) = f(P2). Repetimos o argumento ate chegamos no ultimo
segmento [P,_1, P] com a concluséo f(P,_1) = f(P). O

Teorema 7.2.5. Seja U conexo por caminho e f,g: R¥ > U — R diferencidvel:
Vf =Vyg = g = f + const.

Demonstracdo. Para h := g — f vale Vh = 0, consequentemente h = const
segundo Teorema 7.2.4. O

Teorema 7.2.6. Para funcies P,Q: R?2 D U — R de classe C' vale o sequinte:

Af: U =R tal que fo =P, fy =Q = P, = Q..
—
Vf=(P,Q)

Na parte III vamos interpretar a lista (P,Q): R?> D U — R? como campo
vetorial ao longo de U C R2. A aplicacdo do teorema serd como um critério: Se
P, # @, entdo o campo vetorial (P, Q) nao é igual a um campo gradiente Vf.

Demonstragio. Pela hipétese f, = P e f, = @ sao de classe C'. Por isso
(fo)zs (fe)ys (fy)z> (fy)y € C°. Equivalentemente f € C? e o Teorema 3.4.3 de
Schwarz aplica: P, = foy = fya = Qu. O

7.2.2 Expansao de Taylor com resto de Lagrange R,

Por razoes da apresentagao e legibilidade consideramos o caso de duas
varidveis R2.
Teorema 7.2.7. Seja f: R? D U — R de classe C*. Dado um ponto Py =
(20,90) € U e um vetor nao-nulo (h,k) € R? tal que o segmento Py P, ¢ contido
no aberto U onde Py := Py + (h,k). Entdo existe um P = (Z,%) no segmento
aberto (Py, P1) tal que

f(@o+h,yo + k) = Ti(h, k) + Ru(h, k)
onde T = 7fF0

Ti(h, k) == f(x0,%0) + fo(w0,y0)h + fy(wo,y0)k

Ri(h, k) = = (fou(P)h? + 2f4y (P)hk + f,(P)K?) .

DN | =

Demonstragao. Considere a funcao g: [0,1] = R, t — f(xg + ht,yo + kt). Apli-
que Teorema A.0.12 com n = 1 (expansao de Taylor — uma varidvel). O
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7.2.3 Expansao de Taylor com resto de Lagrange R,

Por razoes da apresentacao e legibilidade consideramos o caso de duas
varidveis R?.

Teorema 7.2.8. Seja f: R?2 D U — R de classe C*. Dado um ponto Py =
(0,y0) € U e um vetor nio-nulo (h,k) € R? tal que o segmento PyP; é contido
no aberto U onde Py := Py + (h,k). Entdo existe um P = (Z,%) no segmento
aberto (Py, Py) tal que

f(@o+ h,yo + k) = Ty (h, k) + Ru(h, k)

onde Ty = 70
n m
1 8 fx07y0) —i7.4
To(h, k) = , — — M
(h. k) = F(zo, 90 +mz_1m,;( ) e
g(m)(0)
e Rn = RET
n+1 n
Ru(h, k) n—|—1 ot f(z, y)hn—i-l—ik,i
| anrl zay :

Demonstragao. Considere a fungao g: [0,1] — R, t — f(xo+ht, yo+kt). Calcule
g™ (t) usando inducio. Aplique Teorema A.0.12 (expansio de Taylor — uma
varidvel). Veja também [Gui01, §15.6]. O
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