Capitulo 5

Regra de Cadeia e Derivada
Direcional

Neste! capitulo primeiro vamos aprender calcular a derivada de funcdes com-
postas (regra de cadeia). Segundo vamos conhecer o vetor gradiente Vf de uma
funcao e seu relacionamento com a derivada df e a derivada de Gateaux D, f
o que é chamada de derivada direcional caso o vetor v é unitario (comprimento
|v| = 1). E terceiro vamos ver como usar o vetor gradiente VF(p) para descrever
o plano tangente a uma superficie de nivel {F = x} num ponto p.

5.1 Regra de Cadeia

O lei que determine como a derivada de uma fungao composta é calculada
em termos de derivadas das fungoes individuais é chamado de regra de cadeia.

Caso mais simples

No caso de mais de uma varidavel o cendrio mais basico é o seguinte: um
caminho v = (h, g) no plano R? seguido por uma funcio f de duas varidveis

v=(g,h) f

R R2 R
t———(g(t), h(t))
(z,y) 1 f(z,y)
t flg(t),h(t)) =: F(t)
R R
F=fo(g,h)
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32 CAPITULO 5. REGRA DE CADEIA E DERIVADA DIRECIONAL

A demonstracao do teorema seguinte é exatamente a mesma, se substituir-
mos f de duas varidveis por f de k variaveis.

Teorema 5.1.1 (RC-1). Seja z = f(x,y) uma fungdo diferencidvel e sejam x =
g(t) ey = h(t) fungoes diferencidveis. Entao z = F(t) := f(g(t), h(t)) é uma
funcdo diferencidvel na varidvel t e a derivada € dada pela formula simbdlica

Z=fo '+ Y (RC-T)

ou, equivalentemente, pela formula detalhada

F'(t) = fi(g(t), h(t)) - g'(t) + f2(g(t), b (1)) - B/ (t). (5.1.1)

Demonstrag¢ao. Suponhamos que z = f(x,y) é diferencidvel num ponto da forma
(zo,y0) = (g(to), h(to)) e que = g(t) e y = h(t) sdo diferencidveis no ponto t.
Vamos provar que F(t) := f(g(t), h(t)) é diferencidvel no ponto tg e calcular
a derivada F’(tp). Por hipdtese f é diferencidvel no ponto (zg,yo). Segundo
D no §4.2.1 as derivadas parciais de f em (zo, o) existem e a fungdo r: R? D
Bs(zg,y0) — R definida numa bola aberta com centro (xo, yo) pela equacao

f(z,y) — f(x0,y0)

(5.1.2)
= fa(@o,90) (x — o) + fy(20,y0) (¥ — yo) + 7(z — 20,y — yo)
satisfaz
lim  [@=2owv=ve) _ (5.1.3)
(2:9)=(wo,yo) #7070
Resta verificar que o limite seguinte existir (neste caso sendo F”(t))
F(t) = F(to)
t—to t—to
(612 . f1(f (o), h(to)) - (9(t) — g(to)) + f2(f (to), h(to)) - (R(t) — h(to))
t—to t—to

r(g(t) — g(to), h(t) — h(to)) [t —to| |(g(t) —g(to), h(t) — h(to))

+ lim — .
t—t t) —g(to), h(t) — h(t t—1 t—1
o [(g(t) — g(to), h(t) — h(to))] 1. ‘t(;) 0
0 e 2D (g7 (10), 1 (10))]
_ . 9(t) — g(to) . h(t) — h(to)
= fi(f(to), h(to)) lim ==— i +fa(£(t0), h(to)) Jim ——— 0
—_———
(4é1)g'(t0) (4é1)h’(to)
Assim o limite existe. Isso prova a formula (5.1.1) e Teorema 5.1.1. O

Exemplo 5.1.2. Seja F(t) := f(g(t), h(t)) onde sdo dadas as fungdes
z = flx,y) = 2%y + 3ay?, x=g(t):=sin2t, y=h(t):=cost.

Determine F’(0) e esboce o caminho «(t) := (sin 2t, cost) para t € [0, 27].
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SoLugAo. Calculamos f, = 2zy + 3y* e f, = 2% + 12zy®. Obtemos ¢'(0) =
2c080=2e h(0)=1e h'(0) =—sin0=0=g(0). A férmula (5.1.1) nos da

F'(0) = f1(9(0), n(0)) '@+fz(g(0), h(0)) 'w = 49\(9)’%@ + 6@4 = 6.
=2 =0 =0 =1

Segundo caso mais simples

Em vez de uma varidvel ¢ vamos agora permitir duas varidveis (s,t) para
nosso par de fungdes (g, h), assim chegando no diagrama

R2 (g;h) R2 f R
(s,6) ————— (g(s,t), h(s, 1))
(z,y) f(z,y)
(S,t) f f(g(&t), h(S,t)) = Z(S,t)
R R

z=fo(g,h)

Teorema 5.1.3 (RC-II). Seja z = f(x,y) uma fungdo diferencidvel e se-
jam x = g(s,t) e y = h(s,t) fungées diferencidveis. Entao z = F(s,t) :=
flg(s,t),h(s,t)) € uma funcdo diferencidvel em (s,t), a derivada da composi¢do
€ dada por composicao das derivadas

dF = df(g,n) © D(g,h)

em todo ponto (s,t). As derivadas parciais sdo dadas pelas férmulas simbdlicas

Zs:fm'xs+fy'ysv Zt:fz‘xt+fy'ytv‘

ou, equivalentemente, pelas formulas detalhadas

Fl(svt) = fl(g(svt)a h(S,t)) 'gl(S’t) + fQ(Q(Sat)’h(sat)) : hl(svt)a
FQ(Svt) = f1(9(87t)7 h(S,t)) . 92(87t) + f2(g(57t)7h(87t)) : h2(87t)'

Demonstragdo. A demonstracao de (RC-II) segue as passos daquela de (RC-I),

(5.1.4)

Teorema 5.1.1, comegando assim lim 4 ¢)_; (s0,t0) W A férmula (5.1.4)
para Fy segue de (5.1.1) se consideramos a funcéo t — F(s,t) tratando s como

uma constante; analogamente para Fj. O

Exemplo 5.1.4. Seja z = f(z,y) := €® -siny e sejam x = g(s,t) := st? e
y = h(s,t) = s*t. Seja F(s,t) := f(g(s,t),h(s,t)). Determine Fy e F;.
SoLUGAO. Temos f, = €* -siny e f, = e” - cosy. Temos z; = t* e y; = 2st.
Aplica regra (RC-II) para obter

Fo(s,t) = fo-xs+ fy-ys = est’ (sin s%t) 1% + est’ (cos s°t) 2st.

Deixamos ao leitor calcular Fy(s,t).
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Caso geral
No caso geral temos n varidveis (t1,...,t,) =: t e listas de fungoes

(g4, ...,d") =1ge (f',...,f™) = f, assim chegando no diagrama

g=(g",....g%) =0 f™)

R™ Rk R™
t=(t1,...,tn) — (g*(#),...)
r=(x1,...,28) — (f1(2),...)
t=(t1,...,tn)¢ (FYg (t1, o)y een)senn)
R R
F=fog
Teorema 5.1.5 (RC-geral). Seja u = f(x1,...,2x) uma funcdo diferencidvel
com valores em R™ e sejam x; = g'(t1,...,t,) funcdes diferencidveis para i =
1,...,k organizadas numa lista g := (g*,...,g"*). Entdo a funcdo composta

F:i=fog:R"=>R"™,  (t1,...,tn) = f(g1(t1,- - stn)se s gr(tiy ..o tn))

é diferenciavel em t := (t1,...,tm), a derivada da composi¢ao é dada por com-
posicdo das derivadas DF(t) = Df(g(t)) o Dg(t) e as derivadas parciais por

, aft oz,  Of Oz aft Oz
(F);, = f L f 2 ... J* Oy,
’ 8$1 8tj 8$2 8tj Ba:k 8tj
ponto por ponto para cada membro F1, ... F™ de F e cada varidvel ti, ..., ty.

5.2 Diferenciacao Implicita

Suponha que uma equacao F(x,y) = 0 defina y implicitamente como uma
funcao diferencidvel y = g(z) de z. Se F' é diferencidvel, podemos aplicar a
regra de cadeia (RC-I), veja (5.1.1), para diferenciar ambos os lados da equagao
0 = F(z,g(z)) para = obtendo 0 = F, Lz + F,2g =0 = F, + F,g'. Caso

_ L

i Oy _ 1 —
F, # 0 nao anula-se, resolvimos para 32 = g’ = P

Teorema 5.2.1 (Teorema da Fungao Implicita — Caso F(z,y) = 0).

Seja F: R® D U — R de classe C*(U). Seja (a,b) € U um ponto tal que
F(a,b) =0 e Fy(a,b) # 0. Entdo o sequinte € verdadeiro. Existem intervalos
abertos I o a e J 3 b tais que para cada x € I existe um dnico g(x) € J
anulando F(x,g(x)) =0. A funcao g: R D I — R € diferencidvel e

Demonstragao. Veja [Gui0l, §12.2 p. 239)]. O
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Tem vérias versoes do Teorema da Funcao Implicita (Gui01, §12.2]):

a) Para k varidveis se temos um ponto com F(p) = 0 e Fi(p) # 0 podemos
resolver F'(x1,...,x;) = 0 exprimindo xy = g(z1,...,2r—1) como fungado
de & := (x1,...,25-1) tal que F(&,g(&)) =0 e tal que

le(fj g( )) _Oxp (j;) — Fﬂ?k71(j:’g(i')).

%~ g, (i R,
W) = gt e e

8£E1

b) Para resolver duas equagoes F(z,y,z) = 0 e G(z,y,2) = 0 simultanea-
mente F(z,g(x), h(z)) = 0e G(z,g(x), h(z)) = 0 obtendo ambas varidveis
y = g(z) e z = h(x) como fungdes diferencidveis de x precisamos ter um

ponto p tal que F(p) =0 = G(p) e det UEG) 4. Neste caso

B(y,2)
A(F.G) A(F,G)
T = N MV SR O}
ox — 9\T) = Qet 2FC)” oz — dot 2FC)
d(y,2) A(y,z)

onde E g s@o as matrizes Jacobianas definidas em (4.4.1).

Exercicio 5.2.2. (i) A equagdo 2 + y® + 2% + 6xyz = 1 define implicitamente
alguma funcao diferencidvel z = g(x,y)? (ii) Em caso afirmativo, expresse

% — g, e gy = gy em termos de z, y, e z.

SorLugAo. (i) Escrevemos F(z,y,z) = x® + y> + 23 + 6zyz — 1. Conforme
versdo a) acima com k = 3 precisamos encontrar um ponto p tal que F(p) =
0 e F.(p) # 0. Esse primeiro passo depende da nossa intuigdo. Vemos que
F(1,0,0) =0= F(0,1,0) = F(0,0,1). Calculamos

Fo(z,y,2) = 32° + 6yz, F,(z,y,2) =3y> + 62z, F.(v,y,2) = 32"+ 6xy.
Dos trés pontos s6 p = (20, Yo, 20) := (0,0,1) ndo anula F,, ou seja F,(0,0,1) =
3#0e F(0,0,1) = 0. Assim respondemos (i) com “Sim”.

(ii) Segundo o Teorema da Fungao Implicita — Caso a) F(x,y, z) = 0 — existe

uma bola aberta B(zg,y0) C R? de centro (z9,70) = (0,0), um intervalo .J,

Z0
contendo zg = 1, e uma fungao diferenciavel

g: RZ D) B('/];O-,y()) — JZU C Rﬂ (I"*U) = (](T‘,?j) ('TOﬁ.?/O) - (O 0) — 1
com F(z,y,g9(z,y)) =0e

Oz . - FIJ<;I"1 !/*q(l*!/>) Oz __ F (’I’ Y, (J( 0 /))

oz 7.(].’1,'('1/',y> - 71_1— oy (],j(l I/) f‘—
z(l~yg(1~y)) Z<l Ys ¢ J( J)>

No nosso caso obtemos

y? + 2z

22 + 22y’

22+ 2yz

0z __ —
ma By = gy(z,y) = —

gii - (]:(77/) -
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5.3 Derivada Direcional

A derivada direcional tem caracter de derivada parcial, sé em vez de variar
ao longo de um eixo coordenada (gerado por um vetor candnico e;) variamos
ao longo de uma reta gerada por qualquer vetor © de comprimento 1. A mesma
formula faz sentido para vetores de qualquer comprimento, neste caso sendo
chamada de derivada de Gateaux. Enquanto usamos o mesmo simbolo D,
em ambos casos, vamos reservar o termo “derivada direcional” exclusivamente
para vetores de comprimento 1 para as quais geralmente usamos o simbolo .

Existéncia da derivada de Gateaux num ponto ainda em todas as diregoes,
nao implica diferenciabilidade. Enquanto a derivada de Gateaux é multiplicativo
no sentido que respeita a multiplicacao de um vetor v com um numero real «,
geralmente nao respeita a adigao v + w de dois vetores — nao é aditivo.

Destacamos que para definir derivada direcional num ponto p nao precisa-
mos diferenciabilidade em p. Mas logo depois vamos focar s6 em fungoes dife-
renciaveis em p comecando com a definicao do vetor gradiente. Para fungoes
diferencidveis em p vale a relagdo D, f(p) = df (p)v = V/[(p) - v da qual segue
existéncia e aditividade: a derivada df (p) é linear (aditivo e multiplicativo).

Definicao 5.3.1. (i) A derivada de Gateaux aplicada a uma fungao f: R¥ D
U — R num ponto p € U na direcdo de um vetor v € R¥ é o ntimero

D, f(p) == lim flp+tv) — f(p)

lim ; (5.3.1)

se o limite existir. Intuitivamente D, f(p) representa a velocidade-dependente-
taza-de-variacao-instantanea da funcao f, viajando através do ponto p com uma
velocidade especificada pelo comprimento |v| de v.

(i) Elimina-se dependéncia de velocidade permitindo sé vetores unitdrios
(comprimento 1) 9, assim viajando com velocidade 1. O conjunto de todos os
vetores unitarios em R¥ é a esfera unitaria

S*=1 := {todos os vetores de R* de comprimento 1} C R*.

Cada um vetor nao-nulo v gera um vetor unitario v := \71|U'

(iii) Aplicado a vetores unitdrios chamamos a derivada de Gateaux D f(p)
de derivada direcional. Intuitivamente D;f(p) é a taxa de variagao ins-
tantanea da funcao f, viajando através do ponto p com velocidade 1.

A derivada de Gateaux de uma funcao, diferencidvel ou nao, é homogéneo
(respeita multiplicagao escalar). Para derivada direcional nogoes como multi-
plicatividade ou aditividade nao fazem nenhum sentido, porque estas operagoes
geralmente nao preservam comprimento 1.

Lema 5.3.2 (Multiplicatividade da derivada de Gateaux). Suponha que D, f(p)
existe. Entao para qualquer nidmero real A existe também Dy, f(p) e

Do f(p) = ADy f(p). (5.3.2)
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Demonstragio. No limite (5.3.1) para Dy, f(p), denomina t\ de f e substitua
no denominador ¢ por ¢/ e lim;_,o por lim; . O

Os vetores candnicos ey, ..., e, € RFsdoaslistase; = (0,...,0,1,0,...,0)
com todos os membros nulos exceto membro i quem é 1. O subconjunto £F =
{e1,...,ex} € SF~1 é chamado de base canénica de R¥. E fécil verificar que
as derivadas direcionais D, f reproduzem as derivadas parciais f; caso existam

D., f(p) = fi(p), ... ,De f(p) = fr(p)

Verifique isso no caso de duas varidveis para p = (a,b) e v = (a, 8). Observe
que p+ hv = (a,b) + h(a, 8) = (a + ha, b+ hp).

Exemplo 5.3.3 (Todas derivadas direcionais existem, f nao é diferencidvel).
Sabemos do Exercicio 4.2.3 que a fungao

$3

) Ty (z,y) # (0,0),
fz,y) = {0 + (ey) = (0.0), (5.3.3)

na origem € continua, mas nao diferenciavel, ainda que a derivada direcional
existe em todas as diregoes:

D3 f(0,0)=a% o= (,B), 1=a+p%= 0" (5.3.4)
SOLUGQAO. A derivada direcional D; f(0,0) é o limite seguinte
ny . (7‘,(\\)"" o (J 3 3
. ,/(/,(l./&) — [(0(]) . (ta)2+(ta)? X o’ 3
im = lim L = lim ———5 = a”.
t—0 t t—0 t t—0 3 (a2 4 52)

Comentario 5.3.4 (Derivada de Gateaux nao é aditivo). Para f em (5.3.3)
vale D1,0)f(0,0) =1 e D 1)f(0,0) = 0, mas D1 1)f(0,0) = 3 # 1 +0.

Mas no §5.3.1 veremos que aditividade num ponto p vale sob a hipdtese que f
é diferenciavel em p.

Funcoes diferenciaveis

Daqui para frente consideramos fungoes diferencidveis num ponto p. Eles
nao s6 admitem todas derivadas parciais (da primeira ordem), segundo §4.2 C,
mas ainda derivada direcional em todas as direcoes.

C. f diferenciavel em p (Z) D, f(p) existe V diregdes v.

O reciproco de C é falso como Exemplo 5.3.3 acima mostra. Aprenderemos
um critério novo para nao ser diferenciavel e o usamos no Exercicio 5.3.8.
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5.3.1 Vetor Gradiente

Definigdo 5.3.5. Seja a funcio f: R¥ D U — R diferencidvel no ponto p € U.
A lista das derivadas parciais de f em p é chamada de vetor gradiente, simbolo

Vf(p) == (fr(p),---, fr(p))

Teorema 5.3.6. Se f ¢ diferencidvel em p, entdo D, f(p) eriste Yv € RF ¢

Dy f(p) = df (p)v = V[ (p) - v
onde a transformacao linear df (p): R¥ — R ¢ a derivada; veja (4.4.1).

Demonstragdo. Seja f diferencidvel no ponto p = (p1,...,pr) do seu dominio
aberto U € R¥. No caso v = O a identidade a provar é 0 = 0, verdadeiro. Fixe
v # O. Usando que U é aberto, escolnemos € > 0 suficientemente pequeno tal
que a bola aberta B,,|(p) é contida em U. Considere a fungao F': (—¢,e) = U
dada por F(t) := f(p+ tv). Como f é diferencidvel em p e g;(t) := p; + tv;,
i=1,...,k,em ¢t =0 com g,(0) =v; aregra da cadeia (5.1.1) acerta que

F'(0) = fi(p)vr + - + fe(p)or = df (p)v.
=Vi(p)w

Assim F’(0) — o limite em (5.3.1) — existe, mas este limite se existir é D, f(p). O

Corolario 5.3.7 (Critério para “ndo diferencidvel”). Desigualdade D, f(p) #
Vf(p) - v numa diregao v implica que f ndo é diferencidvel em p.

Exemplo 5.3.8. A funcdo f em (5.3.3) néo é diferencidvel em (0,0).
SOLUGAO. Segundo (5.3.4), para © = (—=, —=) obtemos D;f(0,0) = # e

V27 V2

V/(0,0) = (1,0). Assim Vf(0,0) - & = 2= # 9 £(0,0).

Exercicio 5.3.9. Seja f(x,y) := 2® — 32y + 4y e seja v € R? aquele vetor
unitdrio tal que o angulo 6 do eixo-z para v é . Determine D, f(z,y).
s /3 11

. (R V/ v qin & — L
[DicAs. cos T = 5> esin§ = 3]

5.3.2 Taxa de Variacao

Exercicio 5.3.10. Seja f(z,y) := xsin(yz). a) Determine Vf(z,y). b) Deter-
mine a taxa de varia¢do de f no ponto p = (1, 3,0) na diregdo v = e1 + 2e5 — e3.
Maximizando a Taxa de Variagao

Teorema 5.3.11. Seja f diferencidvel no ponto p. O mdzrimo da taza de va-

ria¢do de f no ponto p é |Vf(p)| e ocorre na dire¢ao @”(p) = WVf(p) :

max Dy f(p) = [Vf(p)| = Dy, f (p)-
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Demonstra¢do. Segundo Teorema 5.3.6 e uma propriedade do produto escalar

v=

max D f (p) = max Vf (p) - & = max [Vf (p)] |o] cos £(Vf(p),8) = [VF ()]
V= v= v—,_/

=1 =1 para angulo 0
O coseno tem valores [—1,1], o maximo sendo 1. O

Comentario 5.3.12 (Coordenadas do vetor v do ponto p ao ponto ¢g). Se
p=(p1,---,p) € ¢ =(q1,...,qx) obtemos

‘vz—p-i-q:(—p1+Q17-~-,—pk+Qk>-‘

Isso segue da adigdo de vetores (flechas) colocando o ponto inicial da segunda
flecha ao ponto final da primeira. Use as flechas de O para ¢q e de p para O.

Exercicio 5.3.13. Seja f(z,y) := zeY. a) Determine a taxa de variagdo de
f no ponto p = (2,0) na direcdo v de p a g = (%7 2). b) Determine a direcao
na qual ocorre a taxa de variagdo méxima de f em p. ¢) Determine a taxa de
variagao maxima de f em p.

5.3.3 Superficie de nivel e plano tangente

Definigao 5.3.14 (Valor regular). Seja F(x,y,2) uma funcio no R? de classe
C'. Chamamos x € R de valor regular de F se o vetor gradiente VF nio
se anula ao longo do nivel {F = &}, em simbolos F(p) = k = VF(p) # O.
Chamamos x de valor critico de F' se nao é regular, ou seja se VF anula-se
em pelo menos um ponto no nivel {F = k}.

Dado um valor regular x de F(x,y, z), escrevemos o conjunto de todos os
pontos ¢ onde F tem valor F(q) = k na forma

{F=x} ou F k)

chamado de superficie de nivel. Suponha que t — r(t) = (z(t), y(t), 2(t)) €
{F = k} é um caminho continuamente diferencidvel (C!) no nivel x tal que o
vetor velocidade 7 := %r nunca se anula, particularmente a fungao composta
F(r(t)) = k é constante. Calculamos a derivada com a regra da cadeia (RC-I)

(5.1.1)
0= %f@ = %F(r(t)) =

Fpi+ Fyy+ F.z2 = VF(r(t)) - #(t).

Observe que nenhum dos dois vetores no produto escalar se anula. Assim o
vetor gradiente VF'(r(t)) é ortogonal ao vetor tangente r(t) a qualquer curva na
superficie de nivel passando o ponto p = r(t). Mas isso determine unicamente
um plano, o plano tangente T,{F = k}.

Definigao 5.3.15 (Plano tangente — superficie de nivel). Seja F' € C'(R3) uma
fun¢ao e k um valor regular de F'. O plano tangente num ponto p = (g, Yo, 20)
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da superficie de nivel & é o plano em R3 passando p e ortogonal ao vetor gradiente
VF(p), em simbolos

T{F =r}:={qeR*|VF(p)- (¢ —p) =0}

z S| (=) fr = (5.3.5)
=q(y| R | ) |- {v—w|=0;.
z F.(p) z— 20
O vetor normal é
1

e a reta normal
Ry :=p+RVF(p) := {p+ pVF(p) [ n € R}.

Exercicio 5.3.16 (Superficie dada como grafico). Seja f € C1(R?) e seja a
superficie S = gr(f) = {z = f(z,y)} o gréfico. Encontre a equagao de TpS num
ponto P = (zg,yo, f(z0,y0)) € S, conforme Definigdo 5.3.15, representando S
como superficie de nivel S = {F = x} usando a fungdo F(z,y,z) := z — f(z,y)
e o valor k := 0. Compare seu resultado com (4.3.1).

Exemplo 5.3.17. Dado o elipsoide & = {%2 + 1%+ % — 3 =0}, determine a
equacdo de T,€ em p = (—2,1,—3), o vetor normal N, e a reta normal R,.

SOLUGQAO. Definimos F(x,y,z) := ’Tz + 2+ (—,2 —3 ek := 0. Calculamos
VF(z,y,z) = (x/2,2y,22/9), assim VF(p) = (—1,2,—-2/3). Assim

x —1 T+ 2
T, = Yy 2 |ly—1]=0p={-3z—06y+2z=—18}
z -2/3 z+3
e
-1 —2—u
N,=2| 2 |, R, = 1+2u peER

—2/3 -3 —2u/3
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