Capitulo 3

Derivadas Parciais

Primeiro' repetimos para funcées de uma varidvel o conceito de derivada
¢'(x) num ponto z € R. Chama-se g de diferencidvel se a derivada existe em cada
um ponto do dominio. No caso de duas ou mais varidveis x = (z1, Z2,...,T)) €
RF é bem natural simplesmente escolher uma varidvel x;, considerar todas as
outras varidveis como constantes, e aplicar a definicao de uma varidvel para
obter a chamada derivada parcial em respeito a x;, simbolo f,, (z) ou f;(z),
caso existir.

Encontramos o primeiro déficit da generalizacdo natural: Enquanto,
no caso de uma varidvel, existéncia da derivada ¢’'(p) implica continuidade
da funcao g no ponto p, ainda existéncia de todas as derivadas parciais
f1(p), f2(p), .-, fr(p) ndo implica continuidade de f no ponto p caso k > 2;
veja Exercicio 4.1.1. O primeiro déficit serd consertado no Capitulo 4 introdu-
zindo um conceito de diferenciabilidade mais forte, o que implica continuidade.

Um segundo déficit de fato ja acontece no caso de uma varidvel e ocorre
quando queremos descrever os valores de uma funcao diferenciavel g perto de
um ponto p usando como aproximagio a tangente 7}, ao gréfico de g.2 Variagdo
das tangentes T, continuamente nos pontos x perto de p é equivalente a conti-
nuidade da funcdo z — ¢'(z) das inclinagoes; veja (contra-)Exemplo 3.1.1.
Analogamente, no caso de k > 2 varidveis, existéncia das derivadas parciais
f1(p), f2(p), - - ., fr(p) ndo é suficiente, precisamos continuidade delas para com-
portamento continuo dos espagos tangentes o que é essencial para aplicagoes
como aproximacao linear. Neste caso digamos que f é de classe C?.

Interessantemente, existéncia e continuidade das derivadas parciais implica
diferenciabilidade (assim continuidade), mas ndo vice versa; veja diagrama na
introdugao ao Capitulo 4.

1Cap. 3 atualizado 20 Ago 2023
2 A tangente T} é a reta no plano R2? de inclinagio ¢’ (p) passando o ponto (p, g(p))-
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16 CAPITULO 3. DERIVADAS PARCIAIS

3.1 Derivada no caso de uma variavel

Seja g: R D U — R uma fungao de uma varidvel z definida num conjunto
aberto. Chama-se g diferenciavel no ponto p € U se o limite seguinte existir

i 9@+ 1) —9(p)

lim ; (3.1.1)

Neste caso chama-se o limite a derivada de g no ponto p, stmbolo ¢'(p) € R.
Existéncia da derivada ¢’ num ponto p implica continuidade da funcao nesse
ponto. Suponha que ¢’ (p) existe. Entao a funcao r(h) := g(p+h)—g(p)—¢' (p)h

satisfaz limy,_,q @ = 0. Junto com linearidade do limite segue que

. 7 / _ . M . _
lim g(p + h) = lim (9(p) + ¢'(P)h + 7(h)) = g(p) + im =5 . ftb . 9(p).
*}O 1mitado

Exemplo 3.1.1 (Derivada existe, ndo é continua). A fungdo o: R — R

2 g (L
o(z) = {:c sin () ,z#0,
0 ,x=0.

admite derivada em todo ponto = € R e a fungdo derivada é

so1 2 1
U,(x)::{QxblngCQ—wCOme ,x #£0,

0 ,x=0.

Verificamos que ¢’(0) = 0:

’ : : 1
o' (0) = lim = lim h -sin (75) = 0.
() h—0 h h—0 H(/’ﬁ),
limitado
A funcao derivada ndo é continua na origem: A sequencia xp := —1/v/2m¢ < 0

onde escolhemos ¢ € N converge para 0, quando ¢ — oo, enquanto

o' (wr) = —2—A= sin(=20) +2V2rl cos(—2r0) = —2v/270 =F 00 # o' (0).
T N——_—— —

=0 =1

Assim as inclinacoes das tangentes T, ao grafico de o convergem para co en-
quanto z¢ — 0 mas a tangente Ty tem inclinagdo ¢’(0) = 0 (¢ horizontal).

O problema com as tangentes no exemplo anterior é que a funcao derivada
o’ nao é continua.

3.2 Definicao de derivada parcial

Para simplicidade de notacao vamos focar em duas varidveis, o caso de n
varidveis sendo inteiramente andlogo. Seja f: R2 D U — R uma funcao de duas
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varidveis z e y definida num aberto U. Dado um ponto (a,b) € U, obtemos dois
caminhos naturais em U, paralelo ao eixo-z o caminho = — (z,b) e paralelo ao
eixo-y o caminho y — (a,y). Os valores de f ao longo dos caminhos sao fungoes

g(x) == f(z,b), G(y) = f(a,y).

Caso a fungao de uma varidvel g tem derivada no ponto a no sentido de Calculo I,
veja (3.1.1), ou seja caso o limite seguinte existir

lim gla+h) —g(a) — lim fla+h,b)— f(a,b) .
h—0 h h—0 h

entdo este limite, denotado de ¢’(a), é chamada de derivada parcial de f em
relagdo & primeira varidvel  no ponto (a,b) e denotada de f,(a,b) := ¢'(a).
Analogamente f,(a,b) := G'(b) caso existir.

‘ Funcao de uma varidvel: derivada = derivada parcial. ‘

Definigao 3.2.1 (Derivada parcial). Seja f: R? D U — R uma funcio de duas
varidveis (z,y) num aberto U e seja (a,b) € U.
a) Dizemos que f tem derivada parcial em relagdo & primeira varidvel = no
ponto (a,b) se o limite existir
f(a+hab) 7f(avb)

f]ili)r%) 0 =: f.(a,b).

Analogamente f tem derivada parcial em relagdo a segunda varidvel y se o
seguinte limite existir

lim f(a7b+h’) _f(a7b)
h—0 h

=: fy(a,b).

Caso o primeiro limite exista, denominamo-lo de f,(a, ), chamado de derivada
parcial de f em respeito a  no ponto (a,b). Analogamente f,(a,b).

b) Se f.(a,b) existe em todos os pontos do dominio dizemos que a derivada
parcial de f em respeito = existe. Analogamente para y.>

Definicao 3.2.2 (n varidveis). Seja f: R* DU - Re x = (z1,...,2,) € U.
Entao a derivada parcial de f em respeito a x; é, se existir, o limite seguinte

}lllm f(xla ey Lj—1, T4 + h’a Lit1lye-- ,In) - f(x) ejisst:oir fx,i (l‘)
1 —0 h

Comentario 3.2.3 (Notagdes alternativas). E praxe denotar as derivadas par-
ciais com uma grande variedade de simbolos, por exemplo

flm %a fia Dlzf? Dif7 %Ondez:f(xla"'axk)'

Dependente do contexto um simbolo pode ser mais pratico, mais legivel, como
outros.

3 Notacbes comuns s3o fz, %, D.f, f1, D1f, e % onde z = f(z,y).
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Exercicio 3.2.4 (Cone). Dado f(z,y) = /22 + y2, mostre que as derivadas
parciais na origem (0, 0) nao existem.

Exercicio 3.2.5. Seja f(z,y) = 2 + 22y — 2y?, encontre f,(2,1) e f,(2,1).

SOLUGAO. Vamos mostrar que as derivadas parciais f, e f, existem, determinar
férmulas, e depois avaliar no ponto (2,1). Fixando y com um valor constante,
a funcdo = — 23 + 22y® — 2y% é um polinémio de uma varidvel e sabemos do
Calculo I que a derivada existe e é dada pela férmula 322 + 2zy>, analogamente
y — 23 4+ 22y> — 242 fixando x. Assim

fe =32% 4+ 2zy, f.(2,1) =16,, fy =32%y% — 4y, f,(2,1) =8.

Derivadas parciais definidas implicitas

Exemplo 3.2.6. A equacdo z3+33+423+6xyz = 1 define uma superficie § C R?

. ., _ ’ ~ 4 . a
no sentido que a varidvel z = f(x,y) é uma fungdo de z e y.* Determine 3 e

0z

Fy.
SOLUGAO. Para determinar % consideramos y = b com um valor constante.
Aplicando a% para a equacdo obtemos 3z2 + 0 + 3223—; + 6yz + 6:10;1/% = 0.

Resolvendo para g—; obtemos

(2 —x? — 2z
or 2242y
ao longo do subconjunto V := {22 # zy} de S. Deixamos como um exercicio

oz __ —y2—29:z
mostrar que 9y = 2230y

ao longo V.

3.3 Interpretacao Geométrica

Dado uma funcio continua f: R? > U — R e um ponto p = (a,b) € U.
Como U é aberto, existe § > 0 tal que a bola aberta Bs(p) de raio § e centro
p é contida em U. A equacdo z = f(x,y) representa uma superficie em R?, o
grafico S = gr(f). Pelo ponto P = (a,b, f(a,b)) da superficie S passam duas
curvas naturais C; e Cy: os gréficos das fungoes = — f(x,b) e y — f(a,y)
ambas definidas no intervalo (-4, 9).

Suponha que as derivadas parciais f(a,b) e f,(a,b) existam. Neste caso as
duas curvas tem as tangentes 77 e T no ponto P.

Curva C; e tangente T1(x) = P + (z — a)C(a) sdo parametrizadas assim

Ci(x) = i , Ti(z)= 55 , x € (=6,0).
f(a,b) f(a,b) + fz(a,b)(z —a)

4 também poderia escolher = = g(y, z) ou y = h(z, 2)
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Curva Cs e tangente T»(y) = P + (y — b)C4(b) sdo parametrizadas assim

Ca(y) = Yy , Ta(y) = Yy ;Y€ (=94,9).
fla,y) f(a,b) + f,(a,b)(y — b)

Observe para que as duas tangentes nao fazem saltos descontinuos precisamos
continuidade de f, de f., e de f, perto de (a,b). Isso lida ao termo C' no §3.4.

Exercicio 3.3.1. Seja f(z,y) = 4 — 22 — 2y, esboce o gréfico e as curvas O
e Cy passando o ponto P = (3,1, %) de S = gr(f). Calcule f,(1,1) e f,(3,1) e
interprete cada um como inclinagao de uma curva no grafico.
SoLugAo. Calculamos f,(x,y) = —2x, assim /,(% 1) =—-1,¢e fy(z,y) = -4y,
assim fy(%, 1) = —4. O grafico é um paraboloide centrado em torno do eixo-z
que abre para baixo comegando na altura f(0,0) = 4. O gréfico encontra o
plano-zy na elipse (é)2 + (%)2 =1, 0 eixo-z em = = +2, 0 eixo-y em y = +/2.
As curvas sdo C1(z) = (z,1,2 — 2?) e Ca(y) = £ — 2y A inclinacio da
curva Cy no ponto P é fy(3,1) = —1 e aquela de Cy é fy(3,1) = —4.

3.4 Derivadas parciais de ordem superior
Definigao 3.4.1. Seja f: R® D U — R uma fungao. Seja k € Ny.
f€CU) & f continua em U.

feCYU) & f € C°U) e todas as n derivadas parciais f,,: U — R da primeira
ordem existem e sao continuas.

feC*(U) = f e CYU) e todas as n* derivadas parciais fy,z, := (fz,)z,: U = R
da segunda ordem existem e sao continuas.

feCkU) & f € C*Y(U) e todas as n* derivadas parciais da k-ésima ordem
existem em U e sao continuas.

fe€C®(U) & f € CFU) para cada um k € Ny.

Chama-se os elementos de C*(U) fungdes continuamente diferencidveis em
U, e as de C*(U) funcdes k vezes continuamente diferencidveis em U.

Por definicdo uma funcdo f é de classe C*(U) se e somente se todas as
derivadas parciais de f de todas as ordens de zero ate inclusive ordem k existem
em U e sdo continuas em U. E muito trabalho checar continuidade de 1+ n +
n? + .- 4+ n¥ funcoes. Na verdade é suficiente sé verificar continuidade das n*
derivadas parciais de ordem k para saber que f € C*¥(U); espere até Secao 4.2.3.

Exercicio 3.4.2. Determine todas as derivadas parciais de todas as ordens da
fungao f(z,y) := 2% 4+ 22y — 22 [Na 5a ordem todas anulam-se.]
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As vezes seria 1til trocar a ordem da diferenciagao parcial. O teorema se-
guinte trata isso.

Teorema 3.4.3 (Hermann Schwarz 1873). Dado f: R™ D U — R, entdo
fmja:kvfa:ka:j € CO(U) = fzja:k = fmkmj em U.

Observe que funcoes da classe C?(U) satisfazem a hipétese do teorema de
Schwarz.

Coroldrio 3.4.4 (Critério para discontinuidade). Se derivadas parciais de se-
gunda ordem ndo comutam fi 2, (p) # fr,z,(p) num ponto p, entdo eles ndo
sdo ambas continuas, consequentemente f ¢ C2.

Exercicio 3.4.5. Seja f(x,y,2) = zyz + ley Determine f,,. no aberto U :=
{z #0 Ay # 0}
SoLUCAO. Como a funcao f é racional em U, segundo Coroldrio 2.2.3, ela é
continua. O mesmo raiozinho aplica para as derivadas parciais da primeira,
segunda, e terceira ordem. Assim podemos aplicar o teorema de Schwarz nos
passos seguintes:

f:l‘g/z = ((f.l:),g/)z — <<f1)z)z/ — ((fz)r)y
Agora a calculagao é facil
f:/ =y, (-fz)fl: =Y, ((fz):z:)y =1.
Faca a calculacao na ordem original ((f;),). para ver a diferenca.

Exercicio 3.4.6 (f ¢ C? usando Schwarz). Prova que a funcido f: R? — R,

o Fe @) #0.0),
e {0 , (z,9) = (0,0),

nao é de classe C? mostrando que f,;(0,0) =0 e f,,(0,0) = 1.

Dica. Mostre que as derivadas parciais sao dadas por

Foy) = d T (@) #(0,0),
ST L 0 s, \ L, Y) = 0*0
(z,y) = (0,0)

flay) = | EERmE - @) #0.0),
JY\T e 0 X (LI;-, [/) = <(), ())

d ¢ o ¢ o S
Com estas férmulas calcule @,/51;(0, 0) e 5. .fy(0,0) segundo Definigao 3.2.1.
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3.5 Equacgoes diferenciais parciais (EDPs)

Definigao 3.5.1 (Equagdo de Laplace). As solugoes u = f(x), z € U C R", da
EDP seguinte

0% P 0%u
- Ox? 02

sao chamadas de fungoes harmonicas.

Au: =0

Exercicio 3.5.2. Mostre que a func¢éo u(x,y) := e” sin(y) é harménica.

Defini¢ao 3.5.3 (Equagao da onda). Dado um parametro a € R. Seja u =
f(t,x) uma funcao das variaveis (¢,x) € R?. A EDP

Pu  ,0%u

e e
ot? Ox?

é chamada de equagao da onda,

Exercicio 3.5.4. Mostre que a funcao u(t, z) := sin(z — at) é uma solucdo da

equacdo da onda. Esboce para a = 1 os gréficos das fungdes u(0,x), u(%,z),
u(%,x),z) para illustrar como a onda move no tempo ¢.



	Introdução
	Notações
	Convenções

	I Derivadas Parciais
	Funções de Várias Variáveis
	O espaço Rn
	Subconjuntos
	Coordenadas cartesianas e polares no plano

	Básicos úteis
	Funções
	Gráfico
	Curvas de nível


	Limites e Continuidade
	Limites
	Continuidade

	Derivadas Parciais
	Derivada no caso de uma variável
	Definição de derivada parcial
	Interpretação Geométrica
	Derivadas parciais de ordem superior
	Equações diferenciais parciais (EDPs)

	Diferenciabilidade
	Derivadas parciais são insuficiente
	Diferenciação
	Uma condição equivalente
	Uma condição suficiente importantíssima
	A classe Ck revisitada

	Aplicação – plano tangente
	Derivada

	Regra de Cadeia e Derivada Direcional
	Regra de Cadeia
	Diferenciação Implícita
	Derivada Direcional
	Vetor Gradiente
	Taxa de Variação
	Superfície de nível e plano tangente


	Valores máximo e mínimo
	Pontos críticos
	Multiplicadores de Lagrange

	Fórmula de Taylor (veja também Guidorizzi 2 §15)

	II Integrais Múltiplas
	Integrais Duplas sobre Retângulos
	Integrais Iteradas
	Integrais Duplas sobre Regiões Gerais
	Integrais Duplas em Coordenadas Polares
	Área de Superfície S=gr(f)
	Integrais Triplas
	Integrais Triplas em Coordenadas Cilíndricas
	Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas
	Mudança de Variáveis

	III Cálculo Vetorial
	Campos Vetoriais
	* Integrais de Linha *
	Teorema Fundamental da integral de linha
	Teorema de Green (Teorema Fundamental da integral dupla no plano)
	Rotacional e Divergente
	Superfícies (SF) e suas Áreas
	* Integrais de Superfície *
	Teorema de Stokes
	Teorema do Divergente

	IV Apêndices
	MA141 – Revisão de matrizes e sistemas lineares
	Demonstrações restantes
	Espaços vetoriais

	Vários – Allerlei
	Conjuntos
	Grupo

	Teorema de adição de seno e coseno

	Referências Bibliográficas
	Índice Remissivo


