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Topo\og\e/Topology 

Formules locales 
pour les classes de Pontrjagin topologiques 

Alain CONNES, Dennis SULLIVAN et Nicolas TELEMAN 

Resume - Nous donnons des formules locales, en termes de cycles d'Alexander Spanier, pour les 
classes de Pontrjagin rationnelles des varietes quasi conformes et des varietes topologiques de 
dimension non egale a 4. 

Local formulas for topological Pontrjagin classes 
Abstract - We give local formulae in terms of straight cycles (Alexander Spanier cycles), for the 

rational Pontrjagin classes of quasi conformal manifolds and for topological manifolds of dimension 
not equal to 4. 

INTRODUCTION. - Dans cette Note nous obtenons des formules locales pour les classes 
de Pontrjagin des varietes topologiques. Ces formules apparaissent a posteriori comme 
decoulant de la question elementaire suivante de la theorie de de Rham des varietes 
differentiates. Considerons, pour une variete compacte orientee M de dimension paire, 
21, la theorie de Hodge des formes differentielles de degre /. Nous noterons y la 
Z/2 graduation donnee par l'operation *, associee a une structure conforme sur M, sur 
l'espace h des formes de degre / de carre integrate. La question consideree est la 
suivante : 

« Existe-t-il un operateur F de carre 1 (F2 = 1) dans I) qui soit egal a 1 sur les formes 
exactes et anticommute a y ». w , 

La reponse a cette question est positive si et seulement si la signature de la variete M 
est nulle. Nous localisons cette question sur tout voisinage U de la diagonale dans M x M 
en exigeant que le support de l'operateur F soit contenu dans U. Nous associons une 
obstruction a ce probleme, formulee comme un nombre fini de cycles (Z2k)k=0>. i 
d'Alexander Spanier sur M, construits par des formules locales. Nous montrons enfin 
que ces cycles donnent les composantes du genre L de Hirzebruch-Thom de la variete M. 
Alors que les formules usuelles pour ces classes caractenstiques mvoquent la courbure 
de Weyl et done deux derivees de la metrique Riemanmenne les formules que nous 
obtenons sont valables pour toute structure conforme mesurable bornee et s e quent 
ainsi a toute variete quasi conforme. Un resultat de [1] assure 1 existence et Lumate a 
isotopie pres d'une structure quasi conforme sur toute variete topology = ^ 
de dimension non egale a 4. Le travail ci-dessous est un about,ssement des idees de [2] 
et [3], il utilise de maniere essentielle les resultats de [4], [5j. 

D£COMPOSITION DE HODGE U-LOCALE. - Soient Qj et a 2  des °"^rts 

h : Q, un homeomorphisme. Rappelons que A est d.t ^ conforme ssi il 

K < 00 tel que 
Supll/iW-Zi^l^e^iil^ZZl^I^K, VxeQ,. 

(1) KW = lim sup 
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t HifWntiable presque partout et est absolument continu [6]. 
Un tel homeomorphisme es variete topologique munie d'un atlas quasi 

Une variete quasi conforme est un van e tope,log q ^ ̂  ̂  ̂  
conforme. Elle possede une classe de mes^e' ~1 E=R" La distance 

conforme, d(g 0 ,  g i ) est definie par . , n _ . i 
sup{|ML;reE' llpllgo~~1 > 

(2) ft)=lo8 MTIMU,: *6E- IML=1 f 

Cette distance est inchangee si l'on remplace g ,  par X l g l ,  X ,>0 ,  de sorte qu'elle ne depend 
qu des classes conformes [g„] et [gj. Une structure Rtemanntenne (resp. conforme) 
mesurable sur une variete quasi conforme M est par defimtton la donnee d une metnque 
Euclidienne mesurable (resp. de sa classe conforme) sur le fibre vectonel mesurable TM. 

D6F.NTTION 1. - Soit M une variete quasi conforme. Une structure conforme 
mesurable [g] sur M est dite bornee ssi pour toute carte locale quasi conforme p, la 
distance conforme de p^1* [g] a la metrique Euclidienne est localement bornee.^ 

L'existence d'une structure conforme mesurable bornee, sur toute variete quasi 
conforme est immediate. Soient M une variete quasi conforme compacte de dimension 
paire 21 et [g] une structure conforme mesurable bornee sur M. Soit l)-L (M, A T£) 
l'espace de Hilbert des sections de carre integrable du fibre vectoriel complexe mesurable 
A'T*. puissance exterieure /-ieme du dual T* de TM. Supposons M orientee. Le produit 
scalaire dans I) est determine par l'operateur * associee a [g] par l'egalite : 

(3) <©!, C02)= ©i A *(02, VCDj, (02el). 
Jm 

Soit y revolution C lineaire autoadjointe de I) determinee par l'egalite : 

(4) yo) = /'*co, Vcoel). 

L'espace localement convexe sous-jacent a I) est independant du choix de la structure 
conforme mesurable bornee [g] et nous notons Im d le sous-espace ferme de 1) engendre 
par les r/co, ou co est une forme differentielle de degre /— 1 sur M, a support dans un 
domaine de carte locale, et de classe C00 dans cette carte, 

Pour tout pe[  1, oo[, les conditions suivantes definissent des ideaux bilateres d'ope-
rateurs compacts dans l'espace de Hilbert, ou Ton note p„(T) la n-ieme valeur caracteristi-
que de l'operateur compact T, (T) = w-ieme valeur propre de |T| = (T*T)1/2 : 

(5) (I)) = | T compact; £ (T)p < oo |, 

(« &'• ">(!,) = |t compact; p,(T) = 0(n"1"')|. 

Soient enfin T un operateur borne dans 1)= L2(M, A'T*) et U un voisinage de 
la diagonale dans M x M. Nous dirons que Support (T)c=U si pour tout ouvert V de M 
on a 

co el), Support (co)c=V Support (T co) c: U • V 

ou U»V = jxeM;]j;eV, (x,y)eUj. 
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DEFINITION 2. - Soit U un voisinage de la diagonale dans M x M Tin. HA, 
de Hodge U-locale est un operateur H dans L2 (M, A'T*) tel que • composition 

a) H2 = 1, 
P) Support Hcl), 
T)(H-id)/Imd6^(2'-n 
8) Hy + yHeJS?1. 

On notera qu'aucune des conditions a) ... 6) n'utilise le produit scalaire dans b 
La donnee d'un operateur H de carre 1 dans f) est equivalente a celle de deux sous-

espaces fermes transverses : 

(7) E± = {^el); H £, = ± £ }. 

Si H est une decomposition de Hodge U-locale les sous-espaces fermes E ±  correspondants 
sont des perturbations compactes des sous-espaces \md el y(Im</) de la decomposition 
de Hodge globale. 

HOMOLOGIE D'ALEXANDER SPANIER. — Soient X un espace compact, d  un entier, et 
a une mesure totalement antisymetrique sur l'espace produit Xd+1. Une telle mesure, 
aeAd, est uniquement determinee par la valeur de a((p) pour toute fonction borelienne 
bornee antisymetrique (p. 

Nous noterons 8 : Ad -> Ad_t Toperateur defini par l'egalite : 

(8) (SCT)((P) = X(~ iyJ<P(*o» *i» • • •> . . ., x d ) d o ,  Vcp. 

Soit U un voisinage de la diagonale dans X x X. Nous dirons que ere Ad est U-locale ssi 
le support de a est contenu dans : 

(9) j (Xj)eXd + 1; ( x „  x j )eU, V i ,  je {0, 1, .  .  . ,  d ]  } .  

On definit de maniere evidente le complexe (AUs 5) des chaines U-locales. Nous parlerons 
de cycle d'Alexander Spanier U-local et de sa classe d'homologie pour designer les cycles 
de ce complexe et leur homologie. 

Soient (X, v) un espace mesurable et A un fibre vectoriel mesurable Hermitien sur X. 
Rappelons que tout operateur de Hilbert-Schmidt T e if2 (I)), 1) = L2 (X, A) est, de maniere 
unique, de la forme : 

» 

(10) (T0(*)= k ( x , y ) S , ( y ) d v ( y ) ,  VE.61, 
. 

ou k  est une section mesurable sur X x X de Horn (Ay, Ax), telle que : 

(H)  t r ace  ( k  ( x ,  y ) *  k  ( x ,  > > ) )  ( * )  (y )  <  0 0  •  
J x x X  

De plus la valeur de cette integrale est le carre de la norme de Hilbert-Schmidt || T ||HS-^ 
En particulier un tel noyau k definit pour tout d~2i 1 une mesure sur X par 1 egalite 

(12) a(tp) = trace( k (x0, x 2 )  .  .  .  k ( x d ,  x 0 ) ) < f > ( x 0 ,  •  •  • .  x d )nd v (Xj). 

On a en effet l'inegalite : 

03) |a(cp)|^||^rHriklU VtpeL^X-Sv-1) 

qui montre de plus que a est absolument continue par rapport a la mesure produit v 
Si de plus Teif1 la formule ci-dessus garde un sens pour d= 0. 

( ' R- '993, 2C S e m e s t r e  (T. 317) 
Serie I - 4(1 
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0rHpnt lin sens en terme de 1/2 densites et ne necessitent pas 
Toutes ces.expressions g ^ ^ ̂ classe de mesures, ce qui permet de l'eliminer. 

No«rt0s'Xtrtl-^) Unique mesure to.alement antisymetrique, eeA' qui verifie 

(12) pour tout (p totalement antisymetrique. 
_ A R P NPS N ASSES DE PONTRJAGIN. - Enonqons le resultat principal de 

CONSTRUCTION LOCALE DES CLASSY UC 
cette Note : 

THtoRSME 3 - Soient M une variete quasi conforme compace orientee de dimension 
paire 2 /, y la Z/2 graduation de fi= L2 (M, A'T£) associee a une structure conforme 
mesurable bornee et U un voisinage de la diagonale dans M x M. 

1 )  II existe une decomposition de Hodge V-locale H .  . . . .  
2) Soient H une decomposition de Hodge V-loeale, k= HyH + y, et d un entter pat,. 

La mesure a = tr(Ad+1k) est alors un cycle d'Alexander Spamer U local. 
3) La classe d'homologie de a = tr(AJ+1 k) parnti les cycles U°« locaux, q = 2d(3 1+2) 

est independante du choix de H .  
4) La classe d'homologie de a est egale a Xd L2l_d H [M] ou Lfc est la composante 

de degre k de la classe de Hirzebruch-Thom Lfc(M) e H' (M, C) et ou 
f f i  i 

k2m = 22n + 1(2,d=2m' 

La construction (1) s'effectue localement grace a des cartes locales quasi 
conformes pa : Ua ->• 1R2'. 

COROLLAIRE 4. - So it M une variete quasi conforme compacte orientee de dimension 4 q. 
La construction du theoreme 3 pour d= 0 definit de maniere locale sur M une mesure a 
dans la classe de Lebesgue telle que 

des = Signature M. 
M 

Explicitons la construction du theoreme 3. Considerons la sphere S2' munie de sa 
structure conforme standard notee [g0]. Soit [g] une structure conforme mesurable bornee 
arbitraire sur S2'. Nous noterons y0(resp. y) la Z/2 graduation de l) = L2 (S2', A'T£) asso­
ciee a[g0] (resp. [g]) et F0 (resp. F) l'operateur dans I) qui vaut 1 sur InW et -1 sur 
y0(Im</) [resp. y(Im^)]. II existe un unique endomorphisme mesurable p de A'T£ sur 
S2' qui verifie les conditions suivantes : 

a) PYo = -YoP, P = P*, 
b) IMI.<i, 
c) Y = Yo(l+R)/(l-p), 
d) F = (l+p)_1 (F0 + p)F0(F0 + p)_1 (1 + p). 
Les conditions b) et d) montrent que pour tout ideal bilatere J d'operateurs dans h et 

toute fonction/eL® (S2') on a 

(14) [Fo,/]e J o [F,/]eJ. 

^l7'a structure con^orme mesurable bornee de M. Considerons un recouvrement 
M - U Va par des domaines de cartes locales quasi conformes : 
°5) Pa : Va->S2'. 

!r:hTia' SOie^a Une StrUCtUre conforme mesurable bornee sur S2' qui coincide 

appliquee I 4 ndfj A'T?)' L'imPlication <14) 

permet d utiliser une partition de l'unite pour 
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recoller les operateurs F.. On obtient ainsi, pour tout voisinage V de la diaaon.lp n 
M x M un operateur S venfiant les conditions suivantes : a8°nale dans 

(16) Support Sc:V, S2 - 1  e  3"21' S y = - Y s ,  (S-l)/Imrf6jZK2.,„,_ 

Pour demontrer le 1) du theoreme 3 on choisit V tel que V0(3"c:U et 1' 
verifiant (16) de la maniere suivante. Soient p et q les polynomes a uneTariable tels 
que: 
(17) (1 + t y l , 2  =  q ( t )  +  0 ( t 2 l + i ) ,  degre q  =  2 /. 

(18) P ( t )  =  ( \  +  t ) q ( t ) 2 ~ \ .  

On pose alors, avec 0 = S2 - 1 : 

(19) H = Y/7(e) + ^l-lilp(0)^(e)s. 

On verifie directement que p(Q)e^ et que H est une decomposition de Hodge U-locale 
(definition 2). 

La demonstration du 2) du theoreme 3 utilise de maniere essentielle la cohomologie 
cyclique [4] et sa relation avec la cohomologie d'Alexander Spanier decrite comme suit : 

Soit une algebre sur C, le complexe cyclique (Cf b) de sf est donne par : 
(20) Q(j*)={formes n+ 1 lineaires sur s/ telles que x(au a2, . . an, a0) 

= ( - l ) n T (a0, alt . . an), V^-e^}  

(21) (bx)(a0, ...,an+l) 
n 

=  Z ( - i y x ( f l 0 .  •  •  • »  < * j a J + 1 ,  .  .  a n +  j )  +  ( -  l ) n + 1 x ( f l " + 1 a ° ,  .  .  a " ) ,  \ / a j e s f .  
o 

Remarquons de plus que si Jc^ est un ideal bilatere et Bastf une sous-algebre telle 
que J f \ B =) 0}, J + B =.«/, l'extension naturelle par 0 sur B des cochaines x e C" (J) telles 
que 

x(fl0, . . djb, aJ+1, . . an) = x(a0, . . .,ap Saj+l, . . an), 

V j, V a' e J, V 8 G B 
(22) 

commute avec l'operateur de cobord b. 
Considerons alors l'algebre J des operateurs tradables dans I), le lemme essentiel est le 

suivant: 

LEMME 5 [4]. — 1) L'egalite suivante definit un morphisme de complexes 
T:(A*, 5*) -+ (CJ (J), b) qui preserve la U-localite : 

. . . , U = ( - i ) n  trace(A:0(x0, x1)k1(x1, x2) . . . kn(xn, x0))cp(x0, . . xn), 

V ( p e  A". 

2) Tout element de 1'image de x verifie la condition (22) relativement a I algebre B dts 
endomorphismes mesurables du fibre A' T£. . 

La demonstration du 2) du theoreme 3 resulte alors de 1 invariance par homotopie 
laccouplement entre K0(a^), s/ = J + B et cohomologie cyclique. 

La demonstration du 3) combine celles de 1) et 2). Enfin le 4) resulte facilement 
et de la comparaison des espaces classifiants BO et BTop. 

Note remise le 30 juin 1993, acceptee le 5 juillet 1993. 
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