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ANALYSE COMPLEXE. — [tération des fonctions analytigues complexes. Note (*) de
Dennis Sullivan, présentée par Henri Cartan,

Nous trouvons une description simple pour la structure des orbites dune application analytique complexe de la
sphére de Riemann en clle-méme en dehors de la fermeture de lensemnble des points périodiques répulsifs (ensemble
de Fatou-Tulia). Ces résultats répondent 4 des questions de Fatou et Julia qui sont restées ouveries depuis 50 ans.
Le théoréme 1 est Ianalogne en dynamique du théosréme de finitude d’Ahlfors (1965) dans la théorie Kleiniens.

COMPLEX ANALYSIS. — lteration of Complex Analytic Functions.

We find a simple description of the structure of orbiis of @ complex analytic self-mapping of the Riemann sphere
ocutside the closure of the repulsive periodic points (the Fatou-Julia set).  The results answer questions of Fatow and

T Julizgopenfor SOvears.  Theorem 1 is.the analogue in dynmmics of the ‘Ahlfors finiteness Theorem{1965) in the theory of

Kleinian groups.

1. INTRODUCTION, — SiR : C — C est une application analytique complexe de la sphére de
Riemann en elle-méme, Fatou et Julia ont étudié une décomposition de C en deux parties
dont I'une est la fernieture de Pensemble des points périodiques répulsifs F et autre est
ensemble ouvert D=C—F des points oi la famille R, ReR, RoRaR, ..., est
équicontinue. La dynamique de R sur 'ensemble F est de nature « hyperbolique » en
terminologic moderne. Par exemple 'orbite inverse de chaque point de F est dense dans |
Souvent R est dilatant {expanding) sur F et les orbites permettent une description de fa
dynamique symbolique [1].

Nous allons maintenant discuter des orbites dans «le domaine d’équicontinujté »
D=C—F. Notons D, les composantes connexes de D. On dit que & composantes
D, v ...uD, forment un cycle d’ordre k si RD, =D, , R'D;:= D,.....,RD,=D,.

Notre description de la dynamique de R dans D=E—I{ est donnée par les théorémes
suivants :

THEOREME 1. — Chaque composante connexe D, de Dest asymptotiguement cycligue, Cest-
d-dire quil y a des entiers n,k >0 tels que R™ D, ..., RUTOD, forment un cycle de domaines
d’ordre k. Done aucun domaine D n'est errant (un domaine D est errant si tous les D, RD,
RoRID>,, ..., sont disjoinis).

TukorEME 2. — Le nombre des cycles de domaines est fini, et il en existe deux sortes : ou bich
D est un domaine de rotations, on R™ est conjugué amalytiquement & une rolation
irrationnelle; ou bien 1D est un domaine de Fatou gui contient un point critigue pour R.

Remargque. — Les « domaines de rotations » sont aussi de deux sortes. On a des domaines

de Siegel [2] qui sont des disques. On a aussi des domaines de Ammold-Herman [3] qui sont des
anneaux. Dans les exemples connus I'existence de « domaines de rotations » dépend de
théorémes profonds qui luttent contre les « petits dénominateurs ».
- TukorEME 3. — A chague k-cycle de domaine D de type Fatou on peui associer un point
périodigue canonique p, dordre k dans la fermeture de D. Il y a deux cas : ou bien P est dans D
et alors p est attractif, ou bien p est dans lafrontiére de D et alors p est indifférent (ni répulsif ni
attractif). Dans les deux cas et pour chague compact K de D, la suite R{K}, ReR({K},
ReRaR(K), ..., tend uniformément vers le cycle des points {p, Rp, ..., R™p}.

CoroLLAIRE 1. — 8%l #'y a aucun point périodique de R indifférent ¢t il 0’y a aucun point
critique qui soit une limite de points périodiques répulsifs, alors il y a un enfier N >0 el que
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Remargue. — La condition d'étre « expanding » sur l'ensemble de Fatou-Julia cst
eéquivalente au fait que la struciure dynamique de R est continue dans les coefficients de R (ceci
est strictement vrai dans un voisinage de Fensemble F et strictement vrai partout a l'intérieur
de C ala condition générique qu’il n’y ait aucun point cr1t1quc de R qui se confonde avec un
point périodique, ete.). :

COROLLARE 2. — Le paint périodique indifférent associé d un cycle de domaines de Fatouaun
multiplicatewr de la forme ¢, ot © est commensurable a 2 n.

Le cerollaire 2 découle du théoréme 3 et d’un résultat de- Fatou [5]. Il y a d’autres
corollaires qui concernent la suite de bifurcations de Pclgen baum (communication verbale
de Bob Brookes et Adrien Douvady [7]).

2. LasurrACt DE RIEMANN S. — Maintenant nous étudions les grandes orbites de R dans
D. Une grande orbite est par défimition une classe d°équivalence : x ~y s'il y a n, m>0 tel que
R"x=R"y. Pour ce qui est des domaines de rotation et toutes les images inverses D_,iln’y a
rien a faire. Enlevons donc cet ensemble de D et obtenons D,=D—-D,_,

Dans D,, il y a premiérement un nombre fini de grandes orbites de points périodiques.
Ceux-ciforment tous un sous-ensemble discret (par équicontinuité) de T3, que nous pouvons
aussi enlever de D,,; nous obtenons ainsi un domaine E,, invariant pour R et R 1. Afin de
simplifier 'énoncé, nous supposons qu'il n’y a aucun point critique qui soit aussi périodique.

THEOREME 4. — 1]y d une surface de Riemann S de type fini avec des points de ramification qui
représente le quotient de B, par la relation d’équivalence donnée par les grandes orbites. La
sutface de Riemann S contient pour chague cycle des domaines dattraction dun point
periodigue ditract f un tore avee un point de ramification pour chaque point critigue dans le
cyele des domaines. La surface de Riemann S contient pour chagque cycle des domaines
correspondants d un point perlodxque indifférent (sur la frontiére) une sphére moins deux points
avec aussi un point de ramification pour chaque point critique dans le cycle des domaines.

Nous dirons qu’une application rationnelle R, est une déformation quasi conforme 'de R -

s'il y 4 un homéomorphisme quasi conforme @ de C tel que RP=0OR,.

Tutoreme 5. — Chaqgue structure conforme sur la surface de Riemann S est réalisée par une

déformation quasi conforme R de R. Ceci est valable aussi pour chaque structure conforme sur
les anneaux des rotations.

3. Esoulsse DE DEFORMATION. — Pour chaque structure conforme sur la surface de
Riemann S (compatible avec le groupe de rotation des anneaux de rotations) on peut
construire une structure conforme mesurable p sur D invariante par R. Ceci est évident
parce que Sestle quotient d’une partie de D par la relation d"équivalence donnée par larégle
x~ysi R"x=R"y. Sur la partie complémentaire on garde la structure conforme usuelle.

-Maintenant, - en -utilisant -le - théoréme de Riemann mesurable, nous avons i .

homéomorphisme quasi-conforme @ : C —» C qui transforme la structure | en la structure
conforme usuelle. Ceci démentre le théoréme 5.

Nous utilisons souvent cette idée également pour d’autres théorémes. Pour le théoréme 1
onraisonne par 'absurde : onsuppose qu’il y a un domaineerrant D, — RD_ — R? D,—...
la limite inductive a deux possibilités : ou bien la limite est une surface de Riemann avec un
groupe fondamental ayant un nombre infini de génératenrs, ou bien la limite est une surface
de Riemann avec un groupe fondamental ayant un nombre fini de générateurs, les fléches sont

R
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asympfotiquement injectives et la surface de Riemann a un bord idéal correspondant a une
partie de 'ensemble de Fatou-Julia. Pour démontrer cela on utilise :

(i) Il y a un nombre fini de points critiques pour R.

(i) L'union des sous-groupes discrets de PS/(2, R) est discréte ou élémentaire.

(iii) Une analyse géométrique et dynamique qui élimine ke cas d’un anneau gui roule un
nombre infini de fois.

A présent, on utilise & nouveau les déformations quasi conformes pour construire, dans
I’espace des applications rationnelles de degré d, un sous-espace de dimension infinie; d’ou la
contradiction. Ceci démontre le théoréme 1. _

Pour e théoréme 3, on utilise le lemme de Schwarz-Pick par le fait gu'une application
analytique complexe entre deux domaines (hyperboliques) est une isométrie ou distance
strictement décroissante par rapport 4 la métrique non euclidienne de Poincaré. Alors ces
arguments directs suffisent a démontrer le théoréme 3.

Pour le théoréme 4, il faut examiner la limite directe D, — RD, = R D, — .. ., ol D, fait
partie d*un cycle de domaines. En utilisant le théoréme 3, on démontre que chaque orbite est
discréte en D, (orbite inverse du point périodique canonique). Donc la limite directe est
donnée par une union croissante de sous-groupes discrets dans PS/(2, R). Pour cela il faut
ajouter les points de ramificationm : D, — {1,2,3, ... }aD,tels que m(R (x))=(degrélocal
R)(x).m(x). Sur la limite directe, R devient une isométrie hyperbolique. On peut former le
quotient & I'aide de R et démontrer ainsi le théoréme 4.

- §il n’y a aucun point critique dans un cycle de domaines qui n’est pas un domaine de

rotation, une partie du quotient S est en méme temps hyperbolique de type fini et

homéomorphe 4 un tore ou une sphére moins deux points. Cette impossibilité devient le
théoréme 2.

(*) Remise le 11 janvier 1982.
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