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TOPOLOGIE. — Fibrés vectoriels complexes @ groupe structural discret,
Note (¥) de MM. Pierre Deligne ct Dennis Sullivan, transmise par M. Jean-
Pierre’ Serre: :

Tout fibré vectoriel complexe dont le groupe structural peut &tre réduit 3 un groupe discret,
et dont la base est un polyédre compact, devient trivial sur un revétement fini de la base.

. THEOREME. — Soient V un systéme local complexe de dimension finie n sur un polyédre
compact X, et ¥ le fibré vectoriel complexe correspondant. Il existe un revétement fini
" surjectif mo: X — X de X tel que image réciproque de ¥ sur X soit triviale (en tant que
Jfibré vectoriel).
On peut supposer X connexe, muni d’un point base p. Une fois choisie une base de V,,,
le systéme local V correspond a4 un homomorphisme p @ 7y (X, p) — GL(n, C).
Le groupe =; (X, p) étant de type fini, il existe un sous-annean A de C, de type fini sur Z,
tel que p se factorise & travers GL (n, A) [prendre une famille génératrice finie (g))
de &, (X, p), et A engendré par les coefficients des g;]. Soient m, et m, deux idéaux maxi-
maux de A, tels que les corps finis Ajm, et A/m, soient de caractéristiques distinctes.
Nous prendrons pour X le revétement de X correspondant au sous-groupe de n; (X, p)
formé des g tels que p(g) =1 (mod m, et mod m,). Son indice divise I’ordre de

GL (1, Afm;)x GL (n, A/m,). Montrer que X convient revient 4 prouver la

PROPOSITION. — Supposons que V soit défini par p @ 7, (X, p) - GL (1, A), oit A est
un sous-anneau de C de type fini sur Z.. 8’il existe deux idéaux maximaux m, et m, de A,
de caractéristiques résiduelles distinctes, tels que L p soit trivial mod m, et m,, alors ¥
est trivial. ‘

Soienit d et N deux entiers, avec dim (X) < 4 et N assez grand (N = 4/2). La grassman-
nienne G, y des n-plans de C"*¥ est une assez bonne approximation de BGL (r, C) pour
que [X, G, 5] = [X, BGL (n, C)] et ¥~ correspond ‘2 une classe d’homotopie d’appli-
cations v : X - G, y. Soit X’ I'espace fibré sur X dont la fibre en x eX est I’espace
((2 N+ 1)-connexe, donc (d+1)-connexe) des injections linéaires de ¥, dans C"*N, et o'
Papplication 1+ image de 1, de X’ dans G, . La projection m : X’ -» X admet une
section s, unique 4 homotopie prés, et v = v’ 5.

. v’

> Gn,N

tope & une application constante); (¢) v' est ~ 0 sur le d-squelette de X, i e. pour tout
w:K - X avec dim K £ d (ou sculement pour K le d-squelette d’une triangulation

de X') on a v w~ 0Q; (d) Papplication composée v" : x5 G, n — cosq; (G, s
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olt cosq, (G, ) est le d-iéme étage de la décomposition de Postnikov de G, y (mémes T;
pour i < d), est ~ 0. L’équivalence de (c) et (d) est un fait général, pour toute appli-
cation v’; celle de (b) et (¢) résulte de ce que, pour tout complexe K de dimension = d,
on a {K, X'}] 5 [K, X].
L espace G, i €tant 51mplement comlexe, il résulte du principe de Hasse pour lés appli-
cations [(*), th. 3.1] que v" ~ O si et seulement si pour tout [ son completé l-adique
v 1 Xjar 080, (G, ) = €084, ((Gy, x)p~) est homotope a zéro. La proposition résulte du

LEMME. — Supposons ¥V défini par p : n; (X, p) = GL (n, A), otz A est un sous-armeau
de C de type fini sur Z. S’il existe un idéal maximal m de A, de caractéristique résiduelle
distincte du nombre premier I, tel que p soit trivial mod m, alors v} ~ 0.

On peut supposer gue X est une réunion de facettes du simplexe A < RM tendu par les
vecteurs de base. Pour chaque facette o de A, soit oy e sous-cspace affine tendu par o,
et o, la sous-variété affine de I'espace affine A}l sur Z dont oy est I'ensemble des points
réels. Soit X, la réunion des o, pour o = X. C’est un schéma sur Z; pour tout anneau B,
on note X, le schéma sur B qui s’en déduit par extension des scalaires. L inclusion de X
dans X, (C) = CM est une équivalence d’homotopie et, pour [ # p, la cohomologie mod /
de X [ou de X, (C)] coincide avec fa cohomologie mod 7 (étale) de X, . Cela résulte par

'Mayer-Vletons du méme fait pour I’espace affine (SGA 4, XV 2.2).

La représentation p fournit un fibré vectoriel ¥, sur X,. Le fibré #” s’en déduit par

extension des scalaires 2 C, et sa réduction mod m est triviale. La définition de X’ a un sens

purement algébrique, d’oli un diagramme de schémas sur A :

1 Xy S X35 (G, 1da

Notons avec un indice 1 les objets analogues pour la représentation unité de =; (X, p)
dans GL (s, A). Les morphismes de schémas v}, et v}, deviennent isomorphes aprés
réduction mod m. Si k est une cloture algébrique de A/m, et B I’hensélisé strict de A en k,
on a upe chaine d’isomorphismes entre morphismes de types d’homotopie compiét_és en/:

(¢)] ‘ v; ~ (ve)y ~ (vg) ~ (Vi) ~ (i ~ Wiph ~ (V1 ~ V1
d’ol

oy ~ v}, ~ 0.

Dans la chaine (2), les termes extrémes sont des compléiés de morphismes entre espaces
ordinaires [(*), § 3], les autres des complétés de morphismes, enfre types d’homotopie

étale [(*), § 3, (V1.
Remargues. — (a) Si N est grand, et que 2p = 4, Papplication induit;: par les classes
de Chern : cosgy (G, n) — cosqd(HK(Z, Zi)) est un isomorphisme aprés locali-
1

sation en p. On peut déduire de ce fait que ’hypothése de la proposition peut &tre rem-
placée par : « p est trivial mod /m, pour un idéal maximal m de caractensﬂque res1due11e r

telle que H, (X) n "ait pas de p-torsion et que 2 p = dim (X) ».

(b) Daps (a) et la proposition, on peut remplacer « p trivial mod m » par « mod m,
p d’image dans le radical unipotent d’un sous-groupe de Borel ».
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(¢) Le théoréme renforce le théoréme de géométrie différentielle (*} selon lequel les
classes de Chern réelles d’un fibré vectoriel & connexion intégrable sont triviales. Sa démons-
tration rappelle la démonstration algébrique de ce fait donnée par Grothendieck (%).

(d) Le probléme a été suggéré 2 1'un de nous par (°) : le théoréme étend le domaine
d’applications de calculs qui y sont faits (th. C.2 et th. D.2).

ie) L analogue du théoréme pour les fibrés vectoriels réels 4 groupe structural discret
dans SL (i, R) est faux : la classe d Euler réelle peut &tre pon nulle, déja pourn = 2 ¢t X
une surface de Riemann.

ProBLEMES. — L’analogue réel du théoréme vant-il pour les fibrés dont le groupe struc-
tural peut étre réduit 3 SL (n, Z) [¢f. (°)], ou pour » impair ? La classe d’Euler réelle est-elle
. la seule obstruction? ‘ ' _

(f) La technique qui consiste 4 réduire modulo deux idéaux maximaux, et un probléme
d’Atiya.h quant aux fibrés vectoriels, sont décrits dans Iintroduction de (). L’application
classifiante algébrique [le diagramme (1) ] et les méthodes de (*) utilisées ci-dessus permettent
de résoudre le probléme d’Atiyah.

(*) Séance du 10 novembre 1975,

M M. ARTIN et B. MazUR, Etale Homotopy (Lecture Notes in Math., 100, Springer-Verlag, 1969).

(*) A. GROTHENDIECK, Classes de Chern et représentations linéaires des groupes discrets, dans Dix exposés
sur la cohomologie des schémas, North Holland, 1968,

(*) J. MiLnoRr, Comm. Math. Helv., 32, 1958, p. 215-223.

() D. SuLLivaN, Anrn. of Mazh., 100, 1974, p. 1-89.

(®) D. SuLLvaN, Infinitesimal Computations in Topology (4 paraftre dans Anrn. of Math.).

(%) D. SuLLivaN, Compies rendus, 281, série A, 1975, p. 17.
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