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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. Sur Pexistence d'une infinité de géodésiques périon
digues sur une variété riemannienne compacte, Note (*) de M. Dennis Sullivan et
Mme Micheline Vigué-Poirrier, présentée par M. Henri Cartan.

Soit M une variété riemannienne compacte telie que m, M soit fini et telle que 'algébre de coho-
mologie réells de M soit engendrés par au moins deux éléments. On montre qu'alors, M a une
infinité de gbodésigues fermées géométriquement distinctes,

1. INTRODUCTION. ~ En géométrie riemannienne, le probléme suivaat a été Uobjet de
nombreuses études [of (D, (BT :

Soft M une variété riemannienne compacte de dimension z 2. Existe-t-il sur M une infinité
de gbodésiques fermées géométriguement distinctes?

1l est facile de montrer qu’il en est ainsi si ©; M a une infinité de classes de conjugaison.

W, Klingenberg a donné une réponse affirmative au probléme lorsque la métrique de
M est « générique » et que 7y M est fini.

Dans cette Note, nous montrerons le résultat suivant qui sera ¢xposé en détail dans (°).

THEOREME 1. — Soit M une variété riemannienne compacte. Si le groupe fondamental
m; M est fini et si Palgébre de cohomologie véelle de M ne pewt étre pas engendrée par
wn seul élément, alars il existe sur M une infinité de géodésiques péricdiques géométrique-
ment distineles.

Remarque, — Soit M 2 M e revitement universel de M muni de lastructure riemanaisnne
induite. Comme ce revétement est fini, il est facile de voir que les problémes d’existence
d’une infinité de géodésiques périodiques sur M et sur M sont équivalents, De plus, st
Palgebre H* (M, R) ¢st engendrée par av moins deux ékéments, alors I'algébre H* Q.F R)
o5t aussi engendrée par au moins deux éléments, Pour démontrer le théoréme, on pourra
donc supposer que ny M = {e}. :

2. METHODES D’APPROCHE DU PROBLEME. — On utilise le résultat suivant.

Prorosimion 1 [Gromoll-Meyer (N1, — Soif M une variété riemannienne compacte
simplement connexe de dimension 2. 2, et soit A M Pespace des applicalions de 8 dans M,
81 Y suite des nombres de Betri b, (A M) [oi b, (A M) = dimy (H" (A M, R))] r’est pas

w&“ﬁmﬁ alors il existe sur M une infinité de géodisiques périodigues géométriguement
#Hastineres,

A tout complexe simplement connexe X, la théotie exposée dans (%) permet d’associer

» ¥t algibre différentielle graduée (A, 4) sur Q, appelée modéle minimal de X telle que :

9 fa cohomologie H* (A, d) est isomorphe 4 la cohomologic rationnetle singulidre de X;

{) le nombre de générateurs de Ay de degré » est égal 4 la Q-dimension de w, (X) @ Q.

B plus, si M est simplement connexe, Uespace A M posséde encore un modéle minimal
tles propriétés (i) et (i).

Brnrmion

- — Une algébre différentieile graduée sur Q, A = ® A, munie d’une dif-
az0

tielle d de degré +1 est dite minimale si Ay = Q, A; = 0, et A est le produit tensoriel
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d'une algébre de polyndmes graduée en degrés pairs ¢f d’une algébre extérieure engendrée
par des éléments de degrés impairs; et pourtout ze A, onadze AT A%, ol AT = @ A,
n>0
Le moedéle minimal d’un complexe simplement connexe est une algébre minimale au
sens précédent,
Sizy, v 2, .o sont les générateurs de A, on rote A (z, ..., 2,, ...; d) algébre différenticlle
graduge A.

TreorEMz 2 [voir (*) ou (9)]. — Soit A(2y, -.r 2, ooy ) le mtodéle minimal dun com-
plexe simplement connexe M alors le modéle minimal de A M est A (zy, 7¢, vy 24y Zyy s A7)
avec deg z, = deg z,— |, 4z, = dz, et d'z, = —idz, oV i A (24, cs Zp ) A2, By o)
est P'unigue dévivation de degrd-1 prolongeant Papplication z, - z,,.

En résumé, la proposition 1 et le théoréme 2 permettent de ramener la démonstration
du théoréme 1 4 un probléme algébrique. Nous démontrerons le théoréme 3 (qui implique
fe théoréme 1).

TrtoriME 3. — Soit M un complexe fini simplement connexe, Les propridiés suivantes
sont équivalentes !

(iy Paigébre de cohomologie H* (M, Q) ne peut pas étre engendrée par un seul élément;
(i) les nombres de Berti de Pespace A M ne sont pas bornés.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 3. — Nous noterons (A, 4) le modéle minimal de M
et (A, d') le modéle minimal de A M, Les générateurs en momamwﬁmwm Qmmv.nns degrés im-
pairs) seront notés x,, ¥, ... (resp. y;, »3,

La proposition suivante permet de caractériser los algébres minimales dont ['aigébre
de cohemologie 4 au moins deux générateurs,

PROPOSITION 2, — Soit {A, d) une algébre différenticlle graduée minimale. Les assertions
suivantes sont éguivalentes ;

(1) H* (A, d} est engendrée par un élément:

(2) ou bien A est engendrée par un élément, ou bien A est engendrée par deux éléments
X et y ol X est un générateur polynomial avec dx = 0, et y wn-générateur extérieur avec
dy = x*, h entier = 2.

De plus, si A a un nombre fini de générateurs en chagque degré, et st H* (A) est un Q-espace
vectoriel de dimension finie, {1} ou {2) sont éguivalents &

(3) A a un et un seul génératenr de degré impair.

Preyve. — 1l est clajr que (2) = (1) et (2) = {3),

(1) = (2) se démontre en regardant les générateurs de pius bas depré de A.

SL A wvérifie (3), on a A = Q[x] ,,,® Q(»). Sidy#0, le théordme 2 de (*) montre
que Q {x,3/(dy) Q [x;] est un espace vectoriel de dimension finie et donc A vérifie (2).

8i dy = 0; la proposition 2,2.1 de (°) montre que A a au plus un générateur polynomial,
et comme dimg H* (A) < o0, ona A = Q (¥),

C.Q. R D,

La démounstration de (i) = (i} du théordme 3 se fait en utilisant la proposition 2 et un
calenl explicite de (A, d').

Démonstration de (iy = (if) du théoréme 3. — On numérote P'ensemble des générateurs
de A par degrd croissant : Xy, .., X, 13 Xut iy or X3 Va) ... (18 proposition 2 assure 1'exis-
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tence d’au moins deux générateurs extérieurs dans A). On a nécessairement dx; = 0 pour

HE R X

Premier cas » dy, # 0. Alors on montre par récurrence que dx, = 0 pouri = i, . On
m..m %) .7 .yE} (oh o et P sont des entiers
i=1
quelcongues) sont des cycles et sont homologiquement indépendants, car on a &’ A’ =
{xy, iy A Nous avens donc prouvé (ii) dans ce cas.

Deuxidme cas : dy, =0, — Si dyp, =0, on démentre (ii) en nosmmmmﬂwﬁ les nq.,&mm
£ 7.7 } pour tout (o, B) e N> Si dy, # 0, alors on a dyge(Xy, ooy X Ww.ﬂ m 72
elx;, ..., x) A" Lalgibre quotient A = A'f(xy, ..., %,) A’ est une m_.mmg.a différentielle
graduée munie de la différentielle 47 déduite de 4’ par passage au a:o,:msr De plus, on ;m
d" 5, = 0. Les éléments { 7.78 } sont des cycles de (A", d”) dont les images dans H* (A"}
sont indépendarites. Tes dimensions des espaces vectorieis H” (A", 47 ne sont donc pas
bornées. O conclut en utilisant la proposition 2.2.2 de (°).

morttre enstite que, dans A’, les éléments

(*) S#ance du 23 juin 1575, .
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