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TOPOLOGIE. — La dlasse d’Fuler réelle dun fibré vectoriel & groupe w

structural Sk, (Z) est nulle. Note (*) de M. Dennis Sullivan, transmise par -
M. Jean-Pierre Serre. : : ‘

Soient K un complexe simplicial fini et v un fibré vectoriel réel sur K de“tang n pair 2 2.¢
Soit e (v) e H* (K, Z) la classe d’Buler de v, et soit eg (v) son image dans H" (K, R). Supposons
que le groupe structural de v puisse &tre réduit au groupe discret SL, (Z). Nous montrons que 1’on
a alors ey (y) = 0, i.e. que e (y) est une classe de torsion.

DEMONSTRATION DE LA NULLITE DE e (y). — D’aprés un argument standard (%), on
peut supposer que K est une variété orientée compacte (sans bord). Par hypothése, le fibré
vectoriel ¥ contient un sous-fibré y, dont les fibres sont des réseaux isomorphes a 2.
Notons E le fibré quotient y/y,; c’est un fibré en groupes, de base X, dont les fibres sont
des tores T" de dimension n. Considérons :

a. La sous-variété S, (resp. S,) de E formée par la section O du fibré en groupes E
(resp. par les points de E d’ordre égal i 2);

b. Le revétement 4 : E— E donné par la multiplication par 2 dans chaque fibre.

Si 'on note [S, ] et [S,] les classes d’homologie de S, et S, dans H; (E, R), i égale
de dimension K, on a

dSh=[5] et d(s.]=@-D[S,]

Comme I’application d est un revétement, elle opére surjectivement (donc bijective-
ment pour des raisons de dimension) sur H, (E, R), ce qui montre que [S,] = (2,—1) [S,].
Comme 8, n S, = ¢F, on en déduit que la self-intersection [S;]. [S,] est égale & O;
la nullité de e, (y) résulte immédiatement de 13 compte tenu de ce que B se rétracte sur S,
et que le fibré normal 4 S; dans E est isomorphe 2 7.

Remarques. — 1° Plus généralement, la sous-variété S, de E formée des points d’ordre
donnée k£ = 2 dans chaque fibre définit un cycle [S;] égal & un certain multiple non nul
de [S;]. On peut définir le cowrant S, limite des S, (convenablement normalisés);
ce courant est représenté par une forme différenticlle fermée o de degré n telle que ® p @ =0
mduisant sur chaque fibre de E une mesure de Haar de masse 1 (%).

2° La question de la nullité de e, (y) avait été posée par Milnor, et discutée 2 la confé-
rence de Saint-Louis sur les feuilletages (1975). Milnor a un exemple de fibré vectoriel
de rang 2, 4 groupe structural SL, (Z [1/2]) tel que e, (v) # 0 (la base K étant une surface
de Riemann) [voir (%)].

3° Soit X, l'espace classifiant K (SL,(Z), 1) du groupe discret SL, (Z), et soit
e, € H" (X,, Z) la classe d’Euler du fibré universel sur X,. D’aprés Raghunathan (%), on
peut choisir X, de telle sorte que ses squelettes soient des compleses finis. Tis résulte alors
de ce qui a été démontré plus haut que la classe e, est une classe de forsion. Utilisant la
remarque 1° ci-dessus, on peut méme prouver que a,.e, = 0, ol a, désigne le pged des
entiers k™ (k"—1), k = 2, 3, ..., N arbitrairement grand (°).

(*) Séance du 12 mai 1975.
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(1) On sait en effet que tout complexe simplicial fini est un rétracte d’une variété compacte orientable.

(®) Ma démonstration originale de Ia nullité de ey () utilisait les propriétés de . La version simplifiée
donnée ci-dessus m’a été suggérée par des conversations avec Ronnic Lee, Jean-Pierre Sefre et Pierre
Deligne. ‘ ‘

(*) Gf. ). MitNor, Comun. Math.. Helv., 32, 1958, p. 215-223.

(%) Cf. M. S. RAGHUNATHAN, Invent. Maih., 4, 1968, p. 318-335 ainsi que A. Bomren et J.-P. SERRE,
Comm. Maih. Helv., 48, 1973, p. 436-491.

(%} L’entier a, est le dénominateur de b,/2 #, ot b, désigne le n-iéme nombre de Bernoulli. Son rile
en Topologie est bien connu, ¢f. par exemple J. F. Apams, Topology, 3, 1965, p. 137-171,

I. H. E. 8., le Bois-Marie,
9144C Bures-sur-Yvette.




