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Les espaces réguliers
et le probléme de métrisation

Par GrorgEs ALExITs, Budapest

1. Un espace & écart symmétrique est un ensemble dont les points
d’accumulation sont définis par l'intermédiaire d’un écart assujetti aux
conditions suivantes:

1° pg=9qp =0 ;
20 pg =0 équivaut & p=gq .

Nous appelons espace semi-distancié un espace a écart symmétrique qui
est en méme temps un espace topologique de M. Hausdorff. Un espace
semi-distancié s’appelle espace distancié, si I'écart pq satisfait aussi &
Pinégalité triangulaire

3% pg+qr =pr.

Le probléme de métrisation consiste & trouver des conditions auxquelles
un espace de Hausdorff doit satisfaire pour &tre homéomorphe avec un
espace distancié. Il est évident qu’un tel espace métrisable E est & carac-
tére dénombrable, c’est-a-dire que la famille originelle des voisinages d’un
point arbitraire p de E contient une infinité dénombrable de voisinages
Vi(p), Vo(p) 5.5 Vo(p) . .. de sorte que

Voa(@) ¢ Va(p) et Izvn(p)= () -

Une autre condition évidemment nécessaire est la régularité de E. Cette
expression signifie, pour un espace & caractére dénombrable, que la suite
alternante des voisinages V,(p) et de leurs fermetures V,(p) est mono-
tone; en autres termes, I'espace K est régulier, lorsque

Vn+1(p) ¢ V'n(p) .

2. Le probléme de métrisation des espaces réguliers a été résolu, grice
4 un théoréme de M. Tychonoff!), par P. Urysohn?) sous la condition
supplémentaire que 1'espace régulier E soit parfaitement séparable. On
entend par cette expression: non seulement les voisinages des points

1) A. Tychonoff, Math. Ann. 95 (1925), p. 139 —142.
2) P. Urysohn, Math. Ann, 94 (1925), p. 309 —315.
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individuels de E forment une infinité dénombrable, comme dans le cas
des espaces & caractére dénombrable, mais aussi la famille de fous les
voisinages de E est dénombrable. Cette condition restrictive intervient
explicitement aussi dans la métrisation des espaces compacts; probléme
résolu par le méme auteur®). Si E est semi-distancié, l'introduction
explicite de cette condition est superflue, car M. Niemytzki4) a démontré
que tout espace semi-distancié compact est homéomorphe avec un espace
distancié. Dans ce qui suit, nous allons voir que les points d’accumulation
des espaces réguliers & caractére dénombrable se laissent définir par
Iintermédiaire d’un écart symmétrique d’olt nous tirerons immédiatement
le théoréme qu’un espace compact et & caractére dénombrable est homéo-
morphe avec un espace distancié. Dans ce théoréme, la condition de
séparabilité parfaite n’intervient pas explicitement; notre théoréme sur-
passe donc en généralité le théoréme correspondant de Urysohn. Nous
donnerons enfin, & titre d’application de notre méthode, une démonstra-
tion simple d’un théoréme de métrisation di & M™® Frink?).

3. Tout espace E a caractére dénombrable et régulier est homéomorphe avec
un espace semi-distancié.

Etant donnés deux points arbitraires p et ¢ de E, envisageons tous les
voisinages V,(p) et V,(q) pour lesquels V,(p)- V,(g) = 0. Désignons
par m, , le plus petit indice n pour lequel cette relation a lieu. Nous
définissons 1’écart pg des points p et ¢ par la relation

Il est évident que pq satisfait aux conditions 1° et 2°. Désignons par E*
Pespace dont les points d’accumulation sont définis par 'intermédiaire de
Pécart pg. A étant un sous-ensemble de 1’espace E, nous désignerons par
A* le sous-ensemble de E* correspondant & 1’ensemble 4. Nous avons &
démontrer que les points d’accumulation d’un ensemble arbitraire
A ¢ E sont identiques avec les points d’accumulation de l’ensemble
correspondant A* ¢ E*. Soit donc p un point d’accumulation de 4.
Tout voisinage V,(p) contient un point p,e4 différent de p, donc
V(@) V,.(p,) % 0; par suite pp, < 1/n, c’est-d-dire p est un point
d’accumulation de A*. Si, au contraire, p est un point d’accumulation de
I’ensemble 4*, il existe pour tout £ = 1, 2, ... un point p,e4* différent

8) P. Urysohn, Math. Ann. 92 (1924), p. 275 —293.
4) V. Niemytzki, Math, Ann, 104 (1934), p. 666 —671.
5) A. H. Frink, Bull. Amer. Math. Soc. 48 (1937), p. 133 — 142.



de p de sorte que pp, < 1/k. §’il existait un entier fixe n tel que p, soit
pour tout k = 1, 2, ... un point de & — V, (p), alors p, serait a fortiori si-
tué, en vertu de la régularité de E, dans ’ensemble £ —V,,,(p). L’en-
semble £ — V,.,(p) étant ouvert, on peut déterminer un entier k,, tel que
Vi, (p) ¢ E— V,11(p). 1l en résulterait

an(p) ¢ Vk”(pk) c Vn(p) ¢ Vk”(pk) = 0 (k = 1’ 2: "-) ’

par conséquent pp, = l/k,, contrairement & notre hypothése pp, < 1/k.
La relation p,e E — V,(p) nous a conduit & une contradiction. Il existe
donc pour tout indice n un entier ¢, de sorte que, pp, étant < 1fi,,
on ait p,eV, (p), c’est-a-dire tout point d’accumulation p de A* est aussi
un point d’accumulation de 4; ce qui achéve la démonstration.

4. Dans un espace E a caractére dénombrable et régulier, tout ensemble
fermé est le produit d’une infinité dénombrable d’ensembles ouverts.

Introduisons, en vertu du théoréme précédent, I’écart pg pour définir
les points d’accumulation de E. Alors, la proposition de notre théoréme
revient & une proposition que 'auteur a démontrée ailleurs®) et d’aprés
laquelle tout ensemble fermé F d’un espace semi-distancié est le produit
d’une infinité dénombrable d’ensembles ouverts. Voila la démonstration.
En désignant par S(p, 1/n) 'ensemble de tous les points ge E tels que
pq < 1/n, il existe un voisinage V,, (p) ¢ S(p, 1/n). Posons

Gn = 2 an (p) .
peF
@, étant la somme des ensembles ouverts V;, (p), il est lui-méme ouvert.
Soit ¢ un point du produit des ensembles G, , (n =1,2,...). Alors, il
existe pour tout » = 1,2 ,... un point ¢, F tel que ¢q, <1/n. L’écart
g4, tend, par conséquent, vers zéro, ¢ est donc un point d’accumulation
de ’ensemble F. Or, F' étant fermsé, il contient tous ses points d’accumu-

lation. Le point arbitraire ¢ du prodult H @G, est donc un point de F,
c’est-a-dire que
II G,cF.

n=1

Mais, on a par définition F ¢ IT @, par conséquent F = IIG,; c.q.f.d.
n=1 n=1

8. Un espace de Hausdorff E compact et & caractére dénombrable est
homéomorphe avec un espace distancié.

6) Q. Alexits, C. R. Soc. Sci. Lett. Varsovie 81 (1938), p. 36 —42.



Puisqu’un espace régulier & caractére dénombrable est, d’aprés 3,
homéomorphe avec un espace semi-distancié et tout espace semi-distancié
compact est, en vertu du théoréme précité de M. Niemytzki, homéo-
morphe avec un espace distancié, nous n’avons qu’a démontrer que notre
espace K est régulier. Admettons le contraire et nous en déduirons une
contradiction. En effet, si £ n’est pas régulier, il existe un entier n tel
qu’on puisse déterminer pour tout £k =1, 2,... un point

%V (p) - (E—V,(p)) . (1)

E étant compact, on peut extraire de la suite {g,} une suite partielle
{g} convergente vers un point-limite g. Soit V,,(¢) un voisinage arbi-
traire de ¢ et choisissons 4, de sorte que g,¢V,,(g). Alors, il existe un
entier §, tel que

Vik(qik) c Vm(q) . (2)

Or g,, est, d’aprés (1), un point de V() , le voisinage ¥, (g;,) contient
par suite un point p, de ¥, (p) d’olt on obtient, d’aprés (2), que p, est un
point de ¥, (g). Comme V,, (g) est un voisinage arbitraire de ¢, il s’ensuit
que ¢ est un point d’accumulation de la suite {p,}. Mais, p, étant un
point de ¥V, (p), la suite {p,} tend vers p. On a donc & la fois p,—>p et
Ppy—>¢, ce qui équivaut & p = ¢. Or, ¢q étant, d’aprés (1), un point d’accu-
mulation de ’ensemble fermé £ — V,(p), on a ge& — V,(p), contraire-
ment & la relation justement démontrée p = q. Cette contradiction
prouve que E est un espace régulier, c. q. f. d.

6. Nous allons encore démontrer que le théoréme mentionné de
M™® Frink se laisse ramener au théoréme suivant de M. Niemytski?):
S’il existe, dans un espace semi-distancié K, une fonction ¢(p, &) de
sorte que, les relations pg < @ (p, &) et gr < ¢(p, ¢) ayant lieu, on ait
pr < ¢ quel que soit ¢> 0, alors E est homéomorphe avec un espace
distancié. Voici le théoréme de M™° Frink:

Pour qu’un espace de Hausdorff E soit homéomorphe avec un espace
distancié, il faut et il suffit que E soit a caractére dénombrable et qu’il existe,
pour tout point p et tout entier n, un entier k, = k(p, n) tel que, la relation
Vi (D) » Vi, (@) # 0 ayant liew, on ait V,, (q) ¢ V,.(p) .

La nécessité de cette condition est, comme 1’a démontré M™° Frink, une
conséquence immédiate de la métrisabilité de £. Quant & sa suffisance,

7) V. W. Niemytzki, Trans. Amer. Math. Soc. 20 (1927), p. 507 —513.



soit ¢ un point arbitraire de Vi, (p); alors V, (p)- V,, (q) # 0, par
conséquent V. (¢) ¢ V,(p). On a donc

Via (p) ¢ (2; Vi (@) ¢ Va(p) .
(']

E est par suite un espace régulier, nous y pouvons donc introduire I’écart
pq que nous avons défini au no. 3. Choisissons maintenant » de sorte que
1/n < ¢, quelque petit que soit ¢ > 0. Alors, si pqg < 1/k, et gr < 1/k,,
il résulte de la définition de 1’écart pgque V, (p) - Vi, (q) #0et Vy (q)-
Vi, (r) # 0. On en tire V, (g) ¢ V,(g), par conséquent

V(D) + Valr) > V(D) o Vi, () > Vi (@) « Vi, (1) #£0 .
Cette relation équivaut, grace & la définition de I’écart pr, & I'inégalité
pr<1l/n<e En posant donc ¢(p, &) = k,, nous avons défini une

fonction satisfaisant aux conditions de M. Niemytzki, ce qui était
justement notre but.

(Regu le 12 avril 1940.)



Une propriété
caractéristique des polyndmes de Laguerre

Par E. FELDHEIM, Budapest
On sait que les polyndémes de Laguerre?)

n—k

n k
LY (x) = X (— 1 GEp) —z—, (Rax> —1) (1)
k=0 :
satisfont a la relation de multiplication
roo(F) = F a—v(21%) e, @
k=0

A étant un facteur arbitraire.

Cette relation forme un cas particulier de la relation de multipli-
cation établie, pour les fonctions de Whittaker, dans un travail de
M.A.Erdélyi?); explicitement, elle figure dans une Note récente du
méme auteur?), et dans un de nos travaux actuellement sous presse4).

Nous nous proposons de chercher, dans la présente Note, tous les
polynémes possédant une relation de multiplication de forme semblable,
et de déterminer, parmi ces polyndémes ceux qui forment un systéme
orthogonal.

Considérons donc le systéme de polynémes

¢n(x) =kz;ankxk (n=0>1a27°"), (3)

et cherchons & déterminer les coefficients a,, de maniére que ces poly-
némes admettent la relation de multiplication

n
}_'n ¢n (—:') =k20A”k (), - l)n_k¢k (x) H (4)
1) Si a n’est pas entier, on remplace, comme il est d’usage, le coefficient (:iz)
I'n+a+1)

par

m—k'T(k+atl
2) A.Erdélyi, Funktionalrelationen mit konfluenten hypergeometrischen
Funktionen. Math. Zeitschrift. t. 42. 1936, p. 125—143.

8) A. Erdélyi, On certain Hankel Transforms, Quarterly Journal of. Math.
t. 9. 1938, p. 196—198, paru au mois de Septembre 1938.

4) E. Feldheim, Formules d’inversion et autres relations pour les poly-
ndémes orthogonaux classiques. Bull. Soc. Math. de France, sous presse.
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A étant quelconque, et les coefficients A,, étant encore inconnus. Or,
de (3),
x n
no, (—-) = a, ankgk

A k=0

d’ol1, moyennant la relation
n—k -
=3 (") a—rr,
r=0 r
on tire

znqi( ) infank( k) (A—1)rak . (5)

r=0 k=0

En confrontant cette relation & (4), on aura

Apney Bo (@) = 3 0, (n —k) =
k=0 r
et, faisant usage de (3),

(n_f) pp=A,,0,, (k=0,1,2,...,8;8=0,1,2,...,n;n=1,2,3,...).
(6)
Cette relation peut s’écrire sous la forme suivante :

(n—Fk)!a,,

(n—s)! Amzm .

(7)
Nous voyons que le second membre de (7) doit étre indépendant de
k,ce qui n’est possible que si l’on a

(n—Fk)!a,,=b,c,,
c’est-a-dire
a. . — bn ck
nk (n—Fk)!
Alors, de (7),

b, .
A”*’:T,-(Ta)_! (8=0,1,2,...,n).

(k=0,1,2,...,m)

En résumé, les polyndmes
b, ¢

2 —~————(n iy x* (8)

D, (x) =

possédent la relation de multiplication



’

AN b, x .
o, (T)—gow(l—l)" Dy (x), (n=0,1,2,...) (9)
et ce sont les seuls polynomes admettant cette propriété.

Si I'on fait tendre, dans (9), le paramétre A vers 0, on trouve la
formule d’inversion des polynémes (8) :

= 2"'_(____1&.(15 (®) (10)
TS obm—R)l EW -

Si nous posons ici

?, (x) = bnwn (%) , (81)
la relation (9) prend la forme
n — ]1)n—k
ro ()= L= w@ . @)

et nous voyons que les coefficients de ce développement sont parfaite-
ment définis en tant qu’ils ne dépendent d’aucun facteur arbitraire.
On peut en déduire, par des passages & la limite A - oco et 1 =0, les
expressions inverses de w,(z) et 2".5)

Passons maintenant & la recherche des polynémes @,(x) ou w,(x)
satisfaisant & (8), (9), et (8'), (9’), qui forment un systéme orthogonal.

Rappelons que si les polynémes w,(z) forment un systéme ortho-
gonal, ils doivent vérifier une relation de récurrence de la forme

an(x) = Anwn+1(x) + ann(x) + ann—l (x) ’ (ll)

oli, moyennant (8) et (8’), les coefficients 4,, B, et C,, ont la valeur

on ’ Bn='An—l'—An ’ On———%'(Bn-l'—Bn) . (12)

Cn+1

A, =
La formule (11) entraine, entre les coefficients du développement (8’),

la relation

AL A=A+ (e—k+ 1) B+ (0 — k1) (1 —) O,
* (k=0,1,2,...,0+1) . (13)

On en tire

5) 8i 'on fait, dans (4),——:— =y, et A->»o0, on trouve, eu égard & (3), la relation:
Appary =0anz (k=0,1,2,...,n). Les A4,; seront liés par la relation (::’:) Agp=

Ay Ag(k=0,1,2,.,..,8;8=0,1,2,...,n), identique & (6).

8



Ay —24,+ A4yy=B,— By, =20, =B, , —B

(k=0,1,2,...,n; n=0,1,2,...). (14)
Cette relation n’est possible que si les deux membres sont des cons-
tantes indépendantes des indices % et n, que nous appelons 2p. Alors
0n=9 ) Bn=BO—2nQ=_(‘A0+ 2%9) ’
A,,=(n + 1) (A0+ ”9) .
La relation (11) prend ainsi la forme
Wy, (22) == ('ﬂ/—|— 1) (A0+n9) Wyt (x) - (A0+2n9) (O (x)+9wn—l(x) . (lll)
D’autre part, comme

. Cp, — AO
Ay =" =em+1) (”+T) :

d’ol1 encore

on en tire ’'expression suivante des coefficients ¢, :

4
r ()
oF k! 1’(—‘32 ¥ k)

Ensuite, si I’on écrit
b

| k(@) pxyde =8, (n=0,1,2,...)

a

ck—

(k=0,1,2,...,n) . (15)

(a@,b) étant I'intervalle d’orthogonalité, et p(x) la fonction-poids, on
déduit de (11’) I’expression

,gop(ﬁg)
S, = "¢, = AQ n=0,1,2,...) .
wir (4 +n)
Si nous posons finalement
—i—":oc-l— 1 (Ra>—1)

nous trouvons que le polyndéme satisfaisant & notre probléme est :

@ — oo 1) B 1 (ﬁ)k (16)
W@ =l ) & =TT rarD \2)

¢ étant un parameétre arbitraire. En comparant & 'expression (1) des
polynémes de Laguerre, nous voyons que



D, () col'(x+1) o x
L e W | e )( ?) S

Le seul polynéme orthogonal vérifiant la relation de multiplication (4)
est donc, a un facteur constant, et un changement d’unité prés, le polynome
de Laguerre L™ (), donné par le développement (1) .

On reconnait aussi, dans (11’), la relation de récurrence bien connue
liant trois polynémes de Laguerre consécutifs.

Remarquons que les polynémes d’Hermite classiques, étant des cas
particuliers (pour o = + 3) des polynémes de Laguerre, vérifient une
relation de multiplication de forme analogue & (4). En effet, tenant
compte des relations connues:

Hyp (@)= (— V! 200, D) |, (0)=(—1rmtznar, B ey |
on déduit de (2), que®)

[5] !
wH, ()= 2 0= e B @ )

6) Voir, pour cette formule, les travaux cités sous 2), 3) et 4),
7) En général, on aura la relation de multiplication

n
0 () = E ons 0 — 1) By

n—k
ol g, (A—1) est un polynéme de degré n—kenl—1:g, ;=2 A,(l—l)’, ot les
T =

coefficients 4, ont pour valeur: 4, = E ps bs,c(nr—s) . Ici a,, et b,; désignent
8=k

respectivement les coefficients du développement (3), et de son inversion:

n
ah = I by, Dy ().
8=0

(Recu le 7 mai 1940.)
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Nouvelle méthode d'édifier
la géométrie plane de Bolyai et de Lobatchefski

Par B. de KEREKJIARTO, Budapest

INTRODUCTION

Dans le présent mémoire, je donne une nouvelle méthode d’édifier la
géométrie hyperbolique plane de Bolyai et de Lobatchefski. Le systéme
d’axiomes que je prends & la base de mon traitement est équivalent &
celui adopté par M. Hilbert dans son mémoire: ,,Neue Begrindung der
Bolyai-Lobatschefskischen Geometrie’‘t) sauf que je ne considére pas la
notion d’égalité des angles comme notion primaire, mais je la définis
au moyen de I’égalité de segments.

Mon traitement du probléme différe essentiellement de celui de
M. Hilbert et correspond plutdt au programme réalisé par M. Hessenberg
pour la géométrie elliptique plane?). L’avantage de cette méthode consiste
en ce qu'elle fait connaitre plus profondément les relations mutuelles
entre les géométries euclidienne et hyperbolique.

L’idée guide de mon raisonnement est la suivante. Voici le modéle de la
géométrie hyperbolique plane dii & Poincaré. Nous entendons par plan
hyperbolique le demi-plan euclidien déterminé par une ligne droite ;
les droites hyperboliques y sont représentées par les demi-droites et demi-
circonférences euclidiennes perpendiculaires sur I. La distance hyper-
bolique de deux points P et @ est le logarithme du rapport anharmo-
nique: PQ’ . QP

/
(PQQ' P') = pr—oor

ol P’ et Q' désignent les points communs de ! avec la circonférence per-
pendiculaire sur I, passant par les points P et @ ; ou, si P et @ se trouvent
sur une droite perpendiculaire sur I, la distance hyperbolique des points
P et @ est le logarithme du rapport

Po

Qe

ot Q' désigne le point commun de cette droite avec I. De cette fagon,
nous avons obtenu un modéle dont on peut démontrer par le moyen des

(PQQ') =

1) D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie, Leipzig et Berlin (1930), 7me éd.
Anhang III.
2) @. Hessenberg : Begriindung der elliptischen Geometrie. Mathem. Annalen,
t. 61.
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théorémes élémentaires de la géométrie euclidienne qu’il satisfait aux
axiomes de la géométrie hyperbolique.

Ce modéle sert seulement pour vérifier I'existence de la géométrie
hyperbolique; il n’est pourtant pas certain que toute géométrie hyper-
bolique plane, définie par un systéme d’axiomes, est équivalente a la
géométrie réalisée par ce modéle.

Dans le présent mémoire, je donne la réponse affirmative a cette
question. A partir de la géométrie hyperbolique plane définie par un
systéme d’axiomes, j’établis un modéle dont je vérifie qu’il est identique
& la géométrie euclidienne. Ensuite je montre que dans cette géométrie
euclidienne, la géométrie hyperbolique primitive apparait sous la forme
du modéle de Poincaré.

Dans le modéle de la géométrie hyperbolique établi dans le demi-plan
euclidien, les demi-droites euclidiennes perpendiculaires sur / forment un
faisceau (a) de droites hyperboliques paralléles; les droites euclidiennes
paralléles & ! sont les horocycles du faisceau (a); les demi-droites eucli-
diennes obliques & 7 sont les lignes équidistantes des droites hyper-
boliques (a).

Pour rétablir le plan euclidien & partir du plan hyperbolique, je prends
deux copies de celui-ci que je réunis suivant leurs ,,points & 'infini“. Je
prends un faisceau (a) de droites hyperboliques paralléles dans I'une des
deux copies et le faisceau correspondant (z) dans ’autre; je considére
leurs horocycles et leurs lignes équidistantes. Par le moyen de ces lignes,
je définis les droites euclidiennes et je démontre qu’elles satisfont aux
axiomes de la géométrie euclidienne, en particulier 4 I’axiome des paral-
leles. En introduisant une notion de distance dans la géométrie ainsi
établie, je démontre que la géométrie obtenue est la géométrie euclidienne
ordinaire.

Mon procédé peut étre caractérisé en disant que c’est le procédé par
lequel il faudrait vérifier Uexistence de la géométrie euclidienne si la géométrie
hyperbolique avait une évidence de telle sorte qu’on attribue d la géoméirie
euclidienne.

Par cette méthode, nous obtenons une représentation analytique uni-
quement déterminée de la géométrie hyperbolique plane, dans un sens
similaire & ce que les recherches de M. Hilbert sur les fondements de la
géométrie euclidienne ont conduit & une représentation analytique uni-
quement déterminée, a la géométrie analytique de Descartes.

*

Dans une conférence faite & 1’Université de Genéve le 14 mai 1937,
dans le cycle des Conférences internationales des Sciences mathématiques,
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j’ai esquissé la méthode que j’expose dans le présent mémoire. Je tiens &
remercier I’Université de Genéve et le Comité d’organisation des Confé-
rences internationales des Sciences mathématiques de leur invitation et
hospitalité. Le présent mémoire a été présenté en deux parties & 1’Aca-
démie Hongroise des Sciences dans les séances du 11 mai 1936 et
19 février 1940.

§ 1. Le systéme d’axiomes de la géométrie hyperbolique plane

I. Axiomes d’incidence

1. A toute droite appartiennent deux points, au moins.
2. A deux points appartient une droite et une seule.

3. Il y a trois points n’appartenant pas & une drotte.
4. Tous les points appartiennent & un plan.

II. Axiomes d’ordre

1. 8i A, B, C sont des points d’une droite, et st B est entre A et C, alors B
est entre C et A.

2. 8t A, B, C sont des points distincts d’une droite, il y a un et un seul
parmi ces trots points qui est entre les deux autres. Si A, B, C' sont des
points d’une droite dont Uun est entre les deux autres, ces trois points sont
distincts.

3. Si A, B sont des points de la droite a, il y a un point D de a tel que B
est entre A et D.

4. St A, B, C sont des points n’appartenant pas & une drotte et si a est
une droite a laquelle n’appartient aucun des points A, B, C et si la droite a
a un point commun avec le segment A B (c’est-d-dire si a a un point commun
avec la droite A B qui est entre A et B) alors la droite a a un point en commun
ou avec le segment BC ou avec le segment AC.

III. Axiomes d’égalité

1. Tout segment AB est égal & lui-méme: AB = AB et AB = BA. Si
AB = A'B’, alors A’B’ = AB. Si AB= A'B’ ¢¢t AB = A"B", alors
A/BI — AIIBI/‘

2. St AB est un segment et si A’ est un point de la droite a’, il y a de
chaque coté de A’ un point B’ de a’ et un seul tel que AB = A'B’.

3. Si les segments AB et BC de la droite a n’ont pas de point commun, et
8t les segments A'B’ et B'C’ de la droite a’ n’ont pas de point commun, les
égalités AB = A'B’ ¢¢ BC = B'C’ entrainent 'égalité AC = A'C".
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4. 8i A, B, C sont des points n’appartenant pas & une droite, et st A’, B’
sont des points tels que AB = A'B’, il y a de chaque ctté de la droite A'B’
un point C' et un seul pour lequel AC = A’C’ et BC = B’C’. (Au lieu des
trois égalités ci-dessus, nous écrirons: ABC = A'B’C").

b. Si A4, B, C sont des points n’appartenant pas & une droite, et si P est
un point de la droite AB, si ensuite A’, B', C', P’ sont des poinis tels que
ABC =A'B'C’' ¢t ABP = A'B’'P’, alors CP = C'P’.

Définition. Nous appelons angle la figure formée par deux demi-
droites a et b issues d’un méme point O lesquelles n’appartiennent pas &
une méme droite; le sommet O et les cités a et b de angle appartiennent
a ’angle. En conséquence des axiomes I et II, un angle divise le plan en
deux portions que nous appelons I'intérieur et I'extérieur de 1’angle. Si
A et B sont des points quelconques de a et de b, les points du segment
AB appartiennent a l'intérieur de 1’angle.

IV. Axiome des paralléles

St b est une droite et st A est un point n’appartenant pas @ b, il y a deux
demi-droites a, et a, issues de A n’appartenant pas & une méme droite telles
qu’elles n’ont pas de point commun avec b mais toute demi-droite issue de A
dans Uintérieur de Uangle (a, a,) a un point commun avec la droite b.

Définition. Sil’énoncé de cet axiome est vérifié pour la droite b et pour
les demi-droites a, et a,, nous disons que les demi-droites a, et a, sont
paralléles & la droite b. Soit B un point quelconque de la droite b; dési-
gnons par b, et b, les deux demi-droites de b déterminées par B, de telle
fagon que a, et b, se trouvent du méme coté de la droite AB. Nous
appelons la demi-droite a, paralléle & b, (et aussi a, paralléle & b,).

11 résulte de la définition que, si la demi-droite a, est paralléle & la demi-
droite b,, aussi b, est paralléle & a,; ensuite si chacune des demi-droites
@, et b, est paralléle & la demi-droite ¢, , alors a, est paralléle a b, .

Définition. Nous attribuons & chaque demi-droite un bout (ou point &
Pinfini); nous disons que deux demi-droites ont le méme bout si elles sont
paralléles, et alors seulement. Nous obtenons tous les bouts en prenant
les bouts des demi-droites issues d’'un méme point O; il s’ensuit que I’en-
semble des bouts admet un ordre cyclique naturel.

Définition. Nous disons que ’angle < b4 ¢ formé par les demi-droites
Ab et Ac issues du point 4, et angle < b’A’¢’ formé par les demi-
droites A’b’ et A’c’ issues de A’ sont égaux: X bdc= X b'A'¢, si
la condition suivante est vérifiée: soient B, C, B’,C’ des points des
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demi-droites b, ¢, b/, ¢’ tels que les segments AB et A’B’ sont égaux,
et les segments AC et A’C’ sont égaux, alors aussi les segments BC et
B’C’ sont égaux.

Définition. Si les demi-droites Ab et Ab’ forment une droite, et si
X bAc = < b’Ac, nous appelons ces angles: angles droits, et nous disons
que les demi-droites b et ¢ sont perpendiculaires.

Concernant les théorémes auxiliaires suivants, nous renvoyons le lec-
teur au mémoire de M. Hilbert.

1. 8t la droite ¢ forme avec les droites a et b des angles correspondants
égauzx, alors a et b n’ont pas de point commun et elles ne sont pas paralléles.

2. Si a et b sont des droites non paralléles et sans point commun, il y a
une droite ¢ et une seule qui est perpendiculaire sur toutes deux.

3. Si les demi-droites b, et b, ne sont pas paralléles, il y a une droite et
une seule qui est paralléle b, et d by; en d’aulres mots: deux bouts quel-
conques peuvent étre joints par une droite et une seule.

De cette derniére proposition, on peut déduire facilement la suivante:

4. Si a est une drotte et 81 b, est une demi-droite non paralléle ¢ a, il y a
une droite et une seule qui est perpendiculaire sur a et paralléle d b,; en
d’autres mots, a partir du bout de b,, on peut mener une perpendiculaire et
une seule sur a.

Soit, en effet, b; une demi-droite paralléle & b, issue d’un point 4 dea,
et soit @, I'une des demi-droites de @ déterminées par le point A. Soit b
la demi-droite issue de A de l'autre c6té de la droite a pour laquelle
X a,Ab] = X a,A4b;. La droite b qui est paralléle & b et & b, est perpen-
diculaire sur a.

§ 2. Les mouvements et les symétries du plan hyperbolique
S

A la base des axiomes I, II, III, nous définissons les mouvements et
les symétries du plan.

La symétrie du plan par rapport & la droite @ change tout point P en
son symétrique P’ par rapport & @, c’est-a-dire en le point P’ pour lequel
la droite a est perpendiculaire au milieu du segment PP’. Nous appelons
la droite a la médiane du couple de points P, P’.

Une translation du plan admettant pour base la droite a est définie de la
fagon suivante. A un point 4 de a nous faisons correspondre un point
A’ de a; & tout point.B de a nous faisons correspondre le point B’ de a
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pour lequel les segments AA’ et BB’ sont égaux et de méme sens. Si P
est un point quelconque du plan, soit B le pied de la perpendiculaire sur a
passant par P; soit-B’ le point de a correspondant & B; soit enfin P’ le
point de la perpendiculaire sur @ passant par B’ pour lequel les segments
BP et B’P’ sont égaux et de méme sens par rapport & la droite a (cela
veut dire que P et P’ se trouvent du méme c6té de la droite a). Au
point P nous faisons correspondre le point P’ déterminé uniquement
par la prescription ci-dessus.

Définition. Nous entendons par une ligne équidistante de la droite a
un ensemble de points qui se trouvent du méme c6té et en distance égale
de la droite a. La droite a sera désignée comme base de cette ligne équi-
distante.

Par une translation ayant pour base la droite a, les lignes équidistantes
de a se changent en elles-mémes.

5. Les translations ayant pour base la droite a forment un groupe commu-
tatif. Cela signifie que le produit de deux translations ayant pour base la
droite a est aussi une translation admettant la méme base et, de plus, elle
est indépendante de ’ordre dans lequel nous effectuons les deux trans-
lations données.

La demi-rotation du plan autour du point O fait correspondre & tout
point P le point P’ pour lequel O est le milieu du segment PP’.

6. La demi-rotation autour du point O est le produit de deux symétries
dont les axes sont des droites perpendiculaires passant par O.

Il résulte facilement des axiomes I—IV la proposition suivante, en
considérant que les mouvements et les symétries du plan changent tout
angle en un angle égal et des droites sécantes en des droites sécantes:

7. St les demi-droites A a et Bb sont paralléles, et A B perpendiculaire d b,
ensuite st Cc et Dd sont paralléles et CD perpendiculaire a d, T égalité des
segments AB et CD entraine celle des angles < aAB et < c¢CD, et inver-
sement.

Détinition. Les points 4 et B des droites a et b seront appelés leurs
points homologues si les angles intérieurs d’'un méme coté formés par la
droite A B avec les droites a et b sont égaux.

Si les droites a et b n’ont pas de point commun, & togt point 4 de a
correspond un point B de b et un seul qui est son homologue; en parti-
culier si @ et b sont paralléles, cette proposition résulte de la proposition 2.

Soit @, une demi-droite; désignons son bout par w. Considérons le
faisceau (@) des droites paralléles & a,. Si a, b, ¢ sont trois droites appar-
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tenant & ce faisceau, et si les points B de b et C de ¢ sont les homologues
du point 4 de a, aussi les points B et C sont des points homologues des
droites b et c.

Définition. Nous entendons par un korocycle du faisceau (a) 'ensemble
des points homologues sur les droites du faisceau & un point 4 de la
droite a.

11 résulte de la définition:

8. Un horocycle h du faisceau (a) et une droite a de ce faisceau ont un et
un seul point commun.

9. Les translations admettant pour base la droite a changent les droites
paralléles a a entre elles et les horocycles de ce faisceau entre eux.

Définition. Nous entendons par cdtés correspondants des lignes paral-
leles a et a’ le demi-plan déterminé par a et contenant la droite a’, et le
demi-plan déterminé par a’ et ne contenant pas la droite a (ou vice
versa).

Détinition. Les arcs A4’ et BB’ d’'un méme horocycle k sont appelés
égaux si les segments A4’ et BB’ sont égaux. Nous disons que les arcs
AA’ et BB’ de I’horocycle h ont méme sens si les points A’ et B’ se trou-
vent des cotés correspondants des droites 4 w et B w, joignant ces points
au bout w.

Nous définissons les translations du plan suivant les horocycles h de la
fagon suivante. Soient 4 et A’ deux points d’un horocycle &; au point
A, nous faisons correspondre le point A’. Soit B un autre point quel-
conque du méme horocycle 4; nous lui faisons correspondre le point B’
de % pour lequel les arcs A4’ et BB’ de h sont égaux et de méme sens.
Soit ensuite P un point quelconque du plan; désignons par B le point
commun de la droite Pw avec ’horocycle h, et par B’ le point lui cor-
respondant; soit P’ le point commun de la droite B’w avec I’horocycle A’
passant par P; au point P, nous faisons correspondre le point P’ déter-
miné ainsi.

10. Les tramslations du plan suivant les horocycles h changent tout
segment en un segment égal ; elles transforment tout horocycle h en lui-méme
et les droites du faisceau (a) entre elles. Les translations suivent les horo-
cycles h forment un groupe commautatif.

Nous allons démontrer la proposition suivante:

11. Tout mouvement du plan hyperboligue, c’est-a-dire toute transforma-
tion conservant le sens d’orientation et conservant les distances hyperboliques
peut étre composé des mouvements suivants :
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a) la demi-rotation autour d’un point O du plan ;

b) les translations admettant pour base une droite ayant le bout w ;

c) les translations swivants les horocycles b du faisceau des droites a
ayant le bout w. )

Soient en effet AB et A’B’ deux segments égaux quelconques; il y a
un mouvement et un seul qui change 4 en 4’ et B en B’. Supposons que
A’ et B’ se trouvent sur la droite Ow et que w soit le bout de la demi-

B, 7
Fig. 1

droite A’B’; désignons par o l'autre bout de la droite Ow (Fig. 1).
Désignons par « et f les bouts de la droite AB de telle facon que leur
ordre soit 4 B (c’est-a-dire que « soit le bout de la demi-droite A B, et
celui de B4). Par une translation suivant les horocycles A, nous trans-
formons la droite &« w en o w ; au segment A B correspond par cette trans-
lation un segment 4, B, égal & A B. Désignons par §, le bout de la demi-
droite B; A4,; & partir du bout f,, nous menons la perpendiculaire sur la
droite o w; désignons par P son pied, et par §, son autre bout. Désignons
ensuite par y et p’ les bouts de la perpendiculaire sur o menée par le
point O, de telle fagon que g, et y se trouvent d’un méme coté de la droite
ow. Par une translation ayant pour base la droite o w, nous changeons
le point P en O cette translation change 8, en y, 8, en y’, et I'image du
segment A, B, sera un segment A, B, situé sur la droite oy. La demi-
rotation autour de O échange o et w, d’une part, y et p’, d’autre part,
entre eux; au segment 4, B, correspond un segment A, B, situé sur la
droite y’w et leur ordre est y’ A4, B, w. Par une translation suivant les
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horocycles k, nous changeons ' w en ow ; I'image obtenue de 4,B, est
un segment 4, B, de ow; enfin, par une translation ayant pour base la
droite o w, nous changeons le point A,en A’; comme A, B, = A’ B, et
en conséquence de l'ordre 0d’B’w, et 0d,B,w, il résulte que cette
méme translation change B, en B’. Cela prouve la proposition 11.

§ 3. Définition des lignes du modéle euclidien

A partir des éléments de la géométrie hyperbolique plane, nous définis-
sons un modéle (ou une pseudo-géométrie) de la fagon suivante.

Nous prenons deux copies H et H du plan hyperbolique. Tout point
appartenant soit & H soit & H est un point du pseudo-plan. Soit w un
bout quelconque de H, et soit w le bout correspondant de H ; en omettant
les bouts w et w, nous réunissons H et H suivant leurs autres bouts.
Soient donc « et & des bouts correspondants de H et de H, différents de »
et de @ ; nous considérons « et « comme un méme point du pseudo-plan.
Les points du pseudo-plan engendrés par les bouts de H et de H forment
une ,,droite horizontale* 1, du pseudo-plan, par définition. Un point quel-
conque P de H et le point P lui correspondant de H seront appelés points
symétriques par rapport d 1, du pseudo-plan.

Désignons par (a) et par (a) les faisceaux de droites dans H et dans H
ayant les bouts w et w, respectivement. Tout horocycle % du faisceau (a)
et tout horocycle % du faisceau (a) forme une ,droite horizontale’ du
pseudo-plan.

Une droite a et la droite correspondante a forment, ensemble avec leurs
bouts unis x = & une ,,droite verticale‘* du pseudoplan. Le point « se trouve
entre les points de a et ceux de a.

Soient e, et e deux lignes équidistantes de a symétriques par rapport
& a; soient a, e, e, les lignes de H leur correspondant. Les lignese, et e,,
ensemble avec le bout « = « de @ forment une droite oblique du pseudo-
plan. Le point « se trouve entre les points de e, et ceux de e,.

Pour éviter toute confusion, nous appellerons les droites du pseudo-
plan: lignes ; les droites hyperboliques seront appelés droites.

Nous allons démonirer que le systéme des lignes du pseudo-plan vérifie les
axiomes des groupes I et IT et encore Uaxiome d’Euclide sur les paralléles.

Les axiomes 1, 3 et 4 du groupe I résultent immédiatement & partir des
axiomes respectifs de la géométrie hyperbolique plane. Dans ce groupe,
c’est I'axiome I. 2 seul qu’il faut vérifier; & cela sert le raisonnement
suivant.

12. Si A et B sont deux points du plan hyperbolique H qui n’appartien-
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nent ni @ une droite du faisceau (@) ni & un horocycle de ce faisceau, il
existe une droite a de ce faisceau dont une ligne équidistante contient les
potnts A et B.

Soit en effet k la médiane du couple de points 4, B, et soit @ la perpen-
diculaire sur ¥ menée du bout w. La symétrie par rapport & la droite
change les points A et B entre eux, et la droite a en elle-méme; par
conséquent, les points 4 et B se trouvent d’'un méme cété de a et en
distances égales.

13. 81 A et B sont deux points du plan hyperboligue H qui n’appar-
tiennent pas d une drotte du faisceau (a), il y a une droste a de ce faisceau
telle que les points A et B se trouvent des cotés différents et en distances égales
de cette droite. Menons en effet la droite @ du faisceau (a) par le milieu du
segment 4 B.

1l résulte de 14 que si A et B sont des points de H et de H qui n’appar-
tiennent pas a une ligne verticale, il y a une ligne oblique e, + e, qui les
contient.

Si & est un bout, un point quelconque 4 de H appartient ou & la droite
a = o, et & la ligne verticale a + a, ou 4 la ligne équidistante e, de x w
passant par 4, et & la ligne oblique e; -+ ¢,. Deux bouts quelconques «
et B appartiennent & la ligne horizontale 7,,. Par suite:

14. Deux points quelconques du pseudo-plan appartiennent @ une ligne,
au moins, du pseudo-plan.

Deux horocycles quelconques kb et A’ du faisceau () n’ont aucun point
commun; un horocycle % a un seul point en commun avec une droite a
quelconque du faisceau (a); deux droites a et a’ de ce faisceau n’ont ni un
point, ni un bout, différent de w, en commun. Par suite:

15. Deux lignes horizontales, ou deux lignes verticales du pseudo-plan
n’ont aucun point commun. Toute ligne horizontale a avec toute ligne ver-
ticale un povnt commun et un seul.

16. Tout horocycle h a avec toute ligne équidistante e d'une droite a quel-
congue du faisceau (a) un point commun et un seul.

Soit en effet 2’ un horocycle passant par un point B’ de la ligne équi-
distante e, et soit A’ le point commun de &’ avec la base a de e (Fig. 2).
Par une translation admettant pour base la droite @, nous changeons le
point A’ en le point commun 4 de a avec ’horocycle & ; I’horocycle b’ sera
changé en A, et la ligne équidistante e en elle-méme; par conséquent, au
point B’ correspond un point commun B de k et de e. Si B, était un autre
point commun de % et de e, désignons par C et par C, les pieds des perpen-
diculaires sur @ passant par B et par B,; la translation ayant pour base la
droite @ qui change C en C, transforme B en B, , et, par suite, I’horocycle
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k en lui-méme; le point commun A de cet horocycle % avec la droite 4
reste donc invariant par la translation en question; celle-ci doit &tre
I’identité, d’ol il résulte que B, est identique & B.

17. Sotent a et a’ deux droites quelconques du faisceau (a), et soit e’ une
ligne équidistante de a’ telle que a et e’ se trouvent d’un méme cété de a’;
a et e’ ont un point commun et un seul.

A partir d’un point A de @ menons la perpendiculaire sur a’; soit B son
pied. Soit D le point de la demi-droite B4 pour lequel la distance BD
est égale & la distance (a’, e’) (voir fig. 3). Désignons par b la droite pas-

B B
A A’
a
h h'
Fig. 2 Fig. 3

sant par D qui a en commun avec a’ son bout différent de w. Les droites
a et b ont un point £ en commun; on peut le vérifier facilement & la base
des axiomes IL.4 et IV. Soit F le point de la droite a tel que les segments
DE et EF soient égaux et que A et F soient séparés sur a par le point E.
Menons la perpendiculaire sur a’ par le point E ; la symétrie par rapport
a cette droite transforme la droite a’ en elle-méme et échange les points D
et F' entre eux; par suite, D et F' ont la méme distance a la droite a’.
Le point F de a appartient donc & la ligne équidistante ¢’ de a’. Si F/
était un autre point commun de a et de e/, soient @ et G’ les pieds des
perpendiculaires sur a’ menées par F et par F', et soit k la médiane du
couple de points @, G'; la symétrie par rapport & k échange entre-eux les
points F et F’', elle transforme par conséquent la droite a en elle-méme;
la droite k serait alors une perpendiculaire commune des droites paralléles
a et a’, ce qui est contradictoire & la proposition 1.

18. Soient a et a’ deux droites quelconques du faisceau (@), et soient e et e
des lignes équidistantes de a et de a’, respectivement ; les lignes e et e’ ont
au plus un point commun.

En supposant le contraire, soient C' et D deux points communs de e et
de e’. Désignons par 4, A’ et par B, B’ les pieds des perpendiculaires sur
a et sur a’ menées par C et par D, respectivement (fig. 4). On a les égali-
tés CA = DB et CA’' = DB’; C et D se trouvent d’un méme coté de
chacune des droites a et a’. Joignons les points C' et D au bout w; il

/
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résulte de ’égalité 4AC = BD, d’apres la proposition 7, que <XACw =
¥XBDw, et similairement, ’égalité A’'C = B’D entraine 1’égalité
JA'Cw = <B'Dw. En faisant les sommes & gauche et & droite dans
les égalités déduites, nous obtenons ’égalité suivante: <<A4/'CA =
XB’DB. La derniére égalité jointe aux égalités ci-dessus: AC = BD
et A'C = B’D entraine les suivantes: A4’ = BB’ et J4’Aw =
XB'Bw. 1l résulte de 1a que les points A’ et B’ de o’ ont la méme
distance & la droite a; c’est une contradiction, en vertu de la propo-
sition 17.

.

B'\al
i —
L-—/n"

A B B C u Blcl

Fig. 4 Fig. 5

19. Soient a et a’ deux droites du faisceau (a), et sotent e,, e, et e}, e, des
lignes équidistantes symétriques de a et de a’, respectivement. Supposons que
a' et e, se trouvent d'un méme coté de a, et que e, et e] se trouvent des cotés
correspondants de a et de a'. Si la distance (a, e,) est plus grande que la
distance (a’, e]), les lignes e, et e| ont un point commun ; les lignes e, et e,
n’ont aucun point commun.

En vertu de la proposition 17, il existe un point commun % de a’ avec
¢;. Soit C le pied de la perpendiculaire sur @ passant par E (fig. 5). La
perpendiculaire sur o’ passant par £ a un point ¥ en commun avec la
ligne e[. Soit ¢ la demi-droite issue de E telle que X whc = X oFE et
que c et e; se trouvent des cotés différents de a’; soit 4 le point de ¢ pour
lequel FE = EA. 1l résulte de la condition (a, ¢,) > (a’, ¢;) que EC>EA,
par conséquent, les points 4 et E se trouvent d’'un méme c6té de la droite
a. La ligne équidistante de a passant par A a donc un point 4’ sur la
droite a’. Désignons par B le pied de la perpendiculaire sur a menée par 4.
Par une translation ayant pour base la droite a, nous changeons le point
A en A’; désignons les images des points B, C, E, obtenues par cette
translation, par B’,C’, E’. Les droites A’ B’ et E’C’ sont perpendiculaires
sur a, et on a les égalités suivantes: EC=E'C’, AE=A'E', S wEA
=X wE A’. Légalité EC = E’'C’ signifie que le point E' appartient
& la ligne équidistante e, de a. Des égalités AE = A'E’' et <X wEA =
Y wE’A’ on conclut, d’aprés la proposition 7, que E’A’ est perpendicu-
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laire sur la droite A’w = a’. Comme AE = EF = A’E/’, il résulte donc
que E' appartient aussi o la ligne équidistante e; de a'.

Si les lignes équidistantes e, et e, avaient un point commun E’, le
milieu des points E’ et E”, situés des cotés différents de a et en distances
égales & a, appartiendrait & la droite a, et, pour la méme raison, aussi a
la droite a’; mais les lignes paralléles a et ¢’ n’ont aucun point commun.
Par suite, e, et e, n’ont pas de point commun.

20. Soient a et a’ deux droites du faisceau (a), et soient e,, e, et e], e} des
lignes équidistantes symétriques de a et de a’, respectivement. Supposons
(comme dans la proposition 19) que a’ et e, se trouvent d’un méme coté de a,
et que e, et e se trouvent des cotés correspondanis de a et de a'. e, et ey ont
un point commun, e, et e, n’ont pas de point commun.

Les lignes e, et e; se trouvent des cotés différents de la droite a, d’ol
la deuxiéme proposition ci-dessus. Pour vérifier la premiére, désignons
par E le point commun de e, et de a’, et par E, celui de e, et de a (leur
existence découle de la proposition 17). Nous menons la perpendiculaire
sur @ passant par E, désignons son pied par 4, et la perpendiculaire sur a’

Fig. 6

passant par E, dont le pied soit 4, (fig. 6). Soit ¢ la demi-droite issue de
E pour lequel < wEc = YwkE,A4, et qui se trouve de l'autre coté de a’
que le point E,; désignons par F le point de ¢ pour lequel EF = A, H,.
La ligne équidistante de a passant par F a un point F’ en commun avec a’.
La translation ayant pour base la droite a, qui change F en F’, transforme
E en un point E’ dont on peut vérifier par les raisonnements employés
pour la démonstration de la proposition 19 qu’il est un point commun
des lignes e, et .

Des propositions 18, 19, 20 découle que deux lignes obliques quelconques
du pseudo-plan ont au plus un point commun ; en vertu des propositions 16
et 17 toute ligne oblique rencontre une ligne horizontale ou verticale
quelconque en un seul point, et d’aprés 15 une ligne verticale et une ligne
horizontale quelconques ont un seul point commun. Ce résultat ensemble
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avec la proposition 14 fournit I’axiome I.2 relatif au pseudo-plan que
voici:
21. Deux points quelconques du pseudo-plan appartiennent & une ligne

et a une seule.
*

Concernant les axiomes du groupe II nous faisons les observations
suivantes.

Des axiomes II. 1, 2, 3 relatifs au plan hyperbolique découle immédia-
tement la validité des mémes axiomes pour le pseudo-plan, en tenant
compte des définitions données ci-dessus. L’axiome II. 4 relatif au plan
hyperbolique fournit le théoréme que le plan hyperbolique est divisé
en deux parties par une droite hyperbolique quelconque, et, en parti-
culier aussi par une droite quelconque a du faiseau (a); si A et B sont
des points appartenants aux deux parties différentes, le segment 4 B de
la droite hyperbolique AB a un point commun avec la droite a. Si les
points 4 et B appartiennent a un horocycle & du faisceau (a), il résulte de
la proposition 15 que k et @ ont un point commun, lequel appartient &
Parc 4B de I'horocycle. Similairement, si A et B appartiennent & une
ligne équidistante e’ d’une droite @’ du faisceau (@), d’aprés 17 ¢’ et a ont
un point commun, et ce point appartient au segment AB de e’. En
résumsé, toute ligne verticale divise le pseudo-plan en deux parties.

Par des raisonnements similaires, on déduit des propositions 15—20
la propriété analogue relative aux lignes horizontales et obliques; par
cela, on aboutit au résultat suivant qui est équivalent & 'axiome II. 4:

Le pseudo-plan est divisé en deux parties par une ligne | quelconque ; si
A et B sont deux points appartenant a la méme partie, le segment AB de la
ligne AB n’a aucun point en commun avec la ligne l; si A et B appar-
tiennent & des parties différentes, le segment AB a un point en commun avec
la ligne 1.

§ 4. Les lignes paralléles et les perpendiculaires du pseudo-plan

22. Sia et a’ sont deux droites du faisceau (a) et leurs lignes équidistantes
e, et e] se trouvent des cotés correspondants de a et de a’, et si les distances
(@, e,) et (a’, e1) sont égales, e, et e; n’ont aucun point commun.

Si P était un point commun de e, et de e}, les droites a et a’ se trouve-
raient d’un méme c6té de la droite Pw ; en désignant par @ et Q' les pieds
des perpendiculaires sur a et sur @’ menées par P, il résulterait PQ =PQ’,
et donc,- d’aprés la proposition 7, X wPQ = <X wPQ’; cette égalité
involverait que les demi-droites PQ et P@Q’ coincident, et comme
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PQ = PQ’, de méme les points @ et Q'; les droites a et a’ perpendicu-
laires sur P@ et passant par le point @ seraient donc identiques, contraire-
ment 4 nos hypothéses.

Définition. Nous appellerons deux lignes du pseudo-plan paralléles si
elles n’ont aucun point commun. Des propositions 15—22 on conclut
immédiatement que deux lignes paralléles quelconques sont ou bien
horizontales ou verticales, ou bien elles sont des lignes obliques e, + e,
et e; + e, telles que e, et e se trouvent des cotés correspondants de leurs
bases et en distances égales & elles.

Le systéme des lignes du pseudo-plan vérifie l’axiome &’ EUCLIDE sur
les paralléles :

23. A une ligne quelconque I et & un point P arbitraire correspond une
ligne U et une seule paralléle a 1 et passant par P.

Si la ligne ! est horizontale ou verticale, la proposition est une consé-
quence immédiate des définitions. Soit [ = e, -+ e, une ligne oblique,
et goit P un point du plan hyperbolique H. Désignons par E et par 4 les
points communs de I’horocycle k passant par P avec la ligne ¢, et avec la
base a de ¢, , respectivement. Soit A’ le point de & pour lequel les arcs AE
et A’'P de I’horocycle k sont égaux et de méme sens. Soit e; la ligne équi-
distante passant par P de la droite a’ = 4 ’w, désignons par e, son symé-
trique par rapport a a’, et par e; la symétrique de e; par rapport 4 [, . La
ligne oblique e; 4 e; est paralléle & la ligne e, + e,, d’aprés la propo-
sition 22.

Définition. Nous appelons les droites @ du faisceau (a) et leurs horo-
cycles h perpendiculaires. Nous appelons les lignes équidistantes e et e’
des droites a et a’ perpendiculaires si la droite hyperbolique ««’ joignant
les bouts & et &” de a et de a’, différents de w, passe par le point commun
de e et de e’.

Conformément & cette définition, nous appellerons deux lignes du’
pseudo-plan perpendiculaires, si 1'une d’elles est horizontale et I’autre
verticale, ou si elles sont obliques et leurs parties appartenant & H ou & H
sont perpendiculaires.

24. 8i la ligne 1 est perpendiculaire sur les lignes 1’ et 1", 1’ et 1" sont
paralléles. Inversement, si ' et 1" sont paralléles et si 1 est perpendiculaire
sur ', elle est perpendiculaire sur 1”.

Si ces lignes sont horizontales ou verticales, notre proposition est
évidente. Si les lignes [, I’, 1” sont engendrées par les lignes équidistantes
e, e/, e” des droites a, a’, a” (appartenant au faisceau (a)), désignons par
A et par B le point commun de e avec les lignes e’ et e”, respectivement.
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Menons les perpendiculaires sur a et a’, et sur a et a”, 4 partir des points
A et B, et désignons leurs pieds par A, A”, B, B”; soient «, a’, x” les
bouts différents de w des droites a, a’, a” (fig. 7). En conséquence de la
perpendicularité de e sur e’ et e”, il résulte de notre définition que 4
appartient & la droite o’ et B appartient & la droite «a”. Comme A4 et B
appartiennent & la ligne équidistante e de a, il s’ensuit 44’ = BB’;
d’aprés la proposition 7, cette égalité entraine 1’égalité des angles
Xadw = <oaBw; les angles complémentaires sont: Lwda’ =
X wBa”; d’apres 7, il résulte de cette derniére égalité que AA” = BB”,
c’est-a-dire que (a’, e’) = (a”, ¢”). Comme e’ et ¢” se trouvent des cotés
correspondants de a’ et de a”, nous concluons d’aprés la proposition 22
que e’ est paralléle & e”. La deuxiéme partie de la proposition s’obtient
par un raisonnement tout a fait analogue.

A B’

ol

Fig. 7

A la base de la proposition que nous venons de démontrer, nous
étendons la notion de perpendicularité au cas de deux lignes équidistantes
e et e/ d’une méme droite a. Soit a” une droite différente de a, et soit e”
la ligne équidistante de a” telle que e et e” se trouvent des cotés corres-
pondants de a et de a” et en distances égales & ces droites. Si les lignes e’
et e” sont perpendiculaires, nous appelons aussi les lignes e et e’ perpen-
diculaires.

§ 5. Définition d’égalité de segments dans le pseudo-plan

a) Egalité de deux arcs d’horocycle. Egalité de deux segments de l,, .

Soient «, 8, y, 6 des bouts différents de w, et soient 4, B, C, D les points
communs d’un horocycle kb avec les droites xw, fw, yw, dw. Si les
segments de droites hyperboliques AB et CD sont égaux, nous disons
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que les pseudo-distances [AB] et [CD] sont égales, et de méme que les
pseudo-distances [« f] et [y 8] sont égales (fig. 8).

b) Egalité d’un arc d’horocycle et d’un segment de 1, .

Si 4 et B sont les points communs de ’horocycle kb avec les droites &
et fw (fig. 8), nous disons que les pseudo-distances [4B] et [xf] sont
égales.

" 0 A B w
A B 7 /
7 c w

h

i A

Fig. 8 Fig. 9

¢) Egalité d’'un segment de droite et d’un segment de 1, .

Soient 4 et B deux points de la droite ow, et soient Ax et Bf des
demi-droites perpendiculaires sur ow d’un méme c6té de la droite ow ;
nous disons que les pseudo-distances [0A4] et [ox] sont égales, de méme
que les pseudo-distances [4 B] et [x ] (fig. 9).

d) Egalité d'un segment de ligne équidistante et d’un segment de 1,,.

Soient 4, et B, deux points d’une ligne équidistante e de la droite o w,
et soient «, § les bouts des perpendiculaires sur o w menées par 4, et par
B, lesquels se trouvent d’'un méme coté de ow; nous posons alors
[04,] = [ox] et [4, B,] = [«p] (fig. 9).

e) Pseudo-distance des points de H et de H.

Si A est un point de H et B un point de H, désignons par [ la ligne du
pseudo-plan déterminé par ces deux points (21). Désignons par y le
point commun de ! avec l,; soient ensuite x et § deux points de /,
séparés par y tels que, d’aprés c) et d), on ait: [xy] = [4dy] et [yB] =
[¥B]; nous disons alors que les pseudo-distances [4 B] et [« ] sont égales.

f) Egalité de deux segments du pseudo-plan.
Soient 4, B, C, D des points quelconques du pseudo-plan, et soient
&, f,y, 6 des points de la ligne I, tels que, d’aprés b)—e), on ait:
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[AB] = [xf] et [CD] = [yé]. Si d’aprés a) [xf] = [y 4], nous appelons
les pseudo-distances [4 B] et [CD] égales.

Il résulte immédiatement de la définition de pseudo-distance qu’elle
satisfait aux axiomes III. 1, 2, 3 (voir § 1).

§ 6. Les translations horizontales du pseudo-plan

Une translation du plan hyperbolique H suivant les horocycles k
(définie dans le § 2), et la translation correspondante du plan hyper-
bolique H définissent ensemble une transformation du pseudo-plan en
lui-méme que nous appellerons translation horizontale.

Une translation du plan hyperbolique suivant les horocycles % con-
serve les distances hyperboliques, c’est-a-dire qu’elle transforme tout
couple de points 4, B en un couple A’, B’ tel que les distances hyper-
boliques AB et A’B’ sont égales (voir § 2). Nous allons démontrer que
les translations horizontales du pseudo-plan conservent les pseudo-distances.

Si A4 et B sont deux points d’un horocycle k, leurs images A’, B’
obtenues par une translation horizontale appartiennent & ce méme horo-
cycle &, et comme les distances hyperboliques AB et A’B’ sont égales, il
résulte de la définition § 5, a) que [AB] = [4’B’]. Désignons par
«, B, ', B’ les autres bouts des droites w4, wB, wA’, wB’; on a aussi
[xB] = ['B'] (§ 5, a).

Soient alors 4, B deux points de la droite hyperbolique o w ; désignons
par «, 8 les bouts des demi-droites perpendiculaires sur ow issues de 4
et de B vers le méme c6té de la droite ow. Soient ensuite A’, B les
images des points 4 et B obtenues par une translation horizontale. La
droite hyperbolique AB est changée par cette translation en la droite
A’B’, et 'image du bout o est le bout o’ de la droite A’B’ différent de w.
Les perpendiculaires A« et Bf sur o w sont changées en les demi-droites
A’a’ et B'S’ qui sont perpendiculaires sur o’w; comme on a [xf] =
[«’B'], et d’aprés § 5 ¢), [AB] = [xf], [A'B’] = [«'B'], il résulte d’aprés
§ 5 f) que [AB] = [4'B’].

Soit e une ligne équidistante de la droite o w ; désignons par 4,, B, les
points de rencontre de e avec les droites Ax et Bf; les images de ces
points obtenues par la translation sont les points de rencontre A, B; de
la ligne équidistante e’ de o’w avec les droites A’x’, B’g’. De ’égalité
A,A = A{A’ il résulte que les lignes équidistantes e et e’ sont paralléles
(§ 4). Ensuite, d’aprés § 5 d), on a les égalités [4,B,]= [«f], [4;B]] =
[«’B’], et comme [xf] = [«’’], par suite [4,B,] = [4|B]].

Ce que nous venons de démontrer signifie que les translations horizon-
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tales du pseudo-plan conservent a la fois les distances hyperboliques et les
pseudo-distances.

Les translations du plan hyperbolique suivant les horocycles % forment
un groupe commutatif (§ 2); le méme est donc valable concernant les
translations horizontales du pseudo-plan. Nous résumons notre résultat
dans la proposition suivante:

25. Les translations horizontales du pseudo-plan conservent les pseudo-
distances et changent toute ligne du pseudo-plan en une ligne paralléle. Les
translations horizontales forment un growpe commutatif.

§ 7. Théoréme de PAPPUS. Proportionnalité de segments

26. Soient o, o', B', y’ des bouts différents de w, dans cet ordre, et soient
A, B, C des points de la droite o w dans Uordre oABC w, tels que

loa'l=[B"y'] et [od]=[BC].

S les lignes équidistantes «'A et B’ B sont paralléles, les lignes équidistantes
o’A et y'C sont aussi paralléles. Inversement, si les lignes équidistantes
«’d, B'B, y'C sont paralléles et si [oa’] = [B'y'], on a aussi Uégalité
[0A] = [BC(].

Dans la fig. 10, la figure & gauche est relative au pseudo-plan euclidien,
celle & droite au plan hyperbolique.

A B ¢ A B C

(o] \w
c
BiLC,
B 3
A f
F,
o] q'ﬁ' f'

a B 7 x B 7
Fig. 10

Nous menons les perpendiculaires sur la droite ow & partir des bouts
o', B’, v, et désignons leurs pieds par 4, B, C’. L’horocycle b’ passant
par le point B’ rencontre les droites &’w, f’w, y’w dans les points
F{, F,, F;, respectivement. Comme [ox’] = [8'y'], on a d’aprés les
définitions du § 5 B'F, = F.F..
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Nous menons les demi-droites perpendiculaires sur la droite o w & partir
des points A, B, C vers le c6té de ow qui contient les bouts o/, 8/, ¥’;
les bouts de ces demi-droites désignons nous par «, 8, y. L’horocycle A
passant par le point B rencontre les droites aw, fw, yw aux points
F,,F,,F,, respectivement. Comme [04]=[BC], on a d’aprés les
définitions les égalités suivantes:

[ox]=[By] et BF,=F,F,.

Soit A, le pied de la perpendiculaire sur «’w menée de A, et similairement
soient B, et O, les pieds des perpendiculaires sur f’w et sur '@ menées de
B et de C. Comme nous avons supposé que la ligne équidistante «’4 de
la droite «’w passant par A est paralléle a la ligne équidistante 8'B de la
droite B’w passant par B, il résulte de la définition du § 4 que

AA, = BB, .
Il faut démontrer que
AA, = CC,.

Par une translation ayant pour base la droite o w nous changeons le
point A’ en B’; nous employons pour cela la notation: A’—B’; par
cette translation : «’—p’. L’image du point 4 est un point B* et 'imagé
de A4,, qui est le pied de la perpendiculaire sur «’w menée de 4, est le
pied B de la perpendiculaire sur f’o menée de B'. La translation
conserve les distances hyperboliques; on a par suite: 44, = B"Bj; ci-
dessus, nous avons trouvé que 44, = BB,. Cela signifie que les points
B et B* de la droite o ont méme distance & la droite 8’w ; en vertu
de la proposition 17, les points B et B® sont done identiques. Cela signifie
que la translation ayant pour base la droite ow qui change A’ en B’
change 4 en B. Nous concluons de 1a que 4’B’ = A B, et comme I’ordre
de ces points est 0o4’B’w et 0ABw, nous avons aussi 4’4 = B'B.

Nous considérons & présent la translation ayant pour base la droite o @
par laquelle: A’—A, B'—B par conséquent o’—x et 8’— . L’horocycle
b’ passant par B’ est changé en I’horocycle % passant par B, et les points
de rencontre de 2’ avec les droites «’w, f'w, c’est-a-dire les points Fy, F,
sont changés en les points de rencontre F,, F, de & avec les droites x w,
Bw.Comme B'F; = F,F; et BF, = F,F,, et, 4 la suite de la translation
A'->A : B'F| = BF,, il résulte que F,F; = F,F,; les ordres de ces
points sur les horocycles k et b’ étant les mémes, nous concluons de la que
la translation A’—>A transforme le point F; en F,. Conséquemment, le
bout 3’ de la droite wF; est changé en le bout y de la droite correspon-
dante wF;, et le pied C’ de la perpendiculaire sur o w menée du bout y’

30



est changé en le pied C de la perpendiculaire sur o w menée du bout y.
Il résulte de 1& que A’A = C’C, et par conséquent A'C’ = AC.

Finalement, nous appliquons la translation ayant pour base la droite
ow par laquelle A’—C’; nous avons: A—C, a’—>y’. Le pied 4, de la
perpendiculaire sur «’w menée par 4 est donc changé en le pied C, de la
perpendiculaire sur p’w menée par C, et de 1o A4, = CC,. Cela prouve
la premiére partie de la proposition 26. La deuxiéme partie s’obtient de
la premiére par un raisonnement indirect.

Nous allons démontrer le théoréeme de Pappus (ou de Pascal):

27. Soient o,x, B,y des bouts différents de w, et soient A’, B/, C' des
points de la droite ow tels que les lignes équidistantes «C' et yA’ soient
paralléles, de méme que les lignes équidistanies BC' et yB'; sous ces con-
ditions, les lignes équidistantes x B’ et BA’ sont aussi paralléles (fig. 11).

7.
° « A 7 Fig. 11

Nous menons les perpendiculaires: & partir de O’ sur x w et sur fw, &
partir de B’ sur x w et sur y w, & partir de 4’ sur fw et sur y w; leurs
pieds soient désignés dans cet ordre par C,, C,, B;, By, A;, 4,. De nos
conditions, il résulte que C'C, = A’4, et C'C, = B’B,. Il faut montrer
que A’A, = B'B,.

La translation ayant pour base la droite ow qui change A’ en C’,
change y en «, en conséquence de I’égalité C’'Cy, = A’A,. La translation
ayant la méme base et qui change C’ en B’, change  en v, en consé-
quence de 1’égalité C'C; = B’B,. Le produit de ces deux translations
qui est échangeable d’aprés la proposition 5, change A’ en B, § en «.
Le pied de la perpendiculaire sur 8w menée du point 4’, c’est-a-dire le
point A4, est changé par cette translation en le pied B, de la perpen-
diculaire sur « @ menée de B’, d’oh A’A, = B’B,.

Définition. Si o, x, 8 sont des bouts différents de w, et si 4, B sont
des points de la droite ow tels que les lignes x4 et BB sont paralléles
(sa notation: x4 || 8B), nous disons que la proportion suivante est valable:

[ox]:[0f] = [0A]:[0B].
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A la base de cette définition, on peut formuler les propositions 26 et 27
de la fagon suivante:

26a. Si[oa’]:[0f’]=[0d]:[oB], et si [ooc'] = [B’y'], [04] = [BC],
il résulte que [oa']: [0y’] = [04]:[0C].

27a. Si[ox]:[oy] = [00"]:[04'] et si [0f]:[oy] = [0C']:[0B'], il
résulte que [oa]:[0f] = [0B']:[04’].

Nous allons démontrer la proposition suivante:

28. Soient o, x, f§ des bouts différents de w, et soient A, B des points de la
droite o w tels que les lignes équidistantes xA et BB soient paralléles. On a
alors :

loa]: [0f] = [xd]: [#B] .

bt
G 5
A
B ik
G, o
o o’ X ﬁ

Fig. 12

Dans la fig. 12, la figure & gauche concerne le pseudo-plan euclidien;
les lignes du pseudo-plan sont représentées par des lignes droites; les
droites hyperboliques n’appartenant pas au bout o sont représentées par
des arcs de cercles orthogonaux sur la droite [,,. La figure & droite cor-
respond au plan hyperbolique.

Désignons par 4, et B, les pieds des perpendiculaires menées sur x @
a partir de 4, et sur 8 w & partir de B. D’aprés nos conditions: 44, = BB, .
Soient A’ et C’ les points de rencontre de ’horocycle h passant par 4 avec
les droites & w et f . Désignons par C le point de & pour lequel les arcs
AC et A'C’ de h sont égaux et de méme sens. Soit o’ 'autre bout de la
droite wC. Désignons enfin par C, le pied de la perpendiculaire sur la
droite S w menée par C.

Par une translation suivant les horocycles & nous changeons 4 en C';
nous aurons: A’—C’, et par suite « - et A,—C, ; de 14 nous concluons:
AA, = CC,, et comme AA, = BB,, donc BB, = CC,. Ce résultat
signifie que les points B et C se trouvent sur une ligne équidistante de la
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droite S w. Par une translation ayant pour base la droite 8w nous chan-
geons C, en B ; par cela C' —B et par suite o'—o. Nous concluons de 13
que la distance C;C, du point C, a la droite o’w est égale & la distance
B, B, du point B, & la droite ow, et done, par définition, les lignes équi-
distantes 0B, et o’ C, sont paralléles, d’ot1:

[Bo’]: [Bo] = [C1]: [BB].

En considérant les égalités: [xA] = [ad,] = [BC,], et [BB] = [BB,],
[Bo’] = [x o], cette relation peut &tre mise sous la forme:

lox]: [of] = [«4]: [BB].

Cela prouve la proposition 28.

Par une translation horizontale du pseudo-plan, changeons § en «;
I'image de la ligne 8B est la ligne paralléle x4 ; le point B est changé en un
point B’ de la ligne x4, et le point o en le point commun o’ de 1, avec la
verticale passant par B’. Les translations horizontales conservent les
pseudo-distances; de la proposition 28, nous obtenons ainsi la suivante:

29. Si oA et o' B’ sont des lignes verticales, et si B’ appartient & la ligne
oblique «A, nous avons la proportion :

[04]:[0’B'] = [0x]:[0'a] = [A«]: [B'a].

§ 8. Parallélogrammes

Un quadrilatére formé des segments AA4’, A’B’, B'B, BA du pseudo-
plan est appelé parallélogramme, si

AA'||BB' et AB| A'B.

a) Si AB et A’B’ sont des lignes horizontales et AA’ et BB’ des lignes
obliques paralléles, désignons par « et § les points de rencontre de 7,
avec les lignes AA’ et BB’. Menons les verticales par les points & et §,
désignons par 4,, 4] et par B,, B leurs points communs avec les lignes
horizontales AB et A’B’ (fig. 13). D’aprés les définitions données au § 5,
les égalités suivantes ont lieu:

[«p] = [4,B,] = [4{B]] et [4,4]]=[B,B].

La translation horizontale qui change « en § transforme d’aprés la propo-
sition 25 la ligne x4 en la ligne paralléle 8B, la ligne verticale x4, en la
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ligne verticale B,, et les lignes horizontales AB et A’B’ en elles-mémes.
On obtient donc: 4,~>B,, A—B, A{—>B;, A’-B’, et comme les pseudo-
distances restent invariables, par suite:

[AA’] = [BB'].
On a de méme [4,4] = [B,B], doh [4,B,]=[4B], et [4]4"]=
[B;B’], dou [A;B]]=[A'B’]; ayant regard & légalité [4,B,] =
[4] B{], on obtient:
[AB] = [4'B'].

Considérons maintenant des parallélogrammes dont deux c6tés sont

verticaux. r
BI
A, B; A B’ A B’
A, B, / / . o
A B,
]
x 7 AT =« B
Fig. 13 Fig. 14

b) Si « et B sont deux bouts différents de w, et si les points 4’ de la
droite x w, B et B’ de la droite B w sont tels que les lignes «B et A’B’
sont paralléles, les égalités suivantes sont valables:

[wd’]=[BB'] et [aB]=I[A4'B'].

Soit en effet C le point commun de la droite fw avec I’horocycle
passant par A’. Menons par C la ligne paralléle & «B, désignons par y
son point de rencontre avec [, et par 8’ le point de rencontre de la ligne
A’'B’ avecl, (fig. 14). De notre résultat obtenu sous a) nous concluons que

[B'y]=[4'C]= [«p],

et comme 8'B’ || yC || «B, nous obtenons de 'inverse de la proposition 26
Pégalité: [fB] = [CB'], d’oh [fC] = [BB’]. Ensuite d’aprés les défini-
tions du § 5, [x4'] = [BC], d’ou:

[«d'] = [BB'] ;
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cette égalité signifie que les cotés verticaux du parallélogramme sont
égaux.

Pour vérifier la deuxiéme égalité énoncée, menons les perpendiculaires
(hyperboliques) sur x w & partir de B, et sur f’w & partir de 4’ et B’;
désignons leurs pieds par B,, 47, B; (fig. 14). De nos conditions, nous
concluons que BB, = A’A] = B’Bj. 1l résulte que les points B, et Bj
se trouvent sur une ligne équidistante de fw et que A se trouve sur la
ligne équidistante de x w paralléle & B, B;. D’aprés le résultat déja ob-
tenu, les cotés verticaux du parallélogramme «B, B, A] sont égaux; par
suite [xB,] = [A4} B;). Considérant les égalités [x B,] = [«B] et [4] B]] =
[4’B’] nous obtenons de la:

[«xB]=[4'B'].

¢) Si & et B sont deux points de la ligne 7,,, et 4 et B sont des points
de H et de H appartenant respectivement aux verticales x w, fw, tels

que «B || A, on a les égalités: [Aa] = [fB] et [4 8] = [o«B] (fig. 15).

A C

“N 7
= 1
B ¢ W

Fig. 15

Fig. 16

Pour le démontrer, nous changeons « en § par une translation horizon-
tale; par cela: f—y, B—~C. Comme aB || Af et «B || fC, les segments
BA et BC appartiennent & une méme ligne oblique. Désignons par C le
symétrique de C par rapport & I, ; les lignes équidistantes SC et g4 de
B w sont donc symétriques par rapport & 8w . Par la symétrie par rapport
3 fw:y—>x, BB, BC—PA, yo—> xw, d’olr résulte que C—A. Comme
les transformations que nous avons employées conservent les pseudo-
distances, nous obtenons les égalités suivantes:

[BB] = [Cy] = [Cy] = [4a] et [«B] = [BC] = [C] = [B4].

d) Un parallélogramme quelconque du pseudo-plan dont deux c6tés
sont verticaux peut étre décomposé ou complété pour obtenir des paral-
lélogrammes des types considérés sous b) et ¢) (voir fig. 16). L’égalité des
cdtés opposés est donc valable aussi pour ces parallélogrammes.
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Nous avons démontré la proposition suivante:

30. 8i deux cotés d’un parallélogramme sont horizontaux ou verticauz,
8es cotés opposés sont respectivement égauz.

L’inverse suivant de cette proposition s’obtient par un raisonnement
indirect:

St deux cotés opposés d’un quadrilatére sont paralléles et égaux, et si un
coté est horizontal ou wvertical, les deux autres cotés opposés sont ausst
paralléles et égauz.

§ 9. Les translations verticales du pseudo-plan
Le groupe des translations

Les translations verticales du pseudo-plan seront définies par la pres-
cription suivante. Soient 4 et 4’ deux points quelconques appartenant
a une ligne verticale. A tout point B, nous faisons correspondre le point
B’ de la ligne verticale passant par B pour lequel les segments A4 ’et BB’
ont le méme sens et les pseudo-distances [4A '] et [ BB'] sont égales.

Remarque. Les translations du plan hyperbolique ayant pour base
une droite o w changent les autres droites ayant le bout w entre elles. Les
translations verticales du pseudo-plan changent toute ligne verticale en
elle-méme. Les deux sortes de translations changent les horocycles, c’est-a-
dire les lignes horizontales entre elles.

De la définition il résulte immédiatement que les translations verticales
du pseudo-plan forment un groupe commutatif.

Toute translation verticale change une ligne quelcongque en une ligne
paralléle et conserve les pseudo-distances.

Soient en effet 4 et B deux points quelconques et 4’, B leurs images
obtenues par une translation verticale. Si 4 et B appartiennent & une
ligne verticale, on obtient immédiatement que [AB] = [A’'B’]. Si 4 et
B n’appartiennent pas & une ligne verticale, comme AA’ et BB’ sont
verticales d’aprés la définition, et [AA’] = [BB’], on obtient de 'inverse
de la proposition 30 que [AB] = [A'B’] et AB || A’B’. Par suite, 'image
du point B de la ligne A B appartient & la ligne A’B’ qui est paralléle
a AB.

Nous définissons une translation obligue du pseudo-plan comme le
produit d’une translation horizontale et d’une translation verticale. Les
translations obliques changent aussi toute ligne en une ligne paralléle et
conservent les pseudo-distances.

Soit § une translation horizontale, et 7' une translation verticale.
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Désignons par A’ = 8(4) et par B = T'(A4) les images d’un point 4
obtenues par ces translations. La ligne horizontale 44’ est changée par T
en la ligne horizontale passant par B, et la ligne verticale passant par 4/
en elle-méme. Désignons par B’ le point de rencontre de la ligne verticale
passant par 4’ avec la ligne horizontale passant par B. La translation T'
change donc le point 4’ en B’. Par un raisonnement similaire on obtient
que la translation S change B en B’. Par conséquent, le point 4 est
changé en B’ et par la transformation S7' et par 7'S; comme A4 est un
point arbitraire du pseudo-plan, cela signifie que les transformations ST
et TS sont identiques.

Les translations horizontales et verticales sont donc échangeables;
si S et 8’ sont des translations horizontales, et T et 7'/ des translations
verticales quelconques, on a

(ST) (8'T") = (88') (TT') = (8'T") (ST) ;

cela signifie que le produit des translations obliques ST et 8’7’ est la
translation oblique (SS’) (T'T’) et que leur produit est commutatif. Les
translations du plan forment donc un groupe commutatif.

Si 4 et B sont deux points quelconques du pseudo-plan, désignons par
P le point de rencontre de la ligne horizontale passant par 4 avec la
ligne verticale passant par B. Soit § la translation horizontale: 4—P, et
T la translation verticale: P—B. La translation oblique ST change 4 en
B et c’est la seule translation qui change 4 en B. A deux points quel-
conques A et B correspond donc une translation et une seule qui change
A en B; nous exprimons cette propriété en disant que le groupe des trans-
lations est simplement transitif sur le pseudo-plan. '

Nous résumons nos résultats dans la proposition suivante:

31. Les translations du pseudo-plan changent toute ligne en une ligne
paralléle et conservent les pseudo-distances ; elles forment un groupe commu-
tatif et simplement transitif sur le pseudo-plan.

§ 10. Produit de segments. Coordonnées

Nous désignerons les grandeurs des pseudo-distances par les lettres
a, b, c, z, y, ete.

La somme a + b des grandeurs a et b est définie de la fagon suivante:
soient O, 4, B des points d’une ligne quelconque tels que leur ordre soit
OAB et que les égalités suivantes aient lieu: [04] = a, [AB] = b; nous
posons alors [OB] = a + b. Nous dirons plus court que le segment a4 b
est la somme des segments a et b.
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L’addition des segments est commutative est associative, c¢’est-a-dire
qu’on a les relations

a+b=b+a et (@+b+c=a+(b+c).

Pour définir la multiplication des segments, nous prenons un segment
unité e arbitrairement. Le segment ¢ est le produit des segments a et b (par
rapport a l'unité e), si la proportion ¢: b = a : e a lieu. Nous rappelons la
signification de cette proportion (voir fig. 17). Soient o, &, « des bouts
différents de w tels que o ne sépare pas sur [, les bouts ¢ et «, et pour
lesquels [0e] = e, [ox] = @ ; soient ensuite B et C des points de la droite
hyperbolique o w pour lesquels [0B] = b et [0C] = ¢ si les lignes ¢B et
oC sont paralléles (ou si elles coincident), c:b=a:e.

C
C
8 Y X
B 1
A
o £ o (4 & [~ 4 j
Fig. 17 Fig. 18

Il résulte du théoréme de Pappus (27) que la multiplication des
segments est commutative et associative; en désignant par ab le produit
de a et b on a donc les relations ab = ba et (ab) ¢ = a (bc). On conclut
de plus que la proportion a:b =c:d est équivalente a 1’égalité des
produits ad = be.

De la proposition 26 on obtient la régle distributive:

(@+bc=ac+bc et cl@a+bd)=ca-+ cb.

Nous introduisons dans le pseudo-plan des coordonnées rectangulaires
par le procédé suivant. Sur la ligne [, nous choisissons un point o et lui
faisons correspondre la coordonnée x = 0. L’une des demi-lignes de 7,
déterminées par o sera appelée positive, I’autre négative. A tout point
& de la ligne 1, nous associons la coordonnée & = a ou ¥ = — a, suivant
que & appartient & la demi-ligne positive ou négative, ot @ = [0£]
désigne la grandeur du segment o &£. Considérons la ligne verticale passant
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par o, appelons ses demi-lignes déterminées par o demi-lignes positive et
négative, et associons & tout point @ de ces demi-lignes la coordonnée
y=>b ou y=—> en désignant par b=[0Q] la grandeur du segment
0Q. Laligne l, est 'axe x, et la verticale passant par o est 'aze y.

Si P est un point quelconque du pseudo-plan, menons les lignes verti-
cale et horizontale par le point P, et désignons par z et y les coordonnées
respectives attribuées & leurs points de rencontre avec les axes; nous
associons au point P le couple (z, y) comme ses coordonnées.

Une conséquence immédiate de la définition est que pour tous les points
d’une ligne verticale ’égalité x = a est vérifiée ol a signifie la coordonnée
du point commun de cette ligne avec la ligne 7,. Similairement pour
toute ligne horizontale on a y = b.

Soit I une ligne oblique passant par le point o ; désignons par (a, b) les
coordonnées d’un point 4 de [, et par (x, y) les coordonnées d’un autre
point quelconque X de I. Menons les lignes horizontales et verticales par
les points 4 et X et désignons par B et Y et par « et & leurs points de
rencontre avec les axes (fig. 18). Soit ¢ le point de ’axe = dont la coor-
donnée est e (unité). Formons les produits des segments x et b, et des
segments a et y ; désignons par C et C' les points de I'axe y pour lesquels
[0C]= zb et [0C'] = ay. Comme «B || £Y (car chacune de ces deux
lignes peut étre transformée par des translations horizontales en la
symétrique de la ligne 04 par rapport al'axe y), et comme, d’aprés la
définition de multiplication, eB || £C et Y || xC’, il résulte du théoréme
de Pappus que C coincide avec O’; par conséquent zb =ay, d’oit 'on
obtient bx = ay, vu la commutativité de la multiplication.Telles sont
les équations des lignes passant par le point o.

Si I’ est une ligne oblique quelconque, soit ! la ligne paralléle & I’ passant
par o, et soit bx=ay I’équation de I. Si (x,y) et (z’,y’) sont les coor-
données des points de rencontre d’une ligne horizontale quelconque avec
I et avec I’, celles-ci sont liées par les équations ' = z + ¢, ¥y’ = y ol
¢ désigne la coordonnée du point de rencontre de I’ avec ’axe . Par suite,
I’équation de la ligne I’ est la suivante: b(x — ¢) = ay. Nous avons ainsi
obtenu le résultat suivant:

32. Awvec les coordonnées (z, y) toute ligne du pseudo-plan 8’exprime par
une équation linéaire.

§ 11. Théoréme de PYTHAGORE

33. Si o est un point de Uaze x, et A un point de Uaxe y, et st B est le
point du segment oblique xA tel que la ligne oB est perpendiculaire sur la
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ligne xA, désignons par C le point de xA et par B le point de o pour les-
uels
! [vo] = [«0] et [xB]=[xf];

sous ces conditions le point C appartient d la verticale passant par f et on @

Pégalité 5O1 — [oB].

Le raisonnement suivant est relatif au plan hyperbolique. Comme les
lignes équidistantes x B et 0B sont perpendiculaires, d’aprés la définition
de perpendicularité donnée dansle § 4, le point B appartient & la droite
hyperbolique o« (fig. 19). Nous menons les droites hyperboliques perpen-
diculaires sur x w & partir du point B et & partir du bout o; désignons
leurs pieds par B, et C,; soit  le bout de la demi-droite B, B, et soit C le
point commun de la demi-droite C 0 avec la ligne équidistante x4 ; les
segments hyperboliques CC, et BB, sont égaux: CC, = BB,. Par la
symétrie a la médiane du couple B,, C,:

B,—~C,, C;—B,, B->C, C—>B; 0—>8, f—~o0, x>0, 0>« ;

la droite 0B« est changée donc en la droite 8C w ; par conséquent, le point

Fig. 19

C appartient a la droite fw ; c’est la premiére partie de la proposition ci-
dessus. La symétrie en question change entre eux les angles suivants qui

sont donc égaux: XoBB = %o0B.
Nous menons la perpendiculaire sur ow par le point B, désignons son
pied par D ; nous joignons le point B au bout w par la demi-droite Bew.

Les angles < oBw et X wBx sont complémentaires; leurs médianes BD
et BB, sont donc perpendiculaires. En d’autres termes, la droite BD est
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la perpendiculaire commune des droites B, et ow. La symétrie par
rapport & la médiane du couple B, D change:

B—»D, D-B, f—o, o-—>f,

par suite:
XoBf = JoDg.

De cette égalité, jointe & celle obtenue ci-dessus, résulte la suivante:
XoCp = XxoDg,

qui signifie que C et D sont des points homologues des droites S w et ow, par
suite ils appartiennent & un méme horocycle h du faisceau (a). Ce résultat,
interprété dans le pseudo-plan, signifie que [fC] = [0D], et comme
[oB] = [oD], par suite: [6C] = [0B].

C’est la deuxiéme partie de la proposition 33 que nous venons de dé-
montrer.

Par un raisonnement indirect, on déduit de la proposition 33 la pro-
position inverse suivante :

34. Si o, B, « sont des points de Uaxe x, A un point de Uaxe y, et st B
et C sont des points du segment oblique xA tels que

[xo] =[xC] et [xf]=[«B],

et st la ligne BC est verticale, les lignes oB et x B sont perpendiculaires.

A A,

c 2.

B B,

o’ o A r’ I3
Fig. 20

En conservant les notations employées, soit « un point de P’axe x, 4
un point de 'axe y, et soit B le point du segment oblique x4 tel que les
lignes oB et B soient perpendiculaires. Désignons par 4,, B,, C, les
pieds des droites hyperboliques perpendiculaires sur « w menées & partir

41



des points 4 et B et du bout o. Soient «’ et f les bouts des demi-droites
hyperboliques 4,4 et B,B; soit ensuite C le point commun de la demi-
droite hyperbolique C,o0 avec la ligne équidistante x4 (fig. 20). En vertu
de la proposition 34 les lignes o’ C' et « C' sont perpendiculaires, le point C
appartient donc & la droite hyperbolique «’«, et d’aprés 33 on a [4 o] =
[x'C]; de méme: [0oB] = [BC]. D’aprés les définitions [xA] = [xx'] et
[«B] = [«B]; on conclut de la, en considérant que l’ordre des points
A, B, « sur la ligne x4 et celui de o/, 8, x sur [, sont les mémes, I'égalité
suivante: [AB] = [x’fB]; finalement: [x0] = [xC]. Nous réunissons les
trois égalités suivantes, que nous avons obtenues,

[Ao]=[x'C], [4a]=[a'x], [oa] =[Ca],
sous le signe de pseudo-congruence suivante:
[Aox] =[x'Cx].
Des égalités ci-dessus, il résulte aussi:
[ABo] =[a’BC]. (1)

Désignons par D le point commun de la ligne équidistante «’C avec la
droite hyperbolique perpendiculaire sur &’ menée du bout x. Menons
la droite hyperbolique perpendiculaire sur &’ @ par le point C et désignons
par y’ son bout qui se trouve du méme c6té de la droite »’ w que le point C.
D’aprés les définitions on a [a’x] = [x'D] et [’ C] = [x’'y’]. En vertu de
la proposition 33 le point D appartient & la droite y’w et [xC] = [Dy'].
Nous obtenons ainsi [o’'Cx] = [«'y’D]; cette relation jointe & la relation
ci-dessus [4 ox] = [«'C«] donne:

[4 0a] = [«y'D]. (@)

Les lignes BC et y’D sont verticales, et le point C appartient & la ligne
oblique &’D ; 1a proposition 29 nous améne donc & la proportion suivante:

[o'D]: [«'C] = [&'y"]: [&'B] = [y'D]: [BC]
qu’on peut écrire, en se servant des relations (1) et (2) sous la forme:
[Ax]:[Ao] =[Ao]:[4B] = [ox]:[Bo]. 3)

En employant d’un fagon similaire la proposition 29 aux triangles 4 o
et CBx, on obtient la proportion:
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[Ao]: [Ca] = [oa]: [fa] = [40]: [CH]

qu’on peut mettre, en se servant de la relation [CBx] = [0B«] sous la

forme:
[Aa]: [ox] = [oa]:[Ba] = [4o]:[oB]. (4)

Nous déduisons de (3) et de (4) les égalités suivantes:
[Ao]?=[Ax«]-[AB] et [ox]®=[4«]-[B«],
d’olt nous obtenons par addition:
[40]* + [0a]* = [Aa]-[AB + Ba] = [4a]*. (5)

Si P,Q, R sont des points quelconques du pseudo-plan tels que la
ligne P@Q est horizontale, et la ligne QR verticale, désignons les grandeurs
des segments PQ, QR, PR par a,b, c. Par une translation du pseudo-
plan, nous pouvons changer le triangle PQR en un triangle x 04 du type
considéré ci-dessus. Comme la translation conserve les pseudo-distances,
il résulte de la relation (5) qu’entre les segments a, b, ¢ la relation suivante

est valable:
a? 4 b2 =c?.

Notre résultat est le théoréme de Pythagore que nous énongons sous la
forme suivante:

35. 8t PQ est un segment horizontal, et QR un segment vertical, les gran-
deurs a, b, ¢ des segments PQ, QR, PR sont liées par la relation a?+b*=c?.

Désignons par (,, y,) et par (z,, ¥,) les coordonnées des points P et
R ; a et bsont égales & z, — x, et & y; — ¥, & de signe prés; nous obtenons
donc I’expression suivante de la pseudo-distance ¢ des points Pet R :

= (2, — )" + (Y1 — ¥2)% .

C’est, Vexpression de la distance euclidienne; de la sorte, nous avons
vérifié que la pseudo-géométrie que nous avons construite est identique a la
géométrie euclidienne plane.

Nous faisons observer qu’on obtient de la deuxiéme partie de la pro-
portion (4) la proposition suivante:

36. Si oA est une ligne verticale, et si les lignes oB et A sont perpen-
diculaires, on a la proportion :

[A0]:[ox] = [0B]:[B«].
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§ 12. Le modéle de la géométrie hyperbolique dans le pseudo-plan

Le plan hyperbolique H est formé par le demi-plan euclidien y > 0
déterminé par ’axe = (qui est la ligue 1,).

Les droites hyperboliques sont les demi-drottes et les demi-circonférences
euclidiennes perpendiculaires sur 'axe x. En effet les droites hyperboliques
ayant le bout w sont les demi-droites euclidiennes perpendiculaires sur
Paxe z. Soit ensuite «f la droite hyperbolique ayant les bouts « et g
(différents de w). Nous menons & partir du bout w la droite hyperbolique
perpendiculaire sur xf et désignons son autre bout par y. Les demi-
droites euclidiennes issues du point y de I’axe « sont les lignes équidis-
tantes de la droite hyperbolique ¥ w . Désignons par C et par X les points
de rencontre de la droite hyperbolique « 8 avec la droite hyperbolique y w
et avec une de ses lignes équidistantes. D’aprés la définition de pseudo-
distance donnée au § 5 [yX] = [yC]; cela signifie que les points C et X
appartiennent & une méme circonférence euclidienne de centre y.

Nous avons démontré dans le § 2 que tout mouvement du plan hyper-
bolique peut étre composé des mouvements suivants: a) demi-rotation
autour d’un point C'; b) translations ayant pour base une droite hyper-
bolique a (appartenant au faisceau (a)); c) translations suivant les horo-
cycles h du faisceau (a).

Les translations du type c¢) sont les translations horizontales du plan
euclidien exprimées avec les coordonnées x y par les formules:

' =z+4a, y=y9.
A B A B

o w

* A

Fig. 21

Les translations du plan hyperbolique du type b) sont des homothéties
du plan euclidien de centre situé sur 'axe z. Soient, en effet, 4, 4’, B, B
des points de la droite hyperbolique ow tels que les segments AB et
A’B’ ont méme sens et que AB = A’B’. Menons les demi-droites hyper-
boliques A« et Bf perpendiculaires sur ow vers le méme coété de ow
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(fig. 21). La translation ayant pour base la droite o qui change 4 en 4’
transforme B en B’; la translation ayant la méme base qui change 4
en B, transforme: A’—B’, x—f. Il résulte de la que la distance de 4’ &
la droite « w est égale & la distance de B’ & la droite fw, ¢’est-a-dire que
les lignes équidistantes x4’ et BB’ sont des lignes paralléles du pseudo-
plan. D’aprés la définition on a donc la proportion:

[0A]:[0A'] = [oB]:[0B’].

Supposons, pour fixer les idées, que la droite hyperbolique o w est 'axe y
{y > 0) et désignons par a,a’, y, ¥y’ les coordonnées des points 4,4,
B, B’; de la proportion ci-dessus il résulte que

y:y =a:a’.

Les lignes équidistantes de la droite hyperbolique o w, c¢’est-a-dire les
demi-droites euclidiennes issues du point o sont transformées en elles-
mémes par la translation hyperbolique ayant pour base la droite ow. Les
droites hyperboliques perpendiculaires sur ow, c’est-d-dire les demi-
circonférences euclidiennes de centre o sont changées entre elles par la
méme transformation. Nous concluons de 13, & la base de la proportion ci-
dessus, que les coordonnées d’un point quelconque et de son image sont

liées par la relation zia'—yiy —a:ial.

A 7
B
c A )
( (8]
B An o B' C B
3 - 5 T Fig. 22 ﬁ'

I(éus avons donc vérifié qu’une translation ayant pour base la droite ow
correspond dans le plan euclidien 4 une homothétie de centre o.

Soit C le point de I'axe y pour lequel [0C] = e (unité). Dans le plan
hyperbolique considérons la droite ow et la droite perpendiculaire g’
passant par le point C'; d’aprés définition: [0f] = [0f’] = e. La demi-
rotation autour du point C du plan hyperbolique est le produit des symé-
tries par rapport aux droites 8’ et ow (fig. 22).
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Soit 4 un point quelconque et A’ son symétrique par rapport & la
droite B8’. Les points A et A’ appartiennent & une ligne équidistante de
ow. Désignons par B et B’ les pieds des perpendiculaires sur o w menées
par A et par A’; ces points sont aussi symétriques par rapport 4 la droite
BB’, d’'ou B’C = CB. Désignons par y le bout de la demi-droite BA ;
supposons, pour fixer les idées, que f et y se trouvent d’un méme c6té de
la droite ow. La translation ayant pour base la droite ow qui change B’
en C, change: C—B, f—y, w—>w; il résulte que la distance de B’ & la
droite fw est égale a la distance de C & la droite y w. Les lignes équidis-
tantes yC et BB’ sont donc des lignes paralléles du pseudo-plan et, par

définition: (0C]:[0B’] = [0y]: [0f] -

Comme [0C] = [0f] = e, [0B’'] =[04’] et [oy] = [04], nous ob-
tenons:

e:[04']=[0d]):e, dou: [0d]:[0A']=¢e2=c¢ .

En désignant par r et 7’ les pseudo-distances de 4 et de A’ au point o
et par (z, y) et (z’, ') les coordonnées respectives des points 4 et 4’,
nous avons donc les relations suivantes:

y:y =x:2', rer'=e, r2=a4y? r'2=2a'24y’2,
Ces formules expriment ’inversion du plan euclidien par rapport au cercle
unité.

La symétrie du plan hyperbolique par rapport & la droite ow corres-
pond & la symétrie du demi-plan supérieur euclidien par rapport & 'axe y
définie par les formules: z’' = — =z, y' = y.

La demi-rotation du plan hyperbolique autour du point C correspond
donc & la transformation du plan euclidien produit de I'inversion par
rapport au cercle unité et de la symétrie par rapport a I’axe y.

Nous sommes ainsi aboutis au résultat suivant:

37. Le groupe des mouvements hyperboliques et engendré, dans sa repré-
sentation sur le plan euclidien, par les transformations suivantes :

a) produit de Uinversion par rapport au cercle unité et de la symétrie par
rapport a Uaxe y;

b) homothéties de centre o ;

¢) translations suivant Uaxe x.

Pour terminer, nous allons établir les conditions, relatives a la pseudo-
géométrie euclidienne, de 1’égalité de deux segments AB et A’ B’ au sens
de la géométrie hyperbolique.
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Si 4 et B sont des points de la ligne verticale passant par le point 8
de I’axe z, désignons par 4,, B,, f; les images de ces points obtenues par
une translation horizontale. Les distances hyperboliques AB et A4,B,
sont égales: AB = A,B, et de méme les distances euclidiennes: [84] =
[B14.], [BB] = [B,B,]. Désignons ensuite par 4,, B, les images de 4
et de B obtenues par une translation du plan hyperbolique ayant pour
base la droite Bw,; on a AB = 4,B,. Comme cette translation corres-
pond & une homothétie de centre § du plan euclidien, on a la proportion:
[BA]: [BB]=[B4,]: [3B,]. De la nous concluons immédiatement que les
segments hyperboliques AB et A’B’ appartenant aux droites fw et f’w
respectivement sont égaux si [BA]:[BB]=[B’A']:[B’B’'], et alors
seulement.

Si A B est un segment de la droite hyperbolique &, soit 8’ I’autre bout
de la droite hyperbolique perpendiculaire sur « @ menée & partir du
bout f. Les pseudo-distances [f«] et [8’«] sont égales, les points 8 et g’
appartiennent donc & un cercle de centre «. Employons 'inversion par
rapport & ce cercle et désignons par A’ et B’ les images des points 4 et B.
Les points A’ et B’ sont les points de rencontre de la ligne verticale

AI
" B‘
B" A" A/B
A o A
Fig. 23

passant par g avec les lignes obliques x4 et «B (fig. 23). En vertu de la
proposition 36 on a:

[48]: [xf] = [4p]: [Ax] et [B'B]:[xf]=[Bp]:[Ba];

de 1a, il résulte:
[4'8]: [B'B] = [Af] - [B«]:[A«] - [Bf].

Nous appelons 'expression & gauche rapport (A’B’B), et celle & droite
rapport anharmonique (ABB«x).
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La symétrie par rapport a la ligne verticale passant par « change
a—>x, f—>p', A>A", B>B” d'ou (ABfx)= (A"B"8'x).

Le résultat obtenu peut étre énoncé dans la proposition suivante:

38. Soient A B et A’, B’ des points du demi-plan supérieur ; désignons
par o, B et par o', B’ les points communs de Vaxe x avec les circonférences
perpendiculaires sur U'axe x passant respectivement par les points A, B et
A’, B'. Les distances hyperboliques AB et A'B’ sont égales si les rapports
anharmoniques (ABBw) et (A’B'B’a’) sont égauzx et alors seulement. En cas
que A et Bou A’ et B se trouvent sur une droite euclidienne perpendiculaire
sur Uaxe x, il faut remplacer dans I'énoncé ci-dessus le rapport anharmo-
nique respectif par le rapport (ABB) ou (A'B'B’) ou B et B’ désignent les
points communs de la droite AB et A’B’ avec Uaxe =.

Nous avons ainsi démontré que la géométrie hyperbolique plane
définie par le systéme donné d’axiomes est identique au modéle, da a
Poincaré, construit dans le demi-plan euclidien supérieur.

(Regu le 14 juillet 1940.)
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Heptaeder aus verschiedenen Netzen
Von K. Merz (Chur)

Das Oktaeder wird durch seine drei Achsenschnitte in acht Zellen
zerlegt, von denen je vier Zellen in Scheitellage das Heptaeder bilden, das
damit vier nur in Ecken zusammenstoBende Dreiecke besitzt und dazu als
Fliachen noch die drei Quadrate der Achsenschnitte, die einander in den
drei Achsen als Doppelstrecken durchdringen, an denen die vier Liicken
der vier herausgenommenen Zellen nach dem Schnittpunkt O einspringen.
Das Heptaeder kann aus verschiedenen Netzen, an denen Oberseite o und
Unterseite # zu unterscheiden sind, durch Aufklappung erhalten werden,
wobei je zwei der Randseiten sich zu Kanten aneinanderfiigen, und zwar
entweder o an o oder o an %, wobei im letzteren Fall Wendestrecken be-
stehen, welche Mobiusbinder schlieBen. Je nach dem Netz erhalten die
Wendestrecken verschiedene Anordnung am Heptaeder, wodurch an der
AuBenseite der einzelnen Zellen die Flichen verschieden in o und u gegen
einander gewendet erscheinen. An der Gesamtfliche des Heptaeders als
einseitig konnen Aufien- und Innenseite nicht unterschieden werden, da
an den Wendestrecken Uberginge zwischen den Netzseiten stattfinden.
Im folgenden sind sieben verschiedene Netze des Heptaeders gezeichnet,
wobei die Wendestrecken auBer in Kanten auch in Doppelstrecken fallen.
Ist ein Netz durch Versuch hergestellt, so erhilt man daraus andere, in-
dem man einzelne der Wendestrecken durch Ansetzen der zugehorigen
dabei zu wendenden Fliche zum Verschwinden bringt, was die Ent-
stehung anderer Wendestrecken zur Folge hat. Die Aufklappungen der
Netze erfolgen um die punktierten inneren Seiten nach oben, um die
ibrigen entgegengesetzt.

1. Drei Wendestrecken an dem Kantendreieck einer Liicke entstehen
aus dem Netz Abb. 1,. Die Wendestrecken sind 1, 2, 3 und die dazu ent-
sprechend windschiefen Doppelstrecken I, IT, III, die sich in O als drei-
fachem Punkt schneiden. Jedes der drei Quadrate der Achsenschnitte ist
im Netz durch eine der Doppelstrecken geteilt zur Ermoglichung der
Durchdringungen am Modell, an dem diese beiden Teile wieder gleich-
seitig o an o sich schlieBen, z. B. I an I, die dann zusammen in die inneren
beiden Hilften I fallen. Am aufgeklappten Heptaeder zeigt die Liicke
von 1, 2, 3 nach O die Unterseite des Netzes und ebenso die Gegenzelle
zu dieser Liicke, wihrend im iibrigen auflen o erscheint. Jede Zelle fiir
sich besitzt als Flachen ein gleichseitiges Dreieck und drei Viertelsflichen
der Quadrate als rechtwinklige Dreiecke.
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Im Netz Abb. 1, ist ein Streckenzug gezeichnet von P nach V auf o und
von (P) = P nach (V) in u, so dafl durch die Aufklappung V und (V) auf
der Wendestrecke 3 zusammenfallen. Dabei wird P nach Abb. 1, ein
Punkt auf der AuBenseite einer Zelle auf o und der Streckenzug fiihrt als
PQRSTUYV weiter auf o nach dem Gegenpunkt (P) = P durch (V) (P)
in » in der Innenseite der Zelle. Dieser Weg von P auf der Heptaeder-
flache zu (P) schneidet die Doppelstrecken in D, D,, und D,. Dabei liegt
PQD, auBlen an der 1. Zelle, D, RSD, innen in der 2. Zelle, D, TUD,
auflen an der 3. Zelle und D, V (P) innen wieder an der 1. Zelle. Dieser

Abb. 1,

Weg P (P) verlauft also durch sechs Flachen, einzig das Dreieck an 2
wird gemieden wie auch die andern Flichenteile dieser Zelle. Gewendet
erscheinen an der 3. Zelle eine Fliche, die mit RS und die drei anstoBen-
den Viertelsflichen der Achsenschnitte und ferner gegeniiber an der
Liicke der Wendestrecken 1, 2, 3 nochmals drei Viertelsflichen, also sind
zusammen gewendet eine Fliche und sechs Viertelsflichen, von den im
ganzen 4 Flachen und 12 Viertelsflichen des Heptaeders. Das Wendungs-
verhiltnis nach Flachenzahl ist 5: 14, Fihrt man dem Streckenzug 1, 2, 3
der Wendungen nach, so liegen links davon die gewendeten Flachen, an
denen auflen u erscheint in der Liicke und an deren Gegenzelle, wahrend
rechts die Flichen mit o sich zeigen, bis an die Doppelstrecken hin, an
denen o ins Innere der Gegenzelle eintritt. Damit ist die Verteilung der
Netzseiten am Heptaeder bestimmt aus dem Verlauf der Wendestrecken.

2. Eine Doppelstrecke als Wendestrecke entsteht aus dem Netz Abb. 2,
das erhalten wird, indem im Netz Abb. 1, die Wendestrecke 3 aufgehoben
wird durch Ansetzung der zugehorigen Fliche unter Wendung. Dann
bilden die Wendestrecken nach Abb. 2 als Viereck einen geschlossenen
windschiefen Streckenzug, durch welchen die Endpunkte der im senk-
rechten Quadrat als Wendestrecke liegenden Doppelstrecke 3, 4 durch
5, 1, 2 verbunden sind. Links dieses Wendestreckenzuges 1 bis 5 liegt o,
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wobei bei 3 als Doppelstrecke aber o ins Innere der darunter liegenden
Zelle kommt. Die Zelle unter 4 zeigt o, wie auch die Flichen an 1 und 2
in der Liicke. Damit erscheinen eine Fliche und fiinf Viertelsflichen ge-
wendet gegeniiber den iibrigen Flichen und das Wendungsverhiltnis ist
9: 28, Die Aufklappung vom Netz Abb. 2 erfolgt um die drei inneren
punktierten Seiten nach oben, bis die drei Punkte O in einen Punkt
zusammenfallen, worauf die weiteren Klappungen entgegengesetzt gehen.

Abb. 2 Abb. 3

3. Zwer Doppelstrecken als Wendestrecken entstehen aus dem Netz
Abb. 3. An 2, 3 wenden sich die beiden Hilften des horizontalen Qua-
drates und an 5, 6 die eines vertikalen. Die Kanten 1 und 4 schlieen den
Wendestreckenzug zu einem iiberschlagenen Viereck mit O als Doppel-
punkt. Links des Zuges, von auflen gesehen, 1 bis 6 liegt «, das bei 2 und 5
in die Zellen fillt. Also wird » sichtbar an der Fliache iiber 1 und den
beiden anstofenden Viertelsflichen, ferner an der ganzen Zelle unter 3
und 6 als mit einer Fliche und drei Viertelsflichen und noch an der Vier-
telsfliche an 4. Damit ist mit zwei Flichen und sechs Viertelsflichen das
Heptaeder halb gewendet 1: 2.

4. Die drei Doppelstrecken als Wendestrecken entstehen aus dem Netz
Abb. 4, wobei durch die drei Kanten 1, 4, 7 noch als Wendestrecken, drei
Dreiecke um O entstehen in den drei verschiedenen Achsenschnittebenen
oder ein iiberschlagenes windschiefes Sechseck mit O als dreifachem
Punkt. Am Streckenzug 1 bis 9 liegt rechts w, das bei 3, 6, 9 ins Innere
der Zellen fallt; damit erscheint % an der ganzen Zelle zwischen 2, 5, 8
und noch an den Viertelsflichen zwischen 2, 1 und 5, 4 und 8, 7, so daB
gewendet erscheinen eine Fliache und sechs Viertelsflichen im Verhaltnis
5:14 wie im 1. Fall. :

5. Zwei Doppelstrecken werden zu Wendestrecken, nebst zwei Kanten,
auch nach Netz Abb. 5, in welchem ein Quadrat ganz gelassen ist, ein
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zweites ist halbiert und das dritte mufl dann geviertelt werden zu den
Dreiecken je mit einer Ecke O. Das Netz wird symmetrisch, aber dabei
mit entgegengesetzten Klappungen. Um die punktierten Seiten nach

oben geklappt, entstehen iiber dem Quadrat zwei Scheitelpyramiden
einer Kreuzhaube und ebenso nach unten. Die Verteilung der Netzseiten
ist wie im 3. Fall, doch ist die Aufklappung einfacher. Das Heptaeder
wird wieder halb gewendet.

f

6. Eine Doppelwendestrecke entsteht aus dem Netz Abb. 6, (S. 25)1).
Zwei Achsenschnittquadrate sind halbiert, und sie wenden aufgeklappt
beide o gegen % in 1 = 1,. Das dritte Quadrat ist geviertelt und dessen
Dreiecke schlieSen sich alle gleichseitig nach O. Je zwei Zellen, die an der
Doppelwendestrecke zusammenstoBen, zeigen ganz die gleiche Netz-
seite, das eine Paar zeigt o, das andere % an allen seinen Flichen, womit
die einfachste Verteilung der Netzseiten am Heptaeder eintritt und als
halbgewendet. In diesem Netz Abb. 6, 1aBt sich ein einfacherer Weg als
in Abb. 1, einzeichnen, um von einem Punkte P des Heptaeders zu seinem
Gegenpunkt (P) zu gelangen. Er ist als PU ino und als (P) (U) in % an-
genommen, so daBl U und (U) durch die Aufklappung in der Doppel-

1) Karl Merz, Vielflache aus Scheitelzellen und Hohlzellen mit Abbil-
dungen und Netzen. Kommissionsverlag F. Schuler, Chur 1939.
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wendestrecke zusammenfallen. Auf dem Heptaeder Abb. 6, kommt (P)
in % auflen auf die 1. Zelle zu liegen, samt dem Weg (P) @D,, der dann
weiter als D,D, in das Innere der 2. Zelle in u fiihrt, worauf in Dy, = U
der Ubergang nach o erfolgt, so daB URSD, auBen in o an der 3. Zelle
verlauft und dann D,T'P innen in o. Der Weg betritt also, wie der in
Abb. 1,, drei Zellen, aber er geht nur durch vier Flichen: durch zwei
Seitenflichen mit Pund RS und durch zwei Achsenschnitte QR und ST'.
Ein solcher Weg durch nur vier Flichen?) kann auch aus anderen Netzen
erhalten werden, wenn darin mindestens eine Doppelstrecke zugleich
Wendestrecke ist, wie z. B. in den Netzen Abb. 2 und 7 eingezeichnet, als
PU und (U) (P).

7. Alle halben Doppelstrecken werden zu Wendestrecken aus dem Netz
Abb. 7. Aus jedem der drei Achsenschnittquadrate ist ein Viertel langs
Doppelstrecken herausgeschnitten. Die Klappungen erfolgen alle nach
der gleichen Seite. Die Dreiviertelsquadrate, um die Flache P geklappt,
verschrinken sich, wenn die drei O zusammenfallen. Dieses Netz hat
noch die besondere Bedeutung, dal es sich fiir Prismatoide verallge-
meinern 1aBt (S. 91)1).

Anmerkung : Das Heptaeder 3) 1a8t sich auch verallgemeinern aus dem
Netz Abb. 6,, durch Annahme von 2# gleichschenkligen Dreiecken und
von n Quadraten durch die Achse als n-fache Wendestrecke und durch
Ersetzung des zur Achse senkrechten Quadrates durch ein 2n-Eck. Es
entstehen Polyeder wie Kreisel, die im Grenzfall zu einem gelockerten
Doppelkegel fiihren, und die abwechselnd einseitig oder zweiseitig werden
fiir n gerade oder ungerade.

2) Hilbert, Anschauliche Geometrie, Seite 268. Berlin 1932,
3) Commentarii Mathematici Helvetici, Vol. 8, p. 379, 1936.

(Eingegangen den 16. Juni 1940.)
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Les réseaux Riemanniens
Par CHARLES Branc (Lausanne)

On a montré') comment on pouvait retrouver, pour des fonctions
définies sur un ensemble discontinu de points, des propriétés absolument
analogues & celles des fonctions analytiques d’une variable complexe;
il s’agissait en particulier des propriétés du module d’une fonction analy-
tique dans une région du plan, propriétés qui correspondent exactement
4 des propriétés des fonctions harmoniques.

Nous nous proposons ici d’élargir ces résultats, en introduisant des
réseaux Riemanniens, analogues discontinus des surfaces de Riemann;
ces réseaux se répartissent en deux types, que 1’on peut encore appeler
parabolique et hyperbolique; on peut également, en introduisant une
certaine notion de courbure, retrouver une formule analogue & celle de
Gauss-Bonnet sur les surfaces, et qui conduit & un critére de type assez
précis.

§ 1. Les réseaux Riemanniens

Soit dans un plan un ensemble discontinu de points, sans point d’accu-
mulation & distance finie: relions des points de cet ensemble par des arcs
sans points communs autres que les points de I’ensemble considéré, et
tels que deux arcs au moins aboutissent en chaque point donné. Nous
appellerons cette figure un réseau Riemannien, ou plus simplement un
réseau ; dans la suite, nous serons amenés 4 faire deux restrictions & cette
définition :

A. Le réseau décompose le plan en un ensemble de triangles (alors
qu’en général il s’agit de polygones quelconques).

B. Le réseau peut étre décomposé en une suite de polygones Cy, C,,...,
C,,..., la couronne comprise entre C; et C,,, étant traversée par les
arcs du réseau.

 On remarque sans peine que les réseaux déja envisagés?) vérifient la
condition B. Le réseau formé en décomposant un plan en hexagones
réguliers, puis en divisant chacun de ces hexagones en 6 triangles remplit
les conditions A et B.
D’autre part, la condition A n’est pas essentielle: on pourrait remplacer

1) Ch. Blanc: Une interprétation élémentaire des théorémes fondamen-
taux de M. Nevanlinna. Comm. Math. Helv. 12 (1939), 153—163. Ce travail sera
désigné dans la suite par I.

%) I, p. 153.
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triangle par hexagone ou quadrilatére : il n’y aurait alors & apporter dans
la suite que quelques modifications sans importance.

Réseau conjugué. A tout réseau E (ne satisfaisant pas nécessairement
aux conditions A et B) correspond un réseau E*, que nous appellerons
réseau conjugué. On le construit de la fagon suivante: & tout polygone
élémentaire de E on fait correspondre un sommet de E*, et & toute aréte
de X on fait correspondre une aréte de E*, reliant les deux sommets de E*
qui correspondent aux polygones de E séparés par 'aréte envisagée.
On pourra méme définir un sens sur toute aréte de E* & partir d’un sens
sur ’aréte de E, en fixant une fois pour toutes un sens positif de rotation
sur E.

§ 2. Fonctions pré-harmoniques sur un réseau

Considérons une région £ d’'un réseau Riemannien quelconque. En
associant & chaque sommet P de £ un nombre réel u(P), on définit une
fonction sur E. Nous dirons que cette fonction est pré-harmoniqued) en

P silona
A(P)u (P) = 2u(P’), (2.1)

A(P) étant le nombre d’arétes issues de P, et la somme étam, étendue
aux sommets P’ de E voisins de P. Si % (P) n’est pas p. h. en P, on posera

Bu(P) = A(P) u (P) — Zu(P').

Si u(P) est p. h. en tous les sommets P de E, on dit qu’elle est p. h.
dans E£. On a sans autre le théoréme:

Une fonction p. h. dans E atteint son maximum et son minimum sur
le contour.
Cela permet de démontrer le
Théoréme d’existence : St U'on se donne une fonction o (P) sur le contour
I' de E, et une fonction f(P) en tout point intérieur de E , il existe une fonc-
tion et une seule w(P) telle que :
19 4(P) = «(P) sur I';
20 B,(P) = {(P) dans E.

En effet, il ne peut exister, en vertu du théoréme du maximum, qu’une
solution. Or la recherche de cette solution conduit & la résolution d’un

3) Cette dénomination est due & M. G. Bouligand : Sur le probléme de Dirichlet.
Ann. Soc. Pol. Math. 1925, p. 59—112. Nous l’ignorions lors de la rédaction de I, ou
nous avons employé l'expression fonction harmonique. Nous écrirons désormais
P. h. pour pré-harmonique.
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systéme de n équations linéaires & autant d’inconnues; il suffit de montrer
que le déterminant n’en est pas nul; on le vérifie en remarquant que ce
déterminant ne dépend que de I', mais est indépendant du choix de
oa(P) et de f(P). Prenons «(P)=a #0,f(P)=0. La fonction
#(P) = a est alors solution, et elle est unique, donc le déterminant n’est
pas nul.

11 résulte en particulier de ce théoréme l’existence d’une fonction p. h.
dans E, prenant des valeurs données sur le contour I'. Cette fonction
réalise le minimum de la somme 2 [u(P) — % (Q)]? étendue & toutes les
paires de points voisins sur . Pour la démonstration, voir I, p. 154.

Dérivée d’une fonction. On peut considérer, & co6té des fonctions des
sommets d’un réseau, des fonctions des arétes. On dira qu’une fonction
d’aréte f(q) est la dérivée d’une fonction u (P) des sommets si

1@) = u(Py) —u(Py) = u'(q),

P, et P, étant V'origine et 'extrémité de ’aréte orientée q.

La somme Xu'(q) étendue aux arétes d’un polygone fermé de E est nulle,
si on prend pour origine d’une aréte I'extrémité de 1’aréte précédente.
Cela résulte sans autre du fait que la fonction «(P) est uniforme. De plus,
la somme Xu’(q) étendue aux arétes issues d'un sommet P ou u(P) est
p. k., est nulle, pour autant que ’on ait choisi pour toutes ces arétes un
sens convenable (par exemple en prenant P pour origine de toutes ces
arétes). La réciproque est vraie, elle est la définition méme de la notion
de fonction p. h.

On peut aussi parler d’'une intégration: étant donnée une fonction f(q)
des arétes d’un réseau telle que Xf(q) = 0 si la somme est étendue aux
arétes d’un polygone fermé quelconque de E (en choisissant convenablement
le sens de chaque aréte), il existe une fonction u(P) avec

u'(q) = f(q) -

Il en existe méme une infinité, la différence de deux d’entre elles étant
une constante. i
Prenons en effet en un point P, de E, u(P,) = 0, et posons

u(P)=2'f(q),

la somme étant étendue & un polygone reliant P, & P, les arétes étant
prises toutes dans le méme sens. Le résultat ne dépend pas du polygone
choisi, 4 (P) est donc bien définie, et sa dérivée est f(g).
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Si, en plus de ’hypothése sur X f(g) étendue & tout polygone ferms,
on suppose que celte somme étendue aux arétes issues d’un sommet quel-
conque est nulle, les fonctions primitives u(P) sont p. h.

Revenons sur ’hypothése relative & la somme 2'f(q) étendue aux arétes
d’un polygone fermé: pour que cette somme soit toujours nulle, il suffit
qu’elle le soit pour tous les polygones élémentaires. Or, si 'on passe d’un
réseau B au réseau conjugué E*, on fait correspondre aux arétes d’un
polygone élémentaire de £ les arétes issues d’'un sommet @ de E*, et aux
arétes issues d’'un sommet P de E les arétes d’un polygone élémentaire
de E*. Considérons donc une fonction f(¢) sur les arétes de E, dérivée
d’une fonction «(P) p. h. sur E; & f(q) sur E correspond une fonction
g(q*) sur les arétes de E*, si I’on convient de poser f(q) = g(¢*), ot ¢
et ¢* sont deux arétes correspondantes: il en résulte que g(q*) a son tour
est la dérivée d’une fonction p. h. sur E*. On appellera fonction conjuguée
de u(P) toute fonction v(§) ayant g(¢*) pour dérivée.

L’uniformité de la fonction conjuguée v(Q) résulte donc du fait que
u(P) est p. h. Il est intéressant de voir ce qui se passe lorsque u (P) cesse
d’étre p. h. Toutes les propriétés envisagées étant additives, on peut
supposer que % (P) est partout p. h. excepté en un sommet P, ot u (P,) = a.
La dérivée f(q) de u(P) est bien définie, sa somme étendue & un polygone
fermé est nulle, et celle étendue aux arétes issues d’un sommet P est
nulle excepté en P, ou elle est égale & a. Il en résulte pour la fonction
g(q*) sur E* que sa somme étendue & un polygone fermé simple entourant
une fois P, dans le sens positif est égale & a et qu’elle est nulle si ce poly-
gone n’entoure pas P, ; elle est nulle si elle est étendue aux arétes issues
d’un sommet @ ; g(g*) est par conséquent la dérivée d’une fonction v(Q)
p. h. et multiforme; cette fonction prend en chaque sommet une infinité
de valeurs, dont la différence est toujours un multiple entier de a. On
peut la rendre uniforme en sectionnant convenablement le réseau E*
ou en substituant & E* un réseau de recouvrement.

§ 3. Type d’un résean

On considérera dans ce paragraphe des réseaux au sens large, illimités
en tout sens, sur lesquels il existe par conséquent une suite illimitée de
contours C,,0,,...,C,... fermés simples, tout sommet du réseau étant
intérieur & un tel contour, pour » assez grand.

Une fonction «(P) est normée en Py si

u(Po) =0, Bu(Pg) =—1.
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Type d'un réseau : soit une suite de contours polygonaux fermés simples
Cy,...,C,,... dun réseau, entourant un sommet P,; soit u,(P) la fonc-
tion p. h. dans C, excepté en P, ou elle est normée, et constante sur C, (cette
fonction existe et est unique); soit r, = u,(P) sur C, . St

limr, = oo,
n->oo

on dit que le réseau est du type parabolique ; st

limr, < oo,
n->oco

le réseau est du type hyperbolique.

11 faut montrer que cette définition ne dépend ni de P,, ni, P, étant
choisi, de la suite C,. Montrons tout d’abord le second point. Supposons
lim r, = oo et considérons une autre suite de contours fermés I7,,.. .,
I,,... et les valeurs correspondantes o,,..., g,,... . A tout contour
C, correspond un contour I, extérieur 4 C,; on a par conséquent
0y,>> s, d’0l lim g, = co.

Il reste & montrer que la définition est indépendante de P,. Supposons
qu’il existe deux sommets, P, et P, donnant des types différents. Soit
donc une suite de contours C, entourant P, et P,, et u,(P) normée en
P,et égale d r, sur C,, v, (P) normée en P, et égale & g, sur C,,. Supposons
que 7, est borné.

La fonction

2n (P) = [un(P) - rn] - {vn(P) - Qn]

est nulle sur C,; 8,(P,) = —1; B,(P,) = + 1; ailleurs z,(P) est p. h.
11 en résulte que z,(P,) <0, 2,(P,)>0. Or

zn(Po) =—"7, + Qn_vn(Po) <o,
d’ol
en—vn(Po) <7, <A
et
9n<vn(P0) +A d

11 s’ensuit que p, est borné. Considérons en effet un contour I", entou-
rant P,, passant par P, et intérieur & C, pour n > n,; v, (P) est toujours
positive sur ce contour. Soit alors z(P) la fonction p. h. dans I', nulle
sur I" excepté en P, ou x(P,) = 1; soit ensuite y(P) la fonction p. h.
dans I" excepté en P, ou §, = 1, et nulle sur I". On a, puisque v,(P) > 0
sur I,
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V,(P1) > 2(Py) v, (Po) — y(Py)
et, puisque v,(P;) =0 et 2(P,) >0,
y(Py)
z(Py)

y(Py) |
Qﬂ<A+ x(Pl) H

U (Po) <
d’ou

le second membre ne dépend pas de z, on a donc
lim g, < oo.

Ainsi, le type d’un réseau est parfaitement déterminé.

Remarquons que nous avons démontré en passant le lemme suivant:
étant donnés un domaine E d’un réseau, et deux sommets P, et P, dans E
(P, éventuellement sur la frontiére), il existe un nombre K = K (E, P,,
P,) tel que toute fonction w(P) p. h. dans K excepté en P, ou elle est normée,
vérifie Uinégalité w(P,) < K si u(P) > 0 sur la frontiére.

On connait des réseaux de U'un et Uautre types. Les réseaux introduits
dans l'article I sont du type parabolique. On peut construire de la fagon
suivante un réseau du type hyperbolique. Prenons une suite illimitée
de cercles C,,...,C,,... de centre P, et de rayon croissant. Prenons sur
C, 3 sommets que nous relions & P,, puis sur €, 6 sommets reliés chacun
4 un sommet de C,, de fagon que de chaque sommet de C, partent 2
arétes vers C,; puis sur C; 3.22 sommets reliés de la méme fagon aux
6 sommets de C,, etc. La fonction

n—1 1

u(P)=—:§-(1+21:‘—2,;-) si Psur C,, u(P,)=0

est p. h. sur tout le réseau excepté en P, ol elle est normée. Elle est
constante sur tout C, et elle est bornée. Le réseau est donc hyperbolique.

Etant donné un réseau illimité B et un sommet P, de E , il existe toujours
une fonction p. h. sur E et normée en Py; cette fonction est bornée st E est
hyperbolique.

Considérons en effet une suite de polygones C, du réseau, et la suite
correspondante des fonctions %, (P) normées en P, et constantes sur C,,.
L’ensemble des sommets du réseau étant dénombrable, nous pouvons les
appeler P, P,,..., Py,... On a vu qu’une fonction de la suite », (P),
normée en P, vérifie en tout sommet de E une inégalité u,(P) < K(P),
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K (P) ne dépendant que de P, quel que soit n (mais & condition bien
entendu que P soit intérieur & C,). Il en résulte qu’on peut extraire de la
suite Sy : %, uy,. .. une suite S, qui converge en P, vers une valeur finie
u (P,); puis de S, une suite S, qui converge en P, vers u(P,), etc. Le pro-
cédé diagonal?) nous permet donc d’extraire de la suite S, une suite S
qui converge dans tout le réseau vers une fonction u (P), qui posséde les
propriétés requises; cette fonction est bornée si E est hyperbolique, puis-
qu’alors les fonctions u, (P) sont bornées dans leur ensemble.

Formule de Green. On peut établir pour toute région finie £ d’un
réseau une formule analogue & celle de Green. Soit I' 'ensemble des
sommets limitant EF; si «(P) et v(P) sont deux fonctions dans £, on a
en tout point de B* =K — I'

w(P) B, (P) —v(P) B,(P) = — u(P) Zv(P’) + v(P) Zu(P'),

les sommes étant étendues aux sommets voisins de P. Si on fait la somme
des deux membres de cette relation pour tous les sommets de E*, on
obtient

g[u(l’) Bo(P) —v(P) Bu(P)] = — 2Zu(@) v(P) + Zv(@) u(P),

les sommes du second membre étant étendues & tous les couples de
sommets PQ, P sur I' et @ voisin dans E*. On peut écrire

—u(Q) v(P) + v(@) u(P) = — [u(P) v'(g) — v(P) u'(g)],
g étant 1’aréte QP . On a donc

Ez.fuﬂ» —vf, = —2[u(P)v'(@) —v(P) u'(g)], (3.1)

ot la somme du second membre est étendue & toutes les arétes QP reliant
E*aI.

Il en résulte une formule permettant la résolution du probléme de
Dirichlet dans E . Soit en effet G (P, @) la fonction de P telle que G(P, Q)=
0 si P est sur I', Bg(P) = 0 excepté en @ ou Sz = — 1. En posant alors
v(P) = G(P, Q) dans la relation (3.1) il vient, si «(P) est p. h. dans E,

u(@) = Zu(P)G'(q Q), (32)

formule qui permet de résoudre le probléme de Dirichlet da.ns E dés
que l’on connait les fonctions G'(P, ).

4) Voir P. Montel: Familles normales de fonctions analytiques, p. 15—18.
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Posons encore dans (3.1) v(P) = 1, d’out ,(P) = 0 et soit B,(P) =0
excepté en P, ou fB,(P,) = — 1. Alors

1=23u'(q). (3.3)
r

Cette relation s’établirait plus simplement en partant du fait que la
fonction conjuguée de u(P) est multiforme.

On en déduit un théoréme précis sur le type d’'une catégorie assez
restreinte de réseaux. Soit un réseau ¥ formé d’un sommet P, et d’une
suite illimitée de cercles C,,...,C,,... de rayons croissants reliés entre
eux par des arétes, les nombres d’arétes issues d’un sommet de C, vers
C,., et vers C,_; étant les mémes pour tous les sommets de C,. Par
symétrie il existe une fonction « (P) normée en P,, p. h. sur tout le reste
de E et constante sur chaque C,. Soient u, la valeur de u(P) sur C,,
v(n) le nombre de sommets de C,, enfin ¢(n) le nombre d’arétes issues
d’un sommet de C, vers C,_,. On a

1= 2u'(g) = v(n) o(n) (up— u,_y)
c

et n

Uy, — U =1

n n—1 " v(n) 0(’”/) ’
d’ol, en sommant
n 1
Uy = ) — e -
St FIOET

St la série X O] diverge, le type est parabolique; si elle converge, il

est hyperbolique.

Les exemples de réseaux qui ont été donnés correspondent le premier
(voir I) & »(n) = p (= constante), ¢(n) = 1; le second & »(r) = 3.271,
o(n) = 1.

On remarquera que la précision du résultat a été obtenue grace & une
hypothése trés forte de symétrie pour K. Il s’agit 14 d’un fait général
qui a déja été signalé: il est impossible de donner un critére de type repo-
sant uniquement sur le degré de ramification.

§ 4. Un lemme sur le type d’un réseaun

Considérons maintenant des réseaux dans un sens plus étroit: nous
supposons qu’ils remplissent la condition B. Appelons alors E, la partie
du réseau E formée de P, et de C,,.. ., C,; soit sur £, une fonction u (P)
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normée en P,, et p. h. ailleurs: nous nous proposons d’évaluer X u’*(g),
Ep-1
cette somme étant étendue & toutes les arétes reliant deux sommets de

E, .Ona,siq= P,P,,
u(g) = w(Py) — u(Py) = v(Qs) —v(Qy) ,

ou @, et @, sont les deux sommets du réseau conjugué qui correspondent
a P, et P,, et v(Q) une fonction conjuguée de u(P) (cette fonction est
multiforme: elle interviendra toujours par des différences au sujet des-
quelles il n’y a aucune ambiguité). On a alors

u'2(q) = [u(Ps) — u(Py)] [v(@:) — (@],

et en faisant la somme pour toutes les arétes PP’ issues d’un sommet P
de B, _;:
fu’z(Q) = Zu(P’) [v(@:) —v(@1)]

puisque, si P = Py, X[v(Q,) —v(@)] =0 et u(P)=0 .
Done, si P = P,
Zug) = Zu(P) (@) (4.1)

ou il faut entendre par ¢ I'aréte P P,. Ensuite, si 1 <n—1,

22ug) = X [uP) Zu @]+ 2 [w(P) T u(9)] +
c; P Ci-1 P

Ci+1 P
+ Z[u(P) 24 (9)] (4.2)
Cn P
ot X' u’(g) est étendue aux arétes PP’ de P vers l'intérieur, 3’ w’(g) aux
P P
arétes PP’ de P vers l'extérieur et X' 'u’(q) aux arétes P'P et PP” sur
P

le contour C; passant par P.

Si maintenant nous faisons la somme de (4.1) et de (4.2) pour ¢ allant
de 1 & (n—1), nous obtenons

2 Zutg) = CZ’[u(P) 2 (9)] +02 [u(P) ;u’ @]

Epy P

en tenant compte du fait que
Zu'lg+ Zu' @+ 2w (@) =0.
P P P
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Or
2 Zu2(q)=22u"%(g) + X u'%(q)

Ep, P Ep Cn-1

ou Y u’%(q) est étendue aux arétes de C,_, vers C,, donc
On-1

2 2u't(q)=2[u(P) 2w @]+ & [u(P)Tu'(g)] —Zu(@). (4.3)
Ep Cn P Cn P Cn

On peut simplifier cette relation. Supposons que #(P) = r, (= cons-
tante) sur C,. Alors

2 2“'”(@1) = n-l- 2 [u(P)Z'u'(q ]— X u'2(g)

n—1 Cp1
puisque Y u/(g) = 2 w'(g) = 1. Mais sur C,_, u(P)=r,— u/(g), donc
Ci Ci
dans ce cas ) =r, — 2 u'*(q)

Ep-a n—1

ou encore, puisque %’(gq) = 0 sur C,,,
2 w'2(g) =r, (4.4)
Si enfin £ est du type hyperbohque r, est borné, d’ou le lemme:

Soit B un réseau remplissant la condition B : s’il est du type hyperbolique,
il existe une fonction u(P) normée en P, p. h. sur le reste du réseau et telle que

2u?(g) = A (< o0).
E

Cette fonction est celle qui a été définie au cours du § 3.
La réciproque est immédiate.

§ 5. Une formule analogue A la formule de Gauss-Bonnet

Il s’agira ici de réseaux au sens étroit, vérifiant les conditions 4 et B.
Par définition, la courbure d’un réseau en un point P sera la quantité

y(P) = 6 — A(P). (5.1)

Soit »(n) le nombre de sommets sur C, et, si P est sur C,, A(P) et
A(P) les nombres d’arétes issues de P vers C, ., resp. vers C,_,. On a
A(P)= 2 + 1(P) + A(P)ety(P) = 4—1(P)—1(P) De plus, sin>1,

Za(P) = ZHP) = »(n—1) + v(n),

. Cn-1
etsi n=1

ZHP) =),
l 63



Faisons la somme de y(P) sur E,

Zy(P)=6— v(l)+47(1)—[v(1)+v(2)]—v(l)—~Z:'§[Z(P)+/_1(P)]
T —B—sm+ 1)+ v(m), ‘

donc

[+ 1) — ]+ 2 p(P) = 6. (5.2)

La somme étendue & tout K, joue le role de 'intégrale de la courbure
totale. Le premier terme [»(n + 1) — »(n)] peut étre interprété comme
un accroissement de longueur: on sait que, suivant des conventions
convenables, c’est ce que représente 'intégrale de la courbure géodésique.

Remarquons encore que la définition méme de la courbure est la réduc-
tion & un point de la formule (5.2). On peut établir, parallélement, une
relation entre la courbure totale en un point P d’une surface et la longueur
l(r) du contour limitant les points de cette surface dont la distance & P
est inférieure & 7 : cette relation peut méme étre prise pour définition de
la courbure totale.

§ 6. Un critére de type en relation avee la courbure

11 s’agit encore de réseaux au sens restreint.

8t la somme X'y (P) étendue auzx sommets d’un réseaw est bornée inférieure-
ment, le réseau est du type parabolique.

Soit u(P) une fonction normée en P,, p.h. sur le reste de £. On a

v ane Tu'@)=1.
Cn
En appliquant I'inégalité de Schwarz, on en tire
LS[Z1W@ 1P <o) + 2+ D] Zu(g) -
Cn n
D’autre part, en vertu du théoréme du § 5 et de ’hypothése sur X'y (P)

f)’(P)= 6+ v(m)—rn+1)>—K,
dol yin+1)<v@n)+ 6+ K, <nkK,
pour » > n,. Donc

Tu'(g) > ! LE
Cn

v(n) + »(n + 1) .
d’ou il résulte que X' u'%(q) diverge. D’aprés le lemme du § 4; la surface
E

est alors parabolique.
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§ 7. Une inégalité isopérimétrique sur les réseaux

On sait qu’il existe, pour toute courbe fermée plane une inégalité liant
la longueur de cette courbe et ’aire comprise & l'intérieur. M. F. Fiala®)
a énoncé une inégalité plus générale, relative aux courbes fermées tracées
sur une surface dont la courbure totale n’est jamais négative.

On peut établir une inégalité analogue pour les réseaux, en faisant
comme plus haut les hypothéses restrictives 4 et B sur ces réseaux.

8t la courbure est toujours non négative, on a
v(n 4+ 1) —2»(n) + v(n —1) <O0. (7.1)
En effet, en tout point P de C,, A(P) + 2(P) < 4 d’ott
v(n 4+ 1)+ 2v(n) + v(n —1) < 4v(n).

Appelons maintenant F(n) le nombre de triangles du réseau intérieurs
a C,. Alors, si la courbure est toujours non négative,

v2(n) = Fn) [v(n) — »(n — 1)]. (1.2)

Soit, en effet AF(n) = F(n) —F(n—1). On a, si n>1, AF(n) =
v(n) + v(n — 1), d’ot .

AF () [v(n) —v(n — 1)] = »2(n) — »2(n — 1),
et si n=1AF(1)=»(1) , dou A4AF(1)»(1) = »%(1).
En faisant la somme de 1 & »
vi(n) = AF(1) »(1) + Z'AF(@) [v@) —v(E—1)].

On peut transformer la somme du second membre au moyen d’'un
artifice inspiré de I'intégration par parties. Un calcul simple montre que
I'on a ,, ,,
%‘ (@;—a,_y) b, = a,b, — a,b, — 217 (b; —b;_1) @y,

done ici, en posant F(0) = 0, »(0) = 0,
v2(n) = Z AF@) [»(@) — v —1)]
= F(n) [v(n)—»(n— 1)]——{][7(12)-——21:(@'—— 1)+ —2)] F(i—1).

5) F. Fiala: Une inégalité isopérimétrique sur les surfaces ouvertes &
courbure positive. C. R. Acad. Sc. Paris 209 (1939), 821—823.
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La somme du second membre est, on vient de le voir, toujours infé-
rieure ou égale & zéro, donc

v¥(n) = F(n) [v(n) —v(n —1)].

On peut remplacer »(n) — v(n — 1) au moyen de la formule (5.2), et
on obtient
) vi(n) > F(n) [6 — X y(P)]. (7.3)

Ep—

Cette relation peut étre généralisée. Si I'on ne fait plus aucune hypo-
theése sur ¢ (P), on a en tout point

AMP)+ A(P)=4—y(P)
d’ou
y(n 4+ 1)—2v(n) 4 v(n — 1) = —%’y(P) ,

et, en introduisant ce terme dans ’expression de »2(n)
n—1
v¥(n) = F(n) [v(n) —v(n —1)] + X [F(3) %’y(P)] ,
- 1 i

ou encore, d’aprés la formule (5.2)

n—1

v3(n) = 61”(’»)-—%’{[1"(1@) — F()] %'7(1’)} .
i

Revenons aux réseaux pour lesquels la courbure est toujours non-

négative. La somme 3’y (P) est une fonction non décroissante de n; il
En
résulte alors de la formule (5.2) que si pour une valeur de n 3y (P) > 6,

En
la suite »(n) est décroissante (au sens strict), et le réseau est limité. Donc

sur un réseau tllimité a courbure mon négative, on a toujours 2y (P) < 6.

Soit alors C' = lim X'y (P) et n, la plus petite valeur de » pour laquelle
2Zy(P)=C. On a, pour n > n,
Ey

v(n) = (n—m) (6 —C) + K,
d’ot
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De la méme fagon

im @ __¢
n
et
. v2(n) _
lim 0] =6—0C .

M. Fiala a obtenu®) des relations semblables pour des surfaces & cour-
bure non négative.

En conclusion, il semble que les réseaux se prétent, surtout quant &
leurs propriétés globales, & une étude analogue & celle des surfaces: en
particulier, ’étude des fonctions p. h. sur un réseau conduit & des résultats
qui traduisent assez bien, en termes finis, les propriétés de type des sur-
faces de Riemann.

) Loc. cit., p. 823.

(Regu le 25 juillet 1940.)

-

Note relative a 'article:
Surles nombres de classes de certains corps quadratiques?)

Par PierrE HuMBERT, Lausanne

M. Nagell nous fait savoir que le théoréme 2 p. 241 a été démontré
par lui en 1921 dans un travail intitulé ,,Uber die Klassenzahl imaginiir-
quadratischer Zahlkorper et publié dans les ,,Abhandlungen aus dem
mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitit“ Band 1,
Seite 140—150.

M. Nagell signale en outre I'identité

4P+ 4+ 1=(2P242P+1) (2P2—2P + 1),
a laquelle m’ont déja rendu attentif M. M. Bucher, de Lucerne et Trost,

de Zurich, identité qui rend banale la conséquence que j’ai déduite & la
fin de mon article.

1) Voir ce journal vol. 12, pag. 233.

(Regu le 10 octobre 1940.)
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Sur le groupe des homographies et des
antihomographies d'une variable complexe

Par B. de KEREKJARTO, Budapest A M. Elie Cartan
en témoignage de haute estime.

Dans le présent mémoire, je démontrerai le théoréme suivant concer-
nant la caractérisation topologique du groupe des homographies et des
antihomographies d’'une variable complexe.

Théordme. Soit G’ un groupe de transformations topologiques de la
surface d’'une sphére en elle-méme tel qu’e deux triples quelconques de points
(4°, B°, C°) et (A, B, C) correspondent deux et seulement deux transforma-
tions de G’ qui changent le triple (4°, B°, C°) en (A, B, C) et qui varient
continuement avec le triple (4, B, C). Le groupe G’ est homéomorphe au
groupe des homographies et des antthomographies d’une variable complexe.

Dans un mémoire intitulé ,,Swur le caractére topologique du groupe homo-
graphique de la sphére’ (& paraitre dans le Journal de Mathématiques pures
et appliquées) j’ai démontré le théoréme suivant:

Théordme. Si G est un groupe de transformations topologiques d’une
surface en elle-méme tel qu’a deux triples quelconques de points (A°, B°, C°)
et (4, B, C) correspond une transformation de G et une seule qui change le
triple (A°, B°, C°) en (A, B,C) et qui varie continuement avec le triple
(4, B, C), le groupe G est homéomorphe aw groupe des homographies d’une
variable complexe.

De ce dernier théoréme on peut déduire facilement le premier; mais la
démonstration du théoréme sur le groupe homographique utilise des
moyens assez difficiles tels que I'énumération des groupes continus
connexes d’ordre 2. Vu I'importance du groupe G’ des homographies et
des antihomographies dans la géométrie projective de la droite com-
plexel), il est intéressant d’observer que la caractérisation directe du
groupe G’ peut étre démontrée, sans supposer la continuité du groupe,
par des méthodes plus faciles que nous allons développer.

1. Soient 7' et 7" les deux transformations du groupe G’ qui changent
le triple (4°, B°, C°) en (4, B, C). La transformation 717" = X laisse
les points A4, B, C invariants de méme que l'identité I et la transforma-
tion 22 de G'; il y a parmi ces trois transformations deux qui sont iden-

1) Voir & ce sujet I'ceuvre de Klie Cartan: Legons sur la Géométrie Projec-
tive Complexe. Paris, 1931.
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tiques, d’ou X2 = I. La transformation involutive 2 admettant 3 points
invariants est homéomorphe & une symétrie?); ses points invariants
forment une courbe simple et fermée passant par 4, B, C que nous
appellerons cercle déterminé par ces 3 points; la transformation X' sera
appelée symétrie par rapport & ce cercle. Il résulte que par trois points
quelconques passe un cercle et un seul.

Deux cercles quelconques k et k&’ passant par les points A et B se
croisent dans ces points; cela veut dire que le cercle & sépare les deux
arcs c; et c; de k' déterminés par les points 4 et B, et inversement &’
sépare les arcs ¢, et ¢, de k déterminés par A et B. Autrement la courbe
¢, + ¢} séparerait les arcs c, et c¢; (pour un choix convenable des in-
dices); en désignant par 4’ et B’ deux points de c; et par €’ un point
de ¢,, différents de A et de B, le cercle passant par A’, B/, C’ aurait done
au moins 3 points communs avec 1'un des cercles k et k" ; ¢’est une contra-
diction. Nous en concluons que le faisceau des cercles passant par les points
A et B est placé comme le faisceau des grands cercles passant par deux
points opposés de la sphére.

La transformée de la symétrie X par une transformation quelconque de
G’ est une symétrie; par conséquent, le systéme des cercles est changé en lui-
méme par toute transformation du groupe G'.

Des deux transformations 7' et 7'/ qui changent (4° B° C°) en
(4, B, C) 'une, T, conserve le sens, Pautre 77 = 7' - X'le change en le
sens opposé. Les transformations de @’ qui conservent le sens forment
un sous-groupe G de G’ qui est triplement transitif sur la sphére: & deux
triples quelconques (4°, B°, C°) et (4, B, C) correspond une transforma-
tion de G et une seule qui change (4°, B°, C°) en (4, B, C).

2. Soit U un point de la sphére; nous ’appellerons point & Uinfini ; les
cercles passant par U seront aussi appelés droites. Par deux points quel-
conques 4 et B, différents de U, passe une droite et une seule.

Si A4 et B sont deux points différents de U, il y a deux transformations
¢ et X dans G’ qui échangent entre eux 4 et B et laissent U invariant.
Ces deux transformations sont involutives; 'une d’elles, ¢, conserve le
sens; Pautre, 2, est une symétrie par rapport & une droite I. En désignant
par 2" la symétrie par rapport & la droite !’ passant par 4 et B, on ob-
tient la relation o = X + 2. La transformation involutive o conservant
le sens est homéomorphe & une demi-rotation; elle admet deux points
invariants U et O. Comme o change la droite I’ en elle-méme, le point O

2) Voir B. von Kerékydrté: Vorlesungen tiiber Topologie. Berlin, 1923. pag. 223
et seq.
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appartient au segment AB de la droite I’. Nous appelons O milieu du
segment AB, et ¢ = o,y demi-rotation autour des points O, U.

Il n’y a aucune autre transformation involutive dans le groupe G qui
admet les points invariants O et U. Si o/ était une autre, désignons par
B’ = ¢’ (4) I'image d’un point arbitraire 4 obtenue par ¢’, et par
A’ = ¢ (B’) I'image de B’ obtenue par o. Soit 7' la transformation de G
qui change A en A’ et laisse B’ et U invariants. La transformée de ¢’ par
T, c’est-a-dire la transformation ¢” = T-1¢’ T conserve le sens, admet le
point invariant U et échange entre eux les points A’ et B’ de méme que la
transformation o ; il résulte de 14 que o” est identique & o. Par suite, le
point invariant O’ = T'(0) de ¢” est identique & O. La transformation 7'
qui admet 3 points invariants, B/, U et O, est I'identité; par conséquent:
c=0¢"=T1"T=4"

A un couple quelconque C, D correspond une demi-rotation autour de ce
couple et une seule. Soit en effet 7' une transformation de G' qui change O
en C et U en D la transformée de la demi-rotation o,y par 7', c’est-a-dire
T 0oy T = 0y est la demi-rotation autour du couple C, D.

3. Les demi-rotations o sont liées entre elles par la reciprocité suivante:

Si la demi-rotation oy, échange entre eux les points C' et D', la demi-
rotation o ., échange entre eux les points C et D.

La demi-rotation o, change le cercle £ passant par les points C, D
et C’ en lui-méme, par suite D’ appartient & ce méme cercle k. La trans-
formation  du groupe G qui change le triple de points (C, D, C’) en
(C', D', C) transforme le cercle k£ en lui-méme. Comme le couple C, D
sépare sur le cercle & les points C’ et D’, il résulte que les points D et D’
appartiennent & un méme arc CC’ de k. La transformation v qui échange
entre eux les points C et C’ et transforme D en D’ change, par consé-
quent, chacun des arcs de k déterminés par les points C et C’ en lui-
méme et admet sur chacun un point invariant P et . Le carré de v admet
4 points invariants P, @, C, C’, donc 72=1. La transformation involutive
7 échange entre eux les points C et ¢/ de méme D et D’. La transformée
7 l0o, 7 de ogp par T est involutive; ses points invariants sont ¢/ =7 (C)
et D' = 7(D); par suite: .

Tl0opT = Ggrpr -
L’expression & gauche montre que la demi-rotation ¢,.,. échange entre
eux les points C et D.

4. Nous appellerons les cercles k et k' passant par les points C' et D
perpendiculaires si la symétrie X par rapport au cercle k& change le cercle
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k' en lui-méme. Ily a un cercle &’ et un seul passant par les points C et D
de & qui est perpendiculaire sur k. Si k" est perpendiculaire sur k, le pro-
duit des symétries X, et 2, est la demi-rotation o, autour des points
communs de k et de &’ (voir § 2); comme o= ogp =2}/ * Xy, il résulte
que la symétrie X, par rapport & k' change le cercle k¥ en lui-méme.

Toute transformation de G' change deux cercles perpendiculaires en deux
cercles perpendiculaires. Soient en effet k et k' deux cercles perpendicu-
laires aux points communs C et D, et soient k, = 7T'(k), kj = T (k') leurs
images obtenues par la transformation 7' de G'. X, = T-1X.T, et
2 y = T-13,.T sont les symétries par rapport & k, et k;; de la relation

2 2y = agp découle: T X T - T3, T= T-0,,T; cette relation
signifie que X', - 2% ¥ = ¢ pr c’est-a-dire que le produit des symétries

par rapport & k, et & ki est la demi-rotation autour des points communs
0’ = T(C) et D’ = T (D) des cercles k, et ki; par suite les cercles k, et
k; sont perpendiculaires.

5. Soit O un point quelconque différent de U, et soient A et A’ deux
points qui se correspondent par la demi-rotation ¢,y ; désignons par I
la droite passant par les points O et A ; elle passe aussi par le point 4’.
Il y a un cercle k et un seul perpendiculaire sur ! aux points 4 et A’.
Nous allons démontrer que k est perpendiculaire sur toute droite passant
par le point O. Considérons d’abord la droite I’ perpendiculaire sur !
passant par O. Comme la symétrie X, par rapport & I’ échange entre eux
les points A et A’, elle transforme le cercle k en lui-méme. Il résulte de 13
que la demi-rotation ¢,y = 2+ 2}, change le cercle k en lui-méme. —
Soient ensuite I, et I deux droites perpendiculaires quelconques passant
par O; désignons par 4,, 4], B,, B{ les points communs de % avec ces
droites. Comme la demi-rotation o,; transforme chacun des cercles
k,1,,1] en lui-méme, les points 4, et A;, d’une part, et les points B, et
B;, d’autre part, sont échangés entre eux par o,y . Le produit des symsé-
tries X, et X' ;, par rapport aux droites I, et I; est la demi-rotation oy.

Il en résulte que la symétrie 2; échange entre eux les points B, et By,
elle laisse invariants les points 4, et A;. Le cercle k passant par ces
4 points est donc invariant par la symétrie 2, , c’est-a-dire que k& est
perpendiculaire sur la droite .

6. Désignons par (1) le faisceau des droites passant par O, et par (k)
le faisceau des cercles k& perpendiculaires sur le faisceau (I). Par tout
point du plan, sauf O, passe une et une seule droite !, et un et un seul
cercle k appartenant & ces faisceaux.
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Les transformations de @ qui laissent les points O et U invariants
forment un sous-groupe G,y qui est simplement transitif sur la sphére
privée des points O et U ; & deux points quelconques P et P’ différents de
O et de U correspond donc une transformation de G, et une seule qui
change P en P’. Les transformations de G, transforment le faisceau
des droites (I) en lui-méme; d’aprés § 4 elles changent aussi le faisceau
des cercles (k) perpendiculaires sur (I) en lui-méme.

Les transformations de G,; qui changent un cercle £ du faisceau (k)
en lui-méme forment un sous-groupe simplement transitif sur k; c’est
donc un groupe cyclique continu ®) d’ordre 1 que nous désignons par I'yy.
Les transformations du faisceau (k) en lui-méme engendrées par le
groupe Iy forment un groupe cyclique isomorphe & I'y;. Comme leo
faisceau (k) est un ensemble ouvert, ce groupe cyclique doit se réduire &
I’élément identique. Par suite, toute transformation de I'yy change chacun
des cercles perpendiculaires sur le faisceau (1) en lui-méme.

Nous appellerons les transformations contenues dans le groupe Iy
rotations autour des points O et U. Nous désignerons les cercles du
faisceau (k) par k,; et les appellerons cercles de centres O, U.

7. Les éléments du groupe I'yy; sont échangeables avec tous les éléments du
groupe G,p. Soit en effet x4 un élément quelconque de Gy, et g* un
élément de Iy, ou « désigne le paramétre canontque du groupe cyclique
T'op (0 =< 1) tel que le produit des transformations g* et o*” est
o**+*’. La transformation y1p*u change tout cercle k,; en lui-méme,
elle appartient donc au groupe I'yy, c’est-a-dire:

pretu = %
ol o’ = f(«) est déterminé de telle fagon qu’on ait f(0)= 0, et par suite
f(1) = 1. Posons dans la relation
07 = ylp%p
& =0, + &y + +++ + a,, nous obtenons:
POt st e tan) — =1 5%y L =1 g% L L % gy GO A) e )

d’ou

flog +oa+ o oo+ o) = flog) + floa) + -+ o+ floxn) -

8) Concernant la continuité des groupes transitifs de la droite, voir: B.de Kerékjdrts :
Sur les groupes transitifs de la droite, Acta Scient. Mathem., t. X, (1940).
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En posant «; =&, = ... =, = 1/n, on obtient de 1& f(1/n) = 1/n et
f(m/n) = m/n pour tous entiers m,n (n # 0). Comme f(x) est continu,
il résulte donc f(x) = « pour toute valeur réelle de «. La relation
obtenue

0% = uto%u

signifie que u et o™ sont échangeables.

8. Les transformations du groupe G, qui changent une demi-droite
l, issue de O en elle-méme forment un sous-groupe g,; simplement
transitif sur 7,; désignons par f un paramétre canonique du groupe
Jou, et par uf un élément quelconque de ce groupe.

Les transformations de g,y changent toute demi-droite ] issue de O en
elle-méme. Soit en effet o la transformation du groupe Iy, qui change la
demi-droite I, en I, et soit ## un élément quelconque du groupe g,y-
Comme B et o* sont échangeables, il résulte de la relation uf = g—*uf o>
que la transformation uf change la demi-droite I] en elle-méme.

Nous appellerons les transformations du groupe g, homothéties de
centres O, U.

Toute transformation T du groupe G,y est le produit d’un élément uf de
Jou et dun élément o de I'yyy; la représentation T = uP o* par un tel produit
est unique. Soit en effet P un point quelconque différent de O et de U, et
soit P’ = T(P) son image obtenue par 7. Désignons par @ le point
commun de la demi-droite OP avec le cercle k,; passant par P’. Soit
w8 la transformation du groupe g,, qui change P en @, et soit g* la
transformation de I'y; qui change @ en P’. Le produit ufo* transforme
le point P en P’ et laisse les points O et U invariants de méme que la
transformation 7'. Il résulte de 13 que 7' = uf ™.

Comme les éléments de g, sont échangeables avec les éléments de
I'yp, il s’ensuit que le groupe Gy est commutatif.

9. Nous appellerons plan la sphére privée du point & Pinfini U. Soit
Gy le sous-groupe de G formé par les transformations qui admettent le
point invariant U.

Toute transformation T du groupe Gy transforme le systéme des droites
en lui-méme, c¢’est-a-dire qu’elle transforme le systéme des cercles passant
par le point U en lui-méme.

8i les points A et B sont changés par une transformation T de G en les
points A’ et B, le milieu C du segment AB est changé en le miliew C' du
segment A'B’. En effet, si ooy échange A et B, sa transformée par 7T,
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c’est-a-dire T-10,,T échange A’ = T (A) et B’ = T(B) entre eux;
T-10,yT est la demi-rotation autour des points ¢’ = T'(C) et U, le point
C’ est donc le milieu du segment A’ B’.

10. 8¢ I est une droite et A un point quelcongue, il y a une droite perpen-
diculaire sur 1 et une seule passant par A. Si A appartient & I, le produit
de la demi-rotation o, et de la symétrie 2, par rapport & ! est une
symétrie 2, ; son axe 1’ est la droite perpendiculaire sur I au point A4
(voir § 2). — Si 4 n’appartient pas & [, soit A’ = X;(4) son symétrique
par rapport & I ; la droite A4’ est perpendiculaire sur /, et elle est la seule
perpendiculaire sur ! passant par le point 4.

Si les droites 1, et 1, sont perpendiculaires sur la drotte 1, elles n’ont aucun
point commun. Cest une autre forme d’énoncer le résultat que nous
venons d’obtenir.

Si les droites 1, et | sont perpendiculaires et si la droite 1, passant par le
point O de | n’est pas perpendiculaire sur 1, les droites 1, et 1, ont un point
commun. Soit en effet 4 un point de l,, A’ = 2, (A4) son symétrique par
rapport & I, et soit B le point commun de la droite A4’ avec I. Désignons
par C le point commun de I, avec I. Nous pouvons supposer que, sur la
droite I, les points B et C ne sont pas séparés par O ; autrement, nous
employons la demi-rotation o,y qui change I et I, en elles-mémes, et le
point B en un point appartenant & la demi-droite OC. Par une homo-
thétie du groupe g,y nous changeons le point B en C'; les demi-droites
OA et OB sont changées en elles-mémes. A la droite A4’ correspond
d’aprés § 4 la droite perpendiculaire sur ! passant par C, c’est-a-dire la
droite I,. Au point 4 correspond donc un point commun des droites I,
et I,.

Des deux derniéres propositions il s’ensuit que le systéme des droites
vérifie Vaxiome &’ EUCLIDE sur les paralléles, en appelant deux droites
paralléles si elles n’ont pas de point commun.

11. Soit O un point différent de U et soit I une droite passant par le
point O. Nous choisissons un point 4, sur ! et formons la suite suivante
appelée chaine OA, :

Ao = 0, Al’ Ag = OAIU(Ao), ceey A" = aA'n—lU (A,n_z), oo o
Désignons par A_, = o,y (4,) 'image de A, obtenue par la demi-
rotation o,y , et par Ay, A_;, A_,, ... les éléments de la chaine OA4_,.

Pour tout entier n, le point A, est le miliew du segment A,_, A4, ,,.
La demi-rotation oy, change le point 4, en 4_,, et O en lui-méme;
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d’aprés § 9 elle change le point 4, en un point 4; tel que A_, est le milieu
du segment OA;; il résulte de 13 que A; est identique & A_,. Par une
induction de n & » -+ 1, on vérifie de la méme fagon que la demi-rotation
0oy change le point 4, en 4_,, pour tout ». Similairement on conclut que
pour tous entiers n et k, le point A, est le miliew du segment A, _, A, x.

Désignons par T ’homothétie du groupe g,, qui change le point 4,
en A,. Comme 4, est le milieu du segment O 4,, il résulte du § 9 que
A, = T(A,) est le milieu du segment déterminé par O et T'(4,), par suite
T (4,) = 4,. Par le méme raisonnement, on vérifie que la transformation
T change le point A,x en Agn+1, pour tout entier » > 0.

Désignons par 4,, le milieu du segment O4,, par 4, le milieu du
segment OA,, , et ainsi de suite. D’aprés le § 9 on voit que l'inverse de
la transformation 7' change le point 4, en 4,,, celuien 4, ...

La suite des points A,, Ay, Ay, ... tend vers le point U, et la suite des
points Ay, A, ... vers le point O. En effet la suite 4,, 4,, 4,, 44, ...
est monotone, elle est changée par la transformation 7' en la suite
Ay, Ay, Ay, ...; le point limite de la suite est done un point invariant
de T'; celui-ci doit coincider avec le point U. La deuxiéme partie de
I’énoncé découle des mémes raisons.

Nous introduisons sur la droite I la coordonnée x par la prescription
suivante. A tout point A, nous attribuons la coordonnée = =n
(n=0, +£1, +2,...); au milieu du segment 4,4, ,, que nous désignons

. 2n +1 -
par A (y,.q, nous attribuons la coordonnée z = 2+ ; au milieu du
segment A, 4(,.1),, que nous désignons par A,,,),, nous attribuons

2n +1
4
Les points A4, se succédent sur la droite ! dans le méme ordre que les
nombres dyadiques « leur correspondants. De la proposition ci-dessus
nous concluons que, pour tout nombre dyadique z, la suite des points
4, 1 4, }» -+ converge vers le point A, et plus généralement: sila

, et ainsi de suite.

la coordonnée x =

suite de nombres dyadiques z,, «,, ... converge vers le nombre dyadique
x, la suite des points 4, , 4, ,... converge vers le point A,. Nous
pouvons donc étendre 1’attribution de la coordonnée x continuement &
tous les points de la droite.

Le miliew du segment A A, a la coordonnée }(x + x'). Soient d’abord
x et 2’ des nombres dyadiques; nous les mettons sous les formes & =m/2%
et «’ = m’/2% et désignons par A; le point de coordonnée 1/2¥+. Dans
la chaine OA/, les points A4, et 4, sont respectivement le 2m-iéme et le
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2m’-iéme élément; le milieu du segment A, A;. = A, A, est donc
Pélément d’indice (m + m’) de cette chaine dont la coordonnée est
(m + m’)[2k+ = L(x + 2'). De la continuité de la coordonnée on ob-
tient la méme proposition pour des nombres réels x et 2’ quelconques.

12. Nous introduisons un systéme de coordonnées rectangulaires (x, y)
dans le plan. Soient 7 et I’ deux droites perpendiculaires passant par le
point O ; nous les appelons axes. Nous définissons la coordonnée x sur la
droite I par la méthode décrite dans le § 11. Soit k,;un cercle quelconque
de centres O, U ; désignons par 4, A’ et B, B’ ses points de rencontre
avec les droites [ et I’. Si = a est la coordonnée du point 4, celle de 4’

est ¥ = — a, car le point O de coordonnée x = 0 est le milieu du segment
AA’; nous attribuons aux points B et B’ de I’ les coordonnées y = a et
y = — a, de telle fagon qu’a 'une des demi-droites de I’ déterminées par

le point O correspondent les valeurs positives, & l'autre les valeurs
négatives de la coordonnée y.

Si P est un point quelconque du plan, menons par P les perpendicu-
laires sur [ et sur I/, et désignons par 4, et par B, leurs points de rencontre
avec ces droites. Soient z et y les coordonnées respectives des points 4,
et B,. Nous attribuons au point P le couple des nombres réels (x, y)
comme ses coordonnées.

11 résulte de la définition immédiatement que les droites paralléles aux
axes sont représentées par les équations y = const. et * = const.

13. Avec les coordonnées (z, y) les symétries 2, et X, par rapport aux
axes s’expriment par les formules suivantes:

2p =z, Yy=—y; 22pia'=—zy=uy.

En effet, la symétrie 2, change tout point de la droite I en lui-méme et
toute perpendiculaire sur I, c’est-a-dire toute droite # = const. en elle-
méme; par conséquent: 2’ = x. — Si deux points P et P’ de la droite I’
se correspondent par la symétrie 2, le point O est le milieu du segment
PP’, par suite les coordonnées de P et de P’ ont les valeurs (0, y) et
(0,—y). Les perpendiculaires sur I’ passant par P et par P’ se corres-
pondent par 2, d’olt ¥’ = — y. — Par le méme raisonnement on déduit
Pexpression de X,.

Comme les droites ¥y = ¢ et « = ¢’ sont perpendiculaires d’aprés § 10,
on obtient par le méme raisonnement que la symétrie par rapport & la
droite y = ¢ s’exprime par les formules:
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2/ =2z, y=2c—y,
et la symétrie par rapport & la droite # = ¢’ par les formules:
a'=2"—2, y'=y.

Soient (z,, y,) et (x;, y,) deux points quelconques. Le produit des

Y1+ Y2 Z; + %y ,
2 2

symétries par rapport aux droites y = et z = s’exprime

par la formule:
z' = (2, + x) —x, Y =+ v)—y;

d’aprés § 2 ce produit est la demi-rotation autour des points U et

%+ % Y+ Y
2 ’ 2

points (z,, y,) et (x,, y,), d’aprés les formules que nous venons d’établir,

T+ T Yt Y
2 2

). Comme cette demi-rotation échange entre eux les

b

il résulte que le point de coordonnées( ) est le miliew

du segment limité par les points (x,, y,) et (%3, Ys).

14. Pour déterminer l'expression des transformations du groupe G,
avec les coordonnées (z, ¥), nous rappelons que, d’aprés § 9, toute trans-
formation de G';; change le milieu d’un segment quelconque en le milieu
du segment correspondant. Soit

2’ =u(z,y), y' =v(zy)

Pexpression d’une transformation de G . Les fonctions u(z, y), v(z, ¥)
satisfont donc aux équations fonctionnelles suivantes:

) 1
(5 5 L el

'v(xl—lf;a’;2 ’ ?/1—*2"-1/2) _—___;_ ['v(xl’ Y1) + v (2, ?/2)] . (1)

I1 est connu que les seules solutions continues de ces équations sont
les fonctions linéaires entiéres4). Pour le montrer retranchons « (0, 0) de
I’équation (1) & gauche et & droite, et posons

u’(w, y) = u(z, y) —u(0, 0) ;

nous obtenons ainsi ’équation de méme forme:

4) Voir W. Sierpiriski: Sur les fonctions convexes mesurables, Fundamenta
Mathematicae, t. 1. (1920), p. 125—129; en particulier, Note !) de la page 129.
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u (wl ; . I —; y,) =%[u’(xl, y)) + o (25, 9,)] avee: u’(0,0)=0.

@)
En remplagant z, et y, par 2z et par 2y, et en posant z, = y, =0,
nous obtenons:

w'(2, y) =} [v' (22, 29)] . ®3)

En remplacant dans (2) z,, y;, %,, ¥» par 2z, 2y,, 22,, 2y, nous
obtenons de (2) et (3) I'équation suivante:

w (2, + &, Yy + Yo) = ' (@, 41) + u (23, ¥) - (4)

En posant z, = y, = 0 et x, = z, y, = y, nous aurons:

w'(z, y) = v'(2,0) + %'(0, y) . (5)

En posant dans (4) ¥, = y, = 0, nous obtenons
u,(xl + %, 0) = u/(xl’ O) + ’“/(xz, 0) s
d’ot1 nous concluons, vu la continuité de la fonction u/(x, 0) de z:

w'(z,0) =azx. (6)
Similairement

%' (0, y; + yo) = %' (0, y1) + »/(0, ¥s)
d’ou
u’((), 2/) = by . (7)

En substituant les expreséions obtenues (6) et (7) dans ’équation (5),
nous avons:

w'(x,y) =ax + by.
Désignons par ¢ la constante % (0, 0), nous obtenons finalement:
u(@,y)=ax+by+c.
Similairement, nous obtenons I’expression:
v(z,y) =a'x+b'y+c.
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Notre résultat préliminaire est que toute transformation du groupe Gy

Sexprime par une transformation linéaire entiére des coordonnées (x, y)
de la forme:

' =ax+byt+c, y=a'z+b'y+c. (8)

15. Pour les transformations du groupe G,;, les constantes ¢ et ¢’ dans
les équations (8) ont la valeur 0, d’ou:

' =ax+by, y =daz+0by. 9)

Considérons la rotation gi' de période 4 contenue dans le groupe I, .
Elle change le point de coordonnées (1, 0) en (0, 1) et celui-ci en (— 1, 0).
En remplagant ces valeurs de coordonnées dans les équations (9), nous
obtenons les valeurs suivantes des coefficients:a = b’ = 0,— b = a’=1.

La rotation gi de période 4 s’exprime donc par les formules
' =—y, y==. (10)

Le groupe G, est commutatif (§ 7), par suite les transformations de
G,y représentées par les formules (9) et (10) sont échangeables; il résulte
de 1a

—ay+brxr=—a'z—0by,

par conséquent @ = b’ et b = — a’. Par le méme raisonnement on montre
que ces relations sont aussi valables entre les coefficients des équations (8).
Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant:

Toute transformation du groupe Gy s’exprime par les formules
' =ax+by+c, y =—bx+tay+c. (11)
16. Introduisons dans le plan la coordonnée complexe

z=x+ 1y
et posons dans les formules (11)
a—ib=A4, ¢c+1i¢c'=B,
nous obtenons I'expression suivante des transformations du groupe G :

z2’=Az+ B.
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Le groupe G'; ainsi que le groupe des transformations 2z’ = Az 4 B
sont doublement transitifs dans le plan; c’est-a-dire qu’a deux couples
de points quelconques du plan (P,Q) et (P’,Q’) correspond une et
une seule transformation de chacun de ces groupes transformant P en P’
et @ en Q'. Il résulte de 14 que, pour toutes valeurs complexes 4 (% 0)
et B, la transformation 2z’ = 4z + B appartient au groupe Gy.

Le groupe Gy est donc identique au groupe des transformations linéaires
entiéres z' = Az + B, ou A(# 0) et B sont des nombres complexes quel-
conques.

17. Pour approcher ’expression des transformations du groupe G avec
la coordonnée z, nous établirons les relations de la coordonnée z avec les
parameétres canoniques des sous-groupes g,y et I'o; de Gy (voir § 6 et 8).

L’expression des transformations du groupe G, avec la coordonnée
complexe z est: 2’ = Az; posons 4 =re’? (r > 0). Le sous-groupe gy
des homothéties de centres O, U correspond & ¢ = 0. Les transformations
de la demi-droite y = 0, >0 engendrées par les transformations de
Joy 8’expriment done par la formule 2’ = rz, ou, ce qui est le méme, par

logz’ = logz + logr .

Il résulte de 1a que logr est un paramétre canonique du groupe g,y;
il est uniquement déterminé par la propriété de prendre la valeur 0 au
point 4, et la valeur log 2 au point 4, =0, z(0) .

Le groupe I'y; des rotations autour des points O et U correspond &
r=1, 0=¢<2m. ¢ est un parameétre canonique dans le groupe I',y;
il est lié au paramétre «, introduit dans le § 7, par la relation ¢ = 4 270 .

De ces observations nous tirons la conclusion suivante:

Soit 8 le paramétre canonique du groupe g, déterminé de telle fagon
qu’a un point 4, correspond la valeur = 0, et au point 4,=0,4, 5 (0)
la valeur log 2. Soit & (0 < x < 1) le paramétre canonique du groupe
cyclique I'yy;. En désignant par pf et o* les éléments des sous-groupes
Jou et oy de Gy, tout élément du groupe Gy peut étre exprimé dans
la forme uBg* (voir § 8). Nous introduisons la coordonnée complexe z en
attribuant au point A4, la valeur z = 1, et & tout point P = ubp*(4,)
la valeur z = ef+27ie Avec la coordonnée z déterminée de cette fagon,
les transformations du groupe Goy $'expriment par la formule 2’ = Az, et
celles du groupe Gy par la formule 2’ = Az + B.

Pour exprimer les transformations du groupe G, laissant invariant
le point O, échangeons les réoles des points O et U dans ’énoncé que nous
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venons de formuler. Il faut donc introduire un paramétre canonique g’
dans le groupe g, tel qu’au point 4, correspond la valeur 8’ =0, et au
point 4; = o, ¢(U) la valeur ' = log 2. En vertu du théoréme de réci-
procité démontré dans le § 3, il résulte de la relation 4; = g, ,o(U) que
¢ 4;0(0) = A,, c’est-d-dire que 4, est le milieu du segment 04,, done

A; =A,,. Le paramétre 8 introduit ci-dessus prend au point 4y la
valeur — log 2. Par conséquent 8’ = — B. Pour obtenir la proposition
relative au groupe G, analogue & celle obtenue par rapport au groupe G,
il faut donc remplacer le parameétre  du groupe g,; par — 8, en rem-
plagant en méme temps « par — « et, par suite, z par 1/z, nous obtenons
le résultat suivant:

Les transformations du groupe G, laissant le point O invariant s’expriment
avec la coordonnée z par la formule :

1 _ /i / ot ry-dire + ! 2
-zT_A . -+ B’ | C’est-a-dire: z = Bii A

18. Désignons par @ le point de coordonnée z = g, et par Gy le sous-
groupe de G' formé par les transformations laissant @ invariant. La
transformation

T:2=2z+4¢q,

appartenant au groupe G5, change le point O en @. Le transformé du
groupe G, par T est le groupe (. Il résulte de 14 que les transformations
contenues dans le groupe G, s’expriment par la formule:

__ z—g
Y= Te—gra T

D’aprés un théoréme de M. Brouwer®) toute transformation du groupe
G admet au moins un point invariant; par suite toute transformation du
groupe G peut éire exprimée par une transformation linéaire de la coor-
donnée z.

Sans employer le théoréme de M. Brouwer, on peut aboutir au méme
résultat par le raisonnement suivant. Soit 7' une transformation quel-
conque de @, et soit @ un point différent de U et de 7-1(U). Il y a au
moins une transformation 7', dans le groupe G'; qui change @ en 7'(Q);
la transformation 7', = 7'- T;* admet le point invariant @, elle appartient
donc au groupe Gy. La transformation 7' = 7', T est le produit de deux

%) Voir p. ex. B. von Kerékjdrté: Vorlesungen iiber Topologie, p. 193.
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transformations linéaires 7', et T';, par suite 7' s’exprime aussi par une
transformation linéaire de =z.

Comme le groupe ¢ ainsi que le groupe des transformations linéaires

1 Az+ B sont triplement transitifs sur la sphére, il résulte que,

~ Cz+D
pour toutes valeurs complexes 4, B, C, D, telles que AD — BC 5 0,
. ,_ Az4+ B . .
la transformation 2z’ = T3 D appartient &4 G. Nous avons donc dé

montré le théoréme suivant:
Le groupe G est identique au groupe homographique

__Az+ B
T Cz+4+ D

/

ow A, B,C,D désignent des mombres complexes quelconques tels que
AD — BC # 0.

Le groupe G’ peut étre obtenu en multipliant le groupe G par une
symétrie quelconque X' du groupe G’ (voir § 1). La symétrie par rapport
a laxe x s’exprime par la formule z’ = 2z (voir § 13). Par conséquent,
toute transformation du groupe G’ qui n’appartient pas & G est une anti-
homographie:

y— A2+ B
Cz+D

En résumé, G’ est le groupe des homographies et des antihomographies.

(Regu le 10 juillet 1940.)
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Notiz zur Lagrangeschen
Lésung des Keplerschen Problems

Von J. O. FLECKENSTEIN, Basel

1. DaB schon Lagrange') bei der Auflésung der Keplerschen Gleichung
t=x+ esinzx 0=e<]) 1)
nach 2 mit Hilfe seines Reversionstheorems

e d . 3 42
ST @ (smzt)——s——ﬁé— (sin3¢) + ... (2)

r=1t—esint -+ 31

bei vorausgesetzter — aber von ihm nicht bewiesener — Konvergenz
dieser Reihe auf die Besselschen Funktionen

Tune) = 3 (— 1 —-————(n:ﬁ':;; - (§)+ (3)

als Koeffizienten in der Entwicklung
x=t+2g‘An(e) sin nt ; A,,(e)—————?%’-Jn(ns) R (4)
n=1

gestoBen ist, wird verschiedentlich von den Autoren vermerkt; dafB er
aber die Besselsche Entdeckung vorweggenommen hat, darauf scheint
nur Whittaker?) hinzuweisen. In der Tat liegt die analytische Pointe in
der Lagrangeschen Rechnung nicht in der bloBen Umformung der Reihen-
glieder und der Ersetzung der Potenzen sin't in (2) durch die sinus der
Vielfachen des Arguments, die ihm dann zufillig die Besselschen Funk-
tionen liefert, sondern in der Einfiihrung des Differentialoperators

p= —g[ , den Lagrange wie einen Heaviside-Operator handhabt.

Bestimmt man eine gesuchte Zeitfunktion B(t) durch Anwendung
einer Operatorenrechnung auf eine vorgegebene Funktion S (t)

B(t) = [ 8(),

1) J.L. Lagrange, Sur le probléme de Képler (1771), s.Oeuvres, t.III, p.113—138.

2) H.C. Plummer, An Introductory Treatise on Dynamical Astronomy,
Cambridge (1918), bemerkt, daB er Whittaker die ‘‘reference, which seems to have been
overlooked”’ verdankt und schreibt, da8 Lagrange . . . thus anticipating Bessels work of
(1824) of more than half a century later”.
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indem man etwa f(p) nach Taylor entwickelt, so bedeutet bekanntlich
die Ersetzung des Operators p durch eine algebraisch zu behandelnde
GroBe den Ubergang von dem Bereich der dem Operator unterzogenen
Funktion zu einem zugeordneten anderen, d. h. eine Funktionaltransfor-
mation, wo sich dann der Operator als eine algebraische Multiplikation
abbildet. Im Fall des Heaviside-Operators ist diese Transformation die
Laplacesche, die als Spezialfall die Fouriersche Integraltransformation
enthilt, womit der Zusammenhang zwischen Lagranges mehr ,,indukti-
ver Rechnung und der allgemeinen Fourierschen Entwicklung, die dann
spéiter Bessel anwendet, angedeutet sein mag.

Wihrend Bessel®) mit einem Integraloperator die Besselschen Funk-
tionen erhilt, gewinnt sie Lagrange auf dem dazu inversen Weg mittels
des Differentialoperators dv

v

P=aw

als Fourierkoeffizienten der Reihe (4). Eine kurze, direkte Herleitung der
Besselschen Funktionen auf dem Lagrangeschen Weg ergibt sich nun
wie folgt.

2. Mit dem Operator p schreiben wir das Reversionstheorem (2)

-1
p ergin® ¢,

—t+ (=1

und nach (4) haben wir also folgende merkwiirdige Relation herzuleiten:

dr—1 J ( )

2 (—1 sin {)” = 2 gin nt . 5
Zp g esingr =23 (5)
Wir setzen
2(— )rprt smnt—m—— et Ssinnt + Ry,
n==1
wo im Falle der Konvergenz lim R, = 0 ist.
K>
Die Reihen Z’ t konnen wir?) folgendermaBen in Reihen, die nach
sin "y fortschrelten, umformen:
cos 7
Es sei X o
Cg=2b,2cost)”, b,=— .
n=1 2n

3) F. W. Bessel, Gesammelte Abhandlungen, Bd.I, p.17 (Abhandlungen der
Berliner Akademie der Wiss. math. Cl. 1816—1817).
4) vgl. E. W. Brown und C. Shook, Planetary Theory, Cambridge 1933, p. 45 u. ff.
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Da Cy eine gerade Funktion von ¢ ist, kann Cy in Cosinustermen der

Vielfachen von ¢ entwickelt werden. Mit der Abkiirzung z = «e’t, so dal
2
26 cos t =z -+ —0;— ist, haben wir nach dem Binomischen Satz

K (x2 n
0K=22_”(z+?) =
n=1

(n—l) ot alm
—T .

2-nzn (1 -+ nZ +

ftam

Die Koeffizienten der cos nt erhdlt man aus den Koeffizienten von 2* und
oz, die also jeweils gleich sein miissen, sodaf es geniigt, nur die
Koeffizienten von 27, n > 0 zu sammeln und dann z* durch 2™ cos nt
zu ersetzen. Demnach ist allgemein der Koeffizient von 2 cos nt

6 5 4
byt (n42) byt LEDLED (4O 04D (4D, 1

(wir notieren nur die ersten Glieder des Koeffizienten). Durch analoge
Uberlegungen findet man, da8 in

K
Sg=2(—1nb,(2sin )"
n=1

die Terme mit ungeradem n = 2u + 1 die sinus der ungeraden Viel-
fachen von ¢, die Terme mit geradem Index n = 2y die cosinus der
geraden Vielfachen von ¢ enthalten. Mit den gleichen Substitutionen wie
oben folgt dann mit 2
o
2% sin t=2— -

und %
Sk =£2‘" (z—--—-q) (— ]_)a —
—n 41 o? n(n—1) 4 n(n—1) (n—2) «8 _;3
—né;2 “ (l—n_z—+T—'%_ 3“!_"‘“—';6‘-}- ")(—l)

als Koeffizient von 2 sin (2‘u + l)t
2u + 5) (2u + 4

(— 1)k baps + (2p + 3) bapys + )
(2u +7) (2p + 6) (2u 4 5)
+ 123 bapes + - $

und als Koeffizient von 2 cos 2ut
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(— 1)~ bz;z 4+ (2u + 2) b2p+z +

+

@r+94 (2e+3),
1‘2 2 u+4 -—*i

(24 + 6) (2p + 5) (2p + 4)

Fiihrt man jetzt

1.2.3 b2ﬂ.+6+"' °

pn-—l bm

by = 2np |

ein, so erhilt man in der Entwicklung

K

n=1

2 (—1r —nl—r p™1 (& sin t)»

als Koeffizienten von 2sin (2u + 1)¢

PRE g2 ptl

pz u+2 g2 p+3

(—De

Cur iz T e+ oo g TiTams

p2 p+d o2 u+s

+ Qu+5) (2u+4) (2u + 5)! 21 228 +

+-- - { Cu+2A+1)--- 2u+A + 2) }(2/“'"

und als Koeffizienten von

‘ pzp—1 g2mn

=" oo

+@p+ 9

PN gt 01
22 + 1)1 AT 2m+eri

+... ,
(A=3,4,5...1),

2 cos 2ut

PEAFL g2t

p2p+3 g2pte
Cr+3) G rprermes t

p2u+2 A—1 g2p+22

+"'{(2l‘+22)"'(2l‘+1+1)} (2”_*_21)!“22;”2)\ + e

Nun ist allgemein

(A=3,4,5,...u).

p*+2A  angewendet auf sin (2u+1) £ gleich (—1)#+A (2u+-1)2#+2A gin (2u--1) ¢

p2+22-1 angewendet auf cos 2ut gleich (— 1)m+A (2u)2k+22-1 gin 2ut .

Ersetzt man also in den Koeffizienten die p* durch ihre Differentiations-
resultate, so erhalten wir allgemein fiir die Koeffizienten von sin 2u¢
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L L

(2u)Tor\2 Cu-+1)T1r\2
. (2ﬂ)2p+3 g \2pt+e (2#)2;”27\—1 £ \2p+2h e
ety rn(s) e ra(s)

und von sin (2u + 1)¢
(2u + 1)2m (3)2p.+1+ (—1)t (2u 4 1)2p+2 ( 8)2p+8

(2u+1)10!\2 u+2r1t \2
(2#—}-1)2‘“'4 & 2 u+b - (2‘u[+1)2p.+21 £\ 2u+2A+1 ) (
revgiarals) e am(s) b

also fiir S, eine Reihe, die nach sin nt¢ fortschreitet (n = 2u gesetzt).
Lassen wir in der Doppelsumme

S 2 K K N nn+27\—1 e n+2A . q
k=22 20 AT (‘2‘) sin. 8 (7)

Koo gehen, so haben wir (vorbehaltlich der absoluten Konvergenz
von (7)) in der Tat die Entwicklung (4) nach sin #¢ mit den Koeffizienten

oo K nn+2k—1 e n+2k_ 1
P St Ay s (7) = Ja(ne)

und damit die Auflésung der Keplerschen Gleichung in der Lagrange-
Besselschen Form.

3. Die absolute Konvergenz der Doppelsumme (7) und damit die
Erlaubtheit der Einfiihrung der Koeffizienten J,(ne) 1aBt sich fiir hin-
reichend kleine ¢ schon elementar mit dem d’Alembertschen Kriterium
erweisen.

In der Summe®)

ey T&_J{;L_):% (“;')WH sin (v + 1)¢ <§;(—V%% (%)mm
kann man, weil
bripr (r+1)2« (v+1)2% v+ 1)x
+1+)T k!~ G+ (w+l+1)...(+1+k) &! > @+ (p+1)*c! ~ (p+1)1&!
ist, setzen

5) Fiir wichtige Hinweise bei der nachfolgenden Majoratenabschétzung danke ich Herrn
Prof. Niethammer.
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PES T Py BCE Y

2

<

(v—l—l)"(_;—)mL - (v-l-l)"(%)“_ (w4 1) (8)v+l KR )

Also wird die Doppelsumme

¥ ¥ 2k vt 2+l
22| (5) e l)tl<
v+l v £)2
(@)= ¢+ (—;—) " (3)
<e'® P
v=0 ('V+ 1)!

Die Majorante konvergiert, wenn nur

L&\ v(%)2 \
(’V -+ 1) (‘E) e v i (v+l)"‘1 (i) e(_;;)z -1
R ‘(s)v e (3| e N2
v Lyv=i{—) e
2
ist, d. h. fiir

Der Konvergenzradius der Entwicklung ist also gréBer oder gleich ¢,

wo ¢, durch
ao)z 1+ 21
e—e =1 oder ge ‘=2 (8)

bestimmt ist®). ¢,=0,660... weicht um weniger als 0,003 von dem von
Laplace angegebenen Wert ¢, = 0,6627... fiir die Giiltigkeit der Ent-
wicklung (2) ab, der sich aus

11+4e,2

1+ V14 &=c¢ce (9)

ergibt, wie sich mit wesentlich héheren Hilfsmitteln zeigen 148t7).

6) Unter dieser Schranke liegen die numerischen Exzentrizititen der Planeten, Plane-
toiden und sogar mancher periodischer Kometen.
7) vgl. etwa Tisserand, Mécanique céleste, t. I, p. 265.
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Mit der Substitution ¢, = tg «, erhilt man bekanntlich aus (9) zur
Bestimmung des Laplaceschen Konvergenzradius die transzendente

Gleichung o
cos «, lognat etg? =1,

wihrend man mit der Substitution % = tg &, fiir ¢, eine analoge Glei-
chung aus (8)

cos?x, lognat ctg oy = 1
erhilt®).

Wiihrend die Herleitung der Entwicklung (4) mit Hilfe des Reversions-
theorems (2) von Lagrange eine Einschrinkung der Bedingung 0<e<1
aus (1) zu 0 < e < ¢ = 0,6627. .. erfordert, erlaubt die Anwendung des
Fourierschen Entwicklungssatzes, die Giiltigkeit der weiteren Bedingung
0 < ¢ < 1 zu zeigen. Die Besselsche Herleitung der Entwicklung (4) ist
also fiir das ganze Intervall 0 < ¢ < 1 giiltig.

2
, VI 4+ . 5
8) Beide Formeln 1+ Y1 +éef = ¢ge und ge 4 = 2 liefern bis auf GréBen
von der Ordnung & als erste Naherungslésung
2 &

e=———

e 4

(Eingegangen den 25. Juli 1940.)
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Uber ausgezeichnete
Vektorsterne und reguldre Polytope

Von H. HADWIGER, Bern

Ein System von 7, alle in einem festen Punkt O angreifenden Vektoren
ay; Ap; ... Gy

eines s-dimensionalen Vektorraumes R,, nennen wir Vektorstern, und
bezeichnen einen solchen mit &,,, und schreiben gelegentlich

6nE{al""an}‘ (1)

Wir setzen voraus, daf der Rang von &, stets gleich s ist, das heifit, die
von den Vektoren des &, aufgespannte Vektormannigfaltigkeit ist mit
dem Vektorraum R, identisch. In diese Voraussetzung ist die Bedingung
n = 8 mit eingeschlossen.

Ziel dieser Arbeit ist es, einige durch besondere Eigenschaften aus-
gezeichnete Typen von Vektorsternen in gegenseitige Beziehung zu
bringen. So lassen sich einfache Zusammenhénge nachweisen, die zwischen
den Sternen vom Pohlke’schen Typus, den Koordinatensternen und den
regelmifigen Sternen, insbesondere den den reguliren Polytopen zu-
geordneten reguldren Sternen bestehen.

Wir entwickeln zunichst die Begriffe, die wir zur Charakterisierung der
ausgezeichneten Sterne, die wir studieren werden, verwenden.

Ist K eine, den Ursprung O festlassende kongruente Abbildung des
Vektorraumes R, auf sich, so bezeichnen wir mit K[x] den Bildvektor
von %, und in sinngeméaBer Ubertragung auf alle Vektoren eines Sternes,
mit K[S,] den Bildstern von S,,.

Die Gruppe aller K, die einen gegebenen Stern &, invariant lassen,

so daB also
K[G,]=6&,

gilt, nennen wir die zum &, gehérende Gruppe. Sie kann auch als Permu-
tationsgruppe der zu &, gehorenden Vektoren a, aufgefaflt werden, oder
als Gruppe von kogredienten Permutationen von Zeilen und Spalten der
zu S, gehorenden Gram’schen Matrix

4= H (05 az) “ ’ (2)
welche diese in sich iiberfiihren.
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Auf Grund der Eigenschaften dieser Gruppe lassen sich gewisse
wichtige Sterntypen charakterisieren. Ein Stern heillt transitiv, wenn
seine Gruppe transitiv ist, das heilt, wenn durch Operationen der Gruppe
jeder Vektor in jeden anderen iibergefiihrt werden kann. Anschaulich
gesehen ist fiir transitive Sterne charakteristisch, daB hinsichtlich der
gestaltlichen Beziehungen, die ein Vektor mit dem gesamten Stern ein-
geht, alle Vektoren des Sternes dquivalent sind.

Ein Vektor s heil3t Symmetrievektor eines Sternes S,,, wenn seine Gruppe
eine Untergruppe von nur die Vektoren Ais invariant lassenden Abbil-
dungen aufweist. Der Vektor s kann zu &, gehoren oder nicht.

Einen Stern nennen wir symmelrisch, wenn alle seine Vektoren
Symmetrievektoren sind. Einen transitiven und symmetrischen Stern
wollen wir regelmdfig nennen. Die vom Mittelpunkt eines reguliren
(konvexen) Polytops nach den Ecken fithrenden Vektoren bilden einen
reguldren Stern. Die reguldren Vielecke des R, sollen als regulire Polytope
mitzéhlen. Im R, sei G, = {¥, — x} der einzige regulire Stern.

Besonders wichtig ist der aus s orthogonalen Einheitsvektoren be-
stehende Hinheitsstern

G, ={e, ... ¢} . (3)

Er ist offenbar transitiv aber nicht symmetrisch. Der Diederstern im R, ist
fir » > 6 symmetrisch aber nicht transitiv. Der Simplexstern, der zum
Simplex gehorende regulare Stern, ist transitiv und symmetrisch.

Einen weiteren Gesichtspunkt, nach welchem Sterne ausgezeichnet
werden konnen, gewinnt man, wenn man die Eigenwerte der Gram’schen
Matrix (2), das heifit die n Wurzeln

}'1’ 129"'}'15 (4)
der charakteristischen Gleichung

|A —AE| =0 (8)

studiert. So hat E. Stiefel') eine Kennzeichnung der Poklke’schen Sterne
fir den Fall » = s + 1 auf Grund der Eigenwerte (4) gegeben. Unter
einem Pohlke’schen Stern versteht man einen &,, der durch schiefe oder
orthogonale Parallelprojektion eines €, im R, auf den R,,8 =n — 1,
entsteht.

1) E. Stiefel, Zum Satz von Pohlke. Comment. Math. Helv. 10 (1937/38), S. 208 bis
225. Vgl. bes. Satz 4 auf S. 213 und die in Satz 5 auf S. 214 enthaltene Umkehrung.
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Fiir die Entwicklung der in diesem Aufsatz zur Sprache kommenden
Zusammenhénge interessieren uns solche Sterne &,, die durch Ortho-
gonalprojektion eines €, im R, auf einen R,, n = s, entstehen. Wir
nennen sie Pohlke’sche Normalsterne.

Dem Gedankengang von Stiefel folgend, wire es nicht schwierig, die
analogen Bedingungen im Falle eines solchen Sternes fiir beliebige
n = ¢ zu finden. Wir werden aber den beziiglichen Satz spiter aus
anderen leichter folgern. (Es handelt sich um Satz III.)

Allgemein 148t sich iiber die Eigenwerte (4) aussagen, dafl genau n — s
davon verschwinden miissen, da s der Rang von A4 ist. Da weiter 4
symmetrisch und nicht negativ definit ist, sind die s nicht verschwinden-
den Eigenwerte reell und positiv.

Noch eine letzte fiir uns wesentliche Definition:

Ein G, = {q,, ... a,} heilt Koordinatenstern, wenn fiir alle Vektoren x
aus R, die Identitat gilt
n .
20,50 =2%. (6)

v=1

Offensichtlich ist ein Einheitsstern €, ein Koordinatenstern, da ja die
Darstellung

S, 1)e, =1 (M
v=1

als geldufige Komponentenzerlegung nach den Richtungen der s Koordi-
natenvektoren interpretiert wird. Die Bildung von (6) kann als direkte
Verallgemeinerung der Darstellung (7) angesehen werden. Da, wie sich
spater ergeben wird, der €, der einzige &, ist, der einen Koordinatenstern
darstellt, sind nur die Fille » > s interessant.

1. Auf einen ersten Zusammenhang, der zwischen ausgezeichneten
Sternen besteht, eintretend, beweisen wir den folgenden Satz:

Satz I. Ein S, ist dann und nur dann etn Koordinatenstern, wenn er ein
Pohlke’scher Normalstern ist.

Wir iiberlegen uns, daB im Falle n > s S, = {a,, ..., a,} im R, dann
und nur dann ein Pohlke’scher Normalstern ist, wenn es in einem zu R,
orthogonalen R, , ein G, = {a,, ..., a,} so gibt, daB die

e, =a,+a, (8)
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im R,, in den man die Riume R, und R,_, eingelagert hat, einen &,
bilden. Im Falle n = s gilt offenbar das letzte bereits fiir die

e, =4aq,. (9)

Diese Aussagen stellen eine Interpretation der Definition der Pohlke’schen
Normalsterne dar.

a) Es sei G, n > s, ein Pohlke’scher Normalstern. Es gilt dann

e,=a,+0a, (=12 ..,n)), (10)
_Ji=pu
€t =lopzw.
Fiir alle Vektoren x aus R, ist
(a,,) =0, (11)

insbesondere auch
(@, a,)=0. (12)

Da €, = {e,, ..., ¢,} im R, ein Koordinatenstern ist, gilt fiir alle Vek-
toren aus R,, insbesondere auch fiir jeden Vektor x aus R, ,

2'5 (e,,x)e, =%, (13)
v=1
oder mit Riicksicht auf (11)
Z(awx)(aerEv)=21(awx)av+21(av,x)3,=x- (14)
v=1 V= y=

Da der Vektor ,, 3
2 (0, %) q,
v=1

zum Raum R,, in dem die beiden anderen in der Relation (14) auftreten-
den Vektoren liegen, orthogonal ist, mufl er verschwinden. Es resultiert

S’(ay,x)ay=x, (15)

v=1

also ist S, ein Koordinatenstern.

b) Es sei ©,, n > s, ein Koordinatenstern. Wir wihlen ein System
von n orthogonalen Einheitsvektoren

pl’ pz: pny
so daB} die ersten s Vektoren

P1r--- Ps
zu R, gehoren. Die iibrigen Vektoren
ps+1 3 e pn
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gehoren dann zu einem zu R, orthogonalen R, ,. Im R, bilden wir nun
die s Vektoren "
q; = Zl(av, p)p,  (E=12,..9); (16)
y=

dann ist mit Riicksicht auf die Orthogonalitét der p,

(9:5 z) = 2 (a,, P3) (a,, Pr)
oder =t
(qi’ qlc) = (pka Az:l(aw pz) av) )

und da &, ein Koordinatenstern ist, wird

)171(%’ P a,=p;
so daf3 16 =k

@, ) = | (i = k) (17)

resultiert.
Mit (16) werden somit s orthogonale Einheitsvektoren definiert. Es
lassen sich weitere # — s Vektoren

Qs+15 +++5> Qn

so hinzufiigen, daf ein System von n orthogonalen Einheitsvektoren

ql’ s C’n
entsteht. Endlich bilden wir die » Vektoren
n
¢; = Z;(Qw pt) P, (?‘ = 1: 2: vee n) . (18)
V=

Aus (16) folgt nun, daB

(Qw pi) = (ai» pv)
ist, so daBl wegen

4_‘?1 (@ P) Py = a;

folgt
e;=a; + a;, (19)
wenn man n
si(Qv’ PP, =0, (20)

setzt. Die a; gehoren dann zu dem von den Vektoren p,, v = s + 1 auf-
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gespannten, zu R, orthogonalen R, ;. Nun ist mit Beriicksichtigung
von (18)

(eh ek) =2 (QV’ pz) (qv’ pk)

-

oder n
(ew ey) = (pk’ %‘l(qv’ pz) QV) = (pk’ pz) s
also
le==Fk
(eren) = | o g = k; _ (21)

Die Vektoren (19) bilden somit einen €,, also ist S, ein Pohlke’scher
Normalstern.

Man iiberlegt sich leicht, daB der Beweis fiir n = s mit einigen Ab-
anderungen der Ausdrucksweise gleich verlauft. Satz I sagt in diesem
Falle aus, dafl der €, der einzige Koordinatenstern &, im R, ist.

2. Durch die Definition des Koordinatensternes wird das Studium der
einem beliebigen Stern
S, ={ay...,a,}

zugeordneten linearen Vektortransformation

=16 = Z@. 90 (22
nahegelegt. Diese hat folgende Eigenschaften:
TE+9) =T+ TH) ; (23)
T(xx) =aT(x) ; (24)
(T(x),9)=(T(n),x). (25)

Wir nennen x Eigenvektor von T, falls
T(x)= Ax ist. (26)
Der zugehorende Eigenwert 4 ist wegen
(T(),x)>0 (27)

positiv. Zwei verschiedenen Eigenwerten zugehoérende Eigenvektoren
sind orthogonal, denn nach (25) gilt

0= (T(x1), %) — (T'(x2), %1) = (A, — Z2) (%;, %2) .
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Die Eigenwerte von 7' sind nun mit den s nicht verschwindenden Eigen-
werten der Gram’schen Matrix

A =] (a;, az) || (2)

identisch. Ist namlich A eine r fache Wurzel der charakteristischen
Gleichung
|4 — iE| =0, (5)

80 besitzt das homogene Gleichungssystem
n
Z,;(a,,, a,) T, = iz, (x=1,2,...,n) (28)
y=

r linear unabhéngige Losungen. Diese ergeben r linear unabhingige
Eigenvektoren von 7, die zum Eigenwert i gehoren, denn aus (28) folgt

n

n n
2 2o, a)z0, =12 20,

p=1v=1 p=1
oder wenn man n
2z, =%
p=1
setzt,
2 T(x) = Ax . (29)

Beriicksichtigt man noch, dafl die zu verschiedenen Eigenwerten gehoren-
den Eigenvektoren orthogonal sein miissen, so ergibt sich, daB die s nicht
verschwindenden Eigenwerte von A Eigenwerte von 7' sind, denen s
linear unabhéngige Eigenvektoren

X1, X2, .00y xa
zugehoren. Man darf nach geldufigen Uberlegungen annehmen, da

1G =k

ist. Ist umgekehrt A ein Eigenwert von 7', so kann er nicht von allen
Eigenwerten von A verschieden sein, da sonst der zugehérende Eigen-
vektor zu allen x; orthogonal sein miiite, was aber fiir keinen nicht ver-
schwindenden Vektor des R, moglich ist. Damit ist die oben stehende
Behauptung betreffend die Eigenwerte von 7' bewiesen. Es ergeben sich
folgende Sitze:

Satz I1. Ein G, ist dann und nur dann ein Koordinatenstern, wenn die 8
nicht verschwindenden Eigenwerte der Gram’schen Matrix von S, alle 1 sind.
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Ist nimlich S, ein Koordinatenstern, so ist A = 1 ein s-facher Eigenwert,
da fiir alle Vektoren des R, die Identitat

T =x
gilt und umgekehrt. In Verbindung mit Satz I gewinnen wir:

Satz III. Ein &, ist dann und nur dann ein Pohlke’scher Normalstern,
wenn die 8 nicht verschwindenden Eigenwerte der Gram’schen Matrixz von
S, alle 1 sind.

3. Es zeigt sich nun, daB viele durch Eigenschaften ihrer Gruppe aus-
gezeichnete Sterne Koordinatensterne und somit auch Pohlke’sche
Normalsterne sind.

Wir zeigen zunichst, dafl ein Symmetrievektor eines Sternes Eigen-
vektor der zugeordneten Vektortransformation 7' ist.

Es sei s ein Symmetrievektor von &,. Nach Definition gibt es dann
in der Gruppe von &, eine Untergruppe kongruenter Abbildungen mit
dem invarianten Vektor s, die G, in sich iiberfiihren. Fiir einen beliebigen
Vektor folgt aus

Z:(ay,x)ay= x/ (30)

2(K(a), K@) K(0,) = K(), (31)
wo K eine Operation der Untergruppe ist. Wegen der Invarianz
K(S,) =6,

erfahren die a, durch K nur eine Permutation, so dafl sich (31) schreiben
1aBt ‘

2 (0. K@) o= K&, (32)
oder
T(K(x) = K(T()). (33)

Wihlen wir fiir x nun den invarianten Vektor s, so folgt aus (33) wegen
K(s)=s
T(s) = K(T(s)). (34)
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Also ist auch 7' (s) invariant fiir alle K der Untergruppe. Hieraus schlieen

wi T(s) = is ,
was zu beweisen war.

Man kann nun nach diesen Vorbereitungen den fiir unsere Ziele wich-
tigen Satz beweisen:

Satz IV. Jeder einer Kugel vom Radius '/ 5 einbeschriebene regelmdflige
n
S,, st etn Koordinatenstern, also auch ein Pohlke’scher Normalstern.

Ferner gilt:
Satz V. Jeder einer Kugel vom Radius '/ % einbeschriebene regulire

S, st ein Koordinatenstern, also auch ein Pohlke’scher Normalstern.

Da fiir 8 < 4 unmittelbar eingesehen werden kann, daf die reguldren
Sterne regelmaBig sind, folgt die Richtigkeit von Satz V fir die Vielecks-
und Polyedersterne direkt aus Satz IV. Wir folgern spater den Satz V aus
einem allgemeineren fiir alle reguliren Polytope giiltigen Theorem.

Nach Definition ist ein regelmafiger &, symmetrisch und transitiv.
Wegen der Symmetrie ist jeder Vektor a, von &, Symmetrievektor, also
wie weiter oben bewiesen wurde auch Eigenvektor der zu &, gehorenden,
durch (22) definierten Transformation 7'. Es sei also

T(az) = Aray (35)
und folglich n
I op = (T(0), ax) = & (0, ap)? - (36)

Wegen der Transivitat von &, gibt es in der Gruppe von &, eine Opera-
tion K, so daf3
K(©G,) =6, und K(a;) = a;

wird. Da K eine kongruente Abbildung ist, gilt zunachst nach (36)

b= Z(E(@) K@) =2 @0 = Aats (D)

v=

denn die rechts auBen stehende Summe entsteht aus der links benach-
barten durch Permutation der Summanden. Da nun die Vektoren tran-
sitiver Sterne alle gleich lang sind, folgt aus (37)

h=24=12; (38)
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alle Vektoren von S, sind Eigenvektoren, die zum gleichen Eigenwert 2
gehéren. Da der Rang von &, nach Voraussetzung s ist, mull A ein
s-facher Eigenwert der zu &, gehorenden Gram’schen Matrix sein.

Ist ¢ der Radius der Umkugel von &, so ist die Spur der Gram’schen
Matrix np?, und da diese eine Invariante ist, gilt

ng?=si,

oder also

A=

n
2
L (39)

Wihlen wir fiir o den Wert V_‘?_ so folgt, daB die s nicht verschwinden-
n

den Eigenwerte von &, alle 1 sind. Mit Riicksicht auf die Satze II und
III ist somit Satz IV bewiesen.

4. Besteht ein &, aus lauter Einheitsvektoren, so nennen wir ihn
normiert. Fir uns sind diejenigen normierten &, von Interesse, fiir die
alle nicht verschwindenden Eigenwerte gleich ausfallen. Die Spurrelation
ergibt fiir den s-fachen Eigenwert

n
A= (40)

durch analoge Uberlegung, wie vor (39). Fiir alle Vektoren des Raumes
gilt dann n n
Tx) =2 (ay, %) a=-—%. (41)

v=1

In dieser Darstellung kann
(0,, %) a,

als Projektion des Vektors x auf die durch den Einheitsvektor q, fest-
gelegte Gerade interpretiert werden.

Wir definieren:

Ein Biischel von n Geraden des R, heilit P-Biischel, wenn die Summe
der n Projektionen eines beliebigen Vektors x auf die Geraden den Vektor

n .
Pk ergibt.

Nach der voranstehenden Betrachtung ist folgendes klar:

Ein Geradenbiischel ist dann und nur dann ein P-Biischel, wenn der einer
Kugel vom Radius ‘/_Z_ etnbeschriebene Stern der Richtungsvektoren der

Qeraden ein Pohlke’scher Normalstern bzw. ein Koordinatenstern ist.
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Fiir viele Uberlegungen ist es wichtig, sich an die sich direkt aus der
Definition ergebende Regel zu erinnern:

Das Vereinigungsbitschel zweier P-Bilschel ist wieder ein P-Bilschel.

Spezielle Vorkommnisse derartiger P-Biischel wurden bereits fest-

gestellt:
So hat E. Schonhardt?) den folgenden Satz ausgesprochen:

»Projiziert man im d-dimensionalen Raum einen Vektor v senkrecht auf
die simtlichen n Kanten eines reguliren Kdrpers gleicher Dimension, so

ergibt die Summe der Projektionen den Vektor % 0.«

Der zitierte Satz wurde fiir die Dimensionen d = 1, 2, 3 von Schénkardt
bewiesen und fiir d > 4 als Vermutung ausgesprochen.

Das Verfahren, das Th. Vahlen®) zum Beweise dieses Projektionssatzes
eingeschlagen hat, eignet sich fiir die Verallgemeinerung auf beliebige
Dimensionen, und liefert z. B. miihelos das Gewiinschte fiir das 2s-Zell,
das (s + 1)-Zell und das 22-Zell.

Nach den Satzen von Schonhardt und Vahlen bilden also die Kanten
eines reguléren Korpers ein P-Biischel.

Es gelingt, wie man leicht einsehen wird, den Satz aus Satz V abzu-
leiten, so daB sich also die Vermutung von Schonhardt im vollen Umfange
bestatigt.

b. Esseien G,, G, ..., G, n Geraden eines beliebigen Geradenbiischels
im R,, und 6,, bezeichne den Zwischenwinkel von G; und @,,.
Wir interessieren uns fiir die Quadratsumme

A=23 2X cos*b,. (42)
i=1 k=1

Diese ist die sogenannte Normalspur der Gram’schen Matrix
A = || cos b || (43)

der Richtungseinheitsvektoren, und mit Riicksicht auf ihre Invarianz

gilt die Relation .
4=372. (44)

y=1

2) B. Schonhardt, Uber die Summe der Projektionen eines Vektors. Deutsche
Mathematik, Jahrg. 2, Heft 3 (1937), S. 446—451. Der zitierte Satz findet sich auf S. 451.

3) Th. Vahlen, Bemerkungen zu der Arbeit: E.Schinhardt, Uber die Summe
der Projektionen eines Vektors. Deutsche Mathematik, Jahrg. 2, Heft 3 (1937),
S. 452—454.
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Da andererseits wegen der Spurregel
n
2Ah=mn
v=1
sein muB, folgert man die Ungleichung

n2
a4z (45)

In (45) gilt das Gleichheitszeichen offenbar dann und nur dann, wenn
alle Eigenwerte gleich sind. Es gilt somit der folgende Satz:

Satz VI. Ein Geradenbiischel ist dann und nur dann ein P-Biischel, wenn
die Quadratsumme der Kosinuswerte der Zwischenwinkel den minimalen
2
Wert % annimmi.
Es sei aulerdem @ eine beliebige Gerade im Raum, und 6, der Zwischen-
winkel von G' und G, des oben betrachteten Biischels. Ist e, |e| = 1,
Richtungsvektor von @ und a,, |a,| = 1, Richtungsvektor von G,, so gilt

n

(T(e),e)= X (a,,¢)2 = 2‘ cos? 0, . (46)
v=1

v=1

Sind alle nicht verschwindenden Eigenwerte von 7 gleich, so ist
n
T(e)= el

woraus wir mit Riickblick auf (46) folgern, daB stets

n n
J cos? 0, = — (47)
v=1 8
ist. Im umgekehrten Sinne ist der analoge Schlufl méglich.

Es ergibt sich:

Satz VII. Ein Geradenbiischel ist dann und nur dann ein P-Bischel,
wenn die Quadratsumme der Kosinuswerte der Zwischenwinkel der Biischel-
geraden mit einer verdnderlichen Geraden konstant ausfdllt. Die fragliche

Konstante ist % .
6. Wir bezeichnen ein P-Biischel mit n Geraden im R, mit P (n, s). So
bilden s orthogonale Geraden im R, offenbar ein P (s, s). Nach Satz V

gibt es stets ein P(n,s), wenn n die Eckpunktszahl eines reguliren
Polytops im R, ist, oder sich als Summe solcher Zahlen darstellen 1aBt.
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Eine derartige Zerlegung ist fiir s = 3 aber nicht fiir alle n = s moglich?),
so daBl die Existenz eines P(n, s) fiir beliebige n = s zunichst fraglich
ist. Wir zeigen aber:

Existenzsatz : Fiir jede Zahl n = s existiert ein P (n, ).

Es gilt namlich:
a) Aus der Existenz eines P(n, s) und eines P (m, s) folgt die Existenz
eines P(n + m, s).
b) Aus der Existenz eines P (n, s) folgt die Existenz eines P (n, n — s).

Die Aussage a) ist eine direkte Folge der Definition und wurde friiher.
bereits erwahnt; b) ergibt sich so: Wenn ein P (n, s) existiert, so gibt es

. . 8 . . .
einen der Kugel vom Radius l/ — einbeschriebener Koordinatenstern
n

s .
S, =1{a,...,0a,}, la,,l=V7 , im R, .

Nach der Charakterisierung der Koordinatensterne, die wir zu Beginn
von Satz I gewahlt haben, gibt es einen Stern

S, =1{a;,...,a,} im R,_,,
wo R,_, orthogonal zu R, ist, so dal im R, die Vektoren
¢, =aq, ”}_ av

einen €, bilden. Wegen der Symmetrie dieser Kennzeichnung ist offenbar
G, im R,_, ein Koordinatenstern, und wegen

n—s8

ei_’-‘:l:ai_*—ai’ Iavl:_“:V ’

n

ist G, der Kugel vom Radius |/ 2% einbeschrieben. So ergibt sich
n

die Existenz eines P(n,n — 3).

Mit Hilfe von a) und b) gelingt der Existenznachweis fir ein beliebiges
P(n,s), s = 2, leicht. Wir nehmen einmal an, der Beweis sei geleistet fiir
alle Dimensionen, die kleiner sind als s. Es gibt also P(n,r) fur alle
n =rund 1 <7 < s;nach b) gibt es also auch stets ein P(r 4 s, s), und

4) Im Falle s = 3 z. B. gestatten alle Zahlen eine derartige Zerlegung mit Ausnahme von
n = 5. So bliebe die Existenz eines P (5, 3) ungewi3.
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wegen der Existenz des P(s, s) nach a) ein P(ks 4+ 7,8), 1 < r<s,
1 < k, sowie auch ein P (ks, s).

Der Existenzsatz ist somit auch richtig fiir die Dimension s. Da er aber
fir s = 1 (trivialerweise) richtig ist, ist er fiir alle s richtig, w.z. b. w.

Y. Wir beweisen jetzt:
Die vom Mittelpunkt eines reguliren Polytops dwrch die Eckpunkte
gelegten Geraden bilden ein P-Biischel®).

Nach Satz VI geniigt es, nachzurechnen, dafl die Quadratsumme der

2
Kosinuswerte der Zwischenwinkel den kleinsten Wert % erreicht.

In der unten folgenden Tabelle sind die zu dieser Verifikation erforder-
lichen Elemente zusammengestellt®).

Die Kolonnen der Tabelle enthalten:

Die Dimension s des Raumes.
Die Bezeichnung des regularen Polytops.
Die Eckpunktzahl n.

Die Nummer ¢ der Sorte von Kosinuswerten. Die n? Elemente der
Gram’schen Matrix wurden zweckméBig in Sorten gleicher Elemente
eingeteilt.

L

5. Die Zahl m, der in der i-ten Sorte enthaltenen gleichen Kosinuswerte.
Offenbar gilt X'm; = n2.
6. Der Kosinuswert cos 0, der i-ten Sorte.

7. Die Quadratsumme
A =2m;cos? 0, .

8. Der Wert A der s nicht verschwindenden, zusammenfallenden Eigen-

werte der Gram’schen Matrix des Polytops.
2

Es stellt sich in der Tat heraus, daB A stets den Wert % annimmt.

Mit dem obenstehenden Satz ist nun auch der dquivalente Satz V,
dessen Beweis wir noch schuldig geblieben sind, sichergestellt.

5) Bei allen Polytopen mit Gegenecken wird die entsprechende Achse zweimal geliefert,
und muB im P-Biischel auch doppelt gezéhlt werden. Selbstverstandlich bilden in diesen
Fallen die einfach geziahlten Geraden ebenfalls ein P-Biischel mit halber Geradenzahl. So
entsteht z. B. aus dem Oktaederbiischel mit 6 Geraden das Orthogonalbiischel mit
3 Geraden.

6) Als Unterlage diente: 4. Urech, Polytopes réguliers de 1’espace & n dimen-
sions et leurs groupes de rotations, Thése E. P. F., Zurich (1925).
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8 Polytop n T my cos g 4 b
i — 2
2 | Reguldres n % n cos 2= . _72';_
n-Eck n 2
t=1 N 2 RS (2
3 Tetraeder 4 1 4 1
1 16 4
—_— 3 3
2 12 3
3 Hexaeder 8 1 8 1
1
2 24 3 64 8
1 3 3
4 —_—
3 2 3
4 8 — 1
3 Oktaeder 6 1 6 1
2 24 0 12 2
3 6 — 1
3 Ikosaeder 12 1 12 1
1
2 60 —_—
Vs
1 48 4
3 60 —_——
Vs
4 12 — 1
3 | Dodekaeder | 20 1 20 1
5
| w v
1
3 120 3 400 20
1 3 3
4 120 —3
5 __V5
60 3
6 20 — 1
4 5-Zell 5 1 5 1 25 5
1 1 I
2 20 -7
4 16-Zell 8 1 8 1
2 48 0 16 2
3 8 — 1
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Polytop n mg cos 6; 4 A
8-Zell 16 16 1
1
64 >
96 0 64 4
1
64 —5
16 —1
24-Zell 24 24 1
1
192 -
144 0 144 6
192 1
2
24 —1
600-Zell | 120 120 1
1440 1+V5
4
1
2400 -
—1 5
1440 +V5
1
3600 0 3600 30
1—V5
1440 B —
2400 !
2
—1—V5
1440 1
120 —1
120-Zell | 600 600 1
1+4+3V5
2400 3
5+V5 90000 | 150
. 7200 —s
1+V5
14400 1
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8 Polytop n 7 mg cos 6; A A
3
4 | 120-Zell | 600 5 7200 T
(Fortsetzung) -
6 2400 —1+3V5
8
7 14400 _:;_jiﬁ..
8
8 14400 Vs
4
1
9 19200 5
10 14400 ﬁgl/i
11 7200 5—V5
8
12 14400 —1+V5
4
1
13 16800 T
—1 5
14 14400 ;rV 90000 | 150
15 14400 3—V5
8
16 32400 0
17 14400 —3 “g Vs
1—V5
18 14400 ——8'/——
1
19 16800 -7
20 14400 1—V5
4
21 7200 —5+ V5
8
—1—V5
22 14400 4
8
1
23 19200 3 .
24 14400 — Vf
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s Polytop n % my cos 6; ] A
4 | 120-zell | 600 | 25 14400 —3—V5
(Fortsetzung) 8 -
26 2400 1—3V5
8
27 7200 _3
1
— 90000 | 150
28 14400 —1—V5_
)
29 7200 —5—V5
8
30 2400 —1-—3V5
8
31 600 —1
s s41-Zell | 541 1 s+ 1 1
(s4+1)2 |s+1
8 S
2 | s(s41) !
S
s 28 ~Zell 2s 1 28
4s8(s—1) 0 4s 2
3 2s —1
s | 2e-zell | 20 | 28 (3) 1 2% N
g 8 8 8
(2=0,1,...8)] (¢=0,1,...9)

Zum Schlusse weisen wir noch auf folgendes hin: Wenn man auller
der durch Satz VII klargestellten, fir P-Biischel charakteristischen
Eigenschaft der Winkel der Biischelgeraden mit einer beliebigen Geraden,
verlangt, daBl die Summe der Kosinuswerte verschwindet, so gelangt
man zu dem von L. Schlifli eingefiihrten Begriff des eutaktischen
Bischels. Herr W. Gruner in Bern machte mich in freundlicher Weise
darauf aufmerksam, dafl bereits L. Schlifli die Eutaxie der reguliren
Biischel hergeleitet hat. ?)

(Eingegangen den 9. August 1940.)

7) L. Schlifli, Theorie der vielfachen Xontinuitdt, herausgegeben von
J. H. Graf, Bern 1901, § 35. Uber die Summe der Quadrate der Projektionen eines
Strahles auf symmetrisch verteilte Richtungen, 8. 134—139.
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Une propriété des variétés du second ordre

Par Louis KoLLRros, Zurich

Steiner a énoncé sans démonstration une propriété des coniques qu’on
peut généraliser dans I’espace & n dimensions.

On sait que le lieu des sommets des angles droits circonscrits & une
conique est un cercle; on le désigne sous le nom de cercle orthoptique de la
conique; le carré de son rayon 7 est égal & la somme des carrés des demi-
axes de la conique.

Pour une ellipse 72 = a® 4 b2 Si h et kb sont deux hyperboles con-
juguées, celle, h, qui est située dans I'angle aigu des asymptotes a un
cercle orthoptique réel ¢ pour lequel 72 = a2 — b2; le cercle orthoptique
¢ de & est imaginaire. Pour I’hyperbole équilatére r = 0. Pour la pa-
rabole r = oo; la droite orthoptique de la parabole est la directrice.

Les rayons de courbure d’une conique ont avec son cercle orthoptique
la relation suivante:

Théoréme de Steiner'): ,,Si, en un point P d’une conique, on porte sur la
normale extérieure n une longueur égale au rayon de courbure de la
conique en P, le cercle ¢’ décrit sur cette longueur comme diamétre coupe
orthogonalement le cercle orthoptique.* Et inversement: S¢ I'on trace un
cercle ¢’ tangent & une conique en U'un de ses points P et orthogonal a son
cercle orthoptique c, le diamétre de ¢’ est égal au rayon de courbure de la
conique en P. Si donc p est la polaire de P par rapport au cercle orthop-
tique ¢, le point P’ ol p coupe la normale n est le symétrique, par rapport
& P, du centre de courbure de la conique en P.

Ce théoréme s’applique aussi & I’hyperbole & située dans I'angle obtus
des asymptotes; le cercle ¢’ orthogonal au cercle imaginaire ¢ de rayon ¢ 7
coupe diamétralement le cercle concentrique réel de rayon r; la polaire
de P par rapport & ¢ est 'antipolaire de P par rapport au cercle réel.
Pour I'hyperbole équilatére, la polaire de P par rapport au cercle O de
rayon nul est le diameétre perpendiculaire & OP. Pour la parabole, le
centre du cercle ¢’ est sur la directrice; on a donc le résultat connu: le
rayon de courbure en un point P d’une parabole est le double du segment
de la normale compris entre P et la directrice.

Au § 1 je démontre le théoréme de Steiner et je prouve qu’il est une
propriété caractéristique des coniques, ¢’est-a-dire que, parmi les courbes
planes, les coniques seules jouissent de cette propriété.

1) Crelle 30, p. 271; Oeuvres complétes, tome II, p. 341.
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Dans le § 2 j’'indique la généralisation du théoréme de Steiner dans
I’espace & trois dimensions: ,,Le diaméire de la sphére tangente & une
quadrique @ en un de ses points P et orthogonale & sa sphére orthoplique est
égal & la somme des rayons de courbure principaux de la quadrique en P,
donc aussi égal & la somme des rayons de courbure des sections normales
de @ menées par deux diamétres conjugués quelconques de I’indicatrice
de P.

Au § 3 je trouve 1’équation aux dérivées partielles de toutes les quadri-
ques admettant une sphére donnée comme sphére orthoptique.

Le § 4 montre que le théoréme de Steiner est le cas particulier pour
n = 2 d’un théoréme de l’espace euclidien & » dimensions relatif aux
variétés du second ordre (ou hyperquadriques).

§ 1. Démonstration du théoréme de Steiner

Une conique ¢’ est harmoniquement circonserite & une conique k¥ quand
il existe un triangle inscrit & ¢’ et polaire & k; il en existe alors une in-
finité ; il y aura donc aussi une infinité de triangles polaires de ¢’ et circons-
crits & k puisqu’on peut transformer les coniques ¢’ et k ’'une en I'autre
par polaires réciproques. Siles ¢’ sont des cercles, ils sont orthogonaux au
cercle orthoptique; ce théoréme a été publié par Faure?); il se trouve déja,
sous sa forme projective générale, dans deux manuscrits de Steiner
intitulés: ,,Der neueste Satz‘‘; I'un est de 1845 et I’autre du 15 juillet 1858;
il se généralise dans 'espace & n dimensions: ,,Les hypersphéres harmoni-
quement circonscrites & une hyperquadrique en coupent orthogonalement
I’hypersphére orthoptique.*

Dans le plan, les points d’intersection des cercles ¢’ et de la conique %
peuvent étre réels ou imaginaires; dans le cas limite ol le cercle ¢’ est
tangent & k, on a le théoréme énoncé dans l'introduction.

En négligeant des infiniment petits du troisiéme ordre, on peut rem-
placer la conique % en un de ses points P par son cercle de courbure &’
en P; soit g son rayon; le cercle orthoptique de &’ a le rayon ¢ ¥2; tout
cercle tangent & k’ et orthogonal & son cercle orthoptique a un diamétre
égal & o.

Plus généralement, si g est le rayon de courbure d’une courbe plane
quelconque en un de ses points P et si ’on considére deux tangentes ¢’ et
t” voisines de la tangente ¢ & cette courbe en P, le cercle conjugué au
triangle ¢ ¢’ t” rend vers un cercle de diamétre ¢ quand ¢’ et ¢” se rap-
prochent indéfiniment de ¢.

) Nouv. Ann. de Math., t. 19, p. 234 (1860).
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La vérification analytique du théoréme de Steiner est trés snnple
Soit

@2 Y
4t p—1=0

I’équation d’une conique;
©?*+y*=A+ B

celle de son cercle orthoptique c¢; P(z, ) un point quelconque de la
conique;
zx+yy=A+ B

I’équation de la polaire p de P par rapport au cercle c.
Les équations de la normale & la conique en P sont:

= zA ¢ = y
=T+ —- e y=y+ 5
cette normale coupe la polaire p au point P’ pour lequel le paramétre 1 a
la valeur: A=A + B — xz* — y2.
Le diamétre d = PP’ du cercle ¢’ sera donc:
2

<A+B—x2—y2>VA2 e

On trouve la méme expression si ’on calcule le rayon de courbure & la
conique en P.

Le théoréme de Steiner est wne propriété caractéristique des coniques.

Etant donné le cercle fixe ¢: #% 4 y? = r2, cherchons toutes les courbes
planes telles que — P étant un point quelconque de la courbe, M le centre
de courbure en P et P’ le symétrique de M par rapport & P — le cercle
¢’ de diamétre d = PP’ soit orthogonal au cercle donné c.

Pour trouver I’équation différentielle la plus simple de cette famille
de courbes, il faut choisir le systéme de coordonnées dans lequel le rayon
de courbure s’exprime le plus simplement. Considérons la courbe comme
enveloppe de la droite:

zcosu + ysinu=1p;

p et u sont les coordonnées polaires du pied N de la perpendiculaire
abaissée de l'origine O sur la droite. Lorsque P se déplace sur la courbe le

segment ON = p est une fonction de 'angle u. Il est facile de voir que la
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dérivée p’(u) de la fonction p (u) est représentée par la distance du point N
au point de contact P de la droite avec son enveloppe et que le rayon de
courbure de cette enveloppe en P est égal & la somme de la fonction p (u)
et de sa seconde dérivée p” (u).

Ainsi les deux conditions du probléme sont:

d=p+p"

d\?2 d\?
(P+?)+P/2="2+(-2“) ,

condition d’orthogonalité de ¢ et ¢’. On en déduit 'équation différentielle
des courbes cherchées:
pp” + p” + 2p* =12,

et

La substitution p? = ¢ la transforme en:

t" 4 4t = 299

dont I'intégrale est:
2

t=p*=0C cos 2u + D sin 2u—]—% .

C’est ’équation tangentielle de toutes les coniques admettant le cercle
donné comme cercle orthoptique.

Les directions des axes sont données par p’= 0 ou tg 2u= —g— et

leurs longueurs 2a et 2b par:

r2
@=d="1 1 |/02+1)2

r2
b2=B=7—— C? - D2

; A+ B=12% .

Pour C =D =0, on a le cercle de rayon%; giD=0et C #£0,0na
les coniques rapportées & leurs axes: ellipses ou hyperboles suivant que B
est positif ou négatif; leur équation peut s’écrire:

p? = A4 cos?u 4+ Bsin?u ;

8i C = 0 et D # 0, on a les coniques précédentes tournées de 45° autour
de leur centre.
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§ 2. Généralisation dans Pespace A trois dimensions

Soit f(z,, x,, ¥3) = 0 I’équation d’une surface dans l'espace & trois
dimensions.

Posons: of
"a';‘— =f;, et

0% f

o, axk = fnc = fm' s

on aura (en supprimant le signe somme):
fidz; =0
et les 3 égalités: df, = fudx,, © et k= 1,2, 3, la sommation devant

étre faite sur I'indice qui se répéte. Soit » la normale en un point quel-
conque P(z,) de la surface; ses cosinus directeurs sont:

o="tt on Bopiptf;
donc
de;,  df; . dr )
¢, f F

Mais
__ duz;

de,
(4

pour un déplacement de P sur une de ses lignes de courbure, p étant le
rayon de courbure correspondant. On a donc en remplacgant ¢, et df; par

leurs valeurs:

Fdzx, ar
ad =f¢kdxk_f¢—F- .

Si, aux trois équations ainsi obtenues :

r ar
(fn""_‘) dz, + fre day + frs dzs __flT::O
[
r dF
fradw, + (fzz — -g—) dx, + fas s —fe F = 0

F dF
fra da, + fas dws -+ (fsa——e“) dxa_fa—ﬁr-‘: 0

on ajoute:
fi dz, + fa da, + fs dzs =0,

on aura 4 équations homogénes en dzx,, dx,, dx, et — %ﬁ—'; il faut done

que I'on ait, quand P se déplace sur une ligne de courbure:
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F
fu—T f12 . f13 fl
flz fzz_‘? /23 fz —0 .
F
fls fzs fsa—“‘“é“ fs
h fa fa 0

C’est ’équation du second degré en g dont les deux racines sont les rayons
de courbure principaux g, et g, de la surface en P.

Dans le cas particulier des quadriques:

M=+ + 4 —1=0,

z; _ 1
fi'—zi—’ fii“ Ai

I’équation en g devient :

x (1 F\ (1 F zy (1 F 1 F
-2 G- F - )
47 \4, e 4, e A; \4, e 4, [

+ A ( 1 F) ( 1 F) —0
Az\4, o) \4, o
a; 3 3 .
0 — (A2+As)A—I‘F(A3+A1)Z;+(A1+A2)Z— Fo+ A, A,A;F4=0,

3
ou

ou

2
T;

2 . y Tt
P=3

Le coefficient de — g, somme des deux rayons de courbure principaux,
peut aussi s’écrire:

(A, + A4, +A;—x} —a;—a) F=0,+ 0, -

Mais on trouve la méme expression en calculant le diamétre d de la sphére
tangente & la quadrique en P et orthogonale & sa sphére orthoptique:

B+t ai=4,+4,+4, .
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Les 3 équations de la normale » & la quadrique en P(z,) sont:
X, =+ fi4;

le plan polaire:
2, X; = A, + A, + 4,

de P par rapport & la sphére orthoptique coupe z au point P’ pour lequel
h=X (4, — )
puisque z;f, =1 ; alors PP’ ou

d=XA;—a)F=0,+ ¢, -
On a donc le
Théoréme : Le diamétre de la sphére tangente & une quadrique @ en Uun
quelconque de ses points P et orthogonale & la sphére orthoptique de Q est égal
@ la somme des rayons de courbure principauz de la quadrique en P, done
aussi égal & la somme des rayons de courbure des sections normales de @
menées par deux diamétres conjugués quelconques de ’indicatrice de P.

§ 3. Equation aux dérivées partielles des quadriques admettant une
sphére donnée comme sphére orthoptique

Pour trouver cette équation nous utiliserons dans 1’espace & trois
dimensions le systéme de coordonnées tangentielles analogue & celui que
nous avons employé dans le plan au § 1.

Nous considérons la surface comme enveloppe du plan:

P = %, CO8 U COSB ¥ -+ &, Sin % cos v + x, 8in v ;

la distance p = ON, la longitude u et la latitude v sont les trois coordon-
données polaires du pied N de la perpendiculaire abaissée de 1’origine O
sur le plan; #,, z,, x; sont les coordonnées rectangulaires du point de
contact P du plan avec la surface. Quand P varie sur la surface, p est
une fonction de u et v. Si I'on calcule les dérivées partielles p,, et p),

on voit que le déterminant des coefficients de z,, x, et x, dans les ex-
!

pressions de p, c(z:“v et p, est égal & un; on a donc:
1%
a4t ai=pt+ (2 ) 4
ou
- ()
2 (_Pu_ )
PN co8 v TP
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Les rayons de courbure principaux g, et g, de la surface en P s’expri-
ment & l'aide des dérivées partielles secondes p/,, pZ,, p’,. Si l'on
désigne par R, S et T les expressions suivantes:

V4 2 :
Py, . sinv , P, sinwv

/
cosv+cos"vp“ " cos? v cosvp"+p’

R=p+9p,; 8=

b

on a:
R4 T =09 + 0, et BT — 8% = g, 0, .

Si donc on reporte sur la normale extérieure n & la surface en P la
longueur PP’ = d = g, + g,, la sphére de diamétre d sera orthogonale
3 la sphére fixe: a2} + a3 + 23 = 72 si on a:

d\2 —— d\2
(p+5)+ PR =t (5)

ou
/

p2+pd+( Pu )2+1o,’,"’=r2

cos v

et enfin en remplagant d par sa valeur R 7 :

PO, + P," + sec?v(pPy, + p,°) —tg v - pp + 3PP =1 .
C’est ’équation aux dérivées partielles cherchée.

En posant p? = ¢, elle prend la forme simple:
87, +sectv.ty, —tgv.t,+ 6t=2r .

En particulier, si 72 = A4, + A, + A, les intégrales de cette équation
représentées par les quadriques rapportées i leurs axes sont:

t = p? = (A, cos?u + A, sin2u) cos2v 4+ 4, s8in?v .

Suivant que le nombre des A; positifs est trois, deux ou un, ces surfaces
sont des ellipsoides, des hyperboloides & une nappe ou des hyperboloides

4 deux nappes.
Les autres intégrales sont les équations tangentielles de ces mémes
quadriques aprés une rotation quelconque autour de l’origine.
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§ 4. Propriété des variétés du second ordre

Nous démontrons maintenant le théoréme général relatif & une hyper-
quadrique située dans un espace & n dimensions.

Théoréme : Le diamétre de Ihypersphére tangente & une hyperquadrique@
en Uun de ses points P et orthogonal o Uhypersphére orthoptique de Q est égal
& la somme des (n — 1) rayons de courbure principauzx de hyperquadrique
en P.

Dans sa ,,Theorie der vielfachen Kontinuitat®, Schlifli avait déja
montré (p. 154) qu’une hyperquadrique @:

o, o A
A_l_i._.zg-*-...—l-z—_.

n

a une hypersphére orthoptique.

Si I'on pose: 1 n g2
=2
p i=1 A,,-

les cosinus directeurs c; de la normale & I'hyperquadrique en un de ses
points P (x,) sont:
p;
C; —
i A‘

et la distance du centre O au plan tangent en P est:
T, =D,

en supprimant le signe somme (¢ =1, 2,...#n). On a donc aussi pour

cette distance p, I’expression:
p2=A;c.

Si 'on méne par l'origine O n directions (1), (2), ..., (») formant un
systéme orthogonal et si 'on désigne leurs cosinus directeurs respective-
ment par:

¢;, pour la direction (1), ¢;, pour la direction (2), ..., ¢;, pour la direc-
tion (n), ¢ variant de 1 & », les hyperplans tangents & @ perpendiculaires &
ces n directions formeront aussi un systéme orthogonal et leurs distances
Py & Porigine seront données par les » équations:

pr=A;c;, k=1,2,...,n .
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En les additionnant et en remarquant que les c,, satisfont aux con-
ditions d’orthogonalité:

n

2
=1,
i=1
on a:

P4+ =4+ ---+4,.

Si le point d’intersection I des » hyperplans tangents orthogonaux a les
coordonnées X ;, la distance O sera donnée par:

O =X{+ .-+ Xy =pi+ -+ +1,
et le lieu géométrique de tous les points analogues & I est 'hypersphére
orthoptique:

X4+ Xi=dy4 - 44, .

L’hyperplan polaire = d’'un point P(x,) de I’hyperquadrique @ par
rapport & I’hypersphére orthoptique a 1’équation:

2, X, = A, + -+ A4,.

La normale n & @ en P est donnée par les n équations:

X,-=xi+ 'l}-;

elle coupe @ au point P’ pour lequel A =2X(4; — 23) et le diamétre
PP’ = d de 'hypersphére tangente & @ en P et orthogonale & I’hyper-
sphére orthoptique de @ est donnée par:

d= 1 > (A,— a3 isque Z—-—xﬁ =
_— J—— 1 —
o (4i—) puisqu T

®

1
I

11 est facile de voir par une méthode analogue & celle du § 2 que d est
aussi égal & la somme des rayons de courbure principaux g,, @5, .-+, On—1
de I’hyperquadrique @ en P.
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Ces p, sont, en effet, les racines de 1’équation du degré (n — 1) en p:

1 1 x
_— (| 0 1
4, pe 4,
1 1 Ty
0 e e 0 L2
4; pe 2
................................................... =0
1 1 z,
0 0 e Z_”mz_)z) a
| e Zn_ 0
A, A, A,
ou:
211 11 21 1 1 1
ALy (Lody, o gm Ly (L)
4i\4, pe 4, pe 4.\4, pe 4,, pe

En multipliant par 4,4, ... 4, 0" et en tenant compte de I’équation
2
N
de Q: X 4,
des rayons de courbure principaux de @ en P, est identique & l'ex-
pression trouvée pour d:

= 1, on voit que le coefficient de — ¢"~2%, donc la somme

1
01+ 0+ "'+9n—1='172(44i—x3)=d .

Le produit de la distance p par la somme des g, est égal a la puissance
du point P par rapport & I’hypersphére orthoptique de @.

(Recu le 31 aolit 1940.)
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Uber denRang geschlossenerLiescher Gruppen

Von Heinz Hopr, Ziirich L.E.J. Brouwer
zum 60. Geburtstag

1. Der , Rang 1 einer geschlossenen Lieschen Gruppe @ soll im
folgenden so definiert sein: @G enthilt A-dimensionale, aber nicht hoher-
dimensionale Abelsche Untergruppen. Diese Definition weicht zwar von
der iiblichen etwas ab, sie ist aber am Platze, wenn man will, daB der
nachstehende Satz von E. Cartan fiir beliebige geschlossene Gruppen,
nicht nur fiir halb-einfache, Giiltigkeit habe:1)

Die Summe der Bettischen Zahlen einer geschlossenen Gruppe vom Range
A ist gleich 22,

Da der Rang bereits durch die Eigenschaften der Gruppe in der Um-
gebung des Eins-Elementes bestimmt ist, vermittelt der Satz eine der
interessanten Beziehungen, die zwischen der lokalen und der globalen
Struktur von G bestehen. Er ist von Cartan im Rahmen seiner Theorie
der invarianten Integrale durch eine Rechnung bewiesen worden.

Wir werden im folgenden fiir den Rang eine Deutung innerhalb der
Homologie-Theorie der Gruppen-Mannigfaltigkeiten angeben, welche
die Giiltigkeit des Satzes in Evidenz setzt. Als Koeffizientenbereich fiir
die Homologien soll der Korper der rationalen Zahlen — oder auch der
Korper der reellen Zahlen — dienen; dann ist, wie ich gezeigt habe, der
Homologie-Ring R (@) einer geschlossenen Gruppe G dimensionstreu
isomorph dem Homologie-Ring eines topologischen Produktes

S;=<8y>=-+x8;,, =1,

wobei die S; Sphéiren von ungeraden Dimensionen sind.2) Es ist klar, daf3
die Summe der Bettischen Zahlen dieses Produktes, also auch die Summe
der Bettischen Zahlen von @, gleich 27 ist; daher ist der Cartansche Satz
mit dem folgenden équivalent:

Der Rang A von G st gleich der Anzahl | der Faktoren in dem Sphiren-
produkt, dessen Ring dem Ring von G isomorph ist.

Dieser Satz enthilt die Deutung des Ranges als HomologiegroBe; er

1) (2), Nr. 56; (4), § VII, p.24.—Die fotten Nummern in Klammern beziehen
sich auf das Literatur-Verzeichnis am Ende der Arbeit.

?) H.Hopf, Uber die Topologie der Gruppen-Mannigfaltigkeiten und
ihrer Verallgemeinerungen [Annals of Math. 42 (1941)].
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wird im folgenden neu bewiesen werden, und zwar mit prinzipiell anderen
Hilfsmitteln als denen, auf welchen der friihere Beweis des Cartanschen
Satzes beruht.3)

2. Die zu beweisende Gleichheit zwischen der ,,lokal”“ definierbaren
Zahl 1 und der ,,global‘‘ definierten Zahl ! wird mit Hilfe des Brouwer-
schen Abbildungsgrades zu Tage treten. Wir betrachten fiir eine ganze
Zahl k die Abbildung
pr(x) = 2%,
welche jedem Element von @ seine k-te Potenz zuordnet; ihr Grad sei y,.
Die Gleichheit A = [ ist gesichert, sobald fiir eine Zahl k£ > 1 die beiden
folgenden Sitze bewiesen sind:

Satz I. Der Homologie-Ring der geschlossenen Gruppe@ sei dem Ring des
topologischen Produktes von I Sphiren ungerader Dimensionen dimensions-
trew isomorph; dann ist y, = k'

Satz I1. Die geschlossene Gruppe G enthalte eine A-dimensionale Abelsche
Unitergruppe, und es gebe keine hoher-dimensionale Abelsche Untergruppe
von G; dann ist y, = kA

Beide Sitze gelten fiir beliebige ganze Zahlen k.

3. Die Beweise der beiden Satze werden ganz unabhéngig voneinander
sein; der Abbildungsgrad zeigt sich in ihnen von zwei verschiedenen
Seiten: das eine Mal tritt er als eine der GroBen auf, die zu dem Homo-
logietypus einer Abbildung gehoren, das andere Mal als Bedeckungszahl
der Umgebungen einzelner Punkte. Mit diesen Andeutungen ist folgendes
gemeint :4)

Eine Abbildung f einer Mannigfaltigkeit M in sich bewirkt eine Ab-
bildung des Homologie-Ringes R (M) in sich, die wir ebenfalls f nennen;
sie ist ein additiver Homomorphismus. Die algebraischen Eigenschaften
dieser Ring-Abbildung charakterisieren den Homologietypus der Ab-
bildung f von M. Das Eins-Element des Ringes R(M), das durch den
orientierten Grundzyklus von M reprisentiert wird, bezeichnen wir selbst
mit M ; dann ist der Grad y von f durch die Gleichung

HM) =yM
gegeben. Dies ist die algebraische und globale Definition des Grades, die

wir beim Beweise des Satzes I benutzen.

2) Dadurch wird die in FuBnote 30 meiner Arbeit?) gestellte Aufgabe gelost.
4) Alle im folgenden benutzten Eigenschaften des Abbildungsgrades findet man im
Kap. XII der ,,Topologie I‘ von Alexandroff-Hopf [Berlin 1935].
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Dem Beweise des Satzes II dagegen liegt die anschauliche und lokale
Bedeutung des Grades zugrunde. Die Abbildung f heie im Punkte ¢
,»glatt®, wenn jeder Punkt p, der auf ¢ abgebildet wird, eine Umgebung
besitzt, in welcher f eineindeutig ist; ist f in ¢ glatt, so besteht das Urbild
f~1(q) nur aus endlich vielen Punkten, da in der Umgebung eines Hau-
fungspunktes von Urbildpunkten von ¢ die geforderte Eineindeutigkeit
nicht bestehen konnte; eine Umgebung von ¢ erleidet also eine endliche
Anzahl schlichter Bedeckungen durch die Bildmenge; die Bedeckungs-
zahl, d. h. die Anzahl der positiven Bedeckungen vermindert um die
Anzahl der negativen Bedeckungen, ist der Grad von f. Er héngt nicht
von dem Punkt g ab, es gilt also der folgende ,,Hauptsatz‘ iiber den
Abbildungsgrad: Ist die Abbildung f in zwei verschiedenen Punkten g,
und ¢, glatt, so sind die Bedeckungszahlen in den beiden Punkten einan-
der gleich; ist insbesondere die Bedeckungszahl in einem Punkt ¢, von 0
verschieden, so kann sie in keinem Punkt gleich O sein, es gibt also zu
jedem Punkt ¢ wenigstens einen Punkt p mit f(p) = g¢.

Die Glattheit in einem Punkte ¢ ist speziell dann gesichert, wenn f
stetig differenzierbar ist und die Funktionaldeterminante in keinem
Urbildpunkt von ¢ verschwindet; das Vorzeichen einer Bedeckung von ¢
ist dasselbe wie das Vorzeichen der Funktionaldeterminante in dem
betreffenden Urbildpunkt.

4. Der Satz I wird im § 1 bewiesen (fiir beliebige k). Die Untersuchung
des Homologietypus der Abbildungen p, geschieht mit Hilfe des Begriffes
der ,,minimalen‘‘ Elemente eines Homologieringes (Nr.5) und unter
Benutzung der Theorie des ,,Umkehrungs-Homomorphismus‘‘ (Nr. 9).

Der § 2, der den Beweis des Satzes II enthilt (fiir £ > 0), kann ohne
Kenntnis des § 1 gelesen werden; aus der Homologietheorie kommt in
ihm nichts vor. Die Grundlage des Beweises ist die Tatsache, dall die
Funktionaldeterminante einer Abbildung p, bei positivem k nirgends
negativ ist (Nr. 15). Zur Vemieidung von Komplikationen nehmen wir
die geschlossene Gruppe G als analytisch an, was bekanntlich keine Ein-
schrinkung bedeutet. Aus der Theorie der kontinuierlichen Gruppen
werden die folgenden beiden Séitze ohne Beweis benutzt: 1. Die Existenz
eines kanonischen Koordinatensystems in der Umgebung des Eins-
Elementes (Nr. 17). — 2. Die Tatsache, daBl jede kompakte zusammen-
hingende Abelsche Untergruppe von @ ein ,,Toroid* ist, d. h. das direkte
Produkt von endlich vielen Kreisdrehungsgruppen (Nr.18). — Zwei
weitere Sitze iiber geschlossene Liesche Gruppen, die auf dem Wege zum
Satz II auftreten, werden wir nicht als bekannt voraussetzen, sondern

121



mit Hilfe des Abbildungsgrades neu beweisen: a) Jede geschlossene
Gruppe wird von ihren infinitesimalen Transformationen erzeugt, d. h.
sie wird von ihren einparametrigen Untergruppen vollstindig tiberdeckt
(Nr.17). — b) Diejenigen Toroide in &, welche nicht in hoherdimen-
sionalen Toroiden enthalten sind, haben sdmtlich die gleiche Dimension 4
(NT. 21).

Im § 3 werden, im AnschluB an den § 2, noch einige weitere Bemerkun-
gen iiber die Abbildungen p, gemacht; dabei treten die bekannten
,,singuldren‘‘ Gruppenelemente auf, und unser Rang A = ! wird mittels
der charakteristischen Polynome der zu G adjungierten linearen Gruppe
ausgedriickt, wie es bei halb-einfachen Gruppen iiblich ist (Nr. 26).

Ich mochte noch feststellen, dafl Gespréche mit Herrn H. Samelson
dazu beigetragen haben, die in dieser Arbeit behandelten Fragen zu
klaren.

§ 1.

b. Der Koeffizientenbereich fiir die Homologien soll immer der rationale
Korper sein. Die Homologieklassen einer geschlossenen orientierbaren
Mannigfaltigkeit M werden in der iiblichen Weise durch Bettische
Addition und Schnitt-Multiplikation zu dem Ring R(M) vereinigt.

Ein homogen-dimensionales Element V von R(M) heilit ,,minimal‘,
wenn es keine anderen Vielfachen in R (M) besitzt als die durch Multipli-
kation mit rationalen Zahlen x entstehenden Vielfachen «¥V — welche
die gleiche Dimension wie ¥V haben — und als die 0-dimensionalen
Elemente — welche infolge des Poincaré-Veblenschen Dualitatssatzes
Vielfache jedes von 0 verschiedenen Elementes sind ; die 0-dimensionalen
Elemente selbst rechnen wir nicht zu den minimalen.?)

Es gilt der Invarianzsatz: Bei jeder stetigen Abbildung von M in eine
Mannigfaltigkeit M’ ist das Bild eines minimalen Elementes von R(M)
wieder ein minimales Element von R(M’).5)

6. In der Mannigfaltigkeit I" sei eine stetige Multiplikation erklirt,
d. h. jedem geordneten Punktepaar (p, ¢) von I sei ein Punkt p - ¢ von
I zugeordnet, der stetig von dem Paar (p, ¢) abhéngt. Setzen wir

p-q=L,(q) = R,(p),

so ist L, eine stetige Abbildung von I in sich; da L, stetig von p abhéngt,
ist die durch L, bewirkte Abbildung des Ringes R (I") in sich unabhangig
von p; wir nennen diese Ringabbildung L ; analog ist die Ringabbildung R
erklart.

5) A.a.0.2), Nr. 32—34.
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Ist M irgend eine Mannigfaltigkeit®), und sind f, g zwei Abbildungen
von M in I', so wird durch

P!,a(a’) = .f(a) ‘g(a),

wobei a einen variablen Punkt von M bezeichnet und das Produkt auf der
rechten Seite im Sinne der stetigen Multiplikation in I" zu bilden ist, eine
neue Abbildung von M in I" erklart; die durch f, g, P, , bewirkten Ring-
abbildungen nennen wir ebenfalls f, g, P; ,

Hilfssatz 1. Fiir jedes minimale Element V von R (M) gilt
P, , (V)= Rf(V) + Lg(V) .

Beweis. Die stetige Multiplikation in I" kann als Abbildung F des topo-
logischen Produktes I' =< I" in I" aufgefaf3t werden:

Fp=q)=1p-q

fiir jedes Punktepaar (p, ¢) von I'. Ist Z irgend ein Element von R(I")
und E das durch einen einfachen Punkt reprisentierte Element, so ist?)

F(E=<Z)=L(Z), F(Z=E)=R(Z). (1)
Sind I1,, I1, die Projektionen von I" < I" auf I', die durch
ILip=g)=p, IL{®xq9=4¢

gegeben sind, so ist?)
IZ<E)=ILE=<Z)=12, (2a)

M(ExZ)=I,Z~E) =0, (2b)

wobei fiir (2b) vorausgesetzt ist, daBl Z positive Dimension hat.
Die Abbildungen f und ¢ von M in I" bewirken eine Abbildung @ von

MinI'<I:
Q(a) = f(a) =< g(a)
fiir jeden Punkt a von M ; es ist
P,,=FQ, (3)

mLe=f, ILQ=yg. (4)

¢) Alle Mannigfaltigkeiten sollen geschlossen und orientierbar sein.
7) Analog wie oben bezeichnen wir die durch die stetigen Abbildungen F, II, ... be-
wirkten Ring-Abbildungen selbst mit F, II, ....

123



Es sei nun V ein minimales Element von R(M); nach dem Invarianz-
satz (Nr. 5) ist @ (V) minimales Element von R(I">= I'); die minimalen
Elemente dieses Ringes sind aber, wie man aus den bekannten Homologie-
und Schnitt-Eigenschaften in Produkt-Mannigfaltigkeiten leicht be-
statigt?), die Elemente

(V'<E)+ (E=xV"),

wobei V/, V” minimale Elemente von R(I") sind, die auch 0 sein kénnen.
Es gibt also zwei solche Elemente V', V" in R(I"), daB

Q)= (V'<E)+ (E=V") (5)

ist. Aus (5), (4), (2a), (2b) folgt

Vi=((V), V'=g(¥),
also
QV)= ({(V)=E) + (BE=g(V)) . (6)
Aus (6), (3), (1) folgt
P, (V)= Rf(V)+ Lg(V), (7)
was zu beweisen war.

7. Wir nehmen jetzt an, dal die stetige Multiplikation in I" ein Eins-
Element besitzt ; es gebe also einen Punkt e, so da@ fiir jeden Punkt p
ep=p-e=p

ist. Dann ist L, die identische Abbildung von I’ auf sich, und L die
identische Abbildung von R(I") auf sich; das Gleiche gilt fiir B, und R.
Die Gleichung (7) lautet daher

Py, (V) =f(V) +g(V) . (8)
Wir betrachten in I" die Potenzabbildungen

Pe(®) = 2% ;
fiir sie gilt
po(@) =e,  Pp(®) =& Ppa(@) 3 (9)
falls in I" die Gruppenaxiome erfiillt sind, sind diese Abbildungen von

vornherein fiir alle positiven und negativen k definiert; andernfalls sind
sie durch (9) wenigstens fiir alle positiven & definiert.

8) Man vgl. Kap. V der ,,Topology‘ von Lefschetz [New York 1930].
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Hilfssatz 2. In I sei eine stetige Multiplikation mit Eins-Element er-
klart; die Potenzabbildungen p, seien in dem soeben besprochenen Sinne
definiert. Dann ist fiir jedes minimale Element V von R(I")

pe(V) = EkV . (10)

Beweis. Fir k=0 und k =1 ist (10) offenbar richtig. Setzen wir
M =T,f=p,g = Py, soist nach (9) p, = P, ,, und folglich nach (8)

Pe(V) =V 4 ppi(V) .

Hieraus folgt (10) fir positive & durch SchluB von k& — 1 auf k, fiir
negative £ durch SchluBl von £ auf & — 1.9)

8. Als weitere Vorbereitung fiir den Beweis des Satzes I stellen wir hier
Eigenschaften des Ringes der Produkt-Mannigfaltigkeit

P=8,>%8;>=--=x8§,

zusammen, wobei die S; Sphéiren von ungeraden Dimensionen sind; die
Beweise iibergehen wir.?)

Die durch die Grundzyklen repriasentierten Elemente der Ringe R(S,)
und R (P), also die Eins-Elemente dieser Ringe, seien selbst mit S; bzw.
P, die durch einfache Punkte reprisentierten Elemente dieser Ringe
seien mit ¥, bzw. E bezeichnet.

In R(P) besteht eine volle Homologiebasis, d. h. die Vereinigung von
Homologiebasen aller Dimensionen, aus den 2! Elementen

X;=<X,=<- =X, (11)

wobei X, entweder S; oder E, ist.

V, sei dasjenige Element (11), in welchem X, =S8;, X; = E, fur
j #14ist. V,, ..., V, sind minimale Elemente, und zwar bilden sie eine
Basis aller minimalen Elemente von R (P): sie sind linear unabhéingig,
und jedes minimale Element ist eine lineare Verbindung von ihnen.

?) Herr B. Eckmann hat mir gezeigt, dal der Hilfssatz 1 seine Giiltigkeit behélt, wenn
man die in ihm behauptete Gleichung als Gleichung in einer Hurewiczschen Homotopie-
gruppe deutet und unter V eine Sphire beliebiger Dimension versteht; sowie, da@ der
Hilfssatz 2 giiltig bleibt, wenn man (10) als Gleichung in einer Hurewiczschen Gruppe
deutet und unter V irgend ein Element dieser Gruppe versteht.

125



Z; sei dasjenige Element (11), in welchem X, = + K, X, = §; fir
§ 5 4 ist, wobei das Vorzeichen von E, so gewihlt ist, daB Z,-V, = + E
ist. Das System aller Produkte

Zil.Zig...Zf,’ 7:1<7:2<"'<1:,., (12)

zusammen mit dem Eins-Element P ist bis auf Vorzeichen identisch mit
dem System der Elemente (11); es bildet also eine Basis in R(P); be-
zeichnen wir die Produkte (12), in welchen » > 1 ist, mit Y,, ¥,, ...,
8o haben wir also eine Basis

PZ,...,2,,Y,,Y,,...; (13)
sie ist dual zu der Basis
E V., V,,Wy, Wy, ... (14)

(auf den Bau der Elemente W, kommt es im Augenblick nicht an); da
die Basis (13) zur Basis (14) dual ist, bedeutet: es ist

P‘E=Zi‘Vi=Yj'W,-=E,

wahrend fiir jedes andere Paar aus (13) und (14), in welchem die Dimen-
sionszahlen der beiden Elemente sich zur Dimensionszahl von P erginzen,
das Produkt gleich O ist.

Folgende Produktregeln sind wichtig:

Z,-Zy+...°Z;=+E, (15)

wobei es uns auf das Vorzeichen nicht ankommt; ferner
-Z,+Z,=0, (16)
Z;"2;=—12;-2Z; fir i+#7; (1n

(die Voraussetzung, da die Dimensionen der S; ungerade sind, ist im
vorstehenden nur fiir (17) gebraucht worden).

9. Wir erinnern jetzt an den ,,Umkehrungs-Homomorphismus‘ der
Abbildungen von Mannigfaltigkeiten.1?) Es seien M, M’ zwei Mannig-
faltigkeiten ; {U,} bzw. {U}} seien volle Homologiebasen in ihren Ringen,
und {X,} bzw. {X}} seien die zu diesen Basen dualen Basen. Eine Ab-
bildung f von M in M’ bewirkt eine Abbildung von R(M) in R(M'), die

durch
e HU) = Za, U, (18)

10) H, Hopf, Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten [Crelle’s
Journ. 168 (1930), 171—188], Satz I und Satz Ia.
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gegeben sei; dann gilt der Satz: Die Abbildung ¢ von R(M’) in R(M),

die durch
‘P(Xg) =20‘i1Xi (19)

gegeben ist, ist nicht nur ein additiver, sondern auch ein multiplikativer
Homomorphismus.

Wir nehmen jetzt an, daB M und M’ gleiche Dimension haben; dann
ist der Abbildungsgrad y von f erklart. In den obigen Basen seien
U,= M, U; = M'die Eins-Elemente, X, = E, X; = E’ die durch ein-
fache Punkte reprasentierten Elemente der beiden Ringe. Die Gleichung
(18) fiir 2 = 1 lautet

f(U,) =Ty,

es ist also &y, = y; da die U, fiir ¢ > 1 kleinere Dimension haben als
U] = M', ist a;; = O fiir < > 1. Folglich lautet (19) fiir j = 1:

¢(B') = yE ; (20)

auch durch diese Formel ist der Grad y charakterisiert.

10. Es sei jetzt G eine Mannigfaltigkeit, deren Ring dem Ring der
Produkt-Mannigfaltigkeit P aus Nr. 8 dimensionstreu isomorph sei. Die-
jenigen Elemente aus R (G), die bei diesem Isomorphismus den Elementen
Vi,Z;,Y;, W;, E aus R(P) entsprechen, bezeichnen wir mit denselben
Buchstaben ; nur statt P schreiben wir G.

Eine Abbildung f von @ in sich sei gegeben; die Bilder f(V,) der mini-
malen Elemente V, sind nach dem Invarianzsatz (Nr. 5) selbst wieder
minimale Elemente ; infolge der Basis-Eigenschaft der V; (Nr. 8) bestehen
daher Gleichungen

(V) =2ZyuV,. (21)

Hilfssatz 3. Der Grad von f ist die Determinante der y,;.

Beweis. Der Umkehrungs-Homomorphismus ¢ von f bewirkt unter
anderem die folgenden Substitutionen:

¢(Z;) =2 ynn + 2B Y, (22)

wobei die y,; dieselben sind wie in (21). Wir multiplizieren die ! Glei-
chungen (22) fiir ¢ = 1, 2, ..., ! miteinander; dabei entsteht auf der
rechten Seite eine lineare Verbindung von Produkten IT,, von denen
jedes ! Faktoren, teils Z, und teils Y, enthilt ; nun ist aber jedes ¥, gemaf3
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seiner Definition selbst Produkt von mindestens zwei Z,; diejenigen
IT,, welche wenigstens einen Faktor Y, enthalten, lassen sich daher als
Produkte von mehr als ! Faktoren Z, schreiben, und folglich verschwinden
sie auf Grund von (17) und (16). Es ergibt sich also zunichst

Mo(Z;) = I(XynZy) ,

wobei die Produkte auf beiden Seiten iiber ¢ = 1, 2, ..., 1 zu erstrecken
sind. Auf der linken Seite benutze man jetzt die multiplikativ-homo-
morphe Eigenschaft von ¢ und die Formel (15), und auf der rechten Seite
wende man (17), (16), (15) an; dann erhilt man

@ (B) = Det. (y,;) - B .
Nach (20) ist daher Det. (y,,;) der Grad von f.

11. Der Satz I (Nr. 2) ist eine unmittelbare Folge aus dem soeben
bewiesenen Hilfssatz 3 und dem Hilfssatz 2 (Nr. 7); denn fiir die Potenz-
abbildung p, einer Gruppen-Mannigfaltigkeit G lautet auf Grund des
Hilfssatzes 2 die Substitution (21)

pk(Vi)szia i=1’2:"'yl >

ihre Determinante ist &£!; nach dem Hilfssatz 3 ist dies der Grad von p,.

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, 'daB die Giiltigkeit des asso-
ziativen Gesetzes der stetigen Multiplikation in G nicht benutzt worden
ist; nur muB ein Eins-Element e existieren, und die Potenzen p, miissen
so definiert sein, dafl die Formeln (9) gelten.

§ 2.

12. @ sei eine n-dimensionale Liesche Gruppe; vorlaufig setzen wir nicht
voraus, daB sie geschlossen sei; ihr Eins-Element heile e. Es seien
Abbildungen Ay, k,, ..., h, gegeben, welche eine Umgebung von e so in
eine Umgebung von e abbilden, da8

hole) =e, e=12,...,r, (1)
ist. Dann ist auch das Produkt
h(z) = hy(2) - hy(2) - ... hr(2)

eine Abbildung mit % (e) = e.
Wir benutzen in der Umgebung von e ein festes Koordinatensystem ;
die Nummern der Koordinaten deuten wir durch obere Indizes an. Die
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hi(x) seien stetig differenzierbare Funktionen der z*; dann sind die
Funktionalmatrizen H, H,, H,, ..., H, der Abbildungen &, hy, k,, ..., k,
im Punkte e definiert.

Wir behaupten:
H=H,+H,+ -+ H,. @

Es geniigt, dies fiir r = 2 zu beweisen, da sich dann der allgemeine Fall
durch wiederholte Anwendung ergibt.
Die Multiplikation in @ sei durch

y-z=1y;2)
gegeben, in Koordinaten:

(y-2) = fiy,...,y"; 2, ...,2") .
Aus
fy;e) =1y, fle;2) =2

(%,—): = (S—Q)_ =0 , (3)

wobei (d;;) die Einheitsmatrix ist. Differentiation von

folgt

B (@) = fi(hy(2) 5 hy())

ohi off ok off o
—a?“_-—z,'-a-g? oz +Z,~' o4 oxk

ergibt

also nach (1) und (3)
oht _ oh} ohs
(5)..= (53)...* (5)... -
Das ist die Behauptung (2) fir r = 2.
13. Wir wollen die Funktionalmatrix der Potenzabbildung!!) |

Pr(x) = x*

von @ in sich an einer Stelle x = a untersuchen; die Matrix selbst hingt
zwar von den Koordinatensystemen in den Umgebungen der Punkte a und
Pr(a) = a* ab, aber wesentlich sind nur solche Eigenschaften, die von der
Koordinatenwahl unabhéngig sind; wir werden die Koordinatensysteme
moglichst bequem wahlen. Da wir uns besonders fiir das Vorzeichen der

11) Obere Indizes sind im folgenden immer Exponenten (nicht Koordinaten-Nummern),
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Funktionaldeterminante interessieren, haben wir dabei auf Orientierungs-
fragen zu achten.

Die Mannigfaltigkeit G ist analytisch und orientierbar; es sind also
lokale analytische Koordinatensysteme ausgezeichnet, die dort, wo sie
iibereinandergreifen, durch regulire Transformationen mit positiver
Funktionaldeterminante auseinander hervorgehen, und es sind beliebige
reguldre Koordinatentransformationen mit positiven Determinanten zu-
gelassen. Durch solche Koordinatentransformationen werden wir jetzt in
den Umgebungen der Punkte a und a* spezielle Koordinatensysteme ein-
fithren, und in bezug auf diese Systeme werden wir die Funktionalmatrix
P, der Abbildung p, berechnen. Das Verschwinden oder Nicht-Ver-
schwinden (Nr.14) sowie das Vorzeichen (Nr.15) der Funktional-
determinante von p, wird durch die spezielle Wahl der Koordinaten-
systeme nicht beeinflu3t.

In der Umgebung des Punktes ¢ nehmen wir ein festes Koordinaten-
system ; die Abbildung z— xza einer Umgebung von e auf eine Umgebung
von @ hat, da sie sich durch eine Deformation von @ erzeugen lafSt,
positive Funktionaldeterminante; infolgedessen kann man durch eine
zugelassene Koordinatentransformation in der Umgebung von a erreichen,
dafl die Funktionalmatrix dieser Abbildung die Einheitsmatrix £ wird.
Ebenso kann man durch eine zugelassene Koordinatentransformation in
der Umgebung des Punktes a* erreichen, da3 die Funktionalmatrix der
Abbildung z—>a*1za einer Umgebung von e auf eine Umgebung von a*
die Einheitsmatrix E wird. Damit sind in den Umgebungen von e, a, a*
Koordinatensysteme eingefiihrt, an denen wir festhalten wollen.

Es sei k > 0. Setzen wir

a~ xa® = he(x)
und
h(x) = by (2) * hps ()« ... - By (@) * Bo(2) |

so verifiziert man leicht die Identitit
2k =a*1-h(za)-a.

Man kann also die Abbildung p,(z), welche 2z in z* iiberfithrt, in drei
Schritten ausfithren:

x—=>za! = 2,>h(x,) = r,~>a" 1z, = zF .

Die Funktionalmatrizen des ersten und des dritten Schrittes sind, dank
der von uns gewihlten Koordinatensysteme, die Einheitsmatrizen; die
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Funktionalmatrix P, von p, an der Stelle x =a ist daher gleich der
Funktionalmatrix von & an der Stelle z;, = e ; diese Matrix ist nach Nr. 12

H=Hk—l+Hk—2+'”+H1+H0a

wenn H, die Funktionalmatrix von 4¢ an der Stelle e bezeichnet.

Nun ist A, die g-te Iteration der Abbildung %,, und es ist %,(¢) = ¢;
folglich ist H, die p-te Potenz der Matrix H,. Schreiben wir 4 statt H,,
so haben wir damit das folgende Resultat:

Bei geeigneter Wahl von zugelassenen Koordinatensystemen in den Um-
gebungen der Punkte a und a* ist die Funktionalmatriz der Abbildung
Pr(x) = 2%, k> 0, an der Stelle x = a

Po=E+ A+ A2 o 4 441 (4)

dabei bezeichnet A die Funktionalmatriz der Abbildung x—>a'xza an der
Stelle x = e, also die Matrix derjenigen adjungierten linearen Transforma-
tion, welche zum Element a gehort.

14. Wir fassen die Matrix 4 und ihre Potenzen als lineare Transforma-
tionen des Vektorbiindels im Punkte e auf. Ein ,,Fixvektor von 4 ist ein
Vektor x mit 4x = x, also ein Eigenvektor mit dem Eigenwert + 1. Wir
behaupten:

Dann und nur dann ist die Determinanie |P,| = 0, wenn es einen
Vektor gibt, der Fizvektor von A¥, aber nicht Fixvektor von A ist.

Beweis. Aus (4) folgt
P, (B — A)=F — A%, (5a)

(B — A)- P, = E — A*. (5b)

Es gebe nun erstens einen Vektor x der in der Behauptung genannten
Art; dann ist (wenn p den Nullvektor bezeichnet)

(B — A®x =, (E—A)x=1% +#0o,

und nach (5a) P,x’ = o, also | P;| = 0.

Es sei zweitens |P,| = 0; dann gibt es einen Vektor x 7 o mit
P.x=0p; nach (5b) ist x Fixvektor von A¥; wire er auch Fixvektor von
A, so wire A°x = % fiir jedes g, also nach (4) P,x = kx; dies ist nicht
vertriaglich mit x # o, P,x = o; folglich ist ¥ nicht Fixvektor von 4.
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15. Von jetzt an sei die Gruppe G geschlossen. Wir behaupten :
Fur jedes k > 0 und an jeder Stelle a von G ist die Determinante

Pl 20. (6)

Beweis. Fiir ein beliebiges Element b von G sei B die zugehorige
adjungierte Matrix, d.h. die Funktionalmatrix der Transformation
x—>b"1zb an der Stelle x = e, und C,({) das charakteristische Polynom

von B, also
Cy(l)=|{E — B|.

Bekanntlich gilt fiir geschlossene Gruppen der Satz, dall die Wurzeln
dieser Polynome den Betrag 1 haben. Ich erinnere an den Beweis!?): die
Koeffizienten der Polynome C, sind stetige Funktionen von b, also, da b
auf der geschlossenen Mannigfaltigkeit G variiert, beschrankt; folglich
sind auch die Wurzeln beschrankt; da aber, wenn { Wurzel von C, ist,
die Potenz {™ Wurzel von Cym ist, sind auch alle Potenzen der Wurzeln
mit positiven und mit negativen Exponenten beschriankt; das ist nur
moglich, wenn die Wurzeln den Betrag 1 haben.

Insbesondere hat C, keine reelle Wurzel { > 1, und da C,({) fiir grofie
positive ¢ positiv ist, ist daher

C,(0)>0 fir ¢(>1. (7)

Wir betrachten nun die von dem Parameter { abhingige Matrizenschar

Py(0) = OB + (24 4 o 4 [AF? 4 A+
so daf also nach Nr. 13
P(1) = P,

ist. Dann ist
(CE — A)- Py(0) = (¥E — AF,

also, wenn man zu den Determinanten iibergeht und beachtet, dall A4*
die zu dem Element a* gehorige adjungierte Matrix ist,

Co(0) | Pr(0)| = C(C)
Hieraus und aus (7) folgt
[Pe(D)|>0 fur >1,
also
| P(1)] 0.
Das ist die Behauptung (6).
13) (), Nr. 39.
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Es sei noch bemerkt, daB der hiermit fiir geschlossene Gruppen be-
wiesene Satz fiir offene Gruppen im allgemeinen nicht gilt: bei der
6-dimensionalen Gruppe der eigentlichen affinen Transformationen der
(z, y)-Ebene,

' =ax +by +s

, ad —bc>0,
y' =cx +dy+1t

hat, wenn man a, b, ¢, d, s, t als Koordinaten benutzt, die Funktional-
determinante der Abbildung p, den Wert

4(ad — be) (@ +d)* (@ + 1) (d + 1) — bo),

und dieser kann negativ werden — z. B. fira = — 2,d = — },b=c=0.

16. Fir jedes Element q der geschlossenen Gruppe G und fir jedes k>0
hat die Qleichung
k= ¢q
wenigstens eine Lisung x in G.13)

Beweis. GemélB dem ,,Hauptsatz‘‘ iiber den Abbildungsgrad (Nr. 3)
geniigh es, einen Punkt ¢, zu finden, in welchem die Abbildung p, glatt
und die Bedeckungszahl nicht 0 ist. Da G analytisch und p; eine analy-
tische Abbildung ist, verschwindet die Funktionaldeterminante auf
einer abgeschlossenen und hoéchstens (» — 1)-dimensionalen Menge XV,
und das Bild N’ = p,(N) ist ebenfalls abgeschlossen und hochstens
(n — 1)-dimensional; (n ist die Dimension von ). Im Punkte e ist, wie
man z. B. aus (4) abliest, die Funktionaldeterminante nicht 0; daher
gibt es eine Umgebung U von e, welche schlicht auf ein Gebiet U’ ab-
gebildet wird. In U’ gibt es Punkte, die nicht zu N’ gehoren; jeder solche
Punkt ¢, hat die gewiinschten Eigenschaften: da er nicht zu N’ gehort,
ist p,, in ihm glatt; da die Funktionaldeterminante nach Nr. 15 nirgends
negativ ist, ist seine Bedeckungszahl nicht negativ, und zwar ist sie gleich
der Anzahl der Urbilder von g¢,; diese Anzahl ist nicht 0, da ¢, zu U’
gehort.

Den hiermit bewiesenen Satz kann man offenbar auch so formulieren:
Fiar k> 0 st

(@) =@ .

13) Der Satz ist bekannt, denn er ist eine unmittelbare Folge des bekannten Satzes in
Nr. 17 — man vgl. FuBnote 15; iiberdies ist er ein Korollar unseres Satzes I, den wir aber
aus Griinden der Methode hier nicht benutzen wollen.
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Auch dieser Satz verliert seine Giiltigkeit fiir offene Gruppen: in der
multiplikativen Gruppe der reellen Matrizen
X=( @ b ) mit ad—be=1
c d
ist
P X)=X*=(a+d) X —F;

die Spur dieser Matrix ist (@ + d)? — 2; zu einer Matrix ¢, deren Spur
< — 2 ist, gibt es daher keine Losung X der Gleichung X?* = @ ; Bei-

spiel: @ = (—3 _%0) .

19. Jedes Element q der geschlossenen Gruppe G gehdrt einer einpara-
metrigen Untergruppe von G an'); dieselbe Behauptung driickt man oft
so aus: die Gruppe G wird von thren infinitesimalen Transformationen
erzeugt's).

Beweis. U sei eine offene Umgebung des Punktes e, in welcher ein
kanonisches Koordinatensystem existiert¢); hieraus folgen zwei Tat-
sachen: 1. jeder Punkt von U gehort einer einparametrigen Untergruppe
von @G an, 2. fiir jeden Punkt ¢ von U und jedes k > 0 gibt es in U einen
Punkt x mit 2% = ¢ ; diese zweite Tatsache kann man auch so formulieren :

U cp.(0). (8)

Es sei z irgend ein Punkt von G. Infolge der Geschlossenheit von G
enthalt die Folge seiner positiven Potenzen z™ eine konvergente Teil-
folge, es gibt also eine solche Zahlenfolge m, < m, << ---, da lim =™
existiert; dann ist lim a™—™i-1= ¢ ; somit liegt jedenfalls eine Potenz x*
in U, und da U offen ist, gibt es eine Umgebung V(z) von z mit
r(V(z) cU.

Jedem Punkt z ist eine solche Umgebung ¥V (x) zugeordnet; da G
geschlossen ist, kann man aus dem unendlichen System dieser V (x)
endlich viele, etwa V,, V,, ..., V,, so auswihlen, daBB X'V, = @ ist;
es gibt Zahlen k; mit

P (V)cU, i=1,...,m . 9

14) Unter einer einparametrigen Gruppe soll immer eine zusammenhéngende ein-
dimensionale Gruppe verstanden werden, wie in (8), p. 86 und p. 184 ff.

15) Dieser Satz ist bekannt: er ergibt sich erstens leicht aus (8), Nr. 47, und er folgt
zweitens auch aus der Deutung der einparametrigen Untergruppen als geodatische Linien
— man vergleiche (1), chap. II — und der Tatsache, da8 in einer geschlossenen Riemann-
schen Mannigfaltigkeit zwischen je zwei Punkten eine kiirzeste Verbindung existiert.

%) (5), § 39.

134



Setzen wir ky - ky - ... k,, = k* und erkléren wir k, durch %, - k, = k*,
so ergibt sich aus (9) durch Ausiibung von y

m (V) C pk;(U) ; (10)
nach (8) ist U < p;,(U), und hieraus folgt durch Ausiibung von Py

P, (U) c pee(U) 5
hieraus und aus (10) ergibt sich

P (V) C pae(U)

Dies gilt fir ¢ =1,...,m, und es ist XV, =@; folglich ist auch
Pre () C Pre(U). Nach Nr. 16 ist aber p,. (G) = G ; es ist also G C p,« (U),

und somit
Pee(U) =G .

Dies bedeutet: zu jedem Punkt g von @ gibt es einen solchen Punkt x
in U, daB o«** = ¢ ist; da z einer einparametrigen Gruppe G, angehort,
gehort seine Potenz g derselben Gruppe G an. ’

Es ist bekannt, da auch der hiermit bewiesene Satz nicht fiir alle
offenen Gruppen gilt; diese Tatsache ist, da ein Element ¢, fiir welches
die Gleichung 2?2 = ¢ keine Losung besitzt, keiner einparametrigen
Gruppe angehoren kann, in der Bemerkung am Schlufl von Nr. 16 ent-
halten.17)

18. Nach dem Satz aus Nr. 17 liegt jeder Punkt von G auf einer ein-
parametrigen, also Abelschen, zusammenhéngenden Untergruppe G,
von @ ; die abgeschlossene Hiille von G, ist eine abgeschlossene Unter-
gruppe von @, also eine Liesche Gruppe!?); sie ist kompakt, Abelsch und
zusammenhingend ; folglich ist sie nach bekannten Séatzen das direkte
Produkt von endlich vielen geschlossenen einparametrigen Gruppen,
also von Kreisdrehungsgruppen!?). Eine solche Gruppe wollen wir ein
,»Toroid** nennen. Wir haben also gezeigt:

Jeder Punkt von G liegt auf einem Toroid, welches Untergruppe von G ist.

19. Es sei hier an einige Eigenschaften der Toroide erinnert. Ein
A-dimensionales Toroid 7', wird durch XKoordinaten =z,,...,z, be-
schrieben, wobei die z,; die Restklassen der reellen Zahlen modulo 1 durch-
laufen; die Zuordnung zwischen den Punkten von 7', und den Systemen

17) Man vergleiche (8), Nr. 24.

18) (8), Nr. 26; (8), Th. 50.

19) (8), Nr. 43; sowie, ohne Benutzung von Differenzierbarkeitseigenschaften: (5),
Th. 42.
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(24, ..., x,) ist eineindeutig. Das Produkt zweier Elemente x = (z,,...,;,)
und ¥ = (¢4, ..., ¥) ist durch

-y = (x1+y1"--7x/\+ y)\)
gegeben.

Wir werden die folgenden beiden Tatsachen benutzen.

(a) Auf jedem Toroid T gibt es Punkte c, deren Potenzen c™ iberall dicht
auf T liegen.
Dag ist in dem klassischen Approximationssatz von Kronecker ent-

halten, der iiberdies besagt, daBl diejenigen ¢ = (c,, ..., ¢,) die genannte
Eigenschaft haben, fiir welche die einzige Relation

myCy + 1t F mycy =m

mit ganzen m,, ..., m), m die triviale mit m, = --- = m) = 0 ist.2%)

Da fiir ein ¢, dessen Potenzen auf 7' iiberall dicht sind, 7' die kleinste
abgeschlossene Gruppe ist, welche ¢ enthilt, soll ein solches ¢ ein erzeu-
gendes Element von 7' heilen.

(b) Fitr jedes Element q des A-dimensionalen Toroids T') und jede ganze
Zahl k> 0 hat die Gleichung x* = q genau k* Losungen x auf T).

Diese Losungen sind namlich, wie man leicht bestatigt, wenn

q=(q1,...,q)) ist, die Elemente z = (,, ..., z)) mit
s+ m;
Z; = "q'—ic— )
wobei m,, ..., m) ganze Zahlen sind, welche unabhéngig voneinander die

Werte 0, 1, ..., k¥ — 1 durchlaufen.

20. In @ gibt es nach Nr. 18 ein Toroid; es gibt daher auch ein maxi-
males Toroid, d. h. ein solches, das nicht in einem hoher-dimensionalen
Toroid enthalten ist; es gebe in G ein maximales Toroid 7'y von der
Dimension 4. Dann gilt der Satz:

Fiir jedes k > 0 hat die Abbildung p, von G den Grad k.

Beweis. Es sei ¢ ein erzeugendes Element von 7'y, gemaf Nr. 19 (a),
und es sei z ein Element von @, das die Gleichung x* = ¢ erfiillt. Nach

30) Eine Zusammenstellung verschiedener Beweise findet man bei J.F. Koksma,
Diophantische Approximationen [Berlin 1936], p. 83; einige von ihnen bewegen
sich im Rahmen der Theorie der stetigen Moduln, also der kontinuierlichen Abelschen
Gruppen; hierher gehért auch ein neuer Beweis von Pontrjagin: (5), p. 150, Ex. 51.
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Nr. 18 liegt « auf einem Toroid 7''; dann liegt auch jede Potenz von z,
also auch jede Potenz von c, also, da ¢ das Toroid T') erzeugt, auch 7'y auf
T'; da T, maximal ist, ist 7/ = T,. Folglich liegt = auf 7'y, und wir
sehen : alle Losungen x der Gleichung 2% = c liegen auf 7).

Wir behaupten, daB in jedem dieser Punkte x die Funktionaldeter-
minante der Abbildung p, von 0 verschieden ist; nach Nr. 14 ist dies
bewiesen, sobald gezeigt ist: ist x Fixvektor der zu ¢ gehorigen adjun-
gierten Transformation C, so ist ¥ auch Fixvektor der zu = gehérigen
adjungierten Transformation X. Nun ist aber ein Fixvektor ¥ von C auch
Fixvektor der adjungierten Transformationen C™, die zu den Potenzen
¢™ gehoren, und aus Stetigkeitsgriinden auch Fixvektor jeder Trans-
formation C’, die zu einem Haufungspunkt ¢’ der ¢ gehort; alle Punkte
von 7'y, also auch unsere z, sind solche ¢’. Damit ist die Behauptung be-
wiesen.

Da die Funktionaldeterminante von p, in keinem Urbildpunkt von ¢
verschwindet, ist p, im Punkte ¢ glatt (Nr. 3), und die Bedeckungszahl
in ¢ ist definiert; da die Funktionaldeterminante nirgends negativ ist
(Nr. 15), ist die Bedeckungszahl gleich der Anzahl der Urbildpunkte; wir
sahen schon, daf es keine anderen Urbilder von ¢ gibt als diejenigen auf
T,; deren Anzahl ist nach Nr. 19 (b) gleich k*. Diese Zahl ist also die
Bedeckungszahl des Punktes ¢, und somit der Grad der Abbildung p,,.

21. Da der Grad von p, nicht von dem speziell gewéhlten maximalen
Toroid abhingt, ist ein Korollar des soeben bewiesenen Satzes:

Alle maximalen Toroide haben die gleiche Dimension 1.21)

Da ferner in jeder abgeschlossenen g-dimensionalen Abelschen Unter-
gruppe von G die Komponente, welche das Eins-Element enthalt, ein
o-dimensionales Toroid ist, sieht man : Die Zahl A ist die hichste Dimension,
welche eine Abelsche Untergruppe von G haben kann.

Durch den Satz aus Nr. 20 zusammen mit den soeben gemachten
Bemerkungen ist der Satz IT (Nr. 2) fiir alle positiven Zahlen %k bewiesen.

22. Damit ist unser Ziel, das in Nr. 1 gesteckt worden ist, namlich der
Beweis der Gleichheit 4 = I, erreicht; hierfiir hitte ja der Beweis der
Satze I und IT fiir ein einziges & > 1 geniigt. Da wir den Satz I fiir alle %,
auch fiir die negativen, bewiesen haben, ist damit auch die Giiltigkeit des
Satzes II fiir die negativen k gesichert. Man wird aber wiinschen, den
Satz IT auch fiir diese ¥ ohne den algebraisch-topologischen Apparat

1) Dieser Satz folgt leicht aus (8), Teil II, p. 354—366, oder auch aus (1), chap. I.

137



des § 1 zu beweisen; ein solcher Beweis wird sich spater ergeben; im
Augenblick bemerke ich als Vorbereitung dazu nur folgendes:

Da schon bewiesen ist, daB p, fiir k¥ > 0 den Grad ¥* hat, geniigt es fiir
den Beweis der Behauptung, da8 p_, den Grad (— k) habe, zu zeigen:
die Abbildung p_,, also die Inversion, welche « mit «~! vertauscht, hat
den Grad (— 1)A. Sind z,, ..., x, kanonische Koordinaten in der Um-
gebung des Punktes e, so beférdert p_, den Punkt mit den Koordinaten x;
in den Punkt mit den Koordinaten — x; ; daraus ist ersichtlich: der Grad
von p_, ist (— 1)". Unsere Behauptung, dieser Grad sei (— 1)A, ist daher
gleichbedeutend mit der folgenden:

=n mod. 2. (11)

Diese Tatsache aber wird sich in Nr. 27 aus einem allgemeinen Satze
ablesen lassen.??)

§ 3.

Es sollen hier noch einige Zusitze zu dem Inhalt des § 2 gemacht
werden, um einerseits den Zusammenhang mit bekannten Begriffen aus
der Theorie der kontinuierlichen Gruppen herzustellen®?), und um an-
dererseits die Frage nach der Anzahl der Losungen der Gleichung a* = ¢
noch etwas weiter zu verfolgen. Wie bisher ist G eine geschlossene
n-dimensionale Gruppe und 2 ibr Rang, d. h. die Dimension ihrer maxi-
malen Toroide.

23. Hilfssatz: Es sei T ein Toroid (beliebiger Dimension) in G und a ein
Element von @, das mit allen Elementen von 7' vertauschbar ist; dann
gibt es ein Toroid, welches sowohl 7' als auch a enthalt.

Beweis: A4 sei die von 7" und a erzeugte abgeschlossene Gruppe und A?
diejenige Komponente von 4, die das Eins-Element e enthalt. Dann ist
eine Potenz a™ von a in A! enthalten; denn fiir jede hinreichend kleine
Umgebung U von e bildet der Durchschnitt von 4 und U einen Teil einer
zusammenhingenden Mannigfaltigkeit!?), also einen Teil von 4%, und in
jedem U gibt es Potenzen von'¢ (man vgl. Nr. 17). Aus der Voraus-
setzung iiber 7" und a folgt, daB 4 Abelsch, also 4! ein Toroid ist. Es sei ¢
ein erzeugendes Element von A! (Nr.19); da ¢ - a—™ €4! ist, kann man
ein Element b von A?! so bestimmen, dafl 6™ = ¢ - a=™ ist; es gibt (Nr. 18)
ein Toroid 7'/, welches das Element a - b enthilt. Jedes Element von 7'/
ist mit @b, also auch mit (a@-b)™ = ¢, also auch mit jedem Element von

22) Da wir schon wissen, daB A = ist, kann (11) auch als Korollar des in Nr. 1 angefiihr-
ten Satzes gelten, welcher besagt, daB8 die n-dimensionale Gruppe G den gleichen Homo-
logie-Ring hat wie ein topologisches Produkt aus ! Sphéren ungerader Dimensionen.

23) Man vergleiche z. B. (1), Nr. 1—6, und (8), Teil III, p. 379.
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A?! vertauschbar; folglich ist die von 4! und 7'/ erzeugte abgeschlossene
Gruppe T Abelsch; da sie zusammenhéngend ist, ist sie ein Toroid; sie
enthalt A2, also auch T'; sie enthalt 7'/, also a - b, also, da b €A4! ist, auch
a; sie hat also alle gewiinschten Eigenschaften.

Aus dem Hilfssatz folgt unmittelbar: Ein Element a, das mit allen
Elementen eines A-dimensionalen Toroides T, vertauschbar ist, liegt selbst
auf diesem T'y; sowie, da die Eins-Komponente (d. h. die Komponente,
die e enthélt) jeder Abelschen Gruppe ein Toroid ist:

Jede A-dimensionale Abelsche Untergruppe von G ist zusammenhingend,
also ein Toroid.

24. Unter dem Normalisator N, eines Elementes a verstehen wir wie
iiblich die Gruppe der mit a vertauschbaren Elemente; die Eins-Kom-
ponente von N, bezeichnen wir mit N.; sie ist eine abgeschlossene zu-
sammenhéngende Liesche Gruppe, und sie hat selbst den Rang A, da ein
maximales Toroid, welches a enthilt, zu ihr gehort. Wir behaupten: Die
Gruppe N ist die Vereinigung derjenigen A-dimensionalen Toroide, welche a
enthalten.

Beweis: DaB alle die genannten Toroide zu N! gehoren, ist klar; zu
zeigen ist: jedes Element b von N! liegt auf einem A-dimensionalen
Toroid, welches a enthilt. Es sei also b ein Element von N. ; nach Nr. 18,
angewandt auf die Gruppe N}, gibt es in N} ein Toroid, welches b enthilt,
und ein hochstdimensionales unter diesen Toroiden hat nach Nr. 21 die
Dimension 4, da A der Rang von N} ist; 7', sei ein solches Toroid. Da es
zu N, gehort, ist @ mit jedem Element von 7', vertauschbar; nach Nr. 23
liegt daher a auf T .

25. Im folgenden werden A-dimensionale Toroide immer mit 7'y be-
zeichnet. Nach Nr. 18 und Nr. 21 liegt jedes Element ¢ von G auf wenig-
stens einem 7).

Definition: Das Element a heiBt ,,reguldr‘‘, wenn es auf nur einem 7',
liegt, und ,,singulir, wenn es auf mindestens zwei 7', liegt.

Ist @ regular und a € T'), so folgt aus Nr. 24, daB Ni = T, ist; ist @
singular und a € T'), so ist 7'y echte Untergruppe von N, also hat N,
hohere Dimension als 7'y ; mithin 148t sich die Regularitat oder Singula-
ritat auch so charakterisieren: das Element a ist regulir oder singuldr,
jenachdem sein Normalisator die Dimension A oder héhere Dimension hat.

Hieraus und aus Nr. 24 folgt weiter, daB jedes singulire Element
unendlich vielen 7'y angehort.

Ein erzeugendes Element eines T’y (Nr. 19) ist, wie man leicht sieht,
immer regular.
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26. Die Normalisatoren héngen eng mit den Fixvektoren zusammen,
die wir in Nr. 14 betrachtet haben. Jeder von o verschiedene Vektor ¥ im
Punkte e ist tangential an eine wohlbestimmte einparametrige Unter-
gruppe; (diese wird durch die infinitesimale Transformation, die # dar-
stellt, erzeugt)'®). Diese Untergruppe ist offenbar dann und nur dann in
dem Normalisator N, des Elementes a enthalten, wenn x Fixvektor der
zu a gehorigen adjungierten Transformation A ist, also derjenigen
linearen Transformation des Vektorbiindels in e, welche durch die Ab-
bildung x—a'za bewirkt wird. Die Fixvektoren von A erfiillen ein
lineares Vektorgebilde, das ,,Fixgebilde* von 4 ; nach dem eben Gesagten
ist klar: Das Fixgebilde von A ist identisch mit dem Gebilde der Tangential-
vektoren des Normalisators N, im Punkte e.

Insbesondere ist die Dimension von N, gleich der Dimension dieses
Fixgebildes, also gleich der Maximalzahl linear unabhéngiger Fixvektoren
von A. Fiir die Untersuchung dieser Dimensionszahl ist nun wichtig der
Satz von Weyl, welcher besagt, daBl jede geschlossene Gruppe reeller
linearer Transformationen einer orthogonalen Gruppe &ahnlich ist. 2¢)
Nach diesem Satz kann man im Punkte e ein solches Koordinatensystem
einfithren, daB alle Matrizen 4 orthogonal werden. Fiir eine orthogonale
Matrix aber ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Fixvektoren, also
Eigenvektoren mit Eigenwerten -+ 1, gleich der Vielfachheit der Zahl + 1
als Wurzel des charakteristischen Polynoms von 4; diese Vielfachheit
gibt also die Dimension des Normalisators N, an. Damit haben wir auf
Grund der Ergebnisse von Nr. 25 den folgenden Sachverhalt:

Ist das Element a regulir, so besitzt die zugehdrige adjungierte Matrix A
die Zahl + 1 als A-fache charakteristische Wurzel; ist a singulir, so ist + 1
charakteristische Wurzel von A mit einer groferen Vielfachheit als A.

Das charakteristische Polynom C,({) = | E — A| ist somit fiir jedes
Element a durch ({ — 1)A teilbar, aber nur fiir die singuliaren Elemente a
durch eine hohere Potenz von (¢ — 1); dabei beachte man, dafl nicht alle
Elemente singuldr sind, denn z. B. die erzeugenden Elemente eines 7',
sind regulir (Nr. 19); es gilt also folgender Satz, durch welchen der Rang
charakterisiert wird:

Die charakteristischen Polynome der den Elementen a von G adjungierten
linearen Transformationen A sind von der Form

Ga(c) = (C - I)A 'Fa(t) ’

wobet F, ein Polynom ist, filr welches F,(1) 3= 0 ist; dann und nur dann
st F (1) = 0, wenn das Element a singuldr ist.
34) (6), Teil I, p. 288—289; (3), Nr. 38.
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Da die Koeffizienten des Polynoms F, analytisch von @ abhingen, geht
hieraus zugleich hervor, dal die singuléren Elemente eine abgeschlossene
und nirgends dichte Punktmenge in G' bilden.2%)

27. Die orthogonalen Transformationen A4 lassen sich stetig in die
Identitét iiberfiihren und haben daher die Determinante - 1; die Viel-
fachheit der Zahl + 1 als charakteristische Wurzel einer orthogonalen
Matrix mit der Determinante - 1 ist immer der Variablen-Anzahl n kon-
gruent modulo 2; daher folgt aus Nr. 26 zunéchst die Kongruenz

A=n mod. 2, (11)

wodurch die in Nr. 22 besprochene Liicke ausgefiillt ist, und weiter der
folgende allgemeinere Satz:

Die Dimension eines Normalisators N, ist mit der Dimension n sowte
mit dem Rang A von G kongruent modulo 2; fir ein singulires Element a
ist die Dimension von N, daher mindestens A 2.

Fiir jedes Element a von G bilden die konjugierten Elemente a’ =t"at,
t € G, eine Mannigfaltigkeit, die bekanntlich mit dem Raum der Rest-
klassen, in welche G nach dem Normalisator N, zerfillt, homéomorph ist;
aus dem letzten Satz folgt daher:

Fir jedes Element a bildet die Klasse seiner konjugierten Elemente t-1at
eine Mannigfaltigkeit gerader Dimension; wenn a nicht dem Zentrum von G
angehort, ist diese Dimension positiv, also mindestens 2.

28. Wir kehren zu unseren Abbildungen p,(z) = z* mit beliebigen
positiven Exponenten k zuriick und untersuchen die Gleichung

xk = q (12)

bei gegebenem Element g.

Jedes T'), welches eine Losung x von (12) enthalt, enthalt auch g;
folglich liegen alle Losungen  in N .

Ist g regular, so liegen alle = in dem einzigen 7'), das g enthalt; ihre
Anzahl ist also k* (Nr. 19).

¢ sei singulér und 7% eines der 7', die ¢ enthalten; wir unterscheiden
zwei Fille, jenachdem es auBer den Losungen, die in 7% liegen, noch
andere Losungen von (12) gibt oder nicht.

25) Tatsichlich ist diese Menge nur (n — 3)-dimensional: (8), Teil III, p. 379 und (1),
Nr. 6.
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Im ersten Fall sei z eine Losung, die nicht in 7' liegt ; nach Nr. 23 ist «
nicht mit allen Elementen von 7'y vertauschbar, z gehort also gewil
nicht zum Zentrum von N; die Klasse seiner in N konjugierten Ele-
mente, also die Menge der Elemente

' =tlwt, tEN,,

ist daher nach Nr. 27 eine mindestens 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ;
aber alle Elemente z’ erfiillen die Gleichung (12). Folglich enthilt die
Menge der Losungen von (12) eine mindestens 2-dimensionale Mannig-
faltigkeit.

Zweiter Fall: g ist singular, und alle Losungen z von (12) liegen in dem-
selben 7. Dann ist ihre Anzahl k*. Wir behaupten, daB dies ein Aus-
nahmefall ist, d. h. dafl er héchstens fiir endlich viele k eintreten kann;
genauer: das Zentrum Z von N bestehe aus m Komponenten; dann
kann der Ausnahmefall hochstens dann eintreten, wenn k& < m ist.

Beweis: Da es auf jedem Ty, das g enthilt, k* Losungen gibt, liegen alle
k? Losungen von (12) auf jedem 7'y, welches ¢ enthilt; sie sind daher
Elemente von Z; wir haben also nur die durch p, bewirkte Abbildung
von Z in sich zu betrachten. Die Eins-Komponente Z* von Z ist ein
Toroid 7T,, und jede Komponente von Z ist mit Z! homoomorph; aus
den Eigenschaften der Toroide ist leicht ersichtlich (man vergleiche
Nr. 19, b): in jeder Komponente, welche iiberhaupt eine Losung z
enthilt, gibt es genau k¢ Losungen z; da es im ganzen k* Losungen
gibt, ist daher k* < m - ke. Hierbei ist ¢ die Dimension von Z; sie ist
kleiner als 4, da aus ¢ = A und aus Nr. 23 folgen wiirde, dal N; = T, =
T, ist, entgegen der Tatsache, dal N, infolge der Singularitat von ¢
groBere Dimension hat als . Aus k* <m - k2 und o < A folgt k < m.

Fassen wir zusammen:

Ist q regulir, so hat die Qleichung (12) genau k* Losungen x. Es sei q sin-
gulir; dann kann derselbe einfache Sachverhalt — also die Ewxistenz von
genau kA Losungen — fir endlich viele Ausnahmewerte von k vorliegen ; fiir
alle anderen k gibt es unendlich viele Losungen von (12), und zwar enthdlt die
Menge der Lisungen eine mindestens 2-dimensionale Mannigfaltighkeit.

Das Eins-Element e ist in jeder Gruppe, die nicht Abelsch ist, singular;

daher besitzt die Gleichung
2k = ¢ (13)

in jeder geschlossenen, nicht-Abelschen Gruppe wenigstens co? Losungen,
vorausgesetzt, daB k nicht ein Ausnahmewert ist; die Ausnahmewerte
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kénnen im Falle der Gleichung (13) nicht grofer sein als die Anzahl m
der Komponenten des Zentrums Z von G.

Ein trivialer Ausnahmewert fiir jedes singulire Element ¢ ist k=1.
Auch k=2 tritt als Ausnahmewert auf: in der Gruppe G=A, der
Quaternionen vom Betrage 1 — also einer Gruppe mit n=3, i=1 —
hat die Gleichung z*=e nur zwei Losungen. )
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26) Dieses Beispiel — G = 4,, k = 2 — ist, wenn man sich auf einfache geschlossene
Gruppen beschriankt, die den vier groBen Killing-Cartanschen Klassen angehdren, das
einzige, in welchem es zu dem Element ¢ einen Ausnahmewert k> 1 gibt, in welchem
also die Gleichung (13) fiir ein £ > 1 nur endlich viele Lésungen hat; man bestétigt dies
leicht mit Hilfe derjenigen Eigenschaften der vier groflen Klassen, die in (4), § IV,
p- 14, angegeben sind.
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Uber die Sphéren,
die als Gruppenrdume auftreten

Von Hans SAMELSON, Ziirich

1. Eine Mannigfaltigkeit, deren Punkte die Elemente einer Gruppe
bilden derart, dal die Gruppen-Operationen durch stetige Funktionen
in der Mannigfaltigkeit vermittelt werden, heiit eine Gruppen-Mannig-
faltigkeit (im folgenden auch kurz: Gruppe). Ist die’ Mannigfaltigkeit
geschlossen, so darf man bekanntlich annehmen, dali die Mannigfaltigkeit
analytisch ist und die Gruppenoperationen durch analytische Funktionen
in der Mannigfaltigkeit dargestellt werden, dafi also eine geschlossene
Lie’sche Gruppe vorliegt. Die Frage, welche Mannigfaltigkeiten als
Gruppen-Mannigfaltigkeiten auftreten konnen, kann man zunéchst ein-
mal auf die einfachsten geschlossenen Mannigfaltigkeiten, die n-dimen-
sionalen Sphéren 8,, spezialisieren. Es gilt der Satz:

Die einzigen Sphiren, die Gruppen-Mannigfaltigkeiten sind, sind die S,
und die S;.

Das folgt aus einem allgemeinen Satz von Cartan, nach dem fiir jede
geschlossene Gruppe, deren Dimension = 3 ist, die dritte Betti’sche Zahl
nicht verschwindet!). Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Cartan’-
schen Theorie der Integralinvarianten in Gruppen. Bei dem elementaren
Charakter des Satzes iiber die Sphiren diirfte aber ein elementarer
Beweis von Interesse sein. Ein solcher wird in dieser Arbeit geliefert.

Da der Beweis im Rahmen der Homologietheorie gefithrt wird, wird
der Begriff der Sphare durch den allgemeineren der Homologiesphire
ersetzt ; das bedeutet hier: geschlossene Mannigfaltigkeit (der Dimension
n), deren Betti’sche Zahlen aufler der nullten und der n-ten verschwinden.
(Bekanntlich kénnen aus Griinden der Charakteristik nur Homologie-
sphéren ungerader Dimension als Gruppen auftreten.) Der n-dimensionale
projektive Raum werde mit P, bezeichnet; fiir ungerade » ist P, eine
Homologiesphare.

In der vorliegenden Arbeit werden wir dann den folgenden Satz be-
weisen :

Satz A. Die Qruppen-Mannigfaltighkeit G sei eine Homologiesphire,;
dann ist G entweder der S; oder der S; oder dem P, homdomorph.

Es sei hier daran erinnert, daf 8,, 8,;, P, tatsichlich als Gruppen auf-
treten: S, als multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1,
S, als multiplikative Gruppe der Quaternionen vom Betrag 1, P, als
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multiplikative Gruppe der ,,homogenen‘‘, d. h. bis auf einen reellen Faktor
bestimmten, Quaternionen, oder (was dasselbe ist) als Gruppe der Kugel-
drehungen.

Ferner sei bemerkt, dal man aus der Tatsache, dafl von den Sphéren
nur die §; und die S; Gruppen sind, leicht einen Teil des bekannten
Frobenius’schen Satzes iiber die Schiefkorper schliefen kann, namlich:
Der Rang eines Schiefkorpers iiber den reellen Zahlen ist entweder 1
oder 2 oder 4.2)

Ein Anhang am SchluB} der Arbeit enthélt Varianten zu einigen Beweisen.

2. Wir stellen zunichst einige bekannte Tatsachen zusammen:

a) U sei eine Untergruppe der geschlossenen n-dimensionalen Lie’schen
Gruppe @, d. h. eine Untergruppe im abstrakt-gruppentheoretischen Sinn,
die eine abgeschlossene Punktmenge von G ist. Dann ist bekannt: Man
kann in einer hinreichend kleinen, dem euklidischen R, homomorphen,
Umgebung V des Einheitspunktes e von @ ein Koordinatensystem so ein-
fithren, dafl der Teil von U, der in V liegt, also der Durchschnitt U. V, eine
Ebene in V' durch den Punkt e bildet3); die Dimension dieser Ebene ist
die Dimension der Untergruppe. Aus diesem lokalen Verhalten und der
Kompaktheit von U schlieBt man leicht: Ist die Untergruppe U zusam-
menhéngend, dann ist sie eine topologisch und sogar analytisch in @ ein-
gelagerte Mannigfaltigkeit; ist U nicht zusammenhéngend, dann ist die
Komponente U?, die den Punkt e enthalt, selbst eine zusammenhéngende
Untergruppe von G, also eine Mannigfaltigkeit in @, und U besteht aus
endlich vielen Nebengruppen von U?, die die Komponenten von U sind;
U ist bekanntlich Normalteiler von U.

b) Die Gruppe @ zerfallt in die (etwa linksseitigen) Nebengruppén aU
der Untergruppe U, wobei a ein beliebiges Element von G bedeutet. Diese
Zerlegung ist eine Faserung von ¢ mit der Faser U.

Dabei versteht man unter der Faserung einer Mannigfaltigkeit M mit
der Faser (-Mannigfaltigkeit) F' folgendes %) 5): M ist zerlegt in Mannig-
faltigkeiten, die alle zu F homdomorph sind und ,,Fasern‘‘ heiflen; durch
jeden Punkt von G geht eine und nur eine Faser; und jede Faser besitzt
eine Umgebung in M, die fasertreu homoomorph mit dem topologischen
Produkt E =< F ist; dabei ist £ ein Element (Vollkugel); fiir die Dimen-
sionen d(M), d(F), d(E) gilt: d(B) = d(M) — d(F); ,,fasertreu homoo-
morph* heiBt: jede Faser ist topologisch abgebildet auf eine der Mannig-
faltigkeiten p =< I in E =< F, wo p ein Punkt von E ist.

FaBt man die Fasern als Punkte eines Raumes auf, mit dem natiirlichen
Umgebungsbegriff, so erhilt man den Faser- oder Basisraum B, der auch
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mit %bezeichnet wird; er ist offenbar eine Mannigfaltigkeit. Ordnet

man jedem Punkt von M die Faser zu, auf der er liegt, so erhalt man eine
stetige Abbildung von M auf B, die Projektion P. Fiir jede hinreichend
kleine Umgebung V eines beliebigen Punktes von B ist dann die Menge
P-1(V), die ganz aus Fasern besteht, fasertren homdomorph dem topo-
logischen Produkt V =< F. Es gilt der Satz von Feldbau®):

Ist E ein Element im Faserraum B, dann ist die Menge P~(E) fasertreu
homdomorph dem Produkt E =< F.

DaB die Zerlegung einer Gruppe G in die Nebengruppen einer Unter-
gruppe U eine Faserung von G' mit der Faser U ist, ist ganz leicht zu
sehen. Der Faserraum wird dann auch Nebengruppenraum genannt.

Die Definition und die genannten Eigenschaften der Faserungen
bleiben giiltig, wenn die einzelne Faser statt aus einer (zusammen-
hingenden) Mannigfaltigkeit aus endlich vielen Mannigfaltigkeiten
besteht. Dies ist der Fall bei der Nebengruppen-Zerlegung von G nach
einer Untergruppe U, die nicht zusammenhangend ist.

c) Es ist bekannt, dafl die einzige zusammenhangende geschlossene
Abel’sche Gruppe der Dimension m die toroidale Gruppe, oder kurz:
das Toroid, 7', ist. Dabei ist 7',, folgendermalen definiert:

K sei die Kreislinie 8,, in natiirlicher Weise als Gruppe aufgefaflt, also
etwa als die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1;

dann ist T — KxKx-— =K

das direkte Produkt von m Exemplaren der Gruppe K ; die Mannigfaltig-
keit 7', ist also das topologische Produkt von m Kreislinien.

Das folgt aus den Untersuchungen von Pontrjagin oder aus einfachen
Satzen der Lie’schen Theorie.

d) Bei den eindimensionalen oder einparametrigen Untergruppen ver-
zichtet man ausnahmsweise auf die Forderung der Abgeschlossenheit.
Demgemafl gibt es zwei Arten von einparametrigen Untergruppen:
Erstens die geschlossenen; diese sind der Gruppe K isomorph; zweitens
die offenen ; diese sind der additiven Gruppe der reellen Zahlen isomorph,
also einer Geraden homoomorph. Beide Arten sind Abelsch. Die abge-
schlossene Hiille einer offenen einparametrigen Untergruppe ist eine zu-
sammenhéngende geschlossene Abelsche Untergruppe, also ein Toroid
T,.; und zwar ist m > 1. Daraus entnimmt man sofort: Da es in G ein-
parametrige Untergruppen gibt (s.u.), so gibt es mindestens eine ge-
schlossene.

Man fiihre in der Umgebung des Einheitspunktes e von G ein differen-
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zierbares Koordinatensystem ein ; die einparametrigen Untergruppen sind
dann dort differenzierbare Kurven durch e. Es gilt der Existenz- und
Eindeutigkeitssatz: Zu jeder Geraden durch e gibt es genau eine ein-
parametrige Untergruppe, die die Gerade im Punkte e beriihrt. Mit dem
dadurch nahegelegten Umgebungsbegriff bilden also die einparametrigen
Untergruppen einen (n — 1)-dimensionalen projektiven Raum P, ,,
wenn n die Dimension von @ ist.

Zu jeder Halbgeraden oder jedem Vektor im Punkt e gehort eine
orientierte einparametrige Untergruppe, d. h. eine einparametrige Unter-
gruppe, deren Mannigfaltigkeit — Kreis oder Gerade — auf eine der
beiden moglichen Weisen orientiert ist. Die Mannigfaltigkeit der orien-
tierten einparametrigen Untergruppen ist also eine (n — 1)-dimensionale
Sphire S,_,; sie ist in evidenter Weise als zweiblattrige Uberlagerung der
Mannigfaltigkeit P,_; der einparametrigen Untergruppen aufzufassen.

3. Unter dem Rang 4 (@) einer (geschlossenen Lie’schen) Gruppe G ver-
steht man die groB3te der Dimensionen der Abel’schen Untergruppen von
G (es 1aBt sich ibrigens zeigen, da A(G) auch gleich der Dimension eines
jeden maximalen Toroids in ¢ ist, also eines solchen, das in keinem grofe-
ren Toroid enthalten ist). ?)

Mit Hilfe dieser Definition zerlegen wir den zu beweisenden Satz 4 in
zwei Teile:

Satz B. Ist die Gruppe G eine Homologiesphdire, dann ist 2(Q) = 1.

Satz C. Die einzigen geschlossenen Mannigfaltigkeiten, die als Gruppen-
mannigfaltigketten vom Range 1 auftreten, sind 8y, S5, Ps.

Offenbar folgt Satz A aus Satz B und Satz C.

4. Den Satz B beweisen wir hier nicht; er ist aber richtig, als ein Spezial-
fall des folgenden allgemeineren Satzes tiber Gruppen-Mannigfaltigkeiten :

Satz B'. Hat die Gruppe Q dieselben Betti’schen Zahlen wie das topo-
logische Produkt von I Sphiren ungerader Dimensionen, so ist A(G) = 1.

Denn fiir eine Homologiesphire ist die Voraussetzung von B’ mit
Il =1 erfiillt.

Fiir den Beweis des Satzes B’ verweisen wir auf den Anhang dieser
Arbeit, Abschnitt a. Auflerdem wird im Anhang, Abschnitt b, ein
ginzlich anderer Beweis des Satzes B skizziert, der auf der Theorie der
Faserungen beruht.

Der Satz B ist auch ein Korollar des Cartan’schen Satzes:

Die Summe der Beiti’schen Zahlen einer geschlossenen Gruppe vom
Rang 2 ist gleich 22.8)
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Da aber der Cartan’sche Beweis dieses Satzes dieselben Hilfsmittel aus
der Theorie der Integralinvarianten benutzt wie der Beweis des in Nr. 1
genannten Satzes iiber die dritte Betti’sche Zahl, wollen wir uns aus
Griinden der Methode nicht auf ihn berufen.

b. Wir kommen jetzt zum Hauptteil der Arbeit, ndmlich zum Beweis
des Satzes C: Aus A(G) = 1 folgt G = 8, oder = S, oder = P,.

Es sei also @ eine Gruppe mit A(@) = 1; die Dimension von G sei n.
Wir diirfen annehmen, dafl n von 2 verschieden ist; denn bekanntlich ist
die einzige geschlossene zweidimensionale Gruppe das Toroid 7',, also
vom Rang 2; diese Tatsache 148t sich auch leicht aus B’ folgern.

Wir betrachten eine geschlossene einparametrige Untergruppe von G
(solche gibt es immer, vgl. Nr. 2, d); sie heifle L.

Mit N bezeichnen wir den Normalisator von L, d. h. die Gruppe der-
jenigen Elemente a von G, fiir die

aLal=1L

gilt, die also die Untergruppe L in sich transformieren. NV enthélt L. Wir
behaupten:

Der Normalisator N von L ist eindimensional und besteht aus einer
(endlichen) Anzahl Nebengruppen von L :

N=L+aoL+a L+ +a,_, L.

Weil N natiirlich abgeschlossen ist, ist das gleichbedeutend mit der
Behauptung : Die Komponente N! von N, die den Einheitspunkt ¢ von G
enthilt (und die infolgedessen auch L enthalt), fallt mit L zusammen.

Beweis: Jedes Element a des Normalisators N bewirkt einen Auto-
morphismus von L durch die Zuordnung p — apa=?, wo p die Gruppe L
durchlauft. Die Automorphismen von L, also die der Gruppe K (Nr. 2, ¢),
kennt man aber: Neben der Identitét gibt es noch genau einen, der jedem
Element p sein Inverses p~! zuordnet, die Inversion von L (oder K). (In
der Darstellung durch die komplexen Zahlen vom Betrag 1 bedeutet die
Inversion den Ubergang zur konjugiert-komplexen Zahl.) Die Auto-
morphismengruppe ist also diskret, sogar endlich. Ist nun b ein Punkt
von N, der der e-Komponente N! angehort, dann 148t sich der von b be-
stimmte Automorphismus von L stetig in die Identitat iiberfithren: man
lasse b in N' nach e wandern. Also st dieser Automorphismus die
Identitat, und das heiBt: b ist mit jedem Element von L vertauschbar.

Sei nun L’ eine beliebige einparametrige Untergruppe von N1. Dann
ist, wie eben gezeigt, jedes Element von L’ mit jedem Element von L
vertauschbar. Also ist die abgeschlossene Hiille der von L und L’ er-
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zeugten Gruppe eine (zusammenhingende) Abel’sche Gruppe, ein Toroid
.

Nun ist (@) = 1, d. h. die Toroide in @ sind hochstens eindimensional.
Das Toroid 7',,, das ja die Gruppe L enthalt, muB also mit L zusammen-
fallen, und das ist nur moglich, wenn auch L’ mit L zusammenfillt. L ist
also die einzige einparametrige Untergruppe von N!; dann ist aber N!
mit L identisch. Damit ist die Behauptung iiber N bewiesen.

Es wird sich spater noch zeigen, da8 fiir n > 1 die Anzahl r der Kom-
ponenten von N gleich zwei ist (Nr. 7).

6. Wir betrachten den Nebengruppenraum

G
V=%
(vgl. Nr. 2, b). Die Punkte von W sind also die Nebengruppen aN von N.
Weil N eindimensional ist, ist W eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltig-
keit; dabei ist » die Dimension d (@) von G.

Bekanntlich entsprechen nun die Nebengruppen des Normalisators N,
einer Untergruppe U einer Gruppe eineindeutig den zu U konjugierten
Untergruppen, ndmlich dadurch, daB8 jede Nebengruppe a¥N, von N
genau aus denjenigen Elementen der Gruppe besteht, die U in eine
bestimmte konjugierte Untergruppe, in @ Ua~1, transformieren.

Im vorliegenden Fall haben wir U = L und Ny == N. Die zu L kon-
jugierten Untergruppen bilden eine Teilmenge der Menge aller geschlosse-
nen einparametrigen Untergruppen, und diese Menge bildet den in
Nr. 2, d, eingefiihrten (n — 1)-dimensionalen projektiven Raum P, ;;
denn da die abgeschlossene Hiille einer offenen einparametrigen Unter-
gruppe ein Toroid 7', mit m > 1 ist (Nr. 2, d), andererseits aber A(G) =1
ist, so gibt es in G keine offenen einparametrigen Untergruppen. Die —
eineindeutige — Zuordnung der Nebengruppen von N zu den zu L kon-
jugierten Untergruppen ist offenbar eine stetige Abbildung des Neben-
gruppenraumes W in den von den einparametrigen Untergruppen ge-
bildeten P,_,, also eine topologische Abbildung. Aber aus der Tatsache,
daf die (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit W topologisch in den
P, _, abgebildet ist, folgt nach bekannten Satzen (Abbildungsgrad), dall W
und P, , homtomorph sind. Wir haben also gezeigt:

G sei etne Gruppe der Dimension n und vom Rang 1. Dann ist der Neben-
gruppenraum —Ci, der zu dem Normalisator N einer geschlossenen etnpara-

metrigen Untergruppe L gehort, dem projektiven Raum P,_, homoomorph.
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7. Wir ziehen jetzt den Nebengruppenraum

— G
W=7

heran, dessen Punkte die Nebengruppen aL von L sind. Wegen
N=L+aL+al+ - +a,L

(NT. 4) besteht jede Nebengruppe a N von N aus r Nebengruppen von
L, die die Komponenten von aN sind ; andererseits ist jede Nebengruppe
von L in einer Nebengruppe von N enthalten. Ordnet man jeder Neben-
gruppe von L die Nebengruppe von N zu, in der sie liegt, so erhilt man
eine Abbildung von W auf W, bei der auf jeden Punkt von W genau r
Punkte von W abgebildet werden. Man sieht ganz leicht, daB diese Ab-
bildung im kleinen topologisch ist. (Zwei Nebengruppen von L, die hin-
reichend nahe beieinander liegen, gehéren zu verschiedenen Neben-
gruppen von N.) Also ist W eine r-blittrige Uberlagerungsmannigfaltig-
keit von W, also auch von P,_;.

Da P,_, nur ein- oder zweiblittrige Uberlagerungen besitzt, ist » ent-
weder 1 oder 2. Das heiBit: Entweder ist N = L, oder N besteht aus zwei
Komponenten, also N = L + a,L mit einem gewissen Element a,. Fir
n = 1 ist bekanntlich ¢ = K ; dann liegt der erste Fall vor. Wir behaup-
ten: Fir n > 1 tritt der zweite Fall ein, also N = L 4 a,L; und die
Elemente von a, L haben die Eigenschaft: der von ihnen erzeugte Auto-
morphismus von L ist nicht die Identitat, sondern die Inversion von L
(vgl. Nr. 5).

Sei also » > 1 (wegen » = 2 ist dann sogar n > 2). Wir erteilen der
Gruppe L eine beliebige, aber feste Orientierung (vgl. Nr. 2, d). Es seia
ein beliebiges Element von G; wir betrachten die zu L konjugierte Gruppe
aLa~1. Durch die Orientierung von L ist dann auch eine Orientierung von
aLa bestimmt. Man sieht sofort: sind a, a’ zwei Elemente von G, die zu
derselben Komponente einer Nebengruppe dbN von N gehéren, dann
bestimmen sie dieselbe Orientierung der zu bN gehérenden, zu L kon-
jugierten, Untergruppe dLb~'. Das bedeutet: Jede Komponente der
Nebengruppe bN bestimmt eine der beiden Orientierungen der Gruppe
bLb-1, also eine der beiden orientierten einparametrigen Untergruppen,
die die Untergruppe bLb~! im Sinn von Nr. 2, d, iiberlagern.

Wére jetzt N = L, also N einkomponentig, dann héitte man eine ein-
eindeutige und offenbar stetige Zuordnung der Nebengruppen von N zu
den orientierten, zu dem orientierten L konjugierten, Untergruppen;
d. h. man héatte eine topologische Abbildung der (» — 1)-dimensionalen
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Mannigfaltigkeit W = —l%— in die von den orientierten einparametrigen

Untergruppen gebildete Sphére S, _; ; also wiren W und S,_; hom6omorph,
da §,_, fiir » > 1 eine (zusammenhéngende) Mannigfaltigkeit ist. Aber
nach Nr. 6 ist W dem projektiven Raum P,_, homéomorph; und P,_; und
8,1 sind nicht homdomorph, da die Dimension # von G von 2 verschieden
ist (Nr. 5). Also ist » = 2, also N = L + a,L mit einem gewissen a,;
W ist dann eine zweiblittrige Uberlagerung von P, ;, also der S,_,
homéomorph. '

Genau wie eben schlieBt man jetzt, daf die zwei Komponenten, aus
denen eine beliebige Nebengruppe aN besteht, verschiedene Orientierun-
gen der zu aN gehorenden, zu L konjugierten, Gruppe aLa~! bestimmen ;
sonst hitte man wieder eine eineindeutige Zuordnung der Nebengruppen
von N zu den orientierten einparametrigen Untergruppen von @. Speziell
muB die zweite Komponente a, L von N selbst die Orientierung von L
umkehren, und das bedeutet: der von ihren Elementen bestimmte Auto-
morphismus von L ist die Inversion von L (vgl. Nr. 5).

FaBt man jetzt die geschlossenen orientierten einparametrigen Unter-
gruppen als (eindimensionale) Zyklen im Sinne der Homologietheorie
(mit den ganzen Zahlen als Koeffizienten) auf, dann liefert das zuletzt

Bewiesene die Gleichung: )
a,La;” = — L,

d. h. man erhilt den Zyklus a, La;™ aus dem Zyklus L, indem man die
Orientierung von L umkehrt. Andererseits sind @, La;™ und L homolog,
sogar homotop in @: man bilde bLb~! und lasse b in G von e nach a, laufen.

Also gilt:
& L~—1L.

Damit konnen wir folgendes Ergebnis formulieren:

G sei eine Gruppe der Dimension n(> 2) und vom Rang A(G) = 1; L set
eine geschlossene einparametrige Untergruppe. Dann ist der Nebengruppen-

mum-%—der (n — 1)-dimensionalen Sphire S,_; hombomorph; fir die als
ganzzahliger Zyklus aufgefafte Untergruppe L gilt die Homologie :
2L~0 in G.

8. Die Nebengruppenzerlegung ist ein spezieller Fall von Faserung
(Nr. 2, b); und L ist dem Kreis §; homéomorph. Auf Grund des eben
erhaltenen Satzes ist daher der Satz C bewiesen, wenn wir den folgenden
Fasersatz beweisen:
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M sei eine Mannigfaltigkeit der Dimension n (= 3); M ses gefasert mat

der Faser S,; der Faserraum -g!- ser der S,_, homdomorph; und fir die
1

Faser gelte die Homologie 28, ~ 0. Dann ist M dreidimensional, und zwar
18t M entweder der S, oder dem P; homdéomorph.

Der Beweis dieses Satzes wird in naheliegender Weise mit Hilfe eines
,,Additionssatzes der kombinatorischen Topologie*“ erbracht. ?)

Der Faserraum, die 8,_,, wird durch eine Aquatorsphire S,_, in zwei
Elemente E’ und E” zerlegt:

8,,=FE +E", 8, ,=E'-B".

Die Randsphére von E’ heiie 8/, die von E” heiBe S”; in 8’ und'8” hat
- man also zwei Exemplare der Aquatorsphire S,_,.

P sei die Projektion von M auf §,,_, (vgl. Nr. 2, b). Nach dem Satz von
Feldbau kann man die Urbildmenge P-1(E’), die M’ genannt werde, als
das topologische Produkt B’ =< S; auffassen. Entsprechend kann man die
Menge M” = P-1(E") als E” < S, darstellen. M ist iiberdeckt mit M’
und M”:

M=M +M.

Der Durchschnitt D = M’ - M” ist das Urbild P-1(8,_,) der Aquator-
S, . Man erkennt unmittelbar, daB D zusammenfillt mit dem Rand
S’'<8;, von M' = E’>= 8, und ebenso mit dem Rand S”=8, von
M"=E"=S8,.

Wir betrachten jetzt eine feste Faser S; von M, und zwar eine solche,
die in D liegt; sie reprasentiert dann die Homologieklasse p >< 8, von D,
wo p den einfach gezihlten Punkt von 8’ oder auch von S” bedeutet.
Daher ist 28,, die doppelt gezihlte Faser, nicht homolog 0 in D. Da-
gegen ist nach Voraussetzung 2.8, ~ 0 in M. Einem einfachen ,,Additions-
satz‘19) entnimmt man jetzt: Weil der in D liegende Zyklus 2.8, in M
homolog 0 ist, laBt er sich darstellen als Summe z, + 2z, zweier in D
liegender Zyklen z,, z,, wobei z, in M’ und z, in M” homolog 0 ist. Da,
wie man leicht bestétigt, 2.8, weder in M’ noch in M” homolog 0 ist, kann
weder z, noch z, in D homolog 0 sein. Betrachtet man D als Rand S’ =< S,
von M’ = E’ = 8,, dann sieht man: die Zyklen von D, die in M’ (aber
nicht in D) homolog 0 sind, sind die Linearkombinationen von D selbst
und der Sphire S’ >< ¢, wo ¢ ein Punkt von S, ist.

Entsprechend sind die Zyklen von D, die in M” homolog 0 sind, die
Linearkombinationen von Dund 8” = ¢. Also mu8 sich schliellich 2.5, in
D darstellen lassen als lineare Verbindung von D, 8'=<gq, 8" =g¢. Die
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Dimension von D ist n — 1, die von 8’ < ¢ und S” = ¢ ist n — 2. Wegen
n > 2 muB sich also der eindimensionale Zyklus 2.5, schreiben lassen als
lineare Verbindung von 8’ >=gq und S”xgq; daraus folgt: n — 2 = 1,
also n = 3. Damit ist der erste Teil der Behauptung iiber M bewiesen.

Jetzt folgt weiter: M’ und M” sind dreidimensionale Volltorusse. M
entsteht aus M’ und M” durch eine gewisse Identifizierung der Rand-
flichen. Das bedeutet: M besitzt ein Heegaard-Diagramm vom Ge-
schlecht 1. Daher ist M bekanntlich ein Linsenraum.!)

Nun 148t sich die erste Betti’sche Gruppe von M leicht bestimmen.
Weil £’ und E” zweidimensionale Elemente sind, 14Bt sich jeder ein-
dimensionale Zyklus in M so deformieren, daf} er in D liegt. Fa3t man D
als Randtorus des Volltorus M’ auf und beachtet, daB der Meridiankreis
8’ = q von D homolog 0 in M’ ist, so erhilt man: jeder eindimensionale
Zyklus in M ist in M homolog einem Vielfachen der Faser §,, des Breiten-
kreises p < 8; auf dem Torus D.

Ist S§; ~ 0in M, dann ist also die erste Betti’sche Gruppe von M die
Nullgruppe. Der einzige solche Linsenraum ist aber die S,.

Ist 8, nicht ~ 0 in M, dann ist wegen der Voraussetzung 2.8, ~ 0 die
erste Betti’sche Gruppe von M zyklisch von der Ordnung 2. Der einzige
solche Linsenraum ist der P,.

Damit ist der am Anfang dieser Nr. 8 genannte Fasersatz, also auch
der Satz C, also auch der Satz A bewiesen.

Anhang.

a) Der Beweis des Satzes B’, von dem unser Satz B ein Spezialfall ist
(Nr. 4), beruht auf der Betrachtung der Abbildungen p,(z) = 2* von G
in sich, die jedem Element z seine k-te Potenz zuordnet; der Grad von
Py 8ei y,.. Dann ist B’ eine Konsequenz der folgenden beiden Satze!?):

Satz I. Der Homologie-Ring der geschlossenen Gruppe G sei dem Ring des
topologischen Produktes von I Sphiren ungerader Dimensionen dimensions-
trew isomorph ; dann ist y, = k'l

Satz II. Die geschlossene Gruppe G enthalte eine A-dimensionale Abel’sche
Untergruppe, und es gebe keine hiher-dimensionale Abel’sche Untergruppe
von @ ; dann ist y, = kA,

Fiir B’ geniigt der Beweis von I und II fiir eine einzige Zahl k& > 1,
z.B. k= 2.

Zu dem Beweis von IT im § 2 der Arbeit von Hopf?) haben wir nichts
hinzuzufiigen; der Beweis von I aber 148t sich in unserem Falle, also im

153



Falle I = 1, wesentlich einfacher fiihren, wenn man sich auf & = 2 be-
schrankt. Dann hat man also zu zeigen: Ist die Gruppe G eine Homologie-
sphire, dann hat die Abbildung p,(x) = 22 von @ in sich den Grad 2.
Zum Beweis beniitzen wir einen bekannten Fixpunktsatz!3), nach dem fiir
eine Abbildung f einer Homologiesphire G in sich die Summe der Fix-
punktindizes gleich (— 1)* + ¢, ist, wo ¢, der Abbildungsgrad von f ist.
Bei der Abbildung p,(x) einer Gruppe in sich ist nun der Einheitspunkt e
der einzige Fixpunkt (22 = x hat e als einzige Losung), und der Fixpunkt-
index ist, wie man sieht, wenn man kanonische Parameter einfiihrt,
gleich 1. Also ist ¢, = 1 — (— 1)". Beachtet man noch, dal die Dimen-
sion einer Gruppen-Homologiesphire ungerade ist, so folgt die Behaup-
tung c,, = 2.

b) Ein anderer Beweis fiir Satz B beruht auf der Theorie der Faserun-
gen; und zwar auf dem folgenden Satz: Die (2r + 1)-dimensionale
Homologiesphére G sei gefasert mit der Faser §,; dann hat der Faserraum

—SG— dieselben Betti’schen Zahlen wie der komplexe projektive Raum K,
1

der (komplexen) Dimension 7 ; insbesondere hat die Charakteristik den
Wert » + 1. (Dieser Satz war als Vermutung samt einer Beweisskizze von
Herrn H. Hopf ausgesprochen worden ; eine allgemeinere Theorie, die den
Satz enthalt, wird in der Dissertation von Herrn W. Gysin dargestellt
werden.) Damit 148t sich nun leicht zeigen: Eine Gruppen-Homologie-
sphéare hat kein Toroid 7', als Untergruppe.

Beweis: Ist ein 7', Untergruppe einer beliebigen Gruppe @, dann ist 7',
direktes Produkt K’ =< K” zweier geschlossener einparametriger Unter-
gruppen K’, K” von G. Jede Nebengruppe a7, von T, in @ ist gefasert in
Nebengruppen von K”, und der zugehorige Nebengruppenraum ist mit
K’, also mit S; homéomorph (die Faserung von a7, entsteht aus der
Zerlegung von 7', in Nebengruppen von K” durch Multiplikation mit a).

Man betrachte nun den Nebengruppenraum —KG—” . FaBt man alle Punkte

von - , die — als Nebengruppen von K” in G betrachtet — in derselben
Nebengruppe von 7', liegen, zu einer Faser zusammen, so erhilt man eine

Faserung von % mit der Faser §,. Daraus folgt, da@ % die Charak-

teristik 0 hat; denn eine in Kreise gefaserte Mannigfaltigkeit besitzt
stetige, fixpunktfreie Deformationen in sich. Nach dem oben genannten
Fasersatz ist also G keine Homologiesphire.

G:P

¢) Aus den in Nr.6 und 7 bewiesenen Tatsachen: ~

n—1»
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N=L+a,L, und 2L ~0 in G 1aBt sich die Behauptung ,,n = 3 auch
mit Hilfe der Theorie von Hurewicz!4) ableiten. Aus dieser Theorie er-
gibt sich ndmlich leicht die Richtigkeit folgender Behauptung: Die zweite

Homotopiegruppe von % = P,_, ist nicht die Nullgruppe; dann mufl

n = 3 sein, denn P,_, hat dieselben Homotopiegruppen wie S,_,. Um die
Behauptung zu beweisen, setzen wir fiir die bei Hurewicz mit H bezeich-
nete Untergruppe die Gruppe N ein; die Zahl » im Satz XII bei Hurewicz
setzen wir gleich 2 (n bezeichnet also von hier an nicht mehr die Dimen-
sion von (). Dann ist nach diesem Satz eine gewisse Faktorgruppe von

Tty (%) isomorph mit einer Untergruppe der Fundamentalgruppe x,(N)

von N; und zwar besteht diese Untergruppe aus denjenigen Elementen
der Fundamentalgruppe von L (das ist die Gruppe (H,)5 bei
Hurewicz), die in G nullhomotop sind (mit (@5#), ist bei Hurewicz die
Klasse der zusammenziehbaren Abbildungen von §,_, in G bezeichnet);
sie ist nicht die Nullgruppe, denn nach Nr. 7 ist 2L ~ 0 in @, also 2L
auch homotop 0 in @ (weil die Fundamentalgruppe der Gruppe G
kommutativ ist).
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Surune classe de transformations différen-
tielles dans l'espace a trois dimensions. |.

Par ALEXANDRE OSTROWSKI, Bale

Introduection

Si z est une fonction indéterminée de z, on peut toujours introduire
deux variables X, Z par des équations

dz dz
X=f(x,2,zz) > Z=g(x,z,%), (1
. . . R . az
mais, en considérant Z comme fonction de X, 'expression de X con-

2
tient en général —g—a;- Or, on peut choisir les fonctions f et g de sorte
dz

, . az . .
que l’expression de P) dépende que de x, de z et de T

dZ dz

=M a) @
et qu’en plus x et z puissent étre tirés des relations (1) et (2) en fonctions
de X, Z et == . On a alors affaire & une transformation de contact.

dX
Par exemple, en posant avec Euler et Legendre

dz dz
XZ% N Z=z—x% i (3)
on a
& _dz &
iz dz dz " da
ax = &z = )
dx?

Il existe aussi des transformations de cette sorte dans le cas d’une
fonction z d’un nombre quelconque n de variables indépendantes
%y, ..., &,. Ce sont des transformations de contact dans ’espace & n 1
dimensions, dont la théorie, amorcée par Euler, Legendre, Ampére et
Jacobi et poursuivie par Du Bois-Reymond et Darboux, a été surtout
développée dans ’ceuvre magnifique de Sophus Lie et complétée par
S. Cantor et F. Engel.
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On peut se demander §’il existe aussi des transformations analogues
dans le cas par exemple de plusieurs fonctions d’une variable indépendante.
Mais il est facile de montrer que, si par exemple, y, et y, sont deux
fonctions indéterminées d’une variable indépendante z, on obtient, en
posant

d d
§=f(-’17’ Y1 :’/2:—;%, Ti%) ym=g(...), nzzh,“) ,

. d . .
pour les dérivées CZ? , CZ; des expressions dépendant des dérivées
secondes de ¥, et y, et que ces dérivées ne disparaissent de &, 7, 7, que si
les fonctions f, g, 2 sont indépendantes de (fl?;‘ et 62‘12 , C'est-a-dire,

si notre transformation est une transformation ponctuelle.

Toutefois, en combinant par exemple la transformation (3) avec la
transformation identique U = u, u étant une fonction indéterminée de «,
on exprime au moins les fonctions z et 4 de « par Z, U et X et par les

Z dU dU  du Jd*
dX’ dx° dX ~ dxl/ da®
contienne la dérivée seconde de z. On a ici affaire & une transformation
qui est réversible sans étre une transformation de contact.

dérivées bien que I’expression de la dérivée

Plus généralement, si y,(x), (» = 1,...,n) sont » fonctions indéter-
minées de z, il existe des transformations

E=¢&@y 9™ 5 p=n(.),

telles qu’en dérivant ces relations, on puisse exprimer « et les y, en fone-
tions de &, 7, et des dérivées des 7, par rapport & & jusqu'a lordre k.
Nous appelons des transformations de cette sorte transformations réver-
sibles d’éléments de ligne d’ordre k. Si k = 1, nous parlerons tout simple-
ment de transformations R.

Le présent mémoire est consacré a I’étude des transformations R pour
n = 2, c’est-a-dire dans Pespace & trois dimensions. Dans un mémoire
suivant nous établirons les principaux théorémes concernant les trans-
formations R dans Uespace & un nombre quelconque de dimensions.

dy,

2

Si &, n, et 7, sont donnés en fonctions de x, y,, ¥,, % =P, 5= P

by

de maniére & conduire & une transformation R, nous montrons tout
d’abord que les expressions de &, 5, 7, dépendent d’une méme fonction
de p,, p,, c’est-a-dire qu’il existe une fonction
r =72, Y1, Y2, P1, Pa)
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telle que &, #,, 1, s’expriment tous les trois par «, y,, ¥, et . La fonction
r jouit, en fonction de p, et p,, de la propriété que ses courbes de niveau
sont des droites. r peut étre choisi naturellement de différentes fagons.
Nous choisissons r d’une maniére ,,canonique®, de sorte que r est uni-
voquement déterminé par I’équation ,,Pfaffienne‘“ ds = 0, ou

ds = edy, — a(x, y,, Y5, ) dy, — b(x, ¥,, Ys, 7) dx .

Ici ’on a ou bien e=1, a=r (type I), ou bien e=1, b=r, —Z—?:O

(type 1I), ou bien e = 0, @ = — 1, b = r (type III).

La forme ds sera appelée la premiére forme adjointe rattachée i notre
transformation R. En considérant les expressions de =z, y,, ¥, en fonc-

tions de &, #,, 7, (fligl =m,, %ﬂ? = 7,, on exprime de la méme fagon

Z, Yy, Yo PAT &, 7y, 7, et par une grandeur

e = 9(5’ N1s M2> s 7'[2) ’

définie univoquement par une équation do = 0, ou

do = edn; — (&, 11, M25 0) dygs — B(E, M, s, 0) dE,

la seconde forme adjointe rattachée a notre transformation R, satisfait aux
conditions analogues & celles énoncées pour ds.

Notre transformation R se réduit alors & une transformation ponctuelle
entre deux espaces & 4 dimensions

(x: Y1, Ya» ’I‘) et (f: 715 7a2s 9) ’

satisfaisant & la condition
do = uds (5)
(théoréme I).

Ici les formes adjointes ds et do peuvent étre choisies arbitrairement
(théoréme IIT), et chaque transformation satisfaisant a (5) définit une
transformation R.

De I’autre coté, si la forme ds est donnée, il suffit de choisir les expres-
sions de &, #,, 5, en fonctions des z, y,, ¥,, r de sorte qu’elles satisfassent
a4 une certaine équation différentielle (24,4) du texte, pour qu’il soit
possible, en leur adjoignant une quatriéme fonction o(x, ¥, ¥, 7),
d’obtenir une transformation R (théoréme IV). Toutefois il y a certains
cas d’exception.
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Les transformations R ne forment pas un groupe, mais si I’on ne con-
sidére que les transformations R dont les deux formes adjointes sont
égales entre elles quand on remplace &, #,, 7,, ¢ dans do resp. par
Z, Y1, Y2, r — les transformations R syméirigues — ’ensemble des trans-
formations R symétriques appartenant a une forme adjointe fixe forme
un groupe.

Dans notre discussion, nous faisons généralement abstraction des
transformations R provenant d’une transformation ponctuelle entre
Z, %, Y d'un coté et & n,, n, de 'autre. Toutefois, nous montrons
(théoréme II) que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme
adjointe do puisse étre transformée par une transformation ponctuelle en
la forme adjointe dy, — rdx est que les coefficients de do soient des
polynomes au plus linéaires en g. (Une telle forme adjointe sera appelée
axiale.)

L’intérét de ce résultat consiste en ceci que les transformations R
symétriques correspondant & la forme dy, — rdx se réduisent aux trans-
formations de contact dans le plan des z, y,.

Ces résultats sont développés dans le chapitre I du présent mémoire.
Le § 1 de ce chapitre contient la démonstration que les transformations
de contact dans le sens de Sophus Lie n’existent pas dans notre cas.
Le § 2 est consacré & la définition des fonctions r et o. Dans le § 3 nous
démontrons le théoréme I qui peut étre considéré comme le résultat
principal de ce chapitre, et nous ajoutons quelques remarques sur les
transformations R du point de vue de la théorie des groupes.

Dans le § 4, les théorémes IT et IIT sur ’équivalence des formes ad-
jointes sont démontrés. Relevons qu’il résulte du No. 62 du § 10 du second
chapitre, que notre procédé de démonstration du théoréme III contient
une solution de ’équation différentielle aux dérivées partielles du premier
ordre & deux variables indépendantes dans le cas général. Dans le § 5
nous démontrons le théoréme IV, et nous ajoutons au § 6 quelques
remarques sur l'intégration de 1’équation différentielle (24,4).

Pour un nombre n > 2 de fonctions de z, la solution du probléme de
trouver toutes les transformations R sera obtenue en généralisant les
considérations du chapitre I. Mais dans le cas spécial n = 2 on obtient
une solution particuliérement simple de notre probléme en faisant usage
des transformations de contact dans l'espace & trois dimensions. Cette
solution est exposée dans le chapitre II.

En éliminant r et ¢ des 4 relations existant pour une transformation R
entre x, y,, y5, 7 et &, 7y, 2, 0, On obtient une correspondance entre les
espaces S(z, y;, ¥») et X' (&, 1y, ), définie par un couple d’équations
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‘Qv(x’ Yi> Y, &, My 7]2):0: v=12. (6)

C’est une correspondance de rang 1 entre S et 2. Nous montrerons dans
le § 7 que réciproquement la transformation R est univoquement déter-
minée par la correspondance (6) et par ds, a I’exception de certaines
transformations R, transformations R singuliéres, qu’on peut facilement
toutes former (théoréme V).

Dans le § 8 on part d'une correspondance (6) donnée & priori, et ’on
cherche des conditions sous lesquelles, en choisissant une premiére forme
adjointe ds, on obtient une transformation R. Cette recherche se réduit
4 la discussion du probléme de caractériser certaines formes ds que nous
appelons singuliéres relativement & (6).

Notre résultat est que chaque forme ds est singuliére relativement & (6),
si la correspondance (6) est intransitive, c’est-a-dire, si les équations (6)
peuvent é&tre choisies dans la forme

fv(x’ Y1, yz)—%(f, N1s 7]2)= 0, v=1,2.

Si la correspondance (6) est fransitive, elle définit dans chaque point de
P’espace S un ,,cone élémentaire‘* d’éléments de ligne. Si ce cone dégénére
dans chaque point de S et devient un élément de surface, on a affaire a
une correspondance faiblement transitive dans S.

Le résultat principal de la discussion du § 8 consiste en ceci que les
formes singuliéres ds n’existent dans le cas de (6) transitive que si (6) est
faiblement transitive dans S, et qu’on peut caractériser les formes sin-
guliéres comme certaines formes axiales satisfaisant & une certaine
relation linéaire qu’on établit facilement & partir des cones élémentaires
(dégénérés) définis dans S par (6).

Or, une correspondance (6) (du rang 1) définit d’aprés S. Lie une
transformation de contact 7'. On peut alors (§ 9) interpréter nos formules
au moyen de 7. A chaque forme adjointe ds correspond un ensemble D
de oot éléments de surface de S tel que par le point général de S passent
ool éléments de surface de D. D sera appelé le champ d’éléments de
surface correspondant & ds. D définit évidemment dans S une équation
différentielle aux dérivées partielles du premier ordre. Maintenant, si 4
est le champ d’éléments de surface correspondant dans X' & do, D est
transformé dans A par la transformation de contact T.

On peut dés lors obtenir les équations de notre transformation R de
maniére suivante: Chaque élément de ligne (z, y,, ¥s, Py, p;) général
dans § est situé dans un élément de surface du champ D. Si & cet élément
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de surface correspond par 7' un élément de surface de 4 passant par le
point (&, n,, 7;), on a en exprimant &, #,, 7, en fonctions de z, y,, ¥, P1,
Py, notre transformation R.

Toutefois, le résultat obtenu n’est pas applicable aux transformations
singuliéres. Pour caractériser les transformations singuliéres, on peut
utiliser les transformations de contact qui se rattachent & une correspon-
dance du rang 2, définie par une seule relation

Q, Y1, Y2, E,m,>m2) =0 (M

On obtient alors (§ 10) le théoréme VI qui est le théoréme fondamental
du présent mémoire: Chaque fois qu’une transformation de contact entre S
et 2 transforme un champ D d’éléments de surface de S dans un champ 4
d’éléments de surface de X, on obtient par la régle énoncée plus haut une
transformation R, et chaque transformation R peut étre obtenue de cette
fagon.

Toutefois, en appliquant ce théoréme, il faut tenir compte de certaines
singularités dues & la non-uniformité des transformations impliquées.

Nous avons dfi dans la discussion des §§ 8, 9 plus entrer dans les
détails que dans la premiére partie du mémoire. Cela a été nécessaire,
puisque les transformations des équations différentielles aux dérivées
partielles par une transformation de contact générale ne sont pas étudiées
en détail dans les grands traités de Lie-Scheffers, Lie-Engel, Goursat et
Campbell.

Cependant, une discussion générale de cette sorte se heurte & un
obstacle apparemment infranchissable autant qu’on ne fait pas d’hypo-
théses trés particuliéres sur les fonctions entrant dans le calcul. Une
équation de la forme

F(r,z, 41, 9) =0 (8)

peut trés bien n’admettre aucune solution par rapport & 7, méme si r
entre effectivement dans F et si F est une fonction holomorphe en
7, Z, 4, Y. Par exemple F pourrait étre de la forme e%" %7149 @ étant
une fonction entiére de ses arguments. Il est donc impossible en général
de , tirer la valeur de r de I’équation (8)* comme on est accoutumé de le
faire dans les discussions générales de la théorie des équations différen-
tielles aux dérivées partielles, surtout quand on utilise des considérations
géométriques. Dans de tels cas on est forcé de se borner aux conditions
nécessaires qui deviennent suffisantes dés que la solubilité des équations
est assurée, par exemple dés que les fonctions entrant dans le calcul sont
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algébriques. Quand on a atteint des conditions de cette sorte qu’on
pourrait appeler des conditions algébriqguement complétes, on n’a naturelle-
ment pas résolu complétement le probléme, mais on a peut-étre fait tout
ce qu’on peut faire sans introduire des hypothéses trop spéciales.

C’est dans ce sens seulement qu’on peut considérer les résultats du § 8
comme définitifs.

CHAPITRE 1
FEtude directe des Transformations R

§ 1. Préliminaires, exemples
1. Soit « une variable indépendante, et y,, ¥, deux fonctions indéter-
minées de x ; p,, p, leurs dérivées premiéres, z,, 2, lours dérivées secondes.

Soit o:
oit o E =& (X,91,Ys, P15 Ds)

=", Y1, Y2, D1, Ps) (1,1)
Ny ="72(%, Y1, Y2, D1, DP2)

une transformation telle qu’en calculant au moyen de (1,1)

__dn, _ 4y
7(1—-—75- et nz——'?d‘é—‘ )
- 77(«:""1’1’7{111'{" y 2 77;% + zln{p, + z2’7{p,

T &, ;) Fat, b,

= “l(x’yuymplipz’zl’zz) s
(1,2)

’ ] / / 2 4 2 4
_ Moo T P12y, + P22y, + 21M2p, + 22 M2y, — 713 (%, Y1, Ya, Pr» Pa» 215 %),

- & +p1§,,,, +p2§,l,, +z1§;, —}—22{-‘;2

42

on obtienne premiérement comme l’inverse de ¢ une transformation s:

z =z (§,M,92, W, %)
Y1="Y1(6, M1, M2, Ty 5 ) (1,3)
Yo=Yz (&, 7M1, N2 s Ty s )

et, deuxiémement, en posant

. d*n, d?n,

Cl == des Cz = _t—l-g‘!— ’

et en dérivant (1,3), des expressions pour ,, p, analogues aux formules
(1,2). Les transformations s et o de ce type seront appelées au cours du
présent mémoire transformations R. Elles présentent une certaine ana-
logie (assez incompléte, il est vrai) avec les transformations de contact
(Cf. No. 3).
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Quand peut-on dire que les transformations s et ¢ sont inverses 1’une
de l'autre? Ceci est équivalent aux deux hypothéses suivantes:

I. En substituant dans (1,1) les expressions (1,3) de x, y,, y, et les
expressions correspondantes de p,, py, les 3 équations (1,1) deviennent
des identités pour le couple ,.général’‘ des deux fonctions w, n, de & 1).

I1. En substituant dans les équations (1,3) les expressions (1,1) et (1,2),
ces équations deviennent des identités pour le couple ,.général’* des deux
fonctions y,, y, de z.

11 est évident qu’alors le systéme (1,1) posséde en général pour chaque
couple de fonctions 7, 5, de & des solutions, et chaque solution est
donnée par (1,3). Le fait analogue subsiste pour le systéme (1,3).

Si P'on retient ’hypothése I, ’hypothése II peut étre remplacée par
Ihypothése suivante:

II°, Le systéme (1,3) posséde une solution pour le couple ,,général‘ des
deux fonctions y,, y, de z.

En effet, désignons par 3}, y3 un couple général de fonctions de z et
par p!, p} leurs dérivées premiéres. Soit alors &2, %3, %3 une solution des
équations (1,3), et désignons par nf, ny les dérivées de 7], %3 par rapport
a &0, Cette solution est alors donnée d’aprés ’hypothése I par les formules

v=1,2 ,
E=E(,9,p) 5 fu="n.(2,9,05) , p—1.2 (L9
et 'on a
x__xéo 0 0) 0 __ 50 (] 0) ’l’=l,2 ’ (15)
=x(£°, n,,m, » Y =4, (&%, m,) p=1,2. s

Alors, on a en substituant les expressions (1,4) dans (1,5):
2 (8, 90,0, mu (2,90, 80) s mu (2,90, 0),2) ) ==
y(E(x,y?,,p‘,’,),n,,(x,y‘,’,,p‘,’,),n“(x,y?,,pg,zg))= y‘;{ , A=1,2

Donc, en substituant les expressions (1,1) et (1,2) dans (1,3), ces équations
deviennent des identités pour le couple ,,général® y,, y,.

1) 8i I'on dit qu’une assertion est valable pour un couple général de deux fonctions,
on entend par la qu’il existe une expression différentielle ® en deux fonctions, telle
que Passertion en question reste valable autant que l'expression P ne devient pas 0.
Toutefois, cette notion s’applique généralement dans les recherches sur le comporte-
ment local, de sorte que les fonctions ,,générales pourraient trés bien posséder des
espaces lacunaires, méme si elles sont analytiques.
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Dans ce qur suit nous supposons partout que les substitutions (o) et ()
sont inverses U'une de Uautre dans le sens de ce No.

2. Si les fonctions &, 7;, 5, dans (1,1) ne contiennent pas p,, p,, les
fonctions z, y,, ¥, de (1,3) sont indépendantes de =, 7,.

En effet, les 3 fonctions dans (1,1) sont assurément indépendantes,
puisque dans le cas contraire il existerait une relation entre &, 7, 7, et
alors les équations (1,3) ne seraient pas résolubles pour le couple ,,général*
Y15 Y2

Donc on peut exprimer z, y,, ¥y, comme fonctions de &, %, n,. Mais
d’un autre c6té, d’aprés nos hypothéses, ces 3 fonctions sont exprimables
par les expressions de droite en (1,3). Done, si ces 3 expressions n’étaient
pas indépendantes de =, , 7;, on obtiendrait du moins une équation diffé-
rentielle pour 7, (&), #,(£) et le couple #,, #, ne serait pas ,,général*.

11 s’agit donc dans ce cas d’une transformation ponctuelle et de son
inverse.

Dans ce qui suit nous allons supposer, si le contraire n’est pas dit
explicitement, que les transformations (1,1), (1,3) ne se réduisent pas a
des transformations ponctuelles. Alors au moins 'une des variables
Py, Pe entre effectivement dans (1,1), et au moins ’'une des variables
m,, my entre effectivement dans (1,3).

3. Les expressions (1,2) de =x,, 7, contiennent z,, z,. Nous allons main-
tenant montrer que ces expressions conliennent effectivement au moins
Uune des variables z,, z,, 8’1l ne g'agit pas d’une transformation ponctuelle.

En effet, si w, et m, étaient indépendantes de z,, z,, il résulte des for-
mules (1,2) que le rang de la matrice

"7; } 2% 77{ Pe
/ ’
N2 [ 2% N2 Py
b En
serait égal & 1. Mais alors les 3 fonctions #,, 7., &, considérées comme
fonctions de p,, p,, seraient toutes les 3 exprimables par I'une d’elles.

Il existerait donc une fonction p=p(x, y,, ¥=, P1, P2) telle que &, ,, 7,
pourraient étre exprimés en fonctions de 4 variables z, y,, y,, p:

3 =§ (x’ Yis Ya» p) )
=" (2, %, Y P) ,
Na = Ng (x: Y15 Ya» P)
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Alors on a pour 7, et 7,:

- - - = d
The -+ Paite, + PaTlhy, + Ty S

o = = zr dp
Ea,: + P 5][1 + P2 5”8 + ép Tx—
= =/ = = dp
Mo + P1My, + Pallay, + 2o g
TTy = a
1 @p

E +mE, +1E, +&
Or,
ﬂ’_ _ ’ +2z ’ + ’ + ! + ’
de = Pp T %Pp, T P1Py, T PaPy, T Py
contient effectivement une des variables z, et z, qui n’entrent pas
d’aprés notre hypothése dans x;,7#,. On a done
Ty = —@ﬁ Ty = i_;—”- M
1 OE; ’ 2 6 ’/’ ’
mais les expressions de droite ne dépendant ic¢i que de z, y,, ¥,, P, nous
aurions exprimé 5 grandeurs

5, N1 Nas Ty Ty (3’1)

en fonctions de 4 grandeurs z, ¥y, y,, P-

Il existerait donc une relation non-identique entre les 5 grandeurs
(3,1) tandis que #,, 7, est un couple ,,général* de fonctions de &.

En particulier il n’est donc pas possible que dans une transformation
(1,1) qui ne se réduit pas 4 une transformation ponctuelle, les 5 expressions
(3,1) s’expriment au moyen de z, y,, ¥3, Py, Ps-

Les transformations de contact dans le sens étroit de Sophus Lie ne peuvent
donc pas étre généralisées au cas de 2 fonctions d’une variable indépen-
dante si Uon ne veut pas se borner aux transformations ponctuelles 2).

4. Exemples. 1. Posons
Ny =D %P2y M=YtY—2Oi+p), E=y—zP:+p). (41)
On a évidemment

dm,

o dz — —'x(pl'i‘pz); — (p1+P2);

! __‘!_5_ —&(py+ D) —P1 ? — (P + P, — D1
dz

done

%) Cf. Lie-Scheffors, Geometrie der Berithrungstransformationen, T. I. (1896), pp.
478 — 480.
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I1. Pour

§ = p,, M="Y1, Na=Y;— TP,
on obtient

’
—py—=x
my = 111 , g = P2 Psl D2x -z,
22 Dz
T=—", Y1=1nN, Ys=1— &n,,

c’est essentiellement la transformation de Legendre.

III. En posant

==z, m=& ) 772=2/1"“£L?/2 ,

y 2 D-
on a
_ P/ P1 (pl)/
=), , W= P — Pp— — pLat S
! (Pz)‘u 2= PP P2 y 2
1
?/2=‘—"—"n: :y1=772—‘7’t—771, x=£¢

IV. Des formules

5—-——-43, MmM=Y1, N2=Y;,
y 2
il résulte
O Ty v e e
x x
p rau (pz) + (pz)"

=T = =
3’—”15, Y1=N1, Y2=1mn, .

(4,19

(4,2)

(4,2°)

(4,3)

(4,39

(4,4)

2

P-

(4,4°)

Dans cette transformation, chaque point se déplace suivant une paralléle
& Paxe des z, le facteur dont se multiplie  étant proportionnel & la
tangente de 1’angle formé par la projection de I’élément de ligne sur le

plan des y,, y, avec 'axe des y,.

V. Une généralisation de l’exemple précédent est donnée par les

formules:
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£=X(-z;—l,x)$ Mm=Y, MN="Y, (4’5)

2
si
D=X,’,1$O , X.=£0.

P32
En effet, on a

Py _ Y2 T Dy

X’+D(l’_1.)' T X’+D(_1£’_1_)/ R
* p2/* * 2%

n1=

b

donc en résolvant la premiére équation (4,5) par rapport & x:

- 7
rT=2= (__7_1:_1_ ’ 5) ’ yl = 771 ’ yﬂ = 772 . (4:50)
2
VI. Enfin, si
Dy P2 i
= , =Y — 2 gy, — o, 4,6
& Py nm=yY P N2 = Y2 . (4,6)
on obtient
not(B) (),
731‘:—‘%2 pl , n2=x2 pl pl , _12_=&_,
x(_r:z_)/__& x(.@z_)/__& m P
z z
y 2 y2 P1 P
2
L1 7 7
x=—" ’ y1=’71+2‘—2,y2=7h+'—2~ (4,69
nl 5 7‘1 7'[21

§ 2. Les fonections r et o

5. Désignons par
& P K(E’ M1s 77217‘1’”2)

une fonction de ses 5 arguments jouissant de la propriété de rester in-
dépendante de z,,z, quand on y exprime les arguments &, ..., m, par
Z, Y1, Y2, P1»> P3> %1, 22. Par exemple, les 3 fonctions x, y,, y, dans (1,3)
jouissent de cette propriété.

Posons

d 0 ]
3——3;'#1’1};;4'?2"@- (6,1)
Alors on peut écrire (1,2) dans la forme
m, = 6nv+zln:?1+z2nl{1’g p = 1’2 . (5,2)

o0& +‘z1 51:‘ + 25 45;, ’
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Done, en dérivant « par rapport & 2, et 2, :

(nl 5, O + &,,2)) — &, (0my + 71 ,,20)) ki, +

5,3
+ (77;”1 (65 + 52;222) - Elix (6772 + ngmzﬂ)) K;rz =0. ( )

(Wt 0, B + &5, 20) — &, Oy + i, 20)) K, +

5,4
(o, O + &1 2) — £, (O + 1}y, 2)) Ky, = 0. 5.9

Les deux relations (5,3), (5,4) ne sont pas satisfaites identiquement en «,
sans quoi m, et m, seraient indépendantes de z, et z,. Donc on obtient
pour x une équation différentielle:

Vg, + K0, =0, (5,5)

ol y est indépendant du choix de «. En plus, y ne dépend évidemment
pas de z;, z,, et ’on obtient de (5,3), (5,4) les trois expressions pour y :

— "7{ [ 21 E;a _ 7]{ P2 5;,
Y= T f (5,6)
M2p, 592_7721’2 52’1
4 4 ! 7 ! ’ ! /4
y= " p, (&2 + P&y, +1:8,) — &5, 1o+ Doy, + D271y,) ,7)
77;% (E:: + 5;1 + P f,l,,) - 51;3 (77;:0: + 1 ’7;1/1 + pz"?éu,) ’ ’
g Tin (Gt by oaby) — 6, Oa Py + D)

Nepy (§2 + D1 &y + P2 &y) — &, (Moo + P17y, + Patiay,)
dont 'une au moins ne devient pas indéterminée.

6. La condition (5,5) est évidemment nécessaire et suffisante pour que «
jouisse de la propriété en question. Or, y = p(&, %y, ..., @,), jouit aussi
de la propriété de rester, exprimé par z, y,, ..., indépendant de z, et z,.
Done

YVt ¥m, =0 . (6,1)

» pourrait trés bien étre 0 ou oo (dans ce dernier cas, I'équation (5,5) se

réduit a xi,l = 0) ou bien, plus généralement, étre indépendant de =, et
7y. Nous distinguons trois cas:

1. y est fini et indépendant de =, , 7,. Alors, nous posons
e = — ¥ (& N1, M2) 7 - (6,2)
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2. y dépend au moins d’une des variables x,, 7,. Alors, nous posons

e=vy. (6,3)
3. y est égal & co. Alors, nous posons
@ = Ty. (6’4)

7. Dans le cas 2. p = y, p est aussi une intégrale de (5,5), donc chaque
fonction « s’exprime par p, en adjoignant &, 7, 7n,. Or Pexpression
7, — om, satisfait elle aussi la condition (5,5). Donc cette expression
s’exprime par &, 7;, 7,, 0:

7w — e =g (0; &, N1, M) - (7,1)

Dans les cas 1. et 3, x est une fonction de z; — yx, ou de m,. Done, dans
tous les trois cas x est une fonction de &, 7, 7, 0-

Nous supposons dés maintenant que x, ¥, , y, dans (1,3) sont expri-
més en fonctions de &, 7,, 77,, o, et les dérivées partielles sont & cal-
culer dans cette hypothdse.

Dans I'exemple IT du No. 4 on a ¢ = =x,, dans les exemples I, ITT—VI:
421
e

8. Considérons maintenant une fonction £k (x, y,, ¥s, p1, P2) qui,
exprimée par les variables grecques, ne dépende pas de {;, {,. Il résulte
évidemment d’un raisonnement complétement symétrique au précédent
que notre fonction k satisfait & une équation différentielle

e::

Ckil’l_*—kl;z:() 4 C=C($, yl’y2’pl’p2) ’ (8,1)

ol la fonction ¢ appartient, elle aussi, & la classe des fonctions % et satisfait
a I’équation différentielle
/ !/
cc, +¢,, =0 (8,2)

De méme, posons r=c, si ¢ dépend effectivement d’une des variables
P15 Pa. Si ¢ est indépendant de p,, p, et fini, posons

r=p—c¢(Z, Y, Y2) P2} (8,3)
Enfin, pour ¢ = oo, soit

Y= P,y. (8:4)

Dans le cas ¢ = 7 il existe une fonction f(r; , y,, y,) telle que
n—rp=fr;2, 91, 9) . (8,5)
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Dans tous les trois cas chaque fonction k£ s’exprime par z, y,, ¥,, 7.

Dans ce qui suit nous supposerons que &, 7,, 7, en (1,1) sont ex-
primés en fonctions de x, y, , y, , 7, et leurs dérivées partielles sont a
calculer dans cette hypothése.

Or, g, exprimé en fonction des variables latines, appartient évidemment
a la classe des fonctions k. Il en résulte que p peut étre exprimé par

x, B A
Yo ¥ e=1¢0(® ¥, Y571 . (8,6)

De méme r s’exprime par &, 7;, 7,5, 0:
7'='r(§, N15 Nes Q) . (8’7)

Dans les exemples I, II du No. 4 on a resp.: r =p, + ps; 7 = P, ; €t
dans les exemples ITI—VI: r = 2
2

9. La fonction r = r(p,, Ps, %, ¥, ¥s), définie par (8,3) au moyen d’une
fonction arbitraire c(x, y;, ¥,), ou bien par (8,5) au moyen d’une fonction
arbitraire f(r, z, ¥,, y,), ou bien par (8,4) comme p,, posséde la propriété
qu’en posant r = ¢, et en variant la constante c,, on obtienne un champ
de droites dans le plan des p,, p,. Les variables z, %,, ¥, sont alors &
considérer comme paramétres.

Or, il est facile de voir que, réciproquement, au champ le plus général
de droites & du plan des p,, p,, dépendant des paramétres z, y,, ¥,
correspond une et une seule fonction 7(p,, Ps, %, ¥,, ¥s), définie comme
en haut, telle que le champ § consiste en les lignes de niveau de .

En effet, soit

A@)p, + B(t)yp: = C(¢) (9,1)

Iéquation de la droite générale de &, dont on obtient les droites indivi-
duelles pour les valeurs particuliéres de £.
Alors, si A(t) # 0, on peut supposer dés le commencement A (f) = 1.

Maintenant, si B(t) ne dépend pas de ¢, posons ¢ = — B(¢), alors
r=1D9 —CP; (9,2)
est une fonction dont les lignes de niveau forment le champ .
Si B(t) dépend effectivement de ¢, posons B(f) = — r et exprimons
C(t) parr:

O(t) = f(r, 2, y1, ¥s) -
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Alors I’équation générale des droites de § est
P — TP = f('r’ Z, Y1, yz) . (9:3)
Donc § est I’ensemble des lignes de niveau de la fonction r tirée de (9,3).
Si enfin 4 () = 0, 'équation (9,1) se réduit a

_Cw _ . .
pz——B‘(ﬁ—-r ’

done § consiste, dans ce cas aussi, en les lignes de niveau de la fonction
r= ps .

10. Supposons de 'autre c6té que la fonction F(p,, p,) soit une fone-
tion générale dont les lignes de niveau sont des droites. Alors, 'incli-
naison de la tangente le long d’une ligne de niveau F (p,, p,) = ¢ étant
constante, F, |F, , doit étre une fonction de F':

14

Fl’l .
F;g —(P(F) ’

!

done, en écrivant que le Jacobien des deux fonctions F et —3- est 0:
(4]

F,:i F;:1 - 2F1:1F153F;111 P2 + FPIfFZa P2 0 3) ° (10’1)

11. En interprétant p,, p, comme des grandeurs caractéristiques d’un
élément de ligne issu du point P(z, y,, y,), on a une relation linéaire
entre p, et p, pour r = const., donc un élément de surface passant par
Z, ¥, Y5 Un ensemble de oot éléments de surface, tel que par chaque
point général de ’espace passent oo! éléments de surface de cet ensemble,
sera appelé dans la suite un champ d’éléments de surface.

La fonction 7(p,, ps, %, ¥, ¥,) fait correspondre & chaque point P de
Pespace S des (z, y,, ¥5) & trois dimensions, oo! éléments de surface
passant par P, caractérisés par la valeur de r. L’ensemble de ces oo!
éléments de surface forme donc un champ D d’éléments de surface. Le
fait analogue étant exact pour I'espace X'des (&, 1, 7,), on voit donc que
notre transformation est une transformation entre les deux champs D
et A d’éléments de surface, ainsi définis au moyen des deux fonctions
ret g.

Le champ D peut étre caractérisé dans les trois cas considérés au
No. 8, comme l’ensemble des éléments de surface appartenant & une
équation différentielle aux dérivées partielles du premier ordre.

3) Dans notre discussion est évidemment contenue la détermination de l'intégrale
générale de I’équation (10,1).
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Dans le cas I, ol la fonction 7 est donnée par (8,5), les éléments de
ligne passant par P(z, y,, y,) et correspondant & un r fixe, satisfont & la
relation

dy, — rdy, — f(r, 2, y1, ys) dz = 0, (1L,1; 1)

et sont donc situés sur 1’élément de surface passant par P et dont les
coordonnées de direction p, ¢ ont les valeurs

0
p= ail =f(7',93,?/1:?l2) » 9=

0Y>

Ces éléments de surface appartiennent a 1’équation différentielle aux
dérivées partielles:
ayl —_ ]( ( ayl

ox 0y,

’ylsyzax) . (I)

Dans le cas IT, ou 7 est donné par (8,3), on a pour une valeur fixe de 7
Pélément de surface

dy, — c(x, 1, Ys) Ay, — rdx =0 (11,1; II)
aux coordonnées de direction

_ Oy _ Oy
P="7%g =T > q—ayz

=°(xs3/1,?/z) .

L’équation différentielle aux dérivées partielles correspondante est

2y, _
%, =c(x,¥,.Y,) - (I1)

Dans ce cas, les co! éléments de surface passant par un point P tournent
autour d’un axe orthogonal & I'axe des z, mais non paralléle & 'axe

des ¥, .
Enfin, dans le cas III, ol r est donné par (8,4), I’élément de surface cor-
respondant & un r fixe, est donné par

dy; —rdz=20. (11,1; IIT)
Ces éléments de surface sont tous paralléles & ’axe des y, . Dans ’équation

différentielle correspondante on prendra y, comme fonction de x et y,,
et on aura

%Y,
=0 . 111
3, | (III)
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Il est évident qu’en permutant les variables z, y,, ¥, convenablement,
chacun des cas II, III se réduit au cas I.

On peut aussi caractériser les éléments de surface au moyen des
cosinus directeurs de la normale:

& = cos (n, x), p=cos(n, ), = co8 (n, Ys) , (11,2)
de sorte que l'on ait
Pigi—l=aiy:if, p=—-p, g=——. (13

On obtient alors dans les cas I, II, ITI resp. pour les champs d’éléments
de surface correspondant & ces cas:

I —%—=~f(—%,w,yl,yz),ﬂ¢0;
i} %=—c<x,yl,yz),ﬁaé0;
I g =0.

Les équations différentielles correspondant aux exemples I, II, IIT
du No. 4 sont:
%, L0 o . O
ds 1’7?;1——0’31’—0.

Relevons enfin qu’'une équation différentielle aux dérivées partielles
du premier ordre & deux variables indépendantes

F( 0z 0z

o oz — 11,4
Pt ay,x,y,z) 0 (11,4)

peut toujours étre réduite & une des formes (I), (II), (III).
Si F contient —g:—, (11,4) équivaut & (I). SiF ne contient que g—; ,
(11,4) se réduit & (IT). Enfin (III) est le cas limite de (II) pour ¢ = oo.

Notre transformation R correspond done & une transformation d’une
équation différentielle aux dérivées partielles du premier ordre dans §
en une équation analogue dans J.

Nous verrons au § 10 que notre transformation entre D et 4 s’obtient
au moyen d’une transformation de contact, faisant correspondre les deux
équations différentielles en question I'une & 1’autre.

Les champs d’éléments de surface correspondant aux équations
linéaires jouent dans la suite un réle particulier. Ces champs sont carac-
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térisés par le fait que leurs éléments de surface passant par un point
général P tournent autour d’un élément de ligne — 'axe du champ dans
P. Un tel champ d’éléments de surface sera appelé linéaire.

Aux cas des types II et ITI correspondent toujours des champs linéaires.
Quant au type I, la condition nécessaire et suffisante pour que le champ
correspondant soit linéaire, est que f soit un polynéme en r, au plus
linéaire.

En désignant les cosinus directeurs de I’axe ! par

X = CO8 (l’ x)> ﬂo = CO08 (l: 1/1): Yo = cos (l9 yz) ’ (11,5)

et en posant dans le cas I: f(r, @, 41, ¥5) = A (2, 41, ¥2)7 + B(, 91, ),
on a pour les cosinus directeurs d’'un élément de surface général du
champ dans les cas I, IT, III resp.:

M «+Bf—Ay=0, (M) ¢f+y=0, () =0, (11,6)

donc pour I’axe du champ:

1: B: —A,f=Ar+ B (I)
0t Botve={0:C:1 (IT) (11,7)
0:1:0 (I1I)

§ 3. Les formes adjointes et la réduction aux transformations
ponctuelles en 4 variables

12. Posons dn, — odn, — pdé IT)
do = { dn — ydn, — ed§ (II) (12,1)

suivant que 9 contient effectivement 1’'une des deux variables 7, 7, en
est indépendant, ou devient oo.
De méme soit
dy, —rdy,— fdz (I
ds = ( dy, —cdy, —rda  (II) (12,2)
dy, —rdz  (III)

suivant que ¢ contient effectivement I'une des variables p,, p,;, en est
indépendant, ou devient oo.
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Les formes ds et do seront appelées dans la suite la premiére et la
seconde forme adjointe correspondant & la transformation R considérée.
Nous distinguerons les formes adjointes des types I, II, III, suivant
que la premiére, la deuxiéme ou la troisiéme des formules (12,1) respec-
tivement (12,2) est valable.

En posant

do = edn, — adny — pd& , (12,3)

ds = edy, — ady, — bdx , (12,4)

il résulte de (6,2), (6,4), (7,1), (8,3), (8,4) et (8,5):
epy=ap,+b, (12,5)
87!1 = “ﬂz + ﬂ . (12,6)

13. En utilisant les expressions de &, #,, 7, par «, ¥;, ¥s, 7, ON rem-
placera les formules (5,2) par

o, + n,, w

. R ’
n,,:m W=7y 2+ Ty 2 . (13,1)

11 en résulte pour g = em; — amy:

_ (edn, — o b)) + w(en;r_"”?;r)

A 88+ &l w

Or, B étant dans tous les cas indépendant de z,, z,, donc de w, il résulte
BOE +odny=com 5 P& + oy, = eni, (13,2)
Mais, d’aprés (5,1) et (12,5), pour e =1:
8 =(& +b&) +mlE, +ak,) (18.3)
Oy = (yx + b1y) + P2y, +a7y,) » v=1,2 .

En introduisant ces valeurs dans la premiére des relations (13,2), on
obtient:

{ B, +b8) +a(my, +bn,)—eMm, +bdn,)}+
+ 2 { ﬁ(sgl/, +a’§g’(1) +0‘(77;v2+a77;u,)—€(77{v,+ a”?l,v,) } =0.
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Or, les expressions entre parenthéses étant indépendantes de p,, cette
relation se décompose en deux, que nous écrivons avec la deuxiéme des
équations (13,2):

B(&, +b&) +amg, +bngy) =ce(m, +bny) |
B(&,+ad) +almy, +an,) =iy, +an,) , | (13,4
BE +amy, =eni,

Multiplions ces 3 équations respectivement par dx, dy,, dr et faisons la
somme; on obtient
B(@E — &, ds) + o (dns— 173,,ds) — e (dmy —71,,d8) =0 ,
do = pds , (13,5)

=iy, — &, —BE, . (13,6)

La formule (13,6) s’obtient du reste immédiatement de (13,5), en y com-
parant des deux cotés les coefficients de dy,. Pour ¢ = 0 on obtient les
relations correspondant & (13,3) en permutant les indices 1 et 2 et en
posant @ = 0. Les formules correspondant aux équations (13,4) s’ob-
tiennent de la méme fagon, et ’on arrive dans ce cas aussi aux formules
(13,5) et (13,6).

14. Nous pouvons maintenant formuler le résultat suivant:

Théoréme I. Les substitutions o et s d’une transformation R s’obtiennent
& partir d’une transformation ponctuelle de Uespace & 4 dimensions :

§=§(x ,?/1,3/2,”) > o= e(x,yuyz,f) ’ (141)

771":"71(:”,?/1’3/2,7); n2=n2(w,y,,y2,r) ’
et de son inverse

r=x,n,n,0 ; =71 Mm:%,0 ; (14,2)

Nn=v(6,m,7,0 ; . Yo=Y2(E,M5 M5 0)

satisfaisant & Uéquation (13,5), en y remplacant r et o par les expressions
tirées suivant le cas, la premiére d’une des équations

P — TP = [(7, Y1, Y2, ), T =P, — (%, Y1, Ya) P2, ¥ = P2, (14,3)
et la seconde d’une des égquations
m — oy =@(0, N, M2, &), 0 =77 — y(& my, M) e, © = M. (14,4)
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Chaque couple des substitutions o, s obtenu de cette fagon, appartient & une
transformation R. — Nous avons encore & démontrer la derniére assertion
de ce théoréme.

Supposons en effet que, étant donné un couple de deux fonctions
arbitraires:

.f =f(7', ?/n?/zsx)z ou c =6(1}, 3/1,3/2) ou c
p=9¢(em,"n: & ou y=yp(& n,n) ou

oo,

la transformation ponctuelle (14,1), (14,2) satisfasse & la condition (13,5);
alors je dis, qu’en remplagant ¢ et r resp. par des fonctions de =, m,,
s Mg, & ou de py, Py, Yy, Y, &, tirées de (14,3) et (14,4), on obtient
deux transformations o, s, inverses I'une de l’autre.

En effet, supposons que ¥,, ¥, soient deux fonctions indéterminées de
z, et Py, p, leurs dérivées premiéres. Alors la forme différentielle edy, —
ady, — bdx devient (ep, — ap, — b)dz, donc 0. Il en résulte que
P’expression de gauche en (13,5) disparait aussi. Donc on a

7 — emy =¢@(e) ou m —ymy=p ou bien = =p,

et I'on a pour la grandeur p obtenue de (14,1), la relation correspondante
(14,4). Done, d’apres (14,2), =, y,, y, s’expriment par &, n,, n,, 7;, 7a;
et, le méme raisonnement étant applicable & partir de la transformation
(14,2) et des fonctions #,, 7, de &, les hypothéses du No. 2 sont en effet
satisfaites.

La transformation (14,1), (14,2), ainsi que les expressions 7, g, et les
formes adjointes ds, do sont évidemment, d’aprés notre discussion,
univoquement déterminées par la transformation R donnée.

Quant & la question, dans quelle mesure la transformation (14,1),
(14,2) et les formes adjointes ds, do peuvent étre choisies arbitrairement,
nous nous en occuperons dans les §§ 4 et 5. Dans le § 4 nous montrerons
que les deux formes ds, do peuvent étre choisies arbitrairement. Dans le
§ 5 nous établirons les conditions sous lesquelles une transformation
ponctuelle de I'espace de 4 dimensions peut conduire, au sens du théo-
réme I, & une transformation R.

Dans le cas, ou dans une forme adjointe ds le coefficient b est linéaire
et entier en 7, ¢’est-a-dire correspond & un champ linéaire d’éléments de
surface et & une équation différentielle linéaire, nous parlons d’une forme
adjointe axiale, et les axes du champ correspondant d’éléments de surface
sont aussi appelées les axes de ds.
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Voici les formes ds, do correspondant aux exemples I, IT et IIT —VI
du No. 4:

ds = dy, + dy, — rdz, do = dn, — edn,, @
ds = dy, — rdx do = dn, — pdé& (IT)
ds = dy, — rdy,, do=dn, — pdny. (III—VI)

15. Considérons parallélement & la transformation R, ¢, (1,1), satis-
faisant & la condition (13,5), une transformation R, 8, appliquée aux
variables &, 7, m,:

X = X(E: Ms 172,7{1,312)

(15,1)
Yy.= Yy,(és N1y Mo, Ty, W) , =12,

et satisfaisant & la condition
d8 = p, do, (15,2)
analogue & (13,5).

Formons le ,,produit’‘ So en substituant dans (15,1) les valeurs (1,1)
et (1,2). Sous quelle condition la transformation résultante sera-t-elle
aussi une transformation R?

Tout d’abord les expressions de gauche en (15,1) devraient posséder la
propriété de devenir indépendantes de 2,2, quand on y exprime les
arguments £, ..., 7, Par , ¥y, Ya, P1> P2, %41, 25. Mais alors, ces fonctions
sont des fonctions du type des fonctions «, considérées au No. 5, et sont
exprimables en fonction de 4 arguments &, ,, 7, ¢, ol ¢ est la fonction
définie pour la transformation ¢. On a donc

do, = do, (15,3)
et la transformation 8¢ satisfait & la relation

dS = p,pdo . (15,4)

16. 11 résulte de (15,3) en particulier, que le produit ¢2 d’une trans-
formation ¢ par elle-méme ne peut étre une transformation R que si
T'on a

9=r(n1:n2,5,7719 772) . (16,1)

Une transformation de ce type, pour laquelle les 2 formes adjointes
g’expriment de la méme fagon au moyen des variables et des différen-
tielles correspondantes, sera appelée symétrique.

Il résulte maintenant de (15,3) que toutes les transformations R
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formant un groupe donné, sont des transformations symétriques avec
la méme forme adjointe. Les transformations ponctuelles en 4 variables,
correspondant aux transformations R d’un groupe, possédent alors leur
forme adjointe comme un invariant relatif.

S’il s’agit en particulier de la forme adjointe

dy, = p,dz, r=mn, 0 =", (16,2)

les transformations R correspondantes se réduisent évidemment aux
transformations de contact au sens de Lie, dans le plan des z, y,, en y
adjoignant une transformation de la forme

Ny = F(a, Y1> Y2, P1) - (16,3)

Si deux formes adjointes do, ds se correspondent par des transforma-
tions g, s, du type (14,1), (14,2), elles sont égquivalentes.

Soit maintenant § une transformation générale du type (14,1), qui
posséde do comme un invariant relatif. Alors on obtient évidemment la
transformation générale possédant ds comme un invariant relatif, dans
la forme

o801,

Les groupes de transformations appartenant aux formes adjointes
équivalentes sont isomorphes. Or, toutes les formes adjointes sont équiva-
lentes entre elles, comme nous le montrerons au § 4. Il en résulte que les
groupes de transformations R appartenant & une forme adjointe do, sont
isomorphes aux groupes appartenant & la forme adjointe (16,2), qu’on
obtient de la théorie des transformations de contact du plan.

§ 4. Equivalence des formes adjointes

17. Nous allons d’abord dire quelques mots sur 1’équivalence de deux
formes adjointes par rapport & une transformation ponctuelle en trois
variables. Soit donnée une forme adjointe dans X'

do = dny — adny — pd& . (17,1)

Considérons une transformation ponctuelle entre S et J':

z=x(&,nu) » Y= (&, M) ,

v=1,2 . 17,2)
E=E@w) » m=m@.w) . | " (
do devient par cette transformation:
do = ‘uds = :u(dyl - “d?/z - bdx) s (17’3)
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o1 'on a, en exprimant les différentielles des variables grecques par celles
des variables latines:

Cae My, — %Ny, — B &y, b= e —om. —PE; (17,4)
. n(vl—“n;vl_lgf;/l ﬂ{u,”‘o‘ﬂév,—ﬂf;‘ ’ ’
81

Ny, — %7y, — P&, $0 . (17,5)

18. On voit facilement dans I’hypothése (17,5) que ’'une au moins des
expressions a, b dépend effectivement de p. En effet, 8’il en était autre-
ment, on pourrait écrire:

/ / / \
Mae —XNag _ﬁ‘fz =00 >

4 4 4
le,_“ﬂzvl_ﬂé‘m:aleo >

’ ’ ’
My, — XNy, — ﬁ’fyz =030 »

(18,1)

ou a,, a,, a, ne dépendent que de x, y,, ¥,.

Donc, le Jacobien de &, #,, 9, en (17,2) par rapport & z, y,, y, étant
x B

. . 1 . .
# 0, les trois expressions o o on g’exprimeraient par z,y;, ¥,,
0 (] 0
donc aussi par &, 7, 7. Mais alors il en serait de méme pour « et B,

tandis que 1’'une de ces deux grandeurs est toujours égale & . —

Mais alors, si @ dépend effectivement de g, on posera r =a, b =
f(r, z, ¥, y,). Et si a ne dépend pas de p, on posera a =c¢, b =r, et ds
pourra s’écrire dans l'une des deux formes (12,2).

Si, enfin, (17,5) n’est pas valable:

My, —%Nay,—BE, =0, (18,2)
I’équation
Ny — SNgy,—BE, =0 (18,3)

est assurément impossible. En effet, dans le cas contraire, les deux équa-
tions (18,2) et (18,3) seraient compatibles, tandis que « et § ne sont pas
assurément toutes les deux, exprimables par z, y,, y,. Donc, I'une de ces
deux équations serait conséquence de 1’autre, et le Jacobien de &, 7, 7,
par rapport & , ¥, ¥, serait 0. — On peut donc écrire

N do = (114, — &3y, —BE,) (dy,— Ddz) , (18,4)
0
’/ ’/ /
——-.D= 77;:0 “77/2:1: :BE:: (18,5)
Nivy — 6Ny, — B &y,
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n’est pas indépendant de g; en effet, dans le cas contraire, on aurait encore
les trois équations (18,1) avec a, = 0, et le méme raisonnement serait
applicable. On peut donc poser » = D, un cas qui se raméne au cas
a = ¢, b = r en interchangeant les variables y,, y,; ds a alors la troisiéme
des formes (12,2).

On voit donc que, étant donnée une transformation ponctuelle (17,2)
et une forme adjointe (17,1), il existe une fonction

r= ”'(f, N » Q) (18’6)

telle qu’en adjoignant (18,6) aux expressions (17,2) de z et y,, on obtienne
une transformation de 1’espace (&, 7,, ,, o) dans 'espace (, ¥,, Y3, 7),
satisfaisant & la condition (17,3). @, b et la fonction (18,6) sont alors uni-
voquement déterminédes par (17,1) et (17,2).

19. Supposons maintenant qu’on ait en particulier « =0, 8 =,
un cas qui se raméne, comme nous I’avons dit plus haut, aux transforma-
tions de contact du plan.

On obtient alors pour — @, — b les expressions

/ ! ! /
PVl LY S ¥ Bk L S (19,1)
My, —0&y, My, — 06y,
en supposant que 7 vy é’",l ne deviennent pas 0 tous les deux.
Supposons que a contienne effectivement p. On a alors un ds du type I:

r=a; f(r,z,y,y)=b=kr41, (19,2)
ol k et ! s’obtiennent en résolvant les équations

kniy, — Uiy, — 11 =0, (19,3)
k£llls —lf;h - 59[1 =0.

Or, je dis qu'on peut faire k et 1 égales & deux fonctions arbitraires de
Z, Yy, Yo en choisissant convenablement la transformation (17,2). 11 suffit
en effet de déterminer %, et & de maniére & satisfaire (19,3), c’est-a-dire
de prendre pour &, 5, deux intégrales indépendantes de I’équation aux
dérivées partielles

2, + 1z, —kz, =0, (19,4)

qu’on obtient & partir de deux équations différentielles
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d; d
_dz%=—l(x’ylsy2) s d?{: =—k(z,%1,%) » (19,5)

en exprimant les deux constantes c,, ¢, dont dépend I'intégrale générale
de (19,5), en fonctions de z, ¥,, ¥, :

¢, = 2,(%, Y1, Ya) v=12. (19,6)
En posant
zl =M, z2 == 5 )
le déterminant
ﬂfv, "7{1/,

5;1 5"/’

ne sera pas identiquement 0, y,, ¥, étant exprimables par z, z,, z,. Done,
a dépend effectivement de g, et notre assertion est démontrée.

De l’'autre c6té, une forme adjointe du type II en (12,2) se réduit, en
permutant y, et z, & une forme adjointe du type I, dans laquelle b est
indépendant de 7. Donc chaque forme adjointe du type II est équivalente
& dn, — odé. Et, quant & la forme adjointe dy, — rdz, elle se réduit
évidemment & dn, — od&, en posant

h=1Ys, N2 = Y1 E=ux.
Donc:

Théoréme II. Pour qu'une forme adjointe ds soit équivalente, par une
transformation ponctuelle, @ dy, — rdzx, il est nécessaire et suffisant qu’elle
soit axiale.

En particulier, toutes les formes axiales sont équivalentes entre elles
par des transformations ponctuelles. — D’ailleurs notre résultat est
presque immédiat en termes des équations linéaires correspondantes. I1
se réduit & ce que deux équations linéaires aux dérivées partielles sont
toujours équivalentes par des transformations ponctuelles. En effet,
si, dans le cas de trois variables par exemple, f, = ¢, f; = ¢ sont deux
intégrales indépendantes de la premiére équation, F;, = ¢, F; = ¢ deux
intégrales indépendantes de la seconde, il suffit de considérer une trans-
formation ponctuelle par laquelle f,, f, deviennent F,, F,.

20. Nous allons maintenant démontrer le théoréme annoncé & la fin
du No. 16:

Théoréme I11: Soient
do =edn, —adn,— pdé

20,1
ds = edy, —ady, —bdx (20.1)
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deux formes adjointes. Il existe toujours une transformation R entre les
espaces X et S, satisfaisant & la condition (13,5).

Démonstration : 11 suffit de considérer le cas ot do se réduit & la forme
dng — odé&. On a alors & satisfaire & la condition

dns — edé = p(edy, — ady, — bdx) . (20,2)

On peut évidemment supposer e = 1, puisque dans le cas contraire ds se
réduit & dy, — rdz et il suffirait de prendre la transformation identique.
Alors (20,2) se réduit &
e —o& =0 ey, —eE =p ,
fev, —0 &, = —pa , my,—oé, =—ub,
ou bien, en éliminant y :
77;1' — e E: =0, )
(v, + @my) — (&), + ) =0, (20,3)
(Me +bmiy) —e(6; +08)=0.
Mais si 7;, et £ ne sont pas tous les deux 0, il résulte de (20,3)
Pexistence de deux fonctions 4, «, telles que le systéme des deux

équations différentielles
2, +az, —iz, =0,

(20,4)
2z, +bz, —kz, =0

soit satisfait pour z = 7, et pour z = §.

21. De l'autre coté, si le systéme (20,4) posséde deux intégrales indé-
pendantes, on aura, en les désignant par 7,, &, les relations (20,3), ol ¢
est une fonction de z, y,, ¥,, .

En effet, le systéme

z7=0,z +az, =0, z,+bz, =0 (21,1)
n’est pas complet, puisqu’en combinant la premiére équation (21,1) avec

la deuxiéme et la troisiéme, on obtient a; z, = 0, b; 2, = 0, done, l'une
des deux fonctions @, b étant = 7, la relation

z, =0, (21,2)
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qui n’est pas une combinaison linéaire de (21,1). Donc, puisque & n’est
pas constant, 'une au moins des expressions en (21,1) ne s’annule pas
pour z = &, et 'on obtient une expression finie pour g.

11 suffit donc de démontrer qu’en choisissant convenablement 4 et «,
le systéme (20,4) posséde au moins deux intégrales indépendantes.

22. Posons P P)

0
L=y ooy A
2 7} 0
Xy = ox +b ay, " or
Alors on a

X,X,— X,X, = (b, — al +ab), — bal, — b, + «a!) -a—ay— ¥
1

+ (Ax) — KA+ 2] —-K,/“ -+ b}.{h -—ak:,l) %’

] . T .
Em et B soient ici identique-

ment 0. Alors le systéme (20,4) est complet et posséde en effet
4 — 2 = 2 intégrales indépendantes. Il suffit donc de choisir 1 et « de
maniére & satisfaire aux deux équations différentielles

Or, supposons que les coefficients de

xa, — Ab; + b, —a, +ab, —ba, =0, (22,2)
Ak, — kAl + A, —-K:,’—I—blél——-ak:h: 0. (22,3)
On considérera ici deux cas, suivant que @ = r ou b = r. Dans le premier

cas il résalte de (22,2).
k= Afy —fy,—rl, - (22,4)

En introduisant cette valeur dans (22,3), on obtient
Az ’,','——21 ;,”,-—-21?‘ ”’Iﬂl— Afl’ll + 2': (f!’ln + rfl,ll) + Z':ll(f’_. rﬂ)—}‘;:ﬂ +
+ 2'1,3+ !Il:Vn+ 2r IZIIQ—I- rzft/'/uh:O * (22’5)

11 suffit donc de prendre pour 4 une solution de (22,5) et d’en déduire la
valeur de x par (22,4).

23. Dans le second cas ot b = r, @ = ¢ (2, ¥,, ¥;), on permutera dans
les équations (22,2), (22,3) 1 et x, a et b, y, et &, c’est-a-dire les deux
équations (20,4). On obtient donc dans ce cas un résultat correspondant
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au précédent en effectuant les mémes permutations dans (22,4) et (22,5),
et en y remplacant f par c(x, y,, ¥,)-

Done, on peut toujours choisir 4 et « de facon & satisfaire (22,2) et
(22,3).

Nous avons encore & montrer que la fonction ¢ déduite de (20,3} est
indépendante de & et 7,. Or, soient %, v deux fonctions de 7, z, ¥y, ¥s
formant avec £ et 7, quatre fonctions indépendantes. En introduisant
£, m3, u, v comme nouvelles variables indépendantes, les équations (21,1)
déviennent

X,(2) =92+ 0,2+ A% +r2,=0,v=1,2,3 (23])
et il résulte de (20,3):

ol tous les %,, A, ne s’annulent pas, puisque dans le cas contraire les X,
donc aussi les équations (21,1) ne seraient pas linéairement indépendantes.
Mais alors les équations X, = 0 sont des combinaisons linéaires des

équations
2, =0,2,=0, 2+ 92, =0, (23,2)

les équations (23,2) sont donc équivalentes aux équations (21,1), et le
systéme (23,2) n’est pas complet. Donc ¢ ne peut s’exprimer par £ et #,
seuls, puisque, si p était indépendant de u et v, le systéme (23,2) serait
évidemment complet.

Le théoréme III est démontré.

Une autre démonstration du théoréme III résultera des considérations
du § 10.

§ 5. Equations différentielles pour &, #,, 7,

24. Quelles conditions doivent étre remplies par les fonctions &, #,, 7,
dans (1,1), pour que cette transformation soit une transformation R?

Tout d’abord, ces trois fonctions, comme fonctions de p,, p,, doivent
étre exprimables par I'une d’elles. Donc le rang de la matrice

( ot ) .
é;s "]; Da "7; Da

doit étre égal & 1. En plus, les lignes de niveau de chacune de ces fonctions
dans le plan des p,, p, doivent étre des droites. Donc chacune de ces
3 fonctions satisfait & ’équation (10,1).

185



De Pautre coté, si ces conditions sont satisfaites, il existe d’aprés le
No. 9, une fonction r = r(p,, Ps, %1, ¥, €) définie par (8,3), (8,4) ou
(8,5), telle que &, ,, 7, soient exprimables par 7, z, ¥,, ¥s.

Nous supposerons donc que les fonctions &, #,, 5, soient données dans
la forme

5 = 5(”':“’»!/1,?/2) ’
M=, 2, Y1,Y) , (24,2)
M=n0,2,91,9) -

Nous allons maintenant déduire les conditions sous lesquelles, en ajou-
tant aux fonctions (24,2) une quatriéme fonction ¢ = o(r, z, ¥y, ¥5)
convenablement choisie, on obtient une transformation satisfaisant & la
condition (13,5) avec la forme adjointe ds donnée.

En comparant les coefficients de dr, dy,, dy,, dx des deux cotés de
(13,5) on obtient

577{1' "“0‘77;1' —“56: =0,

ENpy,— &7y, — P&, —ep =0,
Ny, — 0Ny, — BE, +ap =0,
Gﬂ{m—“ﬂéz‘—ﬂfé +b:u'=O . J

(24,3)

Donc, une des quantités «, B étant = g et # 0, on a comme premiére
condition nécessaire pour &, 7,, 1;:
& me M O
77{111 n;vl —e
/ 14
Ny, M2y,

Mo Mo D

=0 . (24,4)

o e I
® >

Dés que la condition (24,4) est satisfaite pour trois fonctions indépen-
dantes &, #,, 14, les rapports de ¢, «, 8 en (24,3) sont univoquement déter-
minés. Il résulte alors de la comparaison de (12,3) et (12,1) comme
seconde condition nécessaire, que l'un au moins des trois rapports

N
&

S S est indépendant de &, #,, 7, (donc en particulier est
#0, #00).

25. Or il est facile de montrer que, si les trois fonctions &, 7, 9, de
T, &, ¥, Y2 sont indépendantes et satisfont aux conditions déduites au
No. précédent, on peut leur adjoindre une quatriéme fonction ¢ =
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o(r, z, ¥, y¥,) indépendante de &, #,, #,, telle que (13,3) soit satisfait. —
On suppose naturellement que a et b soient choisis conformément &
(12,2).

En effet, supposons d’abord qu’en résolvant (24,3), on ait & 3= 0. On
pourra alors supposer ¢ = 1. Or, si alors « est indépendant de &, %,, 7,
comme fonctions de 7, z, y,, y,, on posera

e=2e(" 2y, Y:) = (% 41, )
et exprimera B par g, &, %, 7;:

ﬁ(?‘, Z, Y1, Y2) = @(0; & M1s M) 5

do aura alors la premiére des formes (12,1).

De l’autre c6té, si « est exprimable par &, #,, 7,, mais g en est indépen-
dant, on posera
o =p(& M, s , B=¢e,

et do aura la deuxiéme des formes (12,1).
Supposons maintenant qu’on ait ¢ = 0. Alors, d’aprés nos hypothéses,

£
*
e(x, 1, ¥a, 7), ol g sera indépendant de &, 7,, n,. L’équation (13,5) est
alors vérifiée en prenant pour do la troisiéme des formes différentielles

(12,1).

26. Nous arrivons au résultat:

Théoréme IV : Une forme adjointe ds en r, x, y,, y, étant donnée; pour
qu’aux trois fonctions indépendantes (24,2) puisse étre adjointe une qua-
triéme fonction ¢ = o(r, %, ¥y, Ys), indépendante de &, n,, 1,, de maniére a
satisfaire & une condition (13,5), il est nécessaire et suffisant que &, 9y, 1,
satisfassent a (24,4) et que U'un au moins des rapports des ¢, x, B, tirés de
(24,3), soit indépendant de &, 5y, n,.

le rapport -~ est £ 0, % co. On pourra donc poser 6« =1, —f=p =

Il est d’ailleurs facile de montrer que la condition (24,4), & elle seule, ne
suffit pas pour assurer la validité du théoréme III. Posons par exemple

ds = dy, — rdy, + dx, e=1, a=r, b= —1
et
§=r, m=z+ Y, Mg = Yz -

La relation (24,4) est vérifie immédiatement, tandis qu’il est impossible
de satisfaire & une condition (13,5). En effet, choisissons 7 conformément
4 la régle du théoréme I. On obtient

187



d
4T

r — 1 + pl =
Ps 4y,
dx
Mais alors on a

d(z + ) dn, dn,

f—r— dx Az dE
dy, T dy - dn,

dx dx d&

et les fonctions 7, (&), 7,(£) satisfont & I’équation différentielle

5 d’h d’?l

a& &

La transformation obtenue n’est donc certainement pas réversible.

27. De I’autre c6té on peut se poser le probléme, dans quelle mesure les
fonctions z, y,, y, de &, 7, 7,5, ¢ dans la transformation (14,2) peuvent
étre choisies arbitrairement.

En multipliant les 4 lignes du déterminant (24,4) resp. par

or 0dy, 0y, Oz
do ’ 0 ’ o ’ de

et en ajoutant trois lignes & la quatriéme, on obtient les relations

ox %Ys 9y, _ —
(b % +a % —e % 4,=0, v=1,2,3,4,

ol les facteurs 4, sont les 4 Jacobiens de &, #,, 7, par rapport aux varia-
bles 7, y,, ¥s, . Done, &, ,, 7, étant indépendants, on obtient la relation

oz %Ys dy, _
b % + a % —e % =0, (27,1)

équivalente & I’équation (24,4). Cette relation s’obtient du reste immé-
diatement de la relation (13,5), en y comparant les coefficients de dg des
deux cotés.

Supposons maintenant que ds et les trois fonctions z,y,,y, de
&, 71, 73, 0 soient données. Alors, en remplagant dans a, b les x, y,, ¥
par leurs valeurs, la relation (27,1) permet en général de déterminer r en
fonction de &, n,, 1,, @, et cette fonction de &, #,, 7,, @ sera en général
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indépendante de z, y,, ¥,. Alors, la transformation (14,2), appliquée & la
forme ds, la transforme en une forme différentielle

Edny, — Adn, — Bd§ (27,2)

ou E, A, B sont des fonctions de &, #,, 7,, 0. Mais alors, afin que (26,2)
soit un multiple d’une forme adjointe ds, il est nécessaire et suffisant
que ou bien 1) —%—, soit égal a g, ou bien 2) —%— soit indépendant de p et

E,I-;— soit égal & g, ou bien 3) que E s’annule et = soit égal & g.

On voit qu’en général, ds étant donné, il ne correspond aux trois fonctions
Z, Y1, Yo de & 1y, 13, 0 qucune transformation R.

Toutefois, il résulte de cette discussion, qu’en général, z, y,, y, étant
donnés en fonctions de &, 7, 7,, @, on peut trouver r et un ds du type I,
de sorte qu’il en résulte une transformation R avec un do du type I.
En effet, en posant e = 1, a = r et en calculant £ et A4, la condition

% = p se réduit a

(@), 0 — Zp,) b+ (Y3,,0 — Yay,) 7= V1,0 — Y1y, -
De l'autre coté, par (27,1):
e + Yo = Yio -
Donc, en résolvant par rapport & r et b:
Qa(yl,x)_a(yl,x) @a(yz,yl)_a(ya,yl)
__%.m) 9e.m) ,_"0.m) 9e.Mm = oq

T T e, %) 0, %) ,20a,) _ 0, 2)
30 . m) e ,m) e ,m) 9 .m)

et I’on obtient une transformation R, si la valeur trouvée de r ne peut étre
exprimée en fonction de z, ¥, ¥,.

§ 6. Intégration des équations différentielles pour &, %, , 7,; exemples

28. Quant & la détermination des solutions &, #,, 5, de 'équation
différentielle (24,4), elle peut étre effectuée de la maniére suivante:
11 existe évidemment 4 fonctions A, B, C, D de 7, z, y,, y., telles que
Ion ait
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AE + BE, +0¢&, +DE —0

Aﬂ{r + B’?{vl + 0"7{#, + anw= Y (28,1)
An+ Brgy, + Crgy,+ Dy, =0
Be=aC +bD . (28,2)

Dong, &, ,, 5, sont des intégrales de I’équation différentielle
Az} + Bz, +Cz + Dz, =0, (28,3)

ou A, B, C, D sont assujettis & la condition (28,2).

D’un autre c6té, en prenant 4 fonctions 4, B, C, D satisfaisant &
(28,2), mais autrement arbitraires, '’équation différentielle (28,3) posséde
des systémes de trois intégrales indépendantes qu’on peut prendre comme
§ s M M-

Dans les expressions de &, #,, 7, entrent trois fonctions arbitraires de
trois variables, ce qui correspond & une transformation ponctuelle de .
Une telle transformation n’affecte pas les grandeurs 4, B, C, D.

Enfin, quant & la résolution de I’équation (28,3), elle s’effectue en
intégrant le systéme différentiel ordinaire du troisiéme ordre

dr:dy,:dy,:de=A:B:C:D,

et en exprimant les trois constantes arbitraires c,, » =1, 2, 3 en fonctions
de r,z, v, y,:
¢, =2,(r, 2, Y1, Ys) .

Les trois fonctions z, représentent alors un systéme d’intégrales indépen-
dantes de (28,3).

29. On peut se poser la question, dans quelle mesure, les 3 fonctions
indépendantes &, 7,, 9, de 7, z, y,, y, étant données, on peut leur ad-
joindre une forme adjointe ds de maniére & satisfaire aux conditions du
théoréme IV. On obtient évidemment de (24,4) les conditions pour
e,a,b. Posons

=a(§”hs’h) J=a(5:771a772) Jza(fﬂh"ﬂz) 20.1
A T Ity T M s T A e

Alors (24,4) se réduit &
Jib—Ja—Jze=0. (29,2)
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Si I’on cherche ds dans la premiére forme (2,2), on aura la relation
Jlb""Jgr‘—'J3=O, (29,3)

qui peut toujours étre résolue par rapport & b,siJ, # 0. Dansce casily a
donc exactement une forme ds du premier type (12,2), qui peut étre
adjointe aux fonctions &, 7, 7.

Si d’autre part J, = 0, (29,3) ne peut étre satisfait que si

Jyr +J,=0, (29,4)

mais alors pour toute valeur de b, de sorte qu’alors, chaque forme ds du
premier type de (12,2) peut étre adjointe & &, %,, #,.

Si I’on cherche ds du deuxiéme type de (12,2), on obtient la relation
Jir—Jye—J;, =0 (29,5)

qui devrait étre satisfaite pour une fonction ¢ indépendante de r, ce qui
n’est possible qu’exceptionnellement.
Enfin, pour une forme ds du troisiéme type de (12,2), on obtient la
relation
Jir4+J,=0. (29,8)

Dr’ailleurs il est trés bien possible qu’a un systéme des trois fonctions &,
71, 1z Puissent étre adjointes exactement une forme ds de chaque type,
comme nous allons le montrer sur un exemple.

30. Exemple I: Posons

E=r, =Y Ne=1Ys —TT. (30,1)
On a
1 0 —=x 1 0 —2 1 0 —=x
Jy=10 1 0|=1,J,=|0 1 0|=—r,J;,=|0 0 1|=0.
00 1 0 0 —r 0 0 —r
Avec ces valeurs on tire de (29,3):b = — 72, de (29,5):c= — 1, et la

condition (29,6) est, elle aussi, satisfaite. On obtient donc les trois formes
suivantes de ds:

dy, — rdy, + r2dz (30,2)
dy, + dy, —rdz (30,3)
dy, — rdx . (30,4)
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Les équations (24,3) deviennent pour nos valeurs de &, #,, 7,
o —f=0, e—eu=0, a—au=0, ro-+bu=0.
La quatriéme de ces équations est équivalente & la troisiéme, puisqu’on a
dans tous les trois cas 72— = — r. On obtient donc pour = 1:
e=ce, x=a, f=zxa. (30,5)

Maintenant, si e = 1, c¢’est-a-dire dans les cas (30,2), (30,3), il en résulte,
suivant que 'on a affaire & (30,2) ou (30,3),

e=1, x=r, f=zar,

e=1, x=—1, f=—=.

Dans le premier cas on a o« = & et I'on posera ¢ = 2r. do sera alors

dn, — Edny — pdéE, o= xr. (30,29)
Dans le deuxiéme cas on obtient pour do:

dy +dny, — edé, o=—=x. (30,3°)
Enfin dans le troisiéme cas on obtient

e=0, x=—1, f=—x=09p,
et la forme do sera (Cf. exemple II au No. 4).
dny — odéE, o=—x. (80,4°)

Dans le cas des formes (30,2), (30,2°) on obtient d’aprés le théoréme 1
pour 7 et g les expressions suivantes par les dérivées p,, p,; 7y, 7s:

Py £+ VPi—4p,
2 ’

o=m — &n, . (30,6)

Maintenant, les équations finies de notre transformation R deviennent

_?ail’Pg_‘iTh P Vpi—4p,
- 2 2 ’

3 sM=Y1,M=Ya—%
(30,2°°)
w—E&n
x=—l—z_:£—2—- s =M, Ya=n+ m—E&n, .
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Dans le cas des formes (30,3), (30,3°) on a
r=p+ P, Q=T+ m,
et les équations finies de la transformation R correspondante deviennent

E=D14+ D, mM=Y1, =Y — (D1 + D)

z (30,3°°)
— = 4N, Yy1="N , Ya= N2 — (M + M) .
Enfin pour les formes (30,4), (30,4°) on a
E=Ds s mM=Y1 Ne=Ys—2Py , (30,4°°)
—T=m , Y1="N1 > Ya=MNa— &7y ,

une transformation qui revient évidemment & la transformation de
Legendre dans le plan des z, y,.

On voit donc que dans ces cas aux fonctions (30,1) correspondent
trois transformations R différentes.

31. Exemple I1: Posons

E==2=, m=r, Ny =Y — TYs. (31,1)
Ici 'on a
01—y 01—y, 01—y
Jy={0 0 1|{=0,J,=[0 0 1|=1,J,=|0 0 —7r|=—7.
0 0—3 1 0 0 1 0 0

Pour ces valeurs de J,, J,, J, I'équation (29,3) est satisfaite pour chaqueb.
On obtient donc une forme adjointe

dyl - "’dya - f(r, Z, Y1, :'la) dx ’ (31’2)

f étant une fonction arbitraire de ses 4 arguments.

Quant aux conditions (29,5), (29,6), la deuxiéme n’est pas satisfaite,
tandis qu’on tire de la premiére une valeur de ¢ qui n’est pas indépen-
dante de 7.

Les équations (24,3) deviennent avec nos valeurs de &, #,, 7,, ¢, a, b:

et+ay,=0, a+pu=0, ar+pur=0, f—fu=0,

dont la deuxiéme et la troisiéme sont équivalentes. On en tire les valeurs
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Done, « étant indépendant de &, 7, 7,, on posera g = — —y}— et 'on
2

aura pour do:

—1
dn —9d772+9/(771,§ Na— ’Z)‘ . )d& . (31,3)
On obtient ici les expressions de r et g par p,, p, et m,, ,, en résolvant
les équations
Pl—rpz——f(r,w,yl,xz)=0 .
31,4
M 1 ) =0 . [ ( )

m—emg+of(n,&,nm— o’ T2

Les équations de notre transformation deviennent alors

=, =7(P1,P2,%,¥1,¥2) » Na=Y1— Y27 (D1,P2,%,Y1,Y2)
" B | (31,5)

X = f’ — —_— N = —
hi="1h o(my, 7, &,m;y,M2) Ye o(my, 7z, &,m,7, -
En choisissant p.ex. f=0, ona r= _10_1_ , 0= —;51— et I'on obtient la
2

transformation (cf. exemple ITI au No. 4)

t==z, m=%— , 772=?/1—"'%y2 ,
: (31,6)

423

x=£, ?/1—712"'_"771 s ?/2"""‘7? ’

a laquelle correspond le couple des formes adjointes

ds = dy, — rdy,, do = dn, — adn, .

Fin du premier chapitre.

(Regu le 3 octobre 1940.)
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Uberdeckung
ebener Bereiche durch Kreise und Quadrate

H. HApwWIGER, Bern

In dieser Arbeit soll eine Anwendung einer allgemeinen Mittelwerts-
formell) fiir bewegte Figuren im Figurengitter gezeigt werden. Es
handelt sich darum, die fiir die vollstindige Uberdeckung eines vor-
gegebenen Bereiches ausreichende Anzahl iiberdeckender Elementar-
bereiche abzuschéitzen. Speziell verdient wohl noch die Frage Beachtung,
wann ein Bereich von einer einzigen Elementarfigur iiberdeckt werden
kann, bzw. eine solche iiberdeckt. In dieser Hinsicht werden hinreichende
Bedingungen aufgestellt. Als iiberdeckende Bereiche wahlen wir:

1. Einheitsquadrate = Quadrate der Seitenlinge 1 ;
2. Einheitskreise = Kreise vom Radius 1.

Uber den zu iiberdeckenden Bereich setzen wir voraus, daB er einfach
zusammenhangend und durch eine streckbare Kurve berandet ist.

Wir treten zunichst auf die oben erwihnte Mittelwertsformel ein, die
wir in einer unwesentlich allgemeineren Fassung wiedergeben: Wir be-
trachten eine von zwei unabhéingigen Translationen der Ebene erzeugte
Gittergruppe. Es sei &, ein Bereich in fester Anfangslage. Wir legen nun
in der Ebene alle zu 6, kongruenten Bereiche auf, die durch eine Trans-
lation der Gittergruppe mit &, zur Deckung gebracht werden kénnen,
Die Gesamtheit dieser Bereiche bildet das Bereichgitter { G,}.

Es sei weiter & ein in der Ebene beweglicher Bereich. In einer be-
stimmten Lage wird der Durchschnitt von & mit einem Bereich des
Gitters {®,} aus einer ,fast immer‘?) endlichen Anzahl einfach zu-
sammenhéingender Stiicke bestehen. Die Summe § der Stiickzahlen er-
streckt iiber alle Bereiche des Gitters { ®,}, die von @ in der betrachteten
festen Lage getroffen werden, heiflt Stiickzahl von ® im Gitter {G,}.
Der iiber alle Lagen von ® erstreckte Mittelwert der Stiickzahl S ist dann

LLy+ 27(F 4+ F,) (1)
2T ’

1) H. Hadwiger, Uber Mittelwerte im Figurengitter. Coment. Math. Helv. 11,
221—233 (1938/1939) Formel (I), 223. Die Mittelwertsformel stellt eine Anwendung der
Hauptformel der ebenen Integralgeometrie auf die Berechnung geometrischer Mittelwerte
in Gittern dar. Vergleiche W. Blaschke, Vorlesungen iiber Integralgeometrie.
1. Heft, zweite erweiterte Auflage. Leipzig und Berlin 1936, S. 20.

N 2) Bedeutet hier ,,immer‘ mit Ausnahme von Lagen der integralgeometrischen ,,Anzahl‘‘
ull.

8=
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wo L,L,, bzw. F,F, die Randlingen bzw. die Flicheninhalte der
Bereiche @, ,, und 7' den Flicheninhalt des Fundamentalparallelo-
gramms der Gittergruppe bedeuten.

Es bezeichne N die Zahl der Bereiche von { G,} die von G in fester Lage
getroffen werden. Da der Durchschnitt von & mit irgend einem Bereich
von {®,} aus verschiedenen Stiicken bestehen kann, wird im allgemeinen

N<S# 2
sein. Das Gleichheitszeichen gilt z. B. dann, wenn beide Bereiche konvex
sind. Aus (2) folgt fiir die Mittelwerte

N=<8§. (3)

'Ist M die kleinste in Betracht fallende Treffzahl, so kann sie nicht
groBer sein, als der Mittelwert, so da8 man mit Hilfe des Gauf’schen
Klammersymbols schreiben kann

M < [N]. 4

" Wenn nun G, so beschaffen ist, daB die Bereiche von {G,} die ganze
Ebene iiberdecken, so iiberdecken offenbar die von & getroffenen
Bereiche von {®,} auch insbesondere &. Mit Riicksicht auf (1), (3) und
(4) folgt dann die allgemeine Aussage:

LLy 4 2n(F + F)
2aT

Es geniigen stets ] Bereiche G, um den Be-

reich ® zu tiberdecken.
So gewinnen wir folgende Resultate3):
kl) Es genilgen stets [F + —;2‘— L+ 1] Einheitsquadrate, um einen Bereich
der Fliche F und der Randlinge L zu itberdecken.

’ 2 2 . g . . .
(iI:I) ‘Es genilgen 8teta[ Vs F4 - L+ 1] Einheitskreise, um einen
Bereich der Fliche F und der Randlinge L zu iiberdecken.

3) Betreffend die analoge Fragestellung im Raume sollen noch zwei Ergebniss® ohne
weitere Ausfiihrungen mitgeteilt werden:

_ Es gentuigen stets [V—l— —2—0+ 3 M + l] Einheitswiirfel (Kante = 1) wund

[3 V— O + —— 3 V3 M 4 1] Einheitskugeln (Radius = 1) um einen kon-

vexzen Bereich vom Volumen v, der Oberfliche O und der Kantenkrimmung (Integral der
mittleren Krummung) M zu uberdecken.
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Wir werden nun eine allgemeinere Formel herleiten, die die in (I) und
(IT) angegebenen Abschitzungen als Spegzialfille enthalt. Es sei 6, ein
konvexer Bereich mit Mittelpunkt, und G ein einbeschriebenes Hexagon
(Sechseck mit paarweise parallelen und gleichlangen Seiten). ' und L
seien Flacheninhalt und Umfang von . Wie bekannt kann die Ebene
durch kongruente Hexagone so iiberdeckt werden, dafl die Mittelpunkte
ein Parallelogrammgitter bilden%). Da der Flidcheninhalt eines solchen
Fundamentalparallelogramms offenbar gleich F ist, kann nach der
oben angegebenen Formel der Bereich & durch

[ LLg +22:F(‘Z+ Fp) ]

Hexagone iiberdeckt werden. Da die Bereiche G, den _ umschrieben
sind, gilt das gleiche fiir die Bedeckung durch Bereiche G,. Wenn wir fiir
®, nun Einheitsquadrat bzw. Einheitskreis und fiir G, das Einheits-
quadrat selbst (entartetes Hexagon) bzw. das regulire Sechseck wihlen,
so gelangen wir zu den Bedeckungszahlen in den Aussagen (I) und (II).
In diesen beiden Fillen wurden die einbeschriebenen Hexagone maxi-
maler Fliache gewihlt. Andere Auswahlen ergeben andere Abschétzungs-
formeln.

Wir betrachten wieder allgemein den beweglichen Bereich & im
Bereichgitter {®,}.

4) E. 8. Fedoroff, Regulare Plan- und Raumteilung. Abhandl. k. Bayer. Ak.
Wiss, II. Cl. 20 (1899). Vgl. auch nachstehende Figur. X
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Bezeichnet P die Zahl der Schnittpunkte des Randes von G in irgend
einer festen Lage mit den Réndern der Bereiche von { ®,}, so ist der iiber
alle Lagen von 6 erstreckte Mittelwert von PS%) :

()

In Verbindung mit (1) gewinnen wir so

=T

(6)

Man iiberlegt sich nun leicht folgendes: Wenn die Bereiche G und ®,
80 beschaffen sind, daB keiner ganz vom andern iiberdeckt werden kann,
so ist die Randerschnittpunktszahl nicht kleiner als die doppelte Stiick-
zahl, da jedes einzelne Stiick des Durchschnittes Anla zu mindestens
zwei Schnittpunkten der Randkurven bietet.

Also wird wegen P = 28
LLy,—2a(F +F,) =0 (M
ausfallen miissen. Da die Voraussetzung fiir kongruente oder sym-
metrische Bereiche erfiillt ist, folgt z. B. aus (7) die bekannte isoperi-

metrische Ungleichung®)
L*— 4nF 2 0. (8)

Nach den oben gemachten Bemerkungen ist somit
LL,—2r(F +F,) <0 (9)

hinreichend dafiir, daB von den beiden Bereichen G und G, einer den
andern bedecken kann.

Wenn wir mit GV den Bereich bezeichnen, der aus ® durch éhnliche
Abbildung mit der linearen VergroBerung A hervorgeht, so wird bei aus-
reichend groBlem 4

(Fall a) GV den Bereich G, ,
bei geniigend kleinem A4 dagegen
(Fall b) ®, den Bereich G bedecken konnen.

5) Vgl. die in FuBnote 1) zitierte Note, S. 232, Formel (VI).

) Vgl. auch die analoge gelaufige SchluBfolgerung, die man aus den kinematischen
Hauptformeln der ebenen Integralgeometrie ziehen kann bei W. Blaschke in dem in FuB-
note 1) erwéhnten Buch, S. 45.
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Hinreichend fiir das eine oder das andere ist nach (9)

ALL, — 2n(22F + F,) <0,

oder also
LL, + VI* L —16xFF,
(Fall a) A> a7 ;
(Fall b) j< LL— VI L — 1622k,

4nF '

Wir gelangen so zu hinreichenden Bedingungen?) dafiir, da ein
Bereich & durch eine Elementarfigur von der betrachteten Art bedeckt
werden kann, oder umgekehrt einen solchen iiberdeckt. Es ergeben sich
die folgenden Aussagen:

(III) Hinreichend dafiir, daB ein Bereich der Fliche F und der Rand-
lange L durch ein Einheitsquadrat bedeckt werden kann, bzw. ein
solches bedeckt ist die Bedingung

L—VI2—2F L4y VI?—n*F
+F > 1 bzw. oy <l1.

(IV) Hinreichend dafiir, da ein Bereich der Fliche F und der Rand-
linge L durch einen Einheitskreis bedeckt werden kann, bzw. einen
solchen iiberdeckt ist die Bedingung

L—VI?—4aF L4+ VI:—d4nF
>5F > 1 bzw. oF <1.

In den Fillen, in denen keine der oben angegebenen Bedingungen
erfiillt ist, bleibt die Frage der Bedeckbarkeit offen. In diesen ,,unbe-
stimmten Fillen sind diejenigen enthalten, in denen tatséichlich keine
von den in Frage stehenden Bedeckungen moglich ist. Die Breite dieser

7) Es ist nicht moglich, fiir die gegenseitige Bedeckbarkeit zweier Bereiche not-
wendige und zugleich hinreichende Bedingungen, in die nur die Flacheninhalte und
Randlangen eingehen, anzugeben. Dies zeigt das folgende Beispiel: Es sei ®, der Einheits-
kreis und ® ein gleichschenkliges Dreieck mit der Grundlinie a = ?—Tl) und der Hohe
h= -g% Da der Durchmesser von ®& gréBer als 2 ist, kann ® nicht durch &, bedeckt
werden. Es gibt aber ein Rechteck, das gleichen Fliacheninhalt und gleichen Umfang

. . . . 1 —
besitzt wie & mit der Diagonallinge d = %VW ~1,981.., das also durch ®, bedeckt

werden kann.
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,,Unbestimmtheitszone‘“ ist von den ,,Defiziten‘ L2 — n?F bzw. L2 — 4nF
abhingig. Nur im Falle, wo L? — 4nF= 0 ist, d. h. wenn ® ein Kreis ist,
wird eine eindeutige Entscheidung fiir die Bedeckbarkeit mit einem
Einheitskreis erreicht. Die Bedingungen kénnen im letztgenannten Falle
so gelesen werden:

1
—1—->1 bzw. —<1
r r

(r = Radius von ®), die trivial verifizierbar sind.

(Eingegangen den 6. Dezember 1940.)
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Uber Richtungsfelder
in den projektiven Rdumen und einen Satz
aus der reellen Algebra

Von EDUARD STIEFEL, Ziirich

Es wird im folgenden die friiher *) fiir beliebige geschlossene Mannig-
faltigkeiten entwickelte Theorie der Richtungsfelder auf die n-dimen-
sionalen reellen projektiven Raume angewendet. Die vollstandige
Bestimmung der charakteristischen Homologieklassen (mod 2) dieser
Réaume (Satz D) ergibt einerseits Beitrage zur Topologie ihrer Richtungs-
felder (Satze A und B), andererseits folgen aus ihr Ergebnisse iiber reelle
Matrizen und Bilinearformen (Nr. 9). In der nachstehenden Arbeit von
H. Hopf werden dieselben Anwendungen als Folgerungen einer anderen
topologischen Methode erscheinen **).

1. Wenn = gerade ist, so gibt es bekanntlich im n-dimensionalen
reellen projektiven Raum P» — ebenso wie in der n-dimensionalen
Sphére — kein iiberall stetiges Richtungsfeld. Dieser klassische Satz von
Brouwer 148t sich folgendermafen verallgemeinern:

Satz A. Es sei n + 1 = 2*-u, u ungerade. Dann ist es unmdglich,
22 stetige Richtungsfelder im P* so anzubringen, daf in jedem Punkt die
dort angebrachten Richtungen linear unabhingig voneinander sind ).

Hierin ist unter anderem die Aussage enthalten, da8l unter allen projek-
tiven Raumen hochstens die der Dimensionszahlen n = 2} — 1 paralle-
lisierbar sein koénnen, d. h. daB es hochstens in diesen projektiven
Réaumen n stetige und linear unabhingige Felder geben kann. Man weil,
da P!, P3, P7 parallelisierbar sind; ob es noch weitere parallelisierbare
projektive Raume gibt, weill man nicht?).

*) E. Stiefel, Richtungsfelder und Fernparallelismus in n-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten. Comment. Math. Helvet. 8 (1935); diese Arbeit wird im folgenden
als ,,Diss.* zitiert.

**) Herr Prof. Dr. H. Hopf war so freundlich, mein urspriinglich vorliegendes Manu-
skript wiahrend meiner lingeren Abwesenheit im Militardienst fir den Druck auszu-
arbeiten. Er hat bei dieser Gelegenheit einige Hilfsmittel, die ich als Spezialfille der
allgemeinen Theorie dargestellt hatte, fiir die projektiven Réume direkt hergeleitet.
Ferner hat er einen Beweis, der bei mir noch nicht ganz prizis war, durch Benutzung
eines Satzes von Wazewski in Ordnung gebracht. Ich danke ihm herzlich fir seine
Hilfe, ohne die das Erscheinen der Arbeit zum mindesten stark verzogert worden ware.

1) Firr A = 1 bereits enthalten in Diss. § 6, Satz 26.

%) Zum Problem der Parallelisierbarkeit vergleiche man Diss., besonders Einleitung,
Nr. 5, 6.
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Der Satz A wird weiter verallgemeinert und verschirft werden. Ein
System von m stetigen und linear unabhingigen Richtungsfeldern nennen
wir kurz ein ,,m-Feld‘. Wir werden nicht nur m-Felder betrachten, die in
dem ganzen Raum P*, sondern auch solche, die nur in einer offenen Teil-
menge von P, dem ,,Regularititsbereich’ des Feldes, erklart sind; die
abgeschlossene Komplementérmenge dieses Bereiches heifle die ,,Singu-
larititenmenge’* des Feldes. (Uber das Verhalten des Feldes auf dieser
Menge @ wird nichts vorausgesetzt; es kommt oft vor, daBl jedes einzelne
der m Richtungsfelder im ganzen Raum regular ist, und daf auf @
lineare Abhéngigkeit zwischen den verschiedenen Feldern eintritt.) Es
gilt der folgende Satz:

Satz B. Der Regularititsbereich eines m-Feldes im P™ enthalte eine
k-dimensionale Ebene P* des P*. Dann sind alle Binomialkoeffizienten

(n,—“i_ 1) mit n—k<u<m-+1
gerade.

Wir zeigen, daBl 4 aus B folgt: Ein im ganzen P" regulires m-Feld sei
gegeben; dann ist die Voraussetzung von B mit k = n erfiillt; alle

Zahlen (nj; 1 mit y =1, 2, ..., m sind daher gerade; fiir den Beweis
der Behauptung m < 2* — das ist ja die Behauptung von 4 — hat man
mithin nur noch zu zeigen, daB ("’ _2+; 1) ungerade ist; dies geschieht,

indem man das Polynom (1 + z)**! modulo 2 nach dem binomischen
Satz entwickelt:

QA+t =% (n;l- l)xi

13

— 2\ — Ay U\ o .
= (@ +?) = ety =2 (Y s

der Koeffizient von z? ist

(n;‘l)z(%{)zl mod. 2 .

Der Satz B ist einerseits eine Folge des nichsten Satzes:

SatzC. Es sei ("’ I 1) ungerade und im P ein m-Feld mit einer Singu-
larititenmenge Q gegeben. Dann enthilt jede Umgebung von @ einen (m — 1)-
dimensionalen Zyklus mod. 2, der einer Ebene P™1 im P homolog ist.
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Um zu beweisen, da B aus C folgt, nehmen wir ein m-Feld § und eine
Ebene P%, welche die Voraussetzungen des Satzes B erfiillen, sowie eine
Zahl u, welche die dort genannten Ungleichungen befriedigt; infolge
dieser Ungleichungen enthélt P* eine Ebene P*#+1 und § ein u-Feld §';
Pr-p+1 hat mit jedem Zyklus, der einer Ebene P+~ homolog ist, einen
Schnittpunkt, ist aber fremd zu der Singularititenmenge @ von &’ und
also auch zu einer gewissen Umgebung U von @; folglich enthalt Ukeinen
Zyklus, der homolog P+-1 ist; aus Satz C, angewandt auf ', ergibt sich

daher, daB (n _l*; 1) gerade ist.

Oft besteht die Singularititenmenge eines Feldes aus den Punkten
eines Komplexes (aus Zellen einer Zerlegung von P*), den wir dann den
»Singularititenkomplex“ des Feldes nennen. In diesem Fall gestattet
der Satz C eine Prazisierung:

Satz O'. Besteht, unter den Voraussetzungen des Satzes C, die Menge Q
aus den Punkten eines Komplexes K, so enthilt nicht nur eine Umgebung
von @, sondern der Komplex K selbst einen Teilzyklus von der im Satz C
genannten Art.

Es ist klar, daB C aus O/ folgt : die Voraussetzungen von C seien erfiillt,
und U sei eine vorgegebene Umgebung von @ ; man konstruiere einen in U
gelegenen Komplex K, der die Menge @ enthilt, und betrachte das m-Feld
nur in der Komplementérmenge von K, so daf K also die Rolle des
Singularititenkomplexes spielt ; durch Anwendung des Satzes C’ auf das
so verkleinerte m-Feld ergibt sich die Giiltigkeit von C.

Die Sitze A, B, C sind also Konsequenzen des Satzes C’, und der
Beweis dieses Satzes ist daher unser Ziel. AuBerdem werden wir alge-
braische Folgerungen aus dem Satz B ziehen (Nr. 9).

2. Der Beweis des Satzes C’ beruht auf der allgemeinen Theorie der
Systeme von Richtungsfeldern in geschlossenen Mannigfaltigkeiten und
der ,,charakteristischen Homologieklasse*, die ich friiher ausfiihrlich dar-
gestellt habe und iiber deren Hauptpunkte ich hier nur kurz berichten
werde?3).

Wir betrachten eine differenzierbare geschlossene n-dimensionale
Mannigfaltigkeit M"; Orientierbarkeit wird nicht vorausgesetzt; als
Koeffizientenbereich fiir die Homologien benutzen wir den Restklassen-
ring mod. 2 (frither hatte ich, um feinere Resultate zu erhalten, fiir
gewisse Dimensionszahlen den Ring der ganzen Zahlen, fiir andere den

?) Diss. § 4, besonders Nr. 4, 5.
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Ring mod. 2 benutzt; fiir unsere gegenwirtigen Ziele geniigt der letztere
Ring; die dadurch entstehenden Anderungen sind lediglich Verein-
fachungen). In M™ sei ein m-Feld mit einem Singularititenkomplex K
gegeben (,,m-Feld* und ,,Singularititenkomplex‘ sind analog wie fiir den
Pr erklart); K gehore einer hinreichend feinen Zellenzerlegung von M»
an. Wir setzen vorldufig voraus, daBl K hochstens (m — 1)-dimensional
ist; jeder (m — 1)-dimensionalen Zelle x; von K wird durch eine Vor-
schrift, auf die wir noch zuriickkommen werden, ein ,,Index* j(z,) zu-
geordnet, der eine der beiden Restklassen mod. 2 ist; man bilde den
algebraischen Komplex z = 2'j(z;) «,; es gilt der folgende ,,Hauptsatz":

2z ist ein Zyklus mod. 2; seine Homologieklasse F™ ist unabhingig von
dem speziell betrachteten m-Feld.

z heiBt der ,,singuldre Zyklus*“ des m-Feldes, F™! heillt die (m — 1)-
dimensionale ,,charakteristische Homologieklasse'* von M™. '

Ist & ein m-Feld mit einem Singularititenkomplex K von groBerer
Dimension als m — 1, so kann man immer ein m-Feld §’ finden, dessen
Singularitdtenkomplex der aus den (m — 1)-dimensionalen Zellen von K
bestehende Komplex K™-1 ist. (Andeutung der Konstruktion von §’:
in der Zellenzerlegung von M", die dual ist zu der Zerlegung, welcher K
angehort, bilden diejenigen Zellen, deren duale Zellen nicht zu K
gehoren, einen Komplex I, der im Regularitdtsbereich von § liegt; man
behalte das Feld § nur auf I" bei und tilge es in der Komplementérmenge
von I'; das so reduzierte Feld 148t sich zu einem m-Feld &’ mit dem Sin-
gularititenkomplex K™-1 erweitern.) Der singulire Zyklus z von ' liegt
nach seiner Definition in K™-1, also in K. Man sieht also: '

Ist der (beliebig-dimensionale) Komplex K Singularititenkomplex eines
m-Feldes, so enthdlt er einen Zyklus aus der charakteristischen Homologie-
klasse Fm-1, '

Hieraus ist ersichtlich, daBl unser Satz C’ in dem folgenden ent-
halten ist:

Satz D. Die charakteristische Homologieklasse F™ ! des projektiven
Raumes P ist die Nullklasse oder die Klasse, welche die Ebene P™1 ent-

hdlt, je nachdem (n ; 1) gerade oder ungerade ist.

Man kann den Inhalt dieses Satzes auch folgendermafBen ausdriicken.
Da im P die Ebenen P r-dimensionale Homologiebasen mod. 2 bilden,

ist es von vorneherein klar, daB8 es fiir m = 1, 2, ..., n Restklassen
%y m mod. 2 gibt, welche durch die Homologien
2 ~ Gy P (1)
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bestimmt sind, wobei 2 singulirer Zyklus eines m-Feldes ist; dann besagt
der Satz D :
Die durch (1) definierten Grofen «,,, ,, erfillen die Kongruenzen
1
oc,,'mE( + ) mod. 2 . @)
Bevor wir an den Beweis der Behauptung (2) herangehen, miissen wir

noch den oben erwihnten Begriff des ,,/ndex‘‘ besprechen, der bei der
Definition der singuliren Zyklen eine wesentliche Rolle spielte.

3. Der Begriff des ,,Index‘ beruht auf dem nahe verwandten Begriff
der ,,Charakteristik‘‘4). Auf einer Sphiare S»™ des euklidischen Raumes
R~ sei ein m-Feld des R™ gegeben, also ein solches System von m stetigen
Feldern von Richtungen des R, dafl in jedem einzelnen Punkt der S»m
die dort angebrachten Richtungen linear unabhéngig von einander sind;
(die Richtungen sind im allgemeinen nicht tangential an S* ™). Jedem
solchen Feld § ist als ,,Charakteristik‘ x (&) eine der beiden Restklassen
mod. 2 zugeordnet; auf die Definition gehen wir hier nicht ein, sondern
wir stellen nur fest, daBl sich aus der Definition unmittelbar die folgenden
drei Eigenschaften (a), (b), (c) ergeben:

(a) Die Charakteristik bleibt ungeidndert bei stetiger Abdnderung
von §.

(b) Liegt BR™ im R"+! und fiigt man zu § ein Feld konstanter (d. h.
paralleler) Richtungen des R+ hinzu, die nicht im R" liegen, so hat das
dadurch auf S entstandene (m + 1)-Feld des R"+! die gleiche Charak-
teristik wie das gegebene m-Feld §& des R™.

(¢) Fiir m =1 ist «(§) die bekannte Kroneckersche Charakteristik,
also der Abbildungsgrad (mod. 2) derjenigen Abbildung der 8"-1 auf
die Richtungskugel des R», welche durch die Richtungen des Feldes
vermittelt wird.

Von den weiteren Eigenschaften, die sich aus den vorstehenden er-
geben, heben wir im Augenblick die folgende Verallgemeinerung von (c)
hervor, deren Beweis wir wohl iibergehen diirfen:

(d) Besteht jedes der m — 1 ersten Richtungsfeldern von § aus kon-
stanten Richtungen, wihrend die Richtungen des m-ten Feldes einer
Ebene R»m+1 des R™ parallel sind, so ist & () gleich dem Grade der
Abbildung von 8*™ auf die Richtungskugel von R* ™+, welche durch
die Richtungen des m-ten Feldes vermittelt wird.

In meiner friiheren Darstellung war iibrigens immer m < n voraus-

4) Diss. § 1, besonders Nr. 4, ferner § 2, § 3, Nr. 1.
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gesetzt; jetzt ist es zweckmifBig, auch m = n zuzulassen; man bestitigt
leicht, daB die vorstehenden Eigenschaften dann (und nur dann) giiltig
bleiben, wenn man festsetzt:

(e) Die Charakteristik eines n-Feldes auf einer S° des R, also eines
Paares von zwei n-Beinen, die in zwei Punkten des R™ angebracht sind,
ist =0 oder = 1 mod. 2, je nachdem die beiden n-Beine die gleiche
Orientierung oder verschiedene Orientierungen des R" bestimmen3).

Wir werden spéter noch einige weitere Eigenschaften der Charakteristik
nennen. Jetzt definieren wir den ,,Index‘‘. Es sei also in der Mannigfaltig-
keit M» ein m-Feld mit einem (m — 1)-dimensionalen Singularititen-
komplex K gegeben, und z sei ein (m — 1)-dimensionales Simplex von K.
Wir nehmen eine kleine Sphire S»™ in M», deren Mittelpunkt ein
innerer Punkt von z ist, und die z umschlingt; das m-Feld ist auf ihr
regulir und hat eine Charakteristik o; aus (a) folgt leicht, daBl « von
der speziellen Wahl der Sphire 8™ ™ nicht abhangt; diese Grofle « ist
der Index j (x).

4. Im Falle m = 1, in welchem z ein Punkt ist, ist demnach j(x) der
in der iiblichen Weise erklarte Index (mod. 2) einer isolierten Singularitit
eines Richtungsfeldes. Die charakteristische Homologieklasse F° wird
durch einen mit der Indexsumme 2'j (x,;) multiplizierten Punkt reprisen-
tiert; die Indexsumme ist bekanntlich die Eulersche Charakteristik von
M7 ; man sieht also: F° ist dann und nur dann die Nullklasse, wenn die
Eulersche Charakteristik von M™ gerade ist®).

Da, der projektive Raum P~ die Charakteristik 1 oder 0 hat, je nachdem
n gerade oder ungerade ist, bedeutet das Vorstehende die Giiltigkeit der
Behauptung (2), also des Satzes D, fiir m = 1 bei beliebigem n.

Wir wollen sogleich auch noch die Fille m = n erledigen. Man kann
im P*» — etwa indem man P7 als euklidischen R™ mit einer unendlich
fernen Ebene P! auffat — ein n-Feld konstruieren, dessen Singula-
rititenkomplex K eine Ebene P»-! ist; ein (n — 1)-dimensionales
Simplex « zerlegt die n-dimensionale Umgebung eines seiner inneren
Punkte in zwei Gebiete, in deren jedem durch das dort regulire n-Feld
eine Orientierung bestimmt ist; aus der Definition des Index und aus
Nr. 3, (e) folgt: sind diese beiden Orientierungen lings x kohérent, so ist
j(x) =0, sind sie nicht kohéirent, so ist j(x) = 1. Daraus ist ersichtlich:
der singulire Zyklus (Nr. 2) des n-Feldes ist gleich 0 oder gleich P*-1, je

5) Da das n-Feld auf S° aus n Feldern von Richtungspaaren besteht, entspricht einer
Reihenfolge der Richtungen in dem einen n-Bein eine bestimmte Reihenfolge in dem
anderen n-Bein.

¢) Diss. § 5, Nr. 2.
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nachdem P orientierbar ist oder nicht?). Da P fiir ungerades n
orientierbar, fiir gerades » nicht orientierbar ist, ist damit (2) fiir m=n
bewiesen.

b. Die somit bewiesene Giiltigkeit von (2) fiir m =1 und m = »
ermoglicht eine Umformung der Behauptung (2) fiir 1 < m < n. Setzen

wir fiir einen Augenblick (njn- 1) = B m> sosind die 8, , fir l=m=n

durch die Pascalsche Dreiecksregel
ﬂn,m = ﬂn—-l,m—l + ﬂn—-l,m

zusammen mit den Randbedingungen

ﬂn,l=n+1’ ﬂn,n=n+1
vollstandig charakterisiert. Die Behauptung (2) lautet:

O m = Pnm (mod.2) fir 1 =<m<n;
die Giiltigkeit von
o1 =n+1, Gpn=n+1

haben wir soeben bewiesen; es bleibt also noch die Giiltigkeit der Kon-

gruenzen
Xpom = Kn—1,m—1 + Xn—1,m

) (3)
fir 1<m<mn

nachzuweisen.

Dieser Nachweis wird durch eine Konstruktion folgender Art erfolgen.
Im P~ wird ein m-Feld § angegeben werden, dessen Singularititen-
komplex K aus zwei Ebenen P™~! und P2 besteht, und dessen singulirer
Zyklus z = & P! + &, P! ist, wobei &, und &, gewisse Restklassen
mod. 2 und P, P als Zyklen mod. 2 aufzufassen sind; ohne daB ¢,
und ¢, explizit bestimmt zu werden brauchen, wird dann in einem
Raume P»-! erstens ein (m — 1)-Feld §’ mit einem singuliren Zyklus
2, = & P™? und zweitens ein m-Feld §” mit einem singuliren Zyklus
2y = &, P™1 konstruiert werden, wobei P™2% und P™! Ebenen des
Pr-1 aufgefallt als Zyklen mod. 2, sind. Damit wird der Beweis beendet
sein; denn aus der Definition der «, , folgt

Kn,m = + &, Kn—1,m—=1 = &, Kn1,m = &

also die Giiltigkeit von (3).

7) Dieses Kriterium fiir die Orientierbarkeit gilt nicht nur fiir Pn, sondern fiir alle ge-
schlossenen Mannigfaltigkeiten Mn.
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Hierzu sei noch folgendes bemerkt. Wenn das Feld § so konstruiert ist,
daB K aus zwei Ebenen P™! und P™! besteht, so ist von vornherein
klar, daB der singulire Zyklus die Gestalt &P 4 £,P™ ! hat; denn es
gibt, wie man sich leicht iiberlegt, in K keine anderen (m -— 1)-dimen-
sionalen Zyklen als die von der angegebenen Gestalt; ebenso folgt aus
der Tatsache, daB ¥’ und §” je eine Ebene als Singularititenkomplex
besitzen, sofort, daBl die singuliren Zyklen von der Gestalt z, = £/Pm-2,
zy = &”"Pm™1 gind. Zu beweisen wird nur sein, daB fiir die speziell kon-
struierten Felder &' = &,, &” = ¢, ist; und die Index-Betrachtungen, die
zum Beweis dieser Gleichheiten notig sind, kénnen in der Umgebung
beliebiger Punkte der betreffenden Ebenen vorgenommen werden, wobei
man im Falle des Feldes § nur die Punkte der Schnittebene von P!
und P! vermeiden muB..

6. Um den Gedankengang spiter nicht unterbrechen zu miissen,
stellen wir hier, in Fortsetzung von Nr. 3, noch einige Eigenschaften der
,,Charakteristik‘ zusammen.

Durch stetige Abanderung des in Nr. 3, (b), genannten Feldes kon-
stanter Richtungen ergibt sich, bei Beriicksichtigung von (a), die fol-
gende Verallgemeinerung von (b):

(b’) Die Giiltigkeit von (b) bleibt erhalten, wenn von den Richtungen
des neu hinzugefiigten Feldes nicht vorausgesetzt wird, da8 sie parallel
sind, sondern nur, dafB sie iiberall aus dem R" herauszeigen.

Dies 1Bt sich noch weiter verallgemeinern:

(f) Auf der Sphire 8™ des R®, der im R+ liegt, seien m -~ 1 Rich-
tungsfelder B,, B,, ..., B,, des R+ gegeben, die ein (m + 1)-Feld B
bilden; die Richtungen von B, sollen iiberall aus R" herauszeigen, wih-
rend iiber die B, mit 7 > 0 nichts Derartiges vorausgesetzt wird; projiziert
man B, ¢ > 0, von B, aus auf B, so entsteht ein Richtungsfeld B, des
R»; die Felder By, ..., B,, bilden ein m-Feld B’ des R» auf S*m.
Behauptung: B und B’ haben die gleiche Charakteristik.

Dabei ist unter ,,Projektion einer Richtung v, von der Richtung v, aus
auf den R*‘‘ diejenige Richtung des R" zu verstehen, die in der 2-dimen-
sionalen Halbebene liegt, welche von der, durch v, bestimmten (un-
orientierten) Geraden und der Richtung v, aufgespannt wird; sie ist
immer definiert, wenn v, und v, unabhéngig sind und nicht beide in R”
liegen. Der Beweis von (f) erfolgt, indem man die Felder B,,:> 0,
stetig in die Felder B; iiberfiihrt und dann den Satz (b’) anwendet; daB
diese Uberfithrung moglich ist, ohne daB jemals eine lineare Abhangigkeit
eintritt, ist leicht zu sehen.
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Etwas weniger naheliegend ist die nichste und letzte Eigenschaft der
Charakteristik, die wir bendtigen; sie kann als Verallgemeinerung der
folgenden Eigenschaft (g,) des Abbildungsgrades angesehen werden:

(9,) Die Sphére 87 wurde durch ihre Aquatorsphire 87! in die Halb-
kugeln A und B zerlegt; ebenso die Sphire S} durch St in 4, und B;;
wird dann 87 so in 87 abgebildet, daB S~1in 87!, 4 in 4,, B in B, ab-
gebildet wird, so hat die Abbildung von 87 in S] denselben Grad wie die
Abbildung von 81 in §;1.

Der Beweis ergibt sich aus den Grundeigenschaften des Abbildungs-
grades und darf hier wohl iibergangen werden. Wir behaupten, daB die
Charakteristik eines (m -+ 1)-Feldes die folgende Eigenschaft (g) besitzt,
welche im Falle m = 0 offenbar mit (g,) 4quivalent ist:

(9) Die Sphire §»-m des R"+! werde durch die Aquatorsphire S»m-1in
die Hélften 4 und B zerlegt; 8"~™! liege in der Ebene R™ (ob die ganze
8vm in R liegt, ist gleichgiiltig); auf 8™ sei ein Richtungsfeld B,,
gegeben, dessen Richtungen auf S»~1in R" liegen, auf A4 nach der einen,
auf B nach der anderen Seite von R™ weg weisen; ferner seien in der ab-
geschlossenen Vollkugel V*—m+1 die von 8"™ begrenzt wird, m Felder
B, ..., B,,_, von Richtungen gegeben, die parallel zu R™ und iiberall
linear unabhéingig sind; die Felder B, ..., B,,.;, B,, sollen auf S»=
iberall linear unabhéingig sein; sie bilden also auf $~™ ein (m 4 1)-Feld
B des R+ und auf §»™1ein (m + 1)-Feld B” des RB". Behauptung: Die
Charakteristik von B auf S»™ ist gleich der Charakteristik von B” auf
Sn—m-1,

Der Beweis wird folgendermaflen erbracht werden: durch eine stetige
Abénderung, bei welcher sich nach (a) die beiden zu untersuchenden
Charakteristiken nicht &ndern, werden die gegebenen Felder in eine
solche Lage gebracht, daB man die Charakteristiken nach (d) als Ab-
bildungsgrade deuten kann, und diese Grade werden auf Grund von (g,)
einander gleich sein.

Durchfiihrung des Beweises: Wir benutzen den folgenden Satz von
T. Wazewski : ,,In der Vollkugel V (beliebiger Dimension) seien stetige
Funktionen

v

(TR [ﬂ:l,...,m; ’V::l’.“"n; m<n]

so gegeben, dafl die Matrix (v,,) durchweg den Rang m hat; dann kann
man diese Matrix durch Hinzufiigung von n — m weiteren Zeilen, deren
Elemente ebenfalls stetige Funktionen in V sind, zu einer quadratischen
n-reihigen Matrix erginzen, deren Determinante nirgends verschwindet®).

8) T. Wazewski, Sur les matrices dont les éléments sont des fonctions
continues. Compos. Math. 2 (1935), 63—68.
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Auf Grund dieses Satzes lassen sich in unserer Vollkugel V»—m+1 Felder
w,, ..., W,_,, von Richtungen, die parallel zu R" sind, so anbringen, daBl
Bo, .--5 By, Wy, ..., W,_,, in jedem Punkt von V7»-m+l linear un-
abhingig sind.

Wir fithren nun in V#-m+1  Polarkoordinaten‘‘ (@, r) ein: mit ¢ be-
zeichnen wir den variablen Punkt auf S»™, mit r den Abstand vom

Mittelpunkt ¢ von V#»-m+!, Dem Punkt, der auf dem Strahl —q—q; im
Abstand r von ¢ liegt, ordnen wir die Koordinaten (p, 7) zu; den Radius
von V7 m+1 nehmen wir gleich 1 an; der Punkt ¢ hat also die Koordinaten
(p, 1) und der Punkt ¢ die Koordinaten (p, 0) mit unbestimmtem ¢. Die
Richtungen der Felder ®B; und 2, denken wir uns durch Vektoren
v;(p, 7), w;(p, r), bzw., wenn r = 1 ist, durch v,(p), w,(p) gegeben. Mit e
bezeichnen wir einen festen Vektor, der senkrecht auf R" steht. Dann
lassen sich die Vektoren v, auf 8™ in der Gestalt

m—1 n—m
oalp) = Z ailp) 0:lp) + 2b,0) w, @) + o) ¢
= j=

darstellen. Der Koeffizient c(p) ist auf der einen der Halbkugeln 4, B
positiv, auf der anderen negativ und auf 8"~-1 gleich 0; da v,, ..., v,,_;,
v,, liberall linear unabhingig sind, ist fiir jeden Punkt ¢ von Sr»—m-1
wenigstens einer der Koeffizienten b,(¢) von 0 verschieden.

Wir definieren nun v, (@, 7) fir 0 < r < 1 durch

v, (@, 1) = r2a;(@) v,(p) + Zb;(p) w;(p, 7) + c(p) e
und betrachten die Vektoren

Do(% ’r)’ cesy Dm—l((p’ ’I’), Dm(‘P, T)

auf 8~ in Abhangigkeit von dem Parameter r, der von 1 bis 0 lauft. Wir
behaupten: diese m 4 1 Vektoren sind stets linear unabhéngig; in der
Tat: die v, mit ¢ = 0, ..., m — 1 sind nach Voraussetzung unabhingig,
und daB »™(p, r) nie von v, (p, 7), ..., v, (p, ) abhéngig ist, folgt, wenn
@ auf 8»™1 liegt, daraus, dafl dann wenigstens ein b, % 0 ist, und wenn
@ nicht auf S*™-1 liegt, aus ¢ 7% 0. Die Vektoren v,, ..., v,, bilden also
fiir jeden Wert von r mit 1 > r > 0 auf 8% ein (m 4 1)-Feld B(r) des
Rn+1; gie bilden aber auch fiir alle diese r auf S*™-1 ein (m + 1)-Feld
B”(r) des R, da v,,, wenn ¢ auf S»-m-1 liegt, infolge ¢(p) = 0 immer ein
Vektor des R* ist. Auf Grund der Eigenschaft (a) aus Nr. 3 &ndern sich
die Charakteristiken der Felder B (r) und B”(r) nicht, wahrend r von 1
bis 0 lauft. Fiir » = 1 handelt es sich um die vorgelegten Felder B, B”;
fiir » = 0 haben wir die Vektoren
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v;(p, 0) = 0,;(9), t=0,....,m — 1,
0, (@, 0) =2'b;(p) w;(g) + c(@) e,

wobei ¢ wieder den Mittelpunkt von V7—™+! bezeichnet. Fiir jedes 1<m
bilden die v;(p, 0) ein konstantes Richtungsfeld; die Vektoren v,,(¢p, 0)
sind der Ebene R"™tl parallel, welche von w,(g), ..., w,_,(¢), ¢ auf-
gespannt wird; liegt ¢ auf S» ™1 g0 sind die v, (p, 0) der, in R»m+
gelegenen, Ebene R™™ parallel, die von den w,;(q) aufgespannt wird.
Aus Nr. 3, (d), folgt daher: die Charakteristiken « und «” von B (0) und
B”(0) sind gleich den Graden derjenigen Abbildungen von S*™™ bzw,
8m-m-1 guf die Richtungskugeln S7~™ bzw. 87™ ! der Rdume R»™+1 bzw.
Rnm, welche durch die Vektoren v,,(p, 0) vermittelt werden. Diese
beiden Abbildungen erfiillen aber, infolge des Verhaltens des Vor-
zeichens von c¢(p), die Voraussetzungen des Satzes (g,); folglich ist
« = o”, was zu beweisen war.

7. Wie in Nr. 5 angedeutet wurde, werden wir im projektiven Raum
P~ spezielle Richtungsfelder zu konstruieren haben. Fiir die Durchfiih-
rung dieser Konstruktionen ist es bequem, im euklidischen Raum Rn+
statt im P~ zu arbeiten. Die Beziehung zwischen R"*+! und P» besteht ja
darin, da8 man die Geraden durch den Nullpunkt o des R+ als die
Punkte des P deuten kann. Daraus ergibt sich: Ist = ein von o ver-
schiedener Punkt des R”t! und sind in ihm m Vektoren v, ..., »,, an-

gebracht, welche zusammen mit dem Ortsvektor o, — 0 ein linear un-
abhéngiges System von m + 1 Vektoren bilden, so entsprechen den
vy, ..., b, im P"m linear unabhingige Richtungen 1,, ..., t,,, die in dem
Punkt 2’ angebracht sind, welcher « entspricht; sind dagegen v,, v, ...,
v,, linear abhingig, so sind auch 1y, ..., r,, linear abhéngig, oder diese
Richtungen sind gar nicht definiert; ferner ist klar: dem Vektor o, der
im Punkt 2 mit den Koordianten z,, 2, ..., x, angebracht ist, entspricht
im P» dieselbe Richtung wie, bei beliebigem A = 0, dem Vektor Ap, der
im Punkt mit den Koordinaten Az,, Az, ..., Az, angebracht ist. Solche
Uberlegungen legen es nahe, den folgenden Begriff einzufithren: Ein
,.projektives (m + 1)-Feld von Vektoren des R*+1“ ist ein System von
m + 1 Feldern von Vektoren v,, vy, ..., v,, des R**1, wobei n, immer den
Ortsvektor (z,, ,, ..., ®,) bezeichnet und die iibrigen », im ganzen
Rn+1 gtetige und homogene Funktionen ersten Grades der Koordinaten
Zg, Xy, ..., T, sind — (also fiir jedes 4 die Gleichungen v;(Az,, Ay, ...,
Az,) = Av;(z,, 2y, ..., x,) erfilllen). Dann ist aus dem Vorstehenden
ersichtlich: Jedem projektiven (m -+ 1)-Feld B von Vektoren des R"+!
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entspricht ein m-Feld § von Richtungen im P7; der Singularititenmenge
von B, d. h. der Menge der (von o verschiedenen) Punkte des R"*+1 in
welchen die Vektoren von B linear abhingig sind, entspricht die Singu-
larititenmenge von .

Nehmen wir jetzt an, daB das Feld § einen Singularitdtenkomplex
besitzt, der eine Ebene P™-! enthilt, zu welcher ein bestimmter Index &
gehort — wie es bei der in Nr. 5 geschilderten Situation der Fall ist.
Pm1 igt das Bild einer Ebene R™ des R"+!, die in dem Singularititen-
komplex von B enthalten ist, und zu der der Index « gehoren moge. Wir
behaupten, dafl & = « ist.

Um dies zu beweisen, nehmen wir einen vom Nullpunkt verschiedenen
Punkt z = (2, ..., z,) von R™; wir diirfen annehmen, dal z, # 0 ist;
die Ebene z, = const., in welcher x liegt, heie R"; die cartesischen
Koordinaten z,, ..., z,, in der Ebene RE™ kénnen wir gleichzeitig als
lokale cartesische Koordinaten in der Umgebung des Punktes 2’ von P»
auffassen, welcher dem Punkt x entspricht. Dann wird das m-Feld § in
der Umgebung von z’ im R™ dargestellt durch diejenigen Vektoren
b{, e, n:,,, welche entstehen, wenn man die o,, ..., v, ,,von v, aus auf
B~ projiziert” (man vergleiche zu dieser Ausdrucksweise Nr. 6, (f)).
Es sei nun $*™ eine kleine Sphére im R” mit dem Mittelpunkt z; dann
ist der Index & gemaB seiner Definition die Charakteristik des aus den
Vektoren vy, ..., v}, bestehenden m-Feldes des R" auf S»™. Andererseits
ist der Index « gemiB seiner Definition die Charakteristik des aus
vy, Dy, ..., b,, bestehenden (m -+ 1)-Feldes des R*+! auf 8™ Die be-
hauptete Gleichheit o« = & besteht daher auf Grund von Nr. 6, (f).

Damit ist nicht nur die Konstruktion von m-Feldern, sondern es sind
auch die notwendigen Index-Betrachtungen vom P” in den R"+! verlegt,
und das in Nr. 5 formulierte Programm laBt sich jetzt folgendermaBen
aussprechen :

Es sei 1 < m < n bei beliebigem » > 2. Es wird ein spezielles projek-
tives (m + 1)-Feld B von Vektoren des R"+! angegeben werden, dessen
Singularititenmenge aus zwei Ebenen R{* und R} besteht, zu welchen
die Indizes &, bzw. &, gehtren mogen; ferner wird im R» erstens ein
projektives m-Feld B’ angegeben werden, das auf einer Ebene Rm-1
singuldr wird, und zweitens ein projektives (m - 1)-Feld 8B”, das auf
einer Ebene R™ singulir wird; die zu B™! und R™ gehorigen Indizes
geien &’ bzw. £”; dann wird gezeigt werden, daB ¢’ = £ und £” = §&, ist.

8. Dieses Programm fiihren wir jetzt durch und bedienen uns der
soeben benutzten Bezeichnungen; wir bezeichnen auch wie bisher die
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Koordinaten im R*! mit =z,, z;,..., z,; die Grundvektoren dieses
Koordinatensystems mogen e, ¢, ..., ¢, heiflen.
Wir definieren das (m + 1)-Feld 8 = {v,, v, ..., v,,} folgendermafBen:

n n—m
D,y = Exyev ;D= vaev+i s i=1,...,m—1 ;
p=0 y=0

n—m—1
Oy = 2 z, el»'+m + Trn Cn

. =0
Es ist also: ’
Dg = (g T @y oeeninen i e ineranenaneenonnes z,
v, = (0 2 2, 23 ... Tpew O i, 0)
v, =0 0 g2 .o, Zpew O ooil.. 0)
D= (0 0O ....... Ty Ty v Zpm 0)
v, =(0 0 ....... 0 2y 2 ... Ty Zp_i)
Wir bestimmen die singularen Punkte x = (z,, ,, ..., z,) von B, also

diejenigen Punkte, in denen die m+ 1 Vektoren linear abhéingig sind;
sie sind dadurch charakterisiert, daB alle (m +-1)-reihigen Unterdeter-
minanten der obigen Komponenten-Matrix der v, verschwinden. Die
Determinante aus den m -1 ersten Kolonnen hat den Wert a*+1; folglich

ist z, = 0; die Determinante aus der 2., 3., ..., (m -+ 2)-ten Kolonne hat,
auf Grund von x, = 0, den Wert 27*!; folglich ist 2, = 0; so schlieBt
man weiter bis zur Determinante aus der (n — m)-ten, ..., n-ten Kolonne,

deren Verschwinden die Gleichung «,_,,_, =0 liefert; dann hat die
Determinante aus der (n —m + 1)-ten, ..., (n 4 1)-ten Kolonne den Wert
xn_,..%,_, und da sie verschwindet, ist entweder z,_,, = 0 oder x,_; == 0.
Somit liegt der singulire Punkt auf einer der folgenden beiden Ebenen
Ry, Ry

R;n: Loy = &y =+ =xn—m—l=0, xn—m—_’O;
.R;n: xo=w1=”’=xn—-m—l=0i xn—l"—__o’

Jeder Punkt dieser Ebenen ist aber auch wirklich singulér, denn auf R
verschwindet v,,_,, auf B’ verschwindet v,,.

Der Raum R® sei die durch z, = 0 gegebene Ebene des Rn*+!. Die
Vektoren v,, vy, ..., ,,_; des Feldes B, welche in Punkten von R" an-
gebracht sind, liegen in R"; das System dieser m Vektoren sei B’. Aus
derselben Determinanten-Betrachtung wie soeben erkennt man, dal das
projektive m-Feld 8’ nur auf der folgenden Ebene des R singulir wird:
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Rl go= = v=uz,_,=0,
(also auf dem Schnitt von R® und R7).

Fiir jeden Punkt x von R" verstehen wir unter v,, die Projektion des
in « angebrachten Vektors v,, auf R", also

0,=(00...... 0xy 2 ... Ty_pya0) .

B” sei nun das Feld der in den Punkten von E" angebrachten Vektoren
Do, Dy, .cey Dpyy, U,,. Wieder dieselbe Determinanten-Betrachtung wie
oben zeigt: B” wird singulir nur auf der Ebene

BRm: gy=2,=+=2,,.,.=0.

Fiir die Untersuchung der Indizes & und &’ fassen wir die Umgebung
des folgenden Punktes o, ins Auge:

0: Zpy=1, x,=0 fir j#n—1;

er liegt auf R, aber nicht auf R7'; die in ihm auf R} senkrecht stehende
(n -+ 1 — m)-dimensionale Ebene, also die Ebene

Eytm: g, =1, 2,=0 fir n—m<j<n—1 und fir j=mn,

ist fremd zu R} und hat mit R nur den Punkt o, gemeinsam; die
Charakteristik des Feldes B auf einer in E7*~™ gelegenen Sphére mit
dem Mittelpunkt o, ,

8™ Atttk =12, r>0,

ist daher gleich dem Index &,.

Die Ebene E;*™ liegt in R"; sie steht senkrecht auf R™-1 und hat
daher mit R™! nur den Punkt o, gemeinsam; daher ist die Charak-
teristik des Feldes B’ auf der Sphiare S7—™ gleich dem Index &’.

Den Feldern B und B’ sind auf S7™ die Vektoren vy, vy, ..., 0,, 4
gemeinsam, und diese liegen in dem Raum R”; das Feld B entsteht aus
8B’ durch Hinzufiigung des Vektors v,, der infolge der Bedingung
%,_, = 1 iiberall aus dem Raum R" herauszeigt; aus Nr. 6, (b’), folgt daher
die Gleichheit der Charakteristiken von 8 und B’ auf S{™™. Damit ist
& = &' bewiesen.

Um ¢, und &” zu untersuchen, betrachten wir die Umgebung des
Punktes

03 %y =1, ;=0 fir j#n—m;
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er liegt auf Ry, aber nicht auf R}*; die in ihm auf R} senkrecht stehende
(» 4 1 —m)-dimensionale Ebene, also die Ebene

Epttm . g, =1, z;=0firn—m<j<n—1und fir j=n,
ist fremd zu R} und hat mit R} nur den Punkt o, gemeinsam; die

Charakteristik des Feldes B auf einer in Ejt'~™ gelegenen Sphére mit
dem Mittelpunkt o, ,

. 2 2 2 2
8™ w4t =1, r>0,

ist daher gleich dem Index &,.
Fiigen wir zu den Gleichungen der Ebene E3+' noch die Gleichung
%,_; = 0 hinzu, so erhalten wir die in E7+*~™ gelegene Ebene

Erm: o, =1, ;=0 fir j>n—m;

das ist die im Punkte o, auf B™ senkrecht stehende (n — m)-dimensionale
Teilebene des R”. Der Index &” ist daher gleich der Charakteristik des
Feldes B” auf einer Sphire §»—m-1, die in E»™ liegt und o, zum Mittel-
punkt hat; als diese Sphére wihlen wir die Aquatorsphire von S, die
durch z,_, = 0 bestimmt ist.

Auf §»-m-1 gind B und B” miteinander identisch. Wir behaupten, da
sich der Satz (g) aus Nr. 6 anwenden 1a8t; in der Tat: S» ™1 liegt in R»
(sogar S;~™ liegt in R"); da die n ersten Grundvektoren e,,e,,..., ¢,_;
des R parallel zu R* sind, da ferner die (n+ 1)-te Komponente des
Vektors v,, gleich z,_, ist, und da die beiden Halbkugeln 4 und B, in die
83™ durch 8n»-m-1 zerlegt wird, durch die Ungleichungen z,_, > 0 und
z, ; < 0 charakterisiert sind, weisen die Vektoren v, auf A nach der
einen, auf B nach der anderen Seite von R" weg, wihrend sie auf §»m-1
selbst in R" liegen; die Vektoren v, v,,..., v, liegen auf Ejt'—m
immer in R"; sie sind linear abhéngig nur auf der Ebene ™1, und da
diese fremd zu E?*'—™ ist, sind sie in der von 87~™ begrenzten, in E5+i—™
gelegenen Vollkugel linear unabhingig; somit sind alle Voraussetzungen
des Satzes (g) erfiillt, und folglich ist &, = &”.

Damit ist alles bewiesen.

9. Wir ziehen jetzt eine algebraische Folgerung aus dem Satz B
(Nr. 1). Es seien 4,, ..., 4, reelle Matrizen mit je n Zeilen und r Kolon-
nen; sie spannen eine lineare Schar von Matrizen

Ay - Yy) = YA+ + ysA:
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auf; die Matrix 4 (0, ..., 0) ist die Nullmatrix; wir sagen, die Schar habe
durchweg den Rang r, wenn alle Matrizen 4 (y,, ..., ¥,) mit (y;, ..., ¥,) 7%
(0, ..., 0) den Rang r haben.

Satz E. Fir die Existenz einer linearem Schar, welche von s reellen
Matrizen mit n Zeilen und r Kolonnen aufgespannt wird und durchweg den
Rang r hat, ist die folgende Bedingung notwendig : alle Binomialkoeffizienten
(Z) mit n — r < u <s sind gerade.

Beweis. Wir setzen voraus, dafl die Matrizen 4,, ..., 4, eine Schar der
genannten Art aufspannen; wir werden zeigen, daBl dann im projektiven
Raum P71 ein (¢ — 1)-Feld existiert, in dessen Regularitatsbereich eine
Ebene Pr-! liegt; dann wird auf Grund des Satzes B der Satz E be-
wiesen sein.

Ist @ irgend eine quadratische n-reihige nicht-singulire Matrix, so
erfilllen auch die Matrizen QA4,,...,QA, die Voraussetzung; da
A,=A4(1,0,...,0) den Rang r hat, kann man @ offenbar so wihlen,
daB8 Q4, = (d,,) wird, wobei d,,=1 und 8,,==0 fiir » # g ist; indem
wir statt @4, wieder 4, schreiben, diirfen wir von vornherein annehmen,
daBl 4, = (6,ej ist. Es sei
= (avqo) >
dann ist also @, = J,, fir v=1,...,% und ¢ =1, ..., r. Daraus, daB
unsere Matrizen den Rang r haben, folgt iibrigens » < n.

Wir setzen

r
2 Wyoo o= Vop (X1, ..., %)
e=1
und betrachten die, von den Parametern z,, ..., , abhéngigen Vektoren
Vo= (Yo1,:.++5Ven) , 6=1,...,8,

im Raume R®; dann ist speziell v, = («y, ..., %, 0, ..., 0). Wir behaup-
ten, daBl die Vektoren v, v,,..., 9, nur fir (2,,...,2,)=(0,...,0)
linear abhingig sind; in der Tat: es sei (y,,..., ¥,) # (0, ..., 0) und
2'y, v, = 0; diese Relation ist gleichbedeutend mit den Gleichungen

Zavqaquazo , v=1,...,n,
Q!c
[e=1,....,7 ; e¢=1,...,8],
die wir auch so schreiben konnen:

2 2g(XYoBreo) =0, »=1,...,n ;
e o
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da aber die Kolonnen der Matrix 4 (y,, ..., y,) linear unabhéngig sind,
folgt hieraus (z,, ..., z,) = (0,...,0).

Jetzt seien z,,...,%,,..., %, Koordinaten im R™ Der Ortsvektor
vy = (%, ..., %,) zusammen mit den Vektoren v,,..., v, — ohne den
Vektor n, — bilden ein projektives s-Feld 8 im R»; (dabei hiangen
Dy, ..., b, nur von den ersten r» Koordinaten ab). Die soeben festgestellte
Unabhiangigkeitseigenschaft der Vektoren vy, v,, ..., v, bedeutet: auf
der Ebene Rr, die durch z,,, = ... x, = 0 gegeben ist, besitzt das Feld
B keine andere Singularitit als den Nullpunkt o. Das (s — 1)-Feld &
im Pm-1 das dem Feld B entspricht, besitzt daher keine Singularitit auf
der Ebene Pr-1, welche Rr entspricht; Pr-* gehort also zum Regularitéts-
bereich von §. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Besonderes Interesse verdient der Fall quadratischer Matrizen, also

der Fall r = n; dann lautet die Behauptung des Satzes E: alle (n) mit

i
pw=12,...,8 — 1sind gerade; auf Grund der Uberlegung, die in Nr. 1
vom Satz B zum Satz A fiihrte, kénnen wir daher den folgenden Satz
aussprechen?):

Es sei n = 2 - u, u ungerade, und es existiere eine lineare Schar von
reellen quadratischen n-reihigen Matrizen

Ay oo y) = 4 + - + ysAs s
welche, abgesehen von A(0, ..., 0), simtlich nicht-singuldr sind; dann ist
s << 2N

Insbesondere kann die Maximalzahl s = n hochstens dann erreicht
werden, wenn 7 eine Potenz von 2 ist; derartige Scharen sind fiir
n =1, 2, 4, 8, aber nicht fiir groBere n bekannt.

SchlieBlich sei noch eine andere Formulierung des Satzes K angegeben :

Es existiere ein solches System von n reellen Bilinearformen

fv(-’v::l/)= Qyoo Lo Yo » 1’—_—1,...,”,
e’a

in den Variablenreihen
x:(xl,...,x,), y=(y1""’ys)3
daf das GQleichungssystem
fv(x:?/)“—(), 'V=1,---,’n,

%) Der Satz ist fiir A = 0 elementar, fir A = 1 bewiesen in Diss., Satz 27, und fir
A < 4 angekiindigt in meiner Note in den Verh. d. Schweiz. Naturforschenden Gesellschaft
1935, S. 277—278.
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keine anderen Lisungen (z,, ..., &, ¥, -.., Y,) besitzt als die trivialen mit
z=1(0,...,0) oder y = (0, ..., 0). Dann sind alle Binomialkoeffizienten

(Z) mit m —r < p<s gerade.

In der Tat ist, wie wir schon im Beweis des Satzes E feststellten, das
soeben formulierte Verhalten der Formen f,(x ; ) gleichbedeutend damit,
daB die Kolonnen jeder Matrix A (yy, ..., ¥,) mit (%, ..., y,) # (0, ..., 0)
linear unabhangig sind, daf diese Matrizen also simtlich den Rang r
haben 1°),

(Eingegangen den 7. Dezember 1940.)

10) Die Satze aus Nr. 9 (sowie die Verallgemeinerungen, die entstehen, wenn man in der
zweiten Formulierung des Satzes E die Linearformen durch ungerade stetige Funktionen
ersetzt) sind auf einem anderen, aber ebenfalls topologischen Wege bewiesen und samt
weiteren Anwendungen und Spezialisierungen ausfiihrlich dargestellt in der nachstehenden
Arbeit von H. Hopf, Ein topologischer Beitrag zur reellen Algebra. Herrn
F. Behrend, dem Herr Hopf und ich diese Satze mitgeteilt hatten, ist es gelungen, Beweise
zu finden, die in praziserem Sinne ,,algebraisch® sind: F. Behrend, Uber Systeme
reeller algebraischer Gleichungen. Compos. Math. 7 (1939), 1—19.— In der Arbeit
von H. Hopf (Anhang I) findet man iibrigens auch neue Beweise unserer Satze A und B.
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Ein topologischer Beitrag zur reellen Algebra

Von HEemnz Hopr, Ziirich

E. Stiefel hat seine allgemeine Theorie der Systeme von Richtungs-
feldern in geschlossenen Mannigfaltigkeiten!) speziell auf die projektiven
Réume angewandt und ist dadurch zu Ergebnissen gelangt, die nicht nur
vom geometrischen Gesichtspunkt aus interessant sind, sondern die
auch neue und merkwiirdige Satze der reellen Algebra enthalten?). Im
folgenden leite ich dieselben algebraischen Sitze, sowie etwas allge-
meinere, mit einer ebenfalls topologischen, jedoch von der Stiefelschen
verschiedenen Methode her, indem ich den Hauptsatz, der die iibrigen
Satze umfaBt, durch Anwendung der Theorie des Umkehrungs-Homo-
morphismus der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten?®) beweise.

Dieser Beweis bildet den Inhalt des § 2. Im § 1 wird der Hauptsatz
{Satz I) formuliert, und es werden Folgerungen aus ihm gezogen; topo-
logische Betrachtungen kommen im § 1 nicht vor.

Der Satz I handelt von stetigen Funktionen; er wird aber zu einem
algebraischen Satz, sobald man diese Funktionen zu Polynomen (in
mehreren Veranderlichen) spezialisiert; und dann wieder werden die
Ergebnisse besonders einfach und besonders interessant, wenn die
Polynome Bilinearformen sind. Nachdem diese Sitze, die algebraischen
Charakter haben — sie handeln von der Existenz von Nullstellen ge-
wisser Gleichungssysteme —, auf topologischem Wege entdeckt worden
waren, entstand die Aufgabe, auch Beweise zu finden, die man mit Recht
als ,,algebraisch* bezeichnen diirfte. Diese Aufgabe — die nicht nur mir,
sondern auch anderen Mathematikern als schwierig erschien — ist von
F. Behrend gelost worden?).

Herr Behrend hat mich auf die Frage aufmerksam gemacht, welche

1) E. Stiefel, Richtungsfelder und Fernparallelismus in n-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten, Comment. Math. Helvet. 8 (1936), 306—353.

2) A. a. 0., 349, sowie besonders: E. Stiefel, Uber Richtungsfelder in den pro-
jektiven Réumen und einen Satz aus der reellen Algebra, Comment. Math.
Helvet. 18 (1941), 201—218.

3) H. Hopf, Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, Crelles
Journ. 163 (1930), 71—88. — Neue Begriindung und Verallgemeinerung: H. Freudenthal,
Zum Hopfschen Umkehrhomomorphismus, Ann. of Math. 88 (1937), 847—853;
ferner: A.Komatu, Uber die Ringdualitat eines Kompaktums, T6hoku Math
Journ. 48 (1937), 414—420; H. Whitney, On Products in a complex, Ann. of
Math. 89 (1938), 397—432 (Theorem 6).

4) F. Behrend, Uber Systeme reeller algebraischer Gleichungen, Compos.
Math. 7 (1939), 1—19.
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Verschiarfung unser Hauptsatz gestatte, wenn man die in ihm auftreten-
den Funktionen zu symmetrischen Bilinearformen spezialisiert. Dieses
Problem scheint sich sowohl der Stiefelschen Methode der Richtungs-
felder als auch meiner Methode des Umkehrungs-Homomorphismus zu
entziehen. Aber mit einer dritten topologischen Methode habe ich einen —
allerdings nur schwachen — Fortschritt in der gewiinschten Richtung
erzielt. Hieriiber berichte ich kurz im ,,Anhang II*; die ausfiihrliche
Darstellung ist an anderer Stelle erschienen.

Im ,,Anhang I“ wird gezeigt, dal nicht nur die algebraischen, sondern
auch gewisse der geometrischen Sitze von Stiefel — namlich notwendige
Bedingungen fiir die Existenz von linear unabhingigen Systemen stetiger
Richtungsfelder in den projektiven Raumen — aus dem Satz I abgeleitet
werden konnen.

§ 1. Formulierung des Hauptsatzes ; algebraische Folgerungen .

1. Definite Systeme ungerader Funktionen in zwei Variablenreihen. Es
sei f eine reelle Funktion der r 4 s reellen Verdnderlichen

Zyy ooy Xp 3 Y1y Y3 r=1,821; (1)

und zwar sei sie erklart und stetig fiir
r 8
Yat=1, Yy,=1; (2)
o=1 o=1
sie erfiille die Funktionalgleichungen

f(—xl""’_xf; Yis oo ys)=f(x1""’xr; —yb'--:—ys) (3)
=_f(x1"",xr; yl""’ys)'

Dann sagen wir kurz: ,f ist eine ungerade Funktion der Variablen-
reihen (1).“

Beispiele sind diejenigen reellen algebraischen Formen in den Variablen
(1), welche homogen in den z, von einer ungeraden Dimension sowie
homogen in den y, von einer ungeraden Dimension sind ; die einfachsten
Fille sind die Bilinearformen in den beiden Variablenreihen.

Ein System

f 1 0+ f n (4)

ungerader Funktionen der Variablen (1) soll ,,definit* heiflen, wenn das

Gleichungssystem
‘ h=0,....,f,=0 (40)
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in dem durch (2) gegebenen Bereich der Variablen (1) keine Losung
besitzt.

Besteht das System (4) aus Formen der oben besprochenen Art, so
sind die Gleichungen (4,) immer erfiillt, wenn

entweder x;,=-=2,=0 oder y, ==y, =0 (5)

ist; infolge der Homogenitat der f, ist die Definitheit des Systems (4)
gleichbedeutend damit, daB diese trivialen Losungen (5) von (4,) die ein-
zigen sind (die Beschrinkung auf den Bereich (2) ist also nicht not-
wendig).
Ein Beispiel eines definiten Systems bei beliebigen » und s wird durch
die Produkte
ZoYo s e=1,...,7r, c=1,...,8

geliefert; hier ist n = rs. Ein weiteres Beispiel, und zwar mit
n=r-+s—1
(also mit » < rs fiir r > 1, s > 1), ist das folgende:

fvzzxgyoi 9+0=1’+13
1£p=r, 15208, v=1,...,r+s—1.

(6)

Die Definitheit dieses Systems, also die Tatsache, daB die zugehorigen
Gleichungen (4,) nur die trivialen Losungen (5) besitzen, bestitigt man
leicht durch vollstindige Induktion in bezug auf die Anzahl r 4 s aller
Variablen.

Fiir gewisse r und s gibt es aber auch definite Systeme, die aus weniger
als » + s — 1 ungeraden Funktionen in den Variablen (1) bestehen;
z. B. bilden fiir » = s = 2 bereits die beiden Funktionen

fi= 21y, — %2 ¥s

(7
fa= %192 + %2y,
ein definites System.

Daher entsteht die Frage: ,,Welches ist, bei gegebenen » und s, die
kleinste Zahl n, fir welche es ein definites System von # ungeraden
Funktionen in den Variablenreihen (1) gibt?*“ Diese Minimalzahl heiBe
n* (r, ). %)

5) Ohne die Forderung, da die Funktionen f, ungerade seien, ist die Frage un-
interessant; denn die eine Funktion f = = w: . Zyﬁ bildet immer ein definites System.
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Hat man fiir ein Paar 7, ¢ die Zahl n*(r, 8), oder auch nur eine untere
Schranke fiir n*(r, s), bestimmt, so hat man damit einen Existenzsatz
fiir Losungen von Gleichungen gewonnen: denn aus n < n*(r, s) folgt,
daB das Gleichungssystem (4,) eine Losung in dem Bereich (2) besitzt;
sind die f, Formen, so ist dies, wie schon betont, gleichbedeutend mit der
Existenz einer nicht-trivialen, d. h. von (5) verschiedenen, Losung.

2. Der Hauptsatz. Die Zahl n*(r, s) kann ich zwar im allgemeinen
nicht bestimmen; jedoch liefert der nachstehende Satz Beschrankungen
nach unten fiir n*. %)

Satz I. Es gebe ein definites System von n ungeraden Funktionen in den
Variablenreihen x,, ..., x, und y,, ..., y,. Dann ist die folgende Bedingung
erfillt :

Alle Binomialkoeffizienten (Z) mit

n—r<k<s (8)
sind gerade. °P)

Diese Bedingung soll kurz mit B (r, s; n) bezeichnet werden. Aus der
Symmetrie-Eigenschaft
n \_(n
(n24)=(%)

der Binomialkoeffizienten folgt, dal, wie zu erwarten, B (r, 8; n) sym-
metrisch in r und s ist, daB also unter der Voraussetzung des Satzes I
auch alle (n) mit ;
k n—s<k<r (8
gerade sind.
Der Beweis des Satzes I wird im § 2 gefiihrt werden.

Eine erste Folgerung aus dem Satz I ergibt sich, wenn man bedenkt,
daB (z) =1 ist; unter der Voraussetzung des Satzes I kann nimlich

daher (8) nicht durch %k = 0 befriedigt werden, es kann also nicht
n —r <0, sondern es muB n —r =0, also n = r sein; und ebenso,
nach (8’): n = s. Daher und infolge der Existenz des definiten Systems
(6) gilt

max. (r,8) < n*(r,8) <r+s—1. (9)

5a) Interessante Beschriankungen von n* nach oben gibt Behrend, a. a. 0.4), § 4.

6b) Fiir bilineare Formen fy von Stiefel, a. a. O.3), fiir beliebige Formen ungerader Grade
von Behrend, a. a. 0.4), bewiesen.
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3. Spezialisierungen von r, 8, n.

(@) Im Falle s = 1 wird, wenn n = r ist, (8) durch kein % befriedigt;
das heif3t:

Satz Ia. Fur s = 1 ist die Behauptung des Satzes I gleichbedeutend mit :
n=r.

Dieser Satz ist dquivalent mit dem nachstehenden Satz B, der eine
bekannte Konsequenz eines Satzes von Borsuk ist; in ihm sind die g,

Funktionen der einen Variablenreihe z,, ..., z,, welche fir 2 xz =1
stetig und ungerade sind.
Satz B. Wenn die Funktionen g, ...,g, keine gemeinsame Nullstelle

haben, so ist n = r. ®)

Die Aquivalenz der beiden Sitze ist leicht zu sehen : sind Funktionen
f, vorgelegt, welche die Voraussetzung von Ia erfiillen, so setze man in
ihnen die Variable y, = 1 und wende auf die dadurch entstehenden
Funktionen g, den Satz B an; sind Funktionen g, gegeben, die die Vor-
aussetzung des Satzes B erfiillen, so wende man Satz Ia auf die Funk-
tionen f, = y, - g, an.

Somit ist unser Satz I eine Verallgemeinerung des bekannten
Satzes B. #)

(b) Wir stellen eine Bedingung auf, die hinreichend dafiir ist, dafl die
Zahl n* mit ihrer durch (9) gegebenen oberen Schranke zusammenfallt;
ob die Bedingung hierfiir auch notwendig ist, weif ich nicht.

Es sei n*(r, s) <r + s — 1; dann gibt es — da man zu einem definiten
System immer beliebige Funktionen hinzufiigen kann, ohne die Definit-
heit zu zerstoren — gewiB ein definites System mit n =r + s — 2;

also ist B (r, s; 7+ ¢ — 2) erfiillt, das heilt: (r + ‘;c— 2) ist gerade
fir s — 2 <k < s, also fiir k = s — 1. Folglich:

Satz Ib. Ist der Binomialkoeffizient
r+8—2\ (r4+s8—2
s—1 - r—1

ungerade, so ist n*(r,8) =r +8 — 1.

%) Alexandroff-Hopf, Topologie I (Berlin 1935), 485, Satz VIII.

a) Da der Satz B bekannt ist, darf man im Beweis des Satzes I auf den Fall s =1
(und ebenso auf den Fall r = 1) verzichten. Wir werden dies nicht tun, miissen aber
einige Male (FuB3noten b), c), d), e)) auf Modifikationen hinweisen, welche durch die beiden
genannten Falle bedingt sind. AusschlieBen wollen wir jedoch den ganz trivialen Fall
7 = & = 1; in ihm lautet die Behauptung des Satzes I nur: n > 1.
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Die Voraussetzung des Satzes Ib ist z. B. erfiillt, wenn r ungerade
und s = 2 ist.

(¢) Wir stellen eine Bedingung auf, die notwendig dafiir ist, daB die
Zahl n* mit ihrer durch (9) gegebenen unteren Schranke zusammenfallt;
ob die Bedingung hierfiir auch hinreichend ist, ist fraglich.

Es gebe ein definites System mit % =s; dann sind nach (8') alle (Z)

gerade fiir 0 < k < r; das ist die Bedingung B (7, »; n); um ihre Bedeu-
tung festzustellen, schreiben wir n in der Form

n=2u, % ungerade , (10)
und betrachten die binomische Entwicklung von (1 ¢)®, wobei ¢ eine
Unbestimmte ist:

(Lo = (1 +?)",

also modulo 2:

A+r=0+ =142 ... 4t
hieraus ist ersichtlich: "
(2;\) %0 mod.2 ;

unter der Bedingung B (r, n; n) ist daher nicht 0 < 2} < 7, also ist
r<2*. (11)
Folglich:

Satz Ic. Wenn es ein definites System mit n = s gibt — mit anderen
Worten : wenn n*(r, ) = s ist — , 80 ist r durch (11) beschrdnkt, wobei 22
durch (10) bestimmt ist.

(d) Es seir =s. Die Bedingung B (r, r; n) lautet: (Z) ist gerade

fir » — r <k <r. Um diese Bedingung zu untersuchen, setzen wir

n=2*+m, 0=Zm<2,
und behaupten:

(Z) =£0 mod. 2. (12)

Fiir m = 0 ist dies trivial; es sei m > 0; dann betrachten wir wieder
(1 + ¢)» modulo 2:

A+r=1+" A +m=0+6" -1+ .- +im=

El4 . fmf 4
es gilt also (12). '
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Unter der Bedingung B (r, r; n) ist daher nicht n — r < m < r, also
nicht gleichzeitig » > n — m und r > m, also, da n — m = 2* > m ist,
jedenfalls nicht r > 2#; es ist also 2* = r. Wenn

201 < < 20 (13)
ist, so ist also 2# = 2¢, und folglich » = 2¢. Somit gilt
Satz Id. Ein definites System stetiger ungerader Funktionen in zweimal

r Variablen x,, ..., x, und y,, ..., y, besteht aus wenigstens 2¢ Funktionen,
wobei o durch (13) bestimmdt ist.

(¢) In jedem der Satze Ic und Id ist enthalten:

Satz Ie. Ein definites System von n stetigen ungeraden Funktionen der
zweimal n Variablen x,, ..., x, und y,, ..., y, 18t hichstens dann moglich,
wenn n eine Potenz von 2 ist.

Ein Beispiel hierzu mit n = 2 ist das System (7); liber weitere Bei-
spiele zum Satz Ie sowie zum Satz Ic wird in der nichsten Nummer
etwas gesagt werden.

4. Der Satz von Hurwitz-Radon. Ein System (4) von Bilinearformen
[L=2040,%Y% , v=1,...,n, (14)
0’0

in den Variablen (1) ist gewil dann definit, wenn die Gleichung
2f, =2 - Zy; (15)

(als Identitdt in den x, und y,) erfiillt ist. Fiir diesen Spezialfall und
unter der weiteren Voraussetzung

s=mn
ist der maximale Wert 7*(n) von r, der bei gegebenem n moglich ist,
durch Hurwitz und durch Radon bestimmt worden?):

Man stelle n in der Form

n=16-28-4, 0=<P =<3, u ungerade,
dar; dann ist
r*(n) = 28 + 8u. (16)

) A. Hurwitz, Uber die Komposition der quadratischen Formen, Math.
Ann. 88 (1923), 1—25 (Math. Werke, Bd. II, 641—666). — J. Radon, Lineare Scharen
orthogonaler Matrizen, Abh. math. Sem. Hamburg 1 (1922), 1—14. — Die obige
Formulierung stammt von Radon.
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Fiir diejenigen n, die nicht durch 16 teilbar sind, in denen also x = 0
ist, ist derjenige Teil dieses Satzes, welcher besagt, dafl der Wert (16)
durch kein r iibertroffen werden kann, in unserem Satz Ic¢ enthalten.
Der andere Teil des Hurwitz-Radonschen Satzes, durch welchen die
Existenz von Losungen (14) der Gleichung (15) mit dem durch (16)
gegebenen Wert r = r* — (und mit s = n) — festgestellt wird, zeigt,
daB die Schranke (11) in unserem Satz I ¢ wenigstens fiir diejenigen n nicht
verbessert werden kann, die == 0 mod. 16 sind.

Fir r =8 =mn geht der obige Satz in den berithmten Satz von
Hurwitz iiber?): '

Identititen (15) fir Bilinearformen (14) mit r = s = n existieren nur fir
n=1,2,4,8.

Zu unserem Satz Te gibt es also fiir n = 22 mit 4 > 3 kein Beispiel vom
Typus (14), (15); es sind fiir diese » iiberhaupt keine definiten Systeme
von n ungeraden Funktionen in zweimal » Variablen bekannt. °)

b. Matrizen ungerader Funktionen einer Variablenreihe. Unter einer
ungeraden Funktion der Variablen

Ly eees Xp (lw)

soll immer eine solche reelle Funktion g dieser Variablen verstanden
werden, welche fiir

T .
Z'lxze =1 (2,)
o=

erklart und stetig ist und die Funktionalgleichung

g(_ xl:---:—xr)=—'g(xl3“"xr) (3:0)

erfiillt. Wir betrachten eine Matrix, die aus derartigen ungeraden Funk-
tionen g, , besteht:

8) A. Hurwitz, Uber die Komposition der quadratischen Formen von
beliebig vielen Variablen, Nachr. Ges. d. Wiss. Gottingen 1898, 309—316 (Math.
‘Werke, Bd. 11, 565—571).

?) Ubrigens besteht ein prinzipieller Unterschied zwischen den Hurwitz-Radonschen
und unseren S#tzen: jene gelten, wie aus den beiden Arbeiten von Hurwitz hervorgeht,
nicht nur fir reelle, sondern auch fiir komplexe Bilinearformen, allgemeiner sogar fiir
solche, deren Koeffizienten einem beliebigen Korper, dessen Charakteristik £ 2 ist,
angehoren.
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Satz II. Dafir, daf die Matrix G durchweg den Rang s hat, ist die
Bedingung B (r, s; n) notwendig.

Denn wenn der Rang durchweg s ist, so bilden die linearen Ver-
bindungen

8
hy,....2z, ; yl,...,y,)=2‘ly.,gc,, , v=1,...,n,
o=

ein definites System ungerader Funktionen im Sinne von Nr. 1.

Besonders naheliegend ist die Betrachtung quadratischer Matrizen G,
also solcher, fiir welche s = = ist; fiir sie ergibt sich aus Satz Ic, analog
wie sich Satz IT aus Satz I ergab:

Satz IIc. Eine n-reihige quadratische Matrix

..........

deren Elemente ungerade Funktionen in den r Variablen (1,) sind, kann
hochstens dann durchweg nicht-singulir sein, wenn die Anzahl r der Varia-
blen nicht grofer ist als die grofite Potenz von 2, die in n aufgehs.

Hierin ist enthalten:

Satz I1e. Die im Satz IIc genannte Matrix G kann, falls berdies r = n
ist, hdchstens dann durchweg nichi-singuldr sein, wenn n eine Potenz
von 2 ist.

Beispiele derartiger nicht-singuldrer Matrizen mit » = n erhalt man
fir n = 1, 2, 4, 8, indem man

Gov = % Qgay o

setzt, wobei die a,,, die Koeffizienten derjenigen Bilinearformen (14)
sind, welche die Identititen (15) — mit r = s = n — erfiillen!?); Bei-
spiele mit groBeren » sind nicht bekannt.

6. 11) Lineare Scharen quadratischer Matrizen aus reellen Zahlen. Wir
machen eine Anwendung des Satzes IIc. Mit 4, sollen n-reihige quadra-

10) Auf der vorletzten Seite der Arbeit®) von Hurwitz sind diese Matrizen angegeben.

11) Die Satze der Nummern 6 und 7 folgen aus dem Spezialfall des Satzes I, in dem die
fv bilineare Formen sind ; sie ergeben sich daher auch aus den in der Einleitung genannten
Arbeiten von Stiefel und von Behrend; insbesondere liefert die Arbeit von Behrend
algebraische Beweise fiir diese Satze.
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tische Matrizen reeller Zahlen bezeichnet werden; bei gegebenen
A,,..., A, bilden die Matrizen

2,4, + - + %, 4, (17)

eine ,lineare Schar‘ von Matrizen, welche von den Parametern z,,...,z,
abhangt. Die Schar soll ,,durchweg nicht-singular heilen, wenn nur
diejenige Matrix (17) singular ist, welche zu den Parametern (O, ..., 0)
gehort.

Satz I11¢. Die Anzahl r der Parameter einer linearen, durchweyg nicht-
singuliren Schar n-rethiger quadratischer reeller Matrizen ist hichstens
gleich der groften Potenz von 2, die in n aufgeht.

Denn ist 4,= (a,,,), s0 hat die Matrix (17) die Elemente
go'l'(xla .o ,x,) = Zaeovxe N
e

sie sind ungerade Funktionen in den z,; daher folgt Satz IlIc aus
Satz Ilec.

Korollar : Ist n = 22 - u, u ungerade, so gibt es in jeder Schar
2 A+ - + xz;\Az,\

eine Matriz mit (y, ..., 2,) # (0, ..., 0), die einen reellen Eigenwert
besitzt.

Dies erfolgt daraus, daBl nach Satz IIIc die lineare Schar, die von den
Matrizen 4,, ..., 4, und der Einheitsmatrix E erzeugt wird, nicht
durchweg nicht-singulir sein kann.

7. 1) Nicht-assoziative Divisions-Algebren iber dem Korper der reellen
Zahlen. Von den ,,Algebren oder ,,hyperkomplexen Systemen‘‘, die wir
hier betrachten, soll nicht verlangt werden, daB in ihnen das assoziative
Gesetz der Multiplikation gelte. Dagegen beschrinken wir uns auf
,,Divisions-Algebren‘‘, d.h. Systeme ohne Nullteiler. Es handle sich
immer um Systeme iiber dem Korper der reellen Zahlen. Die Anzahl der
Einheiten sei n. Man weil, da es nur drei Divisions-Algebren gibt, in
denen das assoziative Gesetz gilt: die reellen Zahlen, die komplexen
Zahlen, die Quaternionen; fiir sie ist n = 1, 2 bzw. 4. Ferner hat man
eine nicht-assoziative Divisions-Algebra mit n = 8 studiert: die Cay-
leyschen Zahlen!?). Es ist aber nicht bekannt, ob es auch fiir andere
Werte von n als 1, 2, 4, 8 Divisions-Algebren gibt.

12) Man vergleiche z. B.: L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie
(Zurich 1927), § 133.
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Satz 1V. Die Anzahl n der Einheiten einer Divisions-Algebra tiber dem
Korper der reellen Zahlen ist notwendigerweise eine Potenz von 2.

Beweis. ¢, ..., e, seien die Einheiten einer Divisions-Algebra; ihre
Multiplikation sei durch

€olo= 2 yq, ¢,
erklirt. Fiir zwei Grofen ’
=2, =2 Yol
ist dann das Produkt durche
£y = vz(qzaaquyo)ev

gegeben. Dal} es keine Nullteiler gibt, ist gleichbedeutend damit, daB die
Bilinearformen

fr=X0,,%4 , v=1,...,n,
0.0
ein definites System bilden. Daher folgt der Satz IV aus dem Satz Ie. 12%)

§ 2. Beweis des Hauptsatzes

8. Geometrische Deutung der definiten Systeme ungerader Funktionen.

Es sei ein definites System (4) vorgelegt, wie es in Nr. 1 erklart worden
ist. Da auch die Funktionen

fl fv

- Vi

=1

stetig und ungerade sind und ein definites System bilden, diirfen wir,
indem wir statt f, wieder f, schreiben, annehmen, da8

n
Zfh=1 (1)
ist. v=1
Durch , . n
Fai=1,Yyl=1, Y& =1
e=1 o=1 v=1

sind Sphéiren 8,_;, S,_;, S,_; erklart, deren Dimensionszahlen durch die
Indizes angegeben sind. Infolge (1) wird durch

zv= .fv (wl’ cees Ty yl’ [EEE] ya)

12 a) Im Anhang II kommen wir noch einmal auf Algebren zuriick.
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jedem Punktepaar (z,y) mit z ¢8,_,, ¥y ¢8S,_, ein Punkt z¢8,_;, zu-
geordnet, es wird also eine Abbildung f des topologischen Produktes
8S,_; X 8,_, in die Sphire S,_, erklart; diese Abbildung ist stetig; sie ist
ferner ,,ungerade‘, d. h. es ist

f(—x,y)=f(x,—?/)=-f(x,y),

wenn wir durch — z, ... die Antipoden der Punkte z, ... bezeichnen.

Durch Identifizierung je zweier antipodischer Punkte einer Sphéare S
entsteht ein k-dimensionaler projektiver Raum P,. Daher folgt aus der
Ungeradheit von f erstens, daB durch f eine stetige Abbildung F des
topologischen Produktes P,_, X P,_, in den Raum P,_, bewirkt wird.
Zweitens: halt man einen Punkt 2° von §,_; fest und 148t y einen halben
GroBkreis auf S,_; von einem Punkt %° in den Antipoden — y° durch-
laufen, so durchliuft der Bildpunkt f(x° y) auf S,_, einen Weg, der
ebenfalls einen Punkt z° mit dem Antipoden — z° verbindet; da einem
Weg auf der Sphare S, der zwei Antipoden verbindet, in P, ein geschlos-
sener Weg vom Homologietypus der projektiven Geraden entspricht, so
bedeutet die eben festgestellte Eigenschaft der ungeraden Abbildung f
fiir die Abbildung F':

F (Punkt x Gerade) ~ Gerade; (2a)
analog ergibt sich:
F(Gerade x Punkt) ~ Gerade; (2b)

dies sind Homologien, in denen ,,Punkt und ,,Gerade‘‘ als Zyklen der
Dimensionen 0 bzw. 1 aufzufassen sind.

Eine Abbildung F des Produktes zweier projektiver Réume in einen
projektiven Raum, welche die Eigenschaften (2a) und (2b) besitzt, moge
kurz ,,ungerade‘ heiBlen. Dann sehen wir: Ein definites System von n un-
geraden Funktionen der Variablen x,, ..., x, und y,, ..., y, bewirkt eine
ungerade Abbildung'®) des Produktes P,_, X P,_, in den Raum P, _,.

Damit ist der Satz I auf den folgenden zuriickgefiihrt:

Satz I*: Voraussetzung: Es existiert eine ungerade Abbildung3) von
P, ,XP,_,in P,_,. Behauptung : Die Bedingung B (r,s;n) ist erfullt. ®)

13) Unter einer ,,Abbildung* einer Mannigfaltigkeit wird immer eine stetige Abbildung
verstanden.

b) Ist ¢ = 1, so ist P,_; ein Punkt, (2a) inhaltslos und die Ungeradheit von F also
allein durch (2b) charakterisiert; die Behauptung lautet: n > r. Man vergl. FuBnote. %)
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9. Die Ringe des projektiven Rawmes und des Produktes zweier projek-
tiver Ridume. Fiir den Beweis des Satzes I* miissen wir uns zunéchst niher
mit den Homologie-Eigenschaften von P,_; und P,_, x P,_, befassen.
Als Koeffizientenbereich legen wir den Restklassenring modulo 2 zugrunde.
Dann ist fiir jede geschlossene Mannigfaltigkeit L der Homologiering
R (L) in bekannter Weise erklirt: seine Elemente sind die Homologie-
klassen, die Addition ist die der Bettischen Gruppen, das Produkt ist der
Schnitt.

Wir betrachten zunichst einen projektiven Raum P,. Man weil}, dal
es fir jedes «, 0 < « < k, genau eine Homologieklasse gibt, die nicht
Null ist; sie wird durch eine «-dimensionale projektive Ebene reprasen-
tiert; sie heiBe (, ; es wird also speziell {, durch einen Punkt, {; durch
eine Gerade, {,_, durch eine (¥ — 1)-dimensionale Ebene, {, durch den
ganzen Raum P, dargestellt. Fiir jedes «x <k ist {, der Schnitt von k — «
Ebenen des Typus ¢,_,, also, wenn wir kurz ¢,_, = { schreiben: 14)

Lo=C"5
dies gilt auch noch fiir x =k, indem wir unter {° das Kins-Element des
Ringes R(P,) verstehen. Dagegen ist {* = 0 fiir alle « > k.
Somit 148t sich die Struktur des Ringes R(P,_,) folgendermafBen
beschreiben :

R(P,_,) 1st der Ring der Polynome in einer Unbestimmten ¢ mit Koeffi-
zienten aus dem Restklassenring mod. 2, wobei { die Relation

r=0 3)

erfallt; mit anderen Worten: bezeichnet I" den Ring aller Polynome in
der Unbestimmten ¢ mit Koeffizienten mod. 2, so ist R(P,_,) der Rest-
klassenring von I' nach dem von (" erzeugten Ideal ({®).

Fiir die Dimensionszahlen ergibt sich

Dim. {/'=mnm—1)—9» , »=0,1,....n—1.

Daraus folgt weiter: Fiir jedes d bildet {*~-¢ eine d-dimensionale Ho-
mologiebasis; und zwar sind die Basen {{"1-4} und {{¢} zueinander dual %),

14) Obere Indizes sind im folgenden immer Exponenten (nicht etwa Dimensionszahlen).

15) In einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit L heift die (k — d)-dimensionale Homo-
logiebasis {z; yeees z;} zu der d-dimensionalen Homologiebasis z;, ..., 24 dual, wenn
fir die Schnittzahlen gilt: (z;-2;) =1, (25 - 2;) = 0 fiir h .

Nach dem Poincaré-Veblenschen Dualitiatssatz gibt es in jeder geschlossenen Mannig-
faltigkeit, gleichgiiltig ob orientierbar oder nicht, zu jeder Basis eine (und nur eine) duale,
vorausgesetzt, daB der Ring mod. 2 als Koeffizientenbereich dient.

Man vergleiche Seifert-Threlfall, Lehrbuch der Topologie (Leipzig und Berlin
1934), 253, Satz III.
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Die Bestimmung des Ringes R(P,_; X P,_,), die jetzt vorgenommen
werden soll, beruht auf den folgenden beiden Satzen (E) und (F), die als
bekannt gelten diirfen; U und V sind beliebige geschlossene Mannig-
faltigkeiten ; unter einer ,,vollen‘ Bettischen Basis (mod. 2) einer Mannig-
faltigkeit wird eine Basis der ,,vollen‘ Bettischen Gruppe verstanden,
d. h. der direkten Summe der Bettischen Gruppen aller Dimensionen.

(E) Durchlaufen &; und n; volle Bettische Basen von U bzw. V, so durch-
lauft £, % n; eine volle Bettische Basis von U X V. 1%)

(F) Sind &, &' baw. n, ' Elemente von R(U) bzw. R(V), so gilt fir die
Produkte (mod. 2) in U X V:

EXn- (& xn)y=¢EExn-n'. 1)

Es sei nun U = P,_;, V= P,_,; wie oben festgestellt wurde, werden
volle Basen in P,_, und P,_, von Potenzen

EE .Y bzw. %7, ..., %t

gebildet, wobei & durch eine (r — 2)-dimensionale Ebene in P,_; und 7%
durch eine (s — 2)-dimensionale Ebene in P, , reprasentiert wird.

Setzen wir
EX =X, Exn=7Y,

so ist nach (F) £ 5 17— X0 ¥°
Xn = . )

und diese Produkte mit
0se=sr—1, 0=0c=s—1 (4)

bilden nach (%) eine volle Bettische Basis in P,_; X P,_,. Das Ergebnis
ist:

R(P,_, X P,_,) ist der Ring der Polynome in zwei Unbestimmien
X, Y mit Koeffizienten aus dem Restklassenring mod. 2, wobes X und Y
die Relationen Xr—o, Yo — o0 (5)

erfilllen; mit anderen Worten: bezeichnet A den Ring aller Polynome in
den Unbestimmten X, ¥ mit Koeffizienten mod. 2, so ist R(P,_, X P,_,)
der Restklassenring von 4 nach dem von X* und Y*® erzeugten Ideal
(X7, Y9).

18) Einen Beweis erhilt man z. B., indem man den § 3 des Kap. VII in dem Buche®) von
Alexandroff-Hopf dadurch abéndert (und wesentlich vereinfacht), daB man den dort
zugrunde gelegten ganzzahligen Koeffizientenbereich durch den Ring mod. 2 ersetzt.

17) 8. Lefschetz, Topology (New York 1930), 238, Formel (21) — aber, da wir mod. 2
arbeiten, ohne Beriicksichtigung von Vorzeichen.
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Fiir die Dimensionszahlen ergibt sich durch eine leichte Abzahlung
Dim. Xe . Y° =(r4+8—2) — (¢ + o) . (6)

Daraus folgt weiter: Fiir jedes d bilden die Produkte X¢-Y® mit
o+o=r+s—2—d, wobei p und o auflerdem durch (4) einge-
schrankt sind, eine d-dimensionale Basis; setzen wirr --s — 2 —d =n
und ¢ = n — g, so ist (4) gleichbedeutend mit

0=n—0o<r, 0=o0<s,
also mit
0=o=n, n—r<o<s. (7

Daher konnen wir eine d-dimensionale Basis auch folgendermafen
charakterisieren, wobei d 4 n=r-4+s — 2 ist: sie besteht aus den-
jenigen Produkten X™7- Y, fiir welche o alle Werte durchléauft, die
(7) geniigen.
Insbesondere bilden
Xr—l . Ys—z s Xr-2,Yys1
bzw.
Y, X

Basen der Dimensionen 1 bzw. » + s — 2, und zwar ergibt sich aus den
Multiplikationsregeln, da diese Basen zueinander dual sind. °)

10. Topologische Deutung der Bedingung B (r, 8; n). Wir behaupten:
Die Bedingung B (r, 8; n) ist gleichbedeutend mit dem Bestehen der Relation

X+YPr=0 (8)
im Ringe R(P,_, X P,_}). %

Bewets. Nach dem binomischen Satz und nach (5) ist
(X+Y)"=Z(Z)X”"‘-Y", (9)
%
wobei die Summe iiber alle £ zu erstrecken ist, die die Bedingungen

0sk=n und n—r<k<s (10)
erfiillen.

¢) Ist s=1, so besteht die erste dieser Basen nur aus Xr—2. Ys—1, die zweite nur
aus X ; analog fiir »r = 1; man vergleiche Fuinote b).

d) Ist ¢ = 1 oder r = 1, 8o lautet (8) einfach: X" = 0 bzw. Y"=0.
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Gilt nun B (r, 8; n), so ist daher jeder Koeffizient auf der rechten Seite
von (9) das Null-Element des Koeffizientenringes — des Restklassen-
ringes mod. 2 —, und folglich gilt auch (8). .

Es gelte andererseits (8); dann verschwindet die rechte Seite von (9);
die dort auftretenden X% - Y* bilden aber nach Nr. 9 eine Basis der
Dimension r+s — 2 — n und sind daher gewil} linear unabhéingig, und
daher ist jeder Koeffizient das Null-Element des Koeffizientenringes; es

sind also alle diejenigen (Z) gerade, fir welche (10) gilt ; da aber die

(Z) fiir welche die erste Bedingung (10) nicht gilt, ohnehin Null sind,

ist bereits die Giiltigkeit der zweiten Bedingung (10) fiir die Geradheit

von (Z) hinreichend. Folglich ist B (r, s; n) erfiillt.

Aus der damit bewiesenen Aquivalenz der Bedingungen B (r,s;n)
und (8) ergibt sich, dal der Satz I* gleichbedeutend mit dem folgenden
ist:

Satz I**. Voraussetzung: Es existiert eine ungerade Abbildung von
P, , X P,_,in P,_,. Behauptung : Im Ringe R(P,_, X P,_,) gilt (8).

11. Der Umkehrungs-Homomorphismus. Ich berichte hier iiber die
Methode, die zum Beweis des Satzes I** fithren wird. L und A seien
geschlossene Mannigfaltigkeiten. Thre Dimensionszahlen seien I bzw. A.
Der Koeffizientenbereich sei weiterhin der Restklassenring mod. 2. Die
Homologieringe werden mit R (L) und R (A) bezeichnet. 18)

Jede Abbildung f von L in A bewirkt bekanntlich eine Abbildung von
R(L) in R(A); diese Ringabbildung nennen wir ebenfalls f; sie ist
dimensionstreu; sie ist ein additiver, aber im allgemeinen kein multipli-
kativer Homomorphismus.

Die Elemente von R (L) und B (A), die einfach gezihlten Punkten ent-
sprechen, seien mit p bzw. z bezeichnet ; dann ist immer

fp)=m. (11)

Es gilt nun der folgende Satz: 18)

Zu jeder Abbildung f von L in A gibt es eine Abbildung ¢ von R(A) in
R (L) mit folgenden Eigenschaften :

18) Man vergleiche die unter 3) zitierten Arbeiten; die von mir a. a. O. gemachte Vor-
aussetzung, daB die beiden Mannigfaltigkeiten gleiche Dimension haben, ist unnétig. Da
wir den Koeffizientenbereich mod. 2 zugrunde legen, brauchen wir nichts iiber die Orien-
tierbarkeit der Mannigfaltigkeiten vorauszusetzen.
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(4) @ ist ein additiver und multiplikativer Homomorphismus ;
(B) @ ist mit f durch die Funktionalgleichung

He(l)2)=C-f(2) (12)
verkniipft; hierin sind z und ¢ beliebige Elemente von R (L) bzw. R(4).

@ heifit der ,,Umkehrungs-Homomorphismus* von f ; daB er durch f in
eindeutiger Weise bestimmt ist, ergibt sich aus dem spéteren Satz (D).

Jetzt zeigen wir zunéchst:

(C) Ist ¢ homogen-dimensional 1?) von der Dimension o, so ist auch
@ (£) homogen-dimensional ; und zwar st

Dim. ¢({) =0 +1—1.

Beweis. 2% Ist @(f) = 0, so ist nichts zu beweisen?'); es sei ¢({) % 0;
dann 1aBt sich ¢({) in der Form

?’(C)=Zel+zez+"'+z (13)

b
schreiben, wobei Z ,, einen homogen g,-dimensionales, von 0 verschiedenes
Element von R(L) bezeichnet und die g, paarweise voneinander ver-
schieden sind. Aus dem Dualitatssatz 15) folgt, daBl es ein homogen
(I — o,)-dimensionales Element z,_, gibt, fiir welches Z, -2,_, = p
ist; dann ist M
@) 2 =1 +£2Z9i e s

iibt man hierauf f aus, so folgt nach (12) und (11)
k
- f(o—e) == +i=2;f(zei cZ—gy) - (14)

Hierin ist die linke Seite homogen (¢ + ! — ¢, — 4)-dimensional; das-
selbe gilt daher fiir die rechte Seite; hier aber ist # homogen 0-dimen-
sional und s 0, das Glied f(Z,, - 7_,) dagegen homogen-dimensional
von der Dimension g, — g, # 02?); das ist nur moglich, wenn (14)

einfach
(o) =m

19) Alexandroff-Hopf, wie ), 169.

20) Der Satz C ergibt sich auch unmittelbar aus jeder einzelnen der verschiedenen
Definitionen von ¢ ;3) ich will hier aber auf diese Definitionen nicht eingehen, sondern
zeigen, daB alle Eigenschaften von ¢ aus den Eigenschaften (A) und (B) folgen.

21) Der Null-Zyklus ist homogen-dimensional von jeder Dimension.

3%) Zyklen negativer Dimension sind immer gleich 0 zu setzen.
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lautet und ¢ +1— 9, — 1 =0, also g, =0 +1-— 1 ist. Da p, aber
nicht vor den anderen g, ausgezeichnet ist, folgt hieraus weiter, dafl die
rechte Seite von (13) nur aus einem Glied besteht. Damit ist (C') bewiesen.

Es seien jetzt {z,} und {{,} Basen in L bzw. A von derselben Dimension
d; ihre dualen Basen 1%) {z;}, {{}} sind von den Dimensionen I — d bzw.
A — d; die Dualitat bedeutet das Bestehen der Relationen

R 2y = 0 fir h£i "’ C,Ck—- 0 fiir 7#10 (15)
f bewirkt eine Substitution
fz:) = Zagy Ly (16)
da cp(C;) nach (C) die Dimension I — d hat, bewirkt ¢ eine Substitution
@) =Z a2y - (17)
Es gilt nun:
(D) Die @-Substitution (17) ist die Transponierte der f-Substitution (16),
das heif3t 5, —a,. (18)

Beweis. Aus (17), (15), (11) folgt
f(¢(4“§) 7)) = Z“fhf(z},; c2) = o, f(P) = o557 ;
aus (16), (15) folgt
C," fz) = Za’iké—]{ =07
aus (12), mit { = ¢} und z = z,, folgt daher (18).

12. Beweis des Satzes I"*. F sei eine ungerade Abbildung von P,_, X P,_,
in P,_,. Die Bedingungen (2a) und (2b) aus Nr. 8 lauten in den Bezeich-
nungen aus Nr. 9: 14)

F (&1 x o2) = (n—2

F(fr—z X 77&—1) —_ Z;n—z
oder

F(Xr—l . Ys—z) — Cn—z

F(Xr-2. Y1) = [n2 : (19)

Da, wie in Nr. 9 festgestellt wurde, die Basis {Y, X} dual zur Basis
{Xr-1.Y*2 Xr2. Y1} und die Basis {¢} dual zur Basis {{" %} ist,
folgt nach Nr. 11 (D) aus (19) fiir den Umkehrungs-Homomorphismus @
von F':

d()=X+7Y. (20)
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Da @ ein multiplikativer Homomorphismus ist, folgt hieraus

(X + Y)r=0 ("),
und damit folgt aus
r=20 3)
die Giiltigkeit der Behauptung
X+ ¥YPr=0.° (8)

ANHANG I
Systeme von Richtungsfeldern in den projektiven Riumen 23)

Mit P, wird der k-dimensionale reelle projektive Raum bezeichnet.

Satz V. Auf einer (r — 1)-dimensionalen Ebene P,_, des Rawmes P, _,
seien 8 — 1 stetige Felder von Richtungen des P,_, angebracht, welche in
jedem Punkte von P,_, linear unabhingig voneinander sind. Dann ist die
Bedingung B (r, s; n) erfllt.

Bewets. Im euklidischen Raum R, mit den Koordinaten (z,, ..., x,)
sei 8,_, die Sphare mit dem Mittelpunkt o = (0, ..., 0) und dem Radius 1;
wir fassen sie als zweibliattrige Uberlagerung von P,_, auf, derart, daB
je zwei antipodische Punkte von §,_;, einem Punkte von P, , ent-
sprechen; der Ebene P,_, entspricht eine Grofkugel S,_, von §,_,; wir
diirfen annehmen, daBl S,_; der Schnitt von §,_, mit der (z,, ..., z,)-
Koordinatenebene des R, ist.

Jeder Richtung des P,_, entsprechen zwei Tangentialrichtungen der
8,_;, die durch Spiegelung am Mittelpunkt o ineinander iibergehen;
einem Richtungsfeld auf P,_, entspricht daher ein Feld von Tangenten
der 8,_;, das auf S,_, erklirt und symmetrisch in bezug auf o ist; repré-
sentieren wir diese Tangentialrichtungen etwa durch Vektoren der
Liange 1, so sind deren Komponenten ungerade Funktionen von z,, ..., ,.

Die Vektoren g,, ..., g,_,, welche auf diese Weise den auf P,_, gege-
benen Richtungen entsprechen, sind an jeder Stelle linear unabhangig;
da sie tangential an §,_, sind, so ist auch das System g,,...,g,;, %,
welches durch Hinzufiigung des Normalvektors x = (2,, ..., #,, 0, ..., 0)

e) Fiur ¢ =1 hat man den Beweis folgendermaBen zu modifizieren: Nur die zweite
Gleichung (19) ist sinnvoll, (20) lautet: ¢(f) = X, und daraus folgt X" = 0; analog fiir
r = 1. Man vergleiche die FuBinoten a), b), ¢), d).

23) Die Satze dieses Anhanges stammen von Stiefel, a. a. 0.3).
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der 8,_, entsteht, linear unabhingig; folglich hat, wenn wir die »-te
Komponente von g, mit g,, bezeichnen, die Matrix

..............

..............

Z;...2, 0...0

durchweg, d. h. fiir alle (x,, ..., ,) mit fo, = 1, den Rang s. Daher ist
nach Satz IT (Nr. 5) die Bedingung B (r, s; n) erfiillt.

Ist » = n, d. h. sind die Richtungsfelder im ganzen Raum P,_, erklart
und stetig, so ist demnach B (n, s; n) erfiillt; diese Bedingung ist (Nr. 2)
gleichbedeutend mit B (s, n; n); diese letztere Bedingung ist in Nr. 3 (c)
untersucht worden; auf Grund des dortigen Ergebnisses gilt, wenn wir
8§ —1=m, n —1=Fk setzen:

Satz Ve. Die maximale Anzahl m von Richtungsfeldern, welche im
ganzen Raume P, stetig und in jedem Punkt voneinander linear unabhdingig
sind, ist < 22 — 1, wobei 22 die grépte Potenz von 2 ist, welche in k+ 1 auf-
geht.

Eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ,,parallelisierbar*’, wenn in
ihr k stetige Richtungsfelder existieren, welche in jedem Punkt von-
einander linear unabhéngig sind?¢). Daher ist im Satz V¢ enthalten:

Satz Ve. Der k-dimensionale projektive Raum P, ist hichstens dann
parallelisierbar, wenn k+ 1 eine Potenz von 2 ist.

Die einzigen projektiven Réume, deren Parallelisierbarkeit feststeht,
sind diejenigen der Dimensionen 1, 3, 7 . 25)

ANHANG II
Definite Systeme symmetrischer Bilinearformen

Die in Nr.1 betrachteten Funktionen f, seien jetzt symmetrische
Bilinearformen, es sei also

fv=zaveaqua s Qygo = Qyaq ;
e,0

e=1,...,r; o=1,...,r.

) Stiefel, a. a. 0.1).

25) Fir diese Dimensionszahlen k erhalt man k stetige, durchweg linear unabhéngige
Richtungsfelder im P;, mit Hilfe der Matrizen (gq, ), die am SchluB von Nr. 5 angegeben
sind.
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Die kleinste Zahl =, fiir welche es ein definites System von n solchen
Formen gibt, heile N (r). Offenbar ist N (r) = n* (r, r), wobei n* (r, s)
die in Nr. 1 definierte Zahl ist; nach Satz Id ist daher

N(r) = 2e, (1)

wobei g durch 2¢-1 < r < 2¢ bestimmt ist. Es handelt sich jetzt um die
Frage, ob sich diese untere Schranke von N (r) vergréBern 14Bt. Das ein-
zige mir bekannte Resultat in dieser Richtung lautet:

Nir)y=r+2 fir r>2; (2)

(das System (7) in Nr. 1 zeigt, dal N(2) = 2 ist).

Die Abschétzung (2) ist fiir die meisten r schlechter als (1); nur fiir
r = 2¢ — 1 und r = 2¢ ist die durch (2) gegebene Schranke um 1 bzw.
um 2 besser als die durch (1) gegebene. Immerhin enthalt (2) folgendes
Korollar, das man nicht aus (1) entnehmen kann: In der (trivialen)
Ungleichung N (r) = r gilt das Gleichheitszeichen nur fiir » = 2 (und
7 = 1). In der Terminologie aus Nr. 7 bedeutet dies: Eine kommutative
Divisions-Algebra iiber dem Korper der reellen Zahlen hat nur zwei
Einheiten — woraus leicht folgt, dal} sie der Koérper der komplexen
Zahlen ist; fir die Divisions-Algebren iiber dem Korper der reellen
Zahlen ist also das assoziative Gesetz eine Folge des kommutativen.

Den Beweis von (2) habe ich an anderer Stelle dargestellt?®); in ihm
wird die Behauptung (2) auf den folgenden topologischen Satz zuriick-
gefithrt: Fiir £ > 1 besitzt der projektive Raum P, kein topologisches
Modell im euklidischen Raum R,,,.

(Eingegangen den 7. Dezember 1940.)

%) H.Hopf, Systeme symmetrischer Bilinearformen und euklidische
Modelle der projektiven Raume, Vierteljahrsschrift der Naturforsch. Gesellschaft
Zirich LXXXYV (1940) (Festschrift Rudolf Fueter), 165—177.
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Ein Satz (iber die Wirkungsrdume
geschlossener Liescher Gruppen

Von H. Hopr und H. SaMELSON, Ziirich

1. Ein ,,Wirkungsraum‘ W ist eine Mannigfaltigkeit, welche durch
eine Liesche Gruppe G transitiv in sich transformiert wird!). Genauer:
die Mannigfaltigkeit W, deren Punkte mit &, %, ... bezeichnet werden,
steht zu einer abstrakten Lieschen Gruppe G, deren Elemente wir
a, b, ... nennen, in folgender Beziehung: jedem a ist eine topologische
analytische?) Abbildung f, von W auf sich zugeordnet; es ist f,(f,(£)) =
fau (&) ; der Punkt f, (&) hangt stetig von dem Paar (a, &) ab; zu jedem
Paar (&, 1) gibt es wenigstens ein a mit f,(£) = . 3)

Wir werden hier nur geschlossene Gruppen G betrachten ; dann sind auch
die Raume W geschlossen.

Man weil zwar, da3 nur Mannigfaltigkeiten von spezieller topologischer
Struktur als Wirkungsrdume auftreten konnen — z. B. gibt es unter den
geschlossenen Flachen keine anderen Wirkungsraume als Kugel, projek-
tive Ebene und Torus?); jedoch existiert noch keine allgemeine Theorie
der topologischen Eigenschaften der Wirkungsriume; soviel wir fest-
stellen konnten, sind bisher nur die folgenden Séitze bekannt:

a) Die Fundamentalgruppe enthélt eine Abelsche Untergruppe von

endlichem Index5).
b) Die Bettischen Zahlen p,, r =1, 2, ..., erfiillen die Ungleichungen

. n
p>(B)0  swie  p<(T) .
1) ,,Wirkungsraum*‘* = ,,espace homogéne‘‘ bei Cartan. — Literatur: E. Cartan, La

théorie des groupes finis et continus et 1’analysis situs (Paris 1930, Mémorial
Sc. Math. XLII); ferner: C. Ehresmann, Sur la topologie de certains espaces
homogénes, Ann. of Math. 85 (1934), 396—443.

3) Man kommt auch mit schwacheren Regularitiatsbedingungen aus.

3) Fiir unsere Zwecke ist es nicht notig, noch zu fordern: aus a 2 b folgt f, 2 fp .

4) Cartan, 1. c., p. 29.

5) Dieser Satz scheint zwar nirgends formuliert worden zu sein, er ist aber eine direkte
Folge aus der bekannten Tatsache, da die Fundamentalgruppe von G Abelsch ist, einer-
seits und den bekannten Beziehungen zwischen den Fundamentalgruppen von G und von
W andererseits ; diese Beziehungen sind z. B. dargestellt bei Ehresmann, 1. c., p. 399, sowie
enthalten in dem Satz XII von W.Hurewicz, Beitrage zur Topologie der Defor-
mationen I, Proc. Akad. Amsterdam 88 (1935), 112—119.

6a) W. Hurewicz, Beitrige zur Topologie der Deformationen IV, Proc.
Akad. Amsterdam 89 (1936), 215—224; insbesondere p. 224.

6b) G. de Rham, Uber mehrfache Integrale, Abh. Math. Seminar Hamburg 12
(1938), 313—339; insbesondere p. 335. — Herr de Rham hat uns darauf hingewiesen, da3
an dieser Stelle die a.a. 0. gemachte Voraussetzung der ,,Symmetrie‘ des Wirkungs-
raumes unnétig ist.
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Es ist aber nicht daran zu zweifeln, dal die Homologie-Eigenschaften
der Wirkungsraume viel scharferen Bedingungen unterliegen, als nur den
Bedingungen b), dhnlich wie es bei den Gruppenriumen — also den-
jenigen Wirkungsraumen, in denen eine Gruppe G einfach transitiv wirkt
— der Fall ist. Im folgenden wird ein einzelner hierhergehoriger Satz
bewiesen, der von der einfachsten Homologie-Invariante, namlich der
Euler-Poincaréschen Charakteristik, handelt. Er lautet:

Die Charakteristik eines Wirkungsraumes einer geschlossenen Lieschen
Gruppe ist positiv oder Null.

Mannigfaltigkeiten mit negativer Charakteristik sind also niemals
Wirkungsraume. Es wird sich ferner zeigen, daB zwischen den Wirkungs-
raumen mit positiver und denen mit verschwindender Charakteristik ein
Unterschied besteht, der sich in Eigenschaften der betreffenden Trans-
formationsgruppen auBert.

2. Die Charakteristik y(P) eines Polyeders P ist durch die Euler-
Poincarésche Formel

1(P)=2(—1ya, =2 (— 1y p,

gegeben, wobei a, die Anzahl der r-dimensionalen Zellen einer beliebigen
Zellenzerlegung von P und p, die r-te Bettische Zahl von P bezeichnet.
Die Beziehung der Charakteristik zu stetigen Transformationen wird
durch den folgenden Fixpunktsatz vermittelt’): ,,f sei eine stetige Ab-
bildung des n-dimensionalen Polyeders P in sich, welche 1. durch eine
stetige Deformation von P in sich aus der Identitat entstanden ist, und
welche 2. hochstens endlich viele Fixpunkte besitzt; dann ist die Summe
der Indizes der Fixpunkte gleich (— 1)*- y(P).” (Wenn P eine ge-
schlossene Mannigfaltigkeit ist — nur dieser Fall interessiert uns hier —,
80 ist bei ungeradem n bekanntlich y (P) = 0, und daher kann der Faktor
(— 1) in der Behauptung des Satzes weggelassen werden.) Wir wollen
unseren Satz aus Nr.1 auf den Fixpunktsatz zuriickfiihren; hierfiir
brauchen wir den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 1. Der Wirkungsraum W sei n-dimensional; dann hat jeder
isolierte Fixpunkt einer Abbildung f,, ae@, den Index (— 1)". 8)

Beweis. Die Transformationen f,, ae @, kénnen als Isometrien einer
Riemannschen Metrik in W aufgefafit werden®). Wir betrachten die
Funktionalmatrix F von f, in einem Fixpunkt & von f,. Wenn F einen

7) Alexzandroff-Hopf, Topologie I (Berlin 1935), p. 542 sowie p. 534 ff.
8) Am SchluB von Nr. 6 wird dieser Hilfssatz noch préazisiert werden.
%) Cartan, 1. c., p. 43.
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reellen positiven Eigenwert besitzt, so bleibt bei der Abbildung f, eine
Richtung durch den Punkt & fest, und folglich bleibt, da f, eine Iso-
metrie ist, auch die in dieser Richtung von & ausgehende geoditische
Linie Punkt fiir Punkt fest (woraus man iibrigens sieht, daB der Eigen-
wert gleich 1 ist); dann ist & also nicht isolierter Fixpunkt. Nun sei aber &
isolierter Fixpunkt; dann besitzt nach dem Vorstehenden F keinen
positiven Eigenwert, d. h., fiir alle positiven Zahlen A sind die Deter-
minanten |F — AE| # 0; fiir die spezielle Determinante |F — E| be-
deutet dies erstens, daf} sie nicht verschwindet, und zweitens, daB siedas
gleiche Vorzeichen hat wie |F — AE| fiir groBe A, also das Vorzeichen
(— 1)». Daher ist bekanntlich®) auch der Index des Fixpunktes & gleich
(— 1)*, w.z.b. w.

Es sei jetzt f,, ae @, eine Transformation von W mit hochstens endlich
vielen Fixpunkten, und zwar sei deren Anzahl gleich 4, 4 > 0. Nach
dem soeben bewiesenen Hilfssatz ist die Indexsumme der Fixpunkte
gleich (— 1)® - A ; andererseits erfiillt f, die Voraussetzungen des oben
zitierten Fixpunktsatzes, denn indem man das Eins-Element der
Gruppe G stetig in das Element o iiberfiihrt, erzeugt man f, durch eine
stetige Deformation aus der Identitit; daher ist die Indexsumme auch
gleich (— 1)*- x(W); es ist also 4 = 4 (W); damit ist folgender Satz
bewiesen :

Satz I. Besitzt eine Transformation f,, aeG, des Wirkungsraumes W
einer geschlossenen Qruppe G hichstens endlich viele Fixpunkie, so ist deren
Anzahl gleich der Charakteristik von W.

Falls die Existenz einer Transformation f, feststeht, welche die Voraus-
setzung des Satzes I erfiillt, so folgt aus diesem Satz die in Nr. 1 behaup-
tete Tatsache y (W) = 0 ; dieses Ziel ist also erreicht, sobald noch folgen-
der Satz bewiesen ist:

Satz 11. Ist W ein beliebiger Wirkungsraum einer geschlossenen Gruppe G,
80 gibt es ein solches Element a in G, daf die Transformation f, von W
hdchstens endlich viele Fixpunkte hat.11)

3. Bei dem Beweis des Satzes IT werden wir nicht in dem Wirkungs-
raum W, sondern in dem Gruppenraum G' — also in der Mannigfaltigkeit,
deren Punkte die Elemente von @ sind — arbeiten; dies ist moglich auf
Grund der bekannten Deutung der Punkte von W als Nebengruppen
in G'; wir erinnern hier kurz an diese Deutung?):

10) Alexandroff-Hopf, 1. c., p. 537.
11) Man beachte die Verscharfung dieses Satzes in FuBnote 20.
12) Man vergleiche: Cartan, 1. c., p. 25 ff.; Ehresmann, 1. c., p. 397 fi.
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In W zeichne man einen Punkt « aus; dann bilden diejenigen Elemente
a von @, fiir welche f,(x) = « ist, eine abgeschlossene Untergruppe U
von @, die ,,Isotropiegruppe von W; fiir einen beliebigen Punkt & von
W bilden die Elemente a, fiir welche f,(x) = £ ist, eine Nebengruppe
2U von U; hierdurch ist eine eineindeutige Beziehung zwischen den
Nebengruppen zU einerseits und den Punkten von W andererseits her-
gestellt. Geometrisch bilden die Nebengruppen zU eine stetige Zerlegung
oder ,,Faserung‘‘ von @; jeder Punkt von G liegt auf einer und nur einer
,.Faser’ zU; die einzelnen Fasern sind miteinander, also insbesondere
mit der Gruppe U, homdomorph; W ist der Raum, der entsteht, wenn
man die einzelne Nebengruppe als Punkt auffaBt; daher nennt man W
auch einen , Nebengruppenraum‘. Die Transformation f, von W ist
gleichbedeutend mit der durch die Abbildung ® — ax des Gruppen-
raumes G auf sich bewirkten Zuordnung

22U »axU 1)
im Nebengruppenraum.

Alles dies ist im wesentlichen — d.h. bis auf einen inneren Auto-
morphismus von G — unabhéngig von dem Punkt «; denn zeichnet man
statt « einen Punkt § aus, so hat man nur U durch die Gruppe U’ =sUs"1
zu ersetzen, wobei s ein Element von G mit f, (x) = B ist.

Die hiermit beschriebene Beziehung zwischen einem Wirkungsraum
und einer Nebengruppen-Zerlegung von G kann man auch umgekehrt zur
Definition von Wirkungsraumen benutzen. Man nehme eine beliebige
abgeschlossene Untergruppe U von G und deute ihre Nebengruppen zU
als Punkte eines Raumes W, in welchem in naheliegender Weise eine
Topologie auf Grund der Topologie von G erklért ist; W ist eine Mannig-
faltigkeit, deren Dimension gleich der Differenz der Dimensionen von G
und von U ist; fiir jedes Element a von & verstehe man unter f, die durch
die Zuordnung (1) erklirte Transformation von W; dann ist W ein
Wirkungsraum; seine Isotropiegruppe ist U; man schreibt mitunter
W =@q|U.23)

Aus dem Vorstehenden geht hervor, daf jede Eigenschaft von Wir-
kungsrdumen als Eigenschaft von Gruppenriumen gedeutet werden
kann. Uns interessiert im Hinblick auf den Satz II die Frage, wie die
Fixpunkte einer Transformation f, von W im Gruppenraum @ in Er-
scheinung treten. Aus der Deutung (1) von f, sieht man, dafl der Neben-
gruppe zU dann und nur dann ein Fixpunkt in W entspricht, wenn
axU = zU, also az = zu mit ueU ist; man hat somit folgendes Krite-

13) Entsprechend der Bemerkung in FuBnote 3 haben wir hier nicht gefordert, da8
U keine invariante Untergruppe von G (auBer der Einheitsgruppe) enthalte.

243



rium: Die Nebengruppe zU stellt dann und nur dann einen Fixpunkt der
Transformation f, von W dar, wenn

. xlaxeU (2)
ist.

Der Beweis des Satzes IIT mufl demnach darin bestehen, da man zu
jeder Untergruppet) U von @ die Existenz eines solchen Elementes a von
G nachweist, dal hochstens fiir endlich viele Nebengruppen zU die
Relation (2) gilt.

4. Fiir den Beweis des Satzes II sind Eigenschaften Abelscher Unter-
gruppen von ¢ wichtig?%). Bekanntlich gibt es in @ einparametrige Unter-
gruppen ; die abgeschlossene Hiille einer solchen ist eine Gruppe 7', welche
abgeschlossen, zusammenhéngend und Abelsch ist; als abgeschlossene
Untergruppe von G ist T eine Liesche Gruppe'®); die einzigen kompakten,
zusammenhéngenden, Abelschen, Lieschen Gruppen sind die ,,Toroide®,
d. h. die direkten Produkte von endlich vielen geschlossenen einpara-
metrigen Gruppen'?); es gibt also in G gewi} ein Toroid 7'.

Die Multiplikation in einem r-dimensionalen Toroid ist isomorph der
Vektor-Addition im r-dimensionalen Raum, wenn man alle Vektor-
Komponenten modulo 1 reduziert. Hieraus ergeben sich auf Grund
bekannter Tatsachen die folgenden beiden Eigenschaften der Toroide:

(I) Die Gruppe der (stetigen) Automorphismen eines Toroids ist eine
diskrete Gruppe; denn die Automorphismen werden durch ganzzahlige
Matrizen beschrieben.

(II) In jedem Toroid T gibt es ,,erzeugende’ Elemente, d. h. solche,
deren Potenzen auf 7' iiberall dicht liegen; dies ist der Hauptinhalt des
klassischen Approximationssatzes von Kronecker!s).

14) Unter Untergruppen von G sollen, wenn nichts anderes gesagt wird, immer ab-
geschlossene Untergruppen verstanden werden.

15) Nachdem der eine von uns (H. Hopf) iiber den Inhalt der vorliegenden Arbeit in der
Sitzung der Schweizerischen Math. Gesellschaft, September 1940 in Locarno, berichtet
hatte, machte uns Herr G. de Rham auf die Note von A. Weil, Démonstration topo-
logique d’un théoréme fondamental de Cartan, C.R. 200 (1935), 518—520,
aufmerksam; der im Titel dieser Note erwihnte Satz von Cartan ist unser Hilfssatz 4.
Unser Beweis dieses Cartanschen Satzes ist mit dem Beweis von Weil identisch, und tiber-
haupt enthélt die obige Nr. 4 nichts, was iiber den Inhalt der Note von Weil hinausginge;
trotzdem wiederholen wir diese Dinge ausfiithrlich, da wir den Gedankengang des Beweises
fiir unseren Satz in Nr. 1 liickenlos darstellen wollen.

18) Cartan, 1. c., p. 22; sowie: L. Pontrjagin, Topological groups (Princeton 1939),
p. 196 ff.

17) Cartan, 1. c., p. 36; sowie, ohne Differenzierbarkeits-Voraussetzungen: Pontrjagin,
L. c., p. 169.

18) Man vergleiche z.B. J. F. Koksma, Diophantische Approximationen
(Berlin 1936), p. 83.
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Eine besondere Rolle spielen fiir unseren Beweis — und bekanntlich
nicht nur fiir diesen — die ,,maximalen‘ Toroide in @, d. h. diejenigen
Toroide, welche nicht in hoherdimensionalen Toroiden enthalten sind;
die fiir uns wichtigsten Eigenschaften sind in den nachstehenden drei
Hilfssidtzen 2, 3 und 4 enthalten. Fiir den Hilfssatz 2 erinnern wir an den
Begriff des ,,Normalisators‘‘ N, einer Untergruppe ¥V von @: der Norma-
lisator N, ist die Menge derjenigen Elemente 2 von G, fiir welche
2 1Vx = V ist; er ist eine Gruppe, und er enthélt V.

Hilfssatz 2. Ein maximales Toroid 7' hat in seinem Normalisator
N, endlichen Index, d. h. es gibt eine endliche Nebengruppen-Zerlegung

Np=cl 4T+ -+ ¢,T, (c;eT). (3)

Beweis. Da N, eine abgeschlossene Untergruppe von @ ist, gibt es
jedenfalls eine endliche Nebengruppen-Zerlegung

Np=cid+ A+ - +ced, (ced), 3"

wobei die Untergruppe 4 diejenige Komponente von N, ist, welche das
Eins-Element e enthalt. Da 7' zusammenhéngend und 7'C N, ist, ist
Tc A; wir behaupten: T'=A4; diese Behauptung ist gleichbedeutend
mit der folgenden: 7' hat dieselbe Dimension wie 4; und dies ist be-
wiesen, sobald gezeigt ist: jede Richtung x, die im Einheitspunkt e der.
Gruppe G angebracht ist und in 4 liegt, liegt auch in 7. Es sei also x eine
derartige Richtung; in dieser Richtung geht von e eine einparametrige
Untergruppe L der Gruppe 4 aus; da LC N, ist, bewirkt jedes Element z
von L durch die Zuordnung ¢ — ¢z, t¢T, einen Automorphismus von
T; da sich x auf L in den Punkt e iiberfiithren 148t, bilden diese Auto-
morphismen eine stetige Schar, welche die Identitat enthélt; infolge
der — oben als Eigenschaft (I) formulierten — Diskretheit der Auto-
morphismengruppe ist daher jeder der betrachteten Automorphismen die
Identitit; es ist also -1tz = ¢ fiir beliebige zeL, teT; da L und T selbst
Abelsch sind, ist mithin auch die von 7 und L erzeugte Gruppe Abelsch;
sie ist iiberdies zusammenhingend, und ihre abgeschlossene Hiille ist
daher ein Toroid 7/; da T'c 7’ und T maximal ist, ist T/ = T'; also
ist L und daher auch die Richtung  in 7' enthalten; somit ist in der Tat
T = A. Hieraus und aus (3’) folgt (3).

Hilfssatz 3. T sei ein maximales Toroid und b ein beliebiges Element
von @; dann ist b in einem mit 7' konjugierten Toroid x7 z~1 enthalten.

Beweis. Zu T gehort, wie in Nr. 3 festgestellt wurde, ein Wirkungs-
raum W = GQ/T. Es sei a ein erzeugendes Element von 7', wie es auf
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Grund der oben formulierten Eigenschaft (II) existiert. Wir betrachten
die Transformation f, von W und fragen nach ihren Fixpunkten, also
— entsprechend dem Kriterium in Nr. 3 — nach denjenigen Neben-
gruppen z7', fir welche cazeT 2%
ist. Die Relation (2') ist, da aeT ist, gewiB fiir alle Elemente xz des
Normalisators N, erfiillt; daher stellt jede der o Nebengruppen ¢,T' aus
(3) einen Fixpunkt dar. Wir behaupten, daf3 dies die einzigen Fixpunkte
von f, sind; in der Tat: wenn 27 einen Fixpunkt reprasentiert, wenn
also (2') gilt, so ist, da das Element a das Toroid 7' erzeugt, auch
Tz CT, also a1 Tx=T, also zeN, also 2T =¢; T, wobei ¢,T eine
der Nebengruppen aus (3) ist. Somit hat f, genau o Fixpunkte; nach
Satz I (Nr. 2) ist daher y (W) = o, also jedenfalls y (W) = 0. Jetzt sei b
ein beliebiges Element von G; hitte die Transformation f, keinen Fix-
punkt, so wire nach SatzI y(W)=0, entgegen dem soeben Bewiesenen;
f» besitzt also wenigstens einen Fixpunkt, d. h. es gibt ein solches Ele-
ment z, daBl x~%ax ¢ T, also b ¢ 2T x 1 ist.

Hilfssatz 4. Je zwei maximale Toroide 7' und 7'’/ sind miteinander
konjugiert, d. h. es gibt ein Element z, so daBl 7'/ = 27 1 ist.

Beweis. Es sei b ein erzeugendes Element von 7'’; nach Hilfssatz 3 gibt
es ein z, 5o daB b e T« ist; dann ist auch 7/ < 2T «1, also, da 7'
maximal ist, 77 = Tz .

Aus dem hiermit bewiesenen Hilfssatz 4 folgt insbesondere, daf alle
maximalen Toroide die gleiche Dimension haben; diese Dimensions-
zahl I nennen wir den ,,Rang‘‘ der Gruppe G. 1?)

6. Wir kommen jetzt zum Beweise des Satzes II; und zwar werden wir
sogleich noch folgenden Zusatz beweisen :

Es sei a ein Element, das ein maximales Toroid T erzeugt; dann erfillt a
die Behauptung des Satzes I1.

Wir kniipfen an Nr. 3 an; U sei also eine beliebige Untergruppe?)
von @; zu zeigen ist, da hochstens fiir endlich viele Nebengruppen zU
die Relation (2) gilt; diese Relation ist, da a erzeugendes Element von 7'
ist, gleichbedeutend mit oy — @)

Der Rang von U ist gewil nicht grofer als der Rang [ von G; wir unter-
scheiden zwei Falle, je nachdem er kleiner als ! oder gleich  ist.

19) Diese Definition weicht zwar von der sonst iiblichen, ,,infinitesimalen‘ Definition des
,Ranges‘‘ einer Lieschen Gruppe etwas ab, sie ist aber fiir manche Zwecke praktisch.
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Wenn der Rang von U kleiner als 7 ist, so enthilt U kein I-dimen-
sionales Toroid ; (4) ist also fiir kein # erfiillt. Die Abbildung f, hat daher
keinen Fixpunkt.

Der Rang von U sei I; dann enthélt U ein I-dimensionales Toroid 7.
Nach Hilfssatz 4 sind 7' und 7'’ konjugiert, es gibt also ein Element z,,
so daB 7' = 23! T x, ist; dann ist a’ = 2! az, erzeugendes Element von
T’; da die dhnlichen Abbildungen f, und f, = f;t faf,, offenbar die
gleiche Anzahl von Fixpunkten haben, diirfen wir 7’/ und a’ durch 7'
und @ ersetzen, und also annehmen, dafl 7' c U ist.

Es sei nun z ein Element, das (4) erfilllt. Da T und Tz I-dimen-
sionale, also maximale Toroide in U sind, gibt es nach dem Hilfssatz 4,
angewandt auf die Gruppe U statt auf @, ein Element ueU, so daB
uTu! = 1T« ist; dann ist zuT w1zl = T, also ist zu Element des
Normalisators N, von T'; die Nebengruppe U enthilt somit ein Element
von N, . Es sei umgekehrt 2U eine Nebengruppe, die ein Element y von
N, enthdlt; dann ist = yu, uelU, also v Tz =ulyTyu =
wTu CU; es gilt also (4). Damit ist gezeigt: die Nebengruppe zU
reprasentiert dann und nur dann einen Fixpunkt von f,, wenn sie ein
Element von N, enthilt.

Wenn aber in z U ein Element y enthalten ist, so ist, da 7' C U ist,
auch die ganze Nebengruppe yT' CxU. Nach Hilfssatz 2 gibt es nur
endlich viele Nebengruppen y7T mit yeN, ; folglich gibt es auch nur
endlich viele Nebengruppen zU, welche Fixpunkte von f, reprisen-
tieren. Mithin ist die Anzahl dieser Fixpunkte endlich; sie ist iibrigens
positiv, da jedenfalls U selbst einen Fixpunkt reprisentiert.

Damit ist der Satz IT samt dem oben formulierten Zusatz bewiesen.2°)

6. Durch den Beweis des Satzes II ist auch der Beweis der Behauptung
%(W) = 0, der unser Hauptziel war, beendet. Wir kénnen jetzt zu dieser
Behauptung noch ein gruppentheoretisches Kriterium fiir die Unter-
scheidung zwischen y > 0 und y = 0 hinzufiigen. Nach Satz I ist y ja
gleich der Anzahl der Fixpunkte einer Abbildung f,, von welcher nur
vorausgesetzt werden muBl, dafl sie hochstens endlich viele Fixpunkte
hat; die in Nr. 5 betrachteten Abbildungen f, haben, falls der Rang von
U kleiner als [ ist, keine Fixpunkte, und falls der Rang von U gleich [ ist,
eine positive Anzahl von Fixpunkten, wie am Schlufl des Beweises be-

2%) Aus dem Zusatz zu Satz II folgt, daBl die Menge M der Elemente a, fiir welche die f,
héchstens endlich viele Fixpunkte haben, in @ iiberall dicht ist; denn die maximalen
Toroide iiberdecken @ vollstandig (Hilfssatz 3), und auf jedem Toroid liegen die erzeugen-
den Elemente iiberall dicht (Kroneckerscher Approximationssatz!®)). Da M iiberdies, wie
man leicht zeigt, eine in G offene Menge ist, ist man berechtigt zu sagen, da8 ,,fast alle‘
Elemente von & die im Satz IT ausgesprochene Eigenschaft haben.
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merkt wurde. Man kann daher die Aussage y (W) > 0 folgendermafen
préazisieren :

Die Charakteristik y(W) des Wirkungsraumes W ist positiv oder Null,
jenachdem die Isotropiegruppe U den gleichen Rang hat wie die ganze
Gruppe G oder kleineren Rang als diese.

Wir wollen den Unterschied zwischen den Wirkungsraumen mit
positiver und denen mit verschwindender Charakteristik noch etwas
weiter verfolgen; er duBert sich besonders in Fixpunkt-Eigenschaften.

Ein Punkt & von W soll ,,permanenter Fixpunkt einer Untergruppe 4
von @ heiBlen, wenn er Fixpunkt jeder Transformation f, mit ae4 ist.
Wir behaupten zunéchst:

Es sei x (W) > 0; dann gehdrt zu jeder zusammenhdingenden Abelschen
Untergruppe A von G ein permanenter Fixpunkt; dabei braucht A ibrigens
nicht abgeschlossen zu sein.

Denn die abgeschlossene Hiille von 4 ist ein Toroid 7'; dieses wird
von einem Element b erzeugt; die Abbildung f, besitzt, da y(W) > 0 ist,
einen Fixpunkt £, und dieser ist dann auch Fixpunkt aller Transforma-
tionen f, mit teT, also insbesondere mit tcA4.

Unter den hier betrachteten Gruppen 4 sind die einparametrigen,
geschlossenen oder offenen, Untergruppen von G enthalten; diese ein-
parametrigen Gruppen A! untersuchen wir noch néiher, ohne vorliufig
etwas iiber y(W) vorauszusetzen. Die Transformationen f, von W,
welche zu den Elementen a einer Untergruppe A! von @ gehoren, bilden
eine stationdre Strémung von W, von der wir sagen, dafl sie durch A4?*
bewirkt wird. Wir nennen 4! von der 1. Art oder von der 2. Art, jenach-
dem A! Untergruppe einer mit der Isotropiegruppe U konjugierten
Gruppe zU ! ist oder nicht ist. Ist A* von der 1. Art, also A CzUx?,
80 ist x lax & U fiir alle ae A?; dann ist der Punkt &, der durch die Neben-
gruppe zU reprisentiert wird, permanenter Fixpunkt von A!. Ist A?!
von der 2. Art, so ist der Tangentialvektor von 4! im Einheitspunkt e
von G an keine Gruppe xzU z~! tangential; aus der Kompaktheit von G
und von U folgt dann leicht, daBl die von e verschiedenen Elemente a
einer Umgebung von e auf A* ebenfalls keiner Gruppe Uz angehoren;
das bedeutet, daB die zugehorigen Transformationen f, fixpunktfrei
sind; wir sagen dann: die durch A! bewirkte Stromung ist ,,im kleinen
fixpunktfrei‘.

Wenn x (W) > 0 ist, so gehort, wie schon gezeigt wurde, zu jeder
Gruppe A! ein permanenter Fixpunkt; es gibt also dann nur Gruppen 41!
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von der 1. Art. Wenn dagegen yx(W)=0 ist, so gibt es (nach den
Séatzen II und I) eine Transformation f, ohne Fixpunkt; da jedes Element
von @ auf einem Toroid liegt (Hilfssatz 3), liegt, wie aus einfachen Eigen-
schaften der Toroide ersichtlich ist, jedes Element auch auf einer ein-
parametrigen Gruppe A?; es sei A! eine solche Gruppe, die ein Element a
enthélt, fir welches f, fixpunktfrei ist; dann besitzt A! keinen perma-
nenten Fixpunkt; folglich ist 4! von der 2. Art. Man sieht also:

Ist x(W)> 0, so besitzt jede Stromung von W, die durch eine Unier-
gruppe A von G bewirkt wird, einen permanenten Fixpunkt; ist y(W) = 0,
so gibt es solche Untergruppen A von @, daf die durch sie bewirkten Stri-
mungen von W im Kleinen fixpunkifres sind, und daf daker die zuge-
horigen Systeme von Stromlinien keine Singularitit besitzen®t).

Im Falle y (W)= 0 kann man noch etwas mehr behaupten. Diejenigen
Richtungen im Punkte e von @, die tangential an Gruppen 41 der 1. Art
sind, bilden eine Menge A, welche, wie aus der Kompaktheit von G und
von U leicht folgt, abgeschlossen im Biindel aller Richtungen ist; ihre
Komplementarmenge %, ist daher offen; A, ist ferner, wenn 4 (W) = 0
ist, nicht leer, da es in diesem Falle ja Gruppen 4! von der 2. Art gibt,
wie oben gezeigt wurde. Nun bilden aber diejenigen Richtungen, zu
welchen geschlossene Gruppen A! gehoren, eine in dem Biindel aller
Richtungen iiberall dichte Menge (dies folgt leicht daraus, daB auf jedem
Toroid die Punkte endlicher Ordnung iiberall dicht liegen); folglich
enthalt auch die offene und nicht leere Menge U, derartige Richtungen.
Daraus ist ersichtlich:

Ist x(W) =0, so gibt es sogar geschlossene Untergruppen A von @,
welche Stromungen von W bewirken, die im Kleinen fixpunkifrei sind; bei
etner solchen Stromung sind alle Stromlinien einfach geschlossen.

Ein weiterer Unterschied zwischen den Fillen y(W)> 0 und y (W)=0
zeigt sich, wenn man die Frage nach dem Auftreten isolierter Fixpunkte
untersucht. Wenn y (W) > 0 ist, so folgt aus den Satzen I und II, daB es
Abbildungen f, mit einer endlichen positiven Anzahl von Fixpunkten
gibt; diese Fixpunkte sind samtlich isoliert. Wenn y (W) = 0 ist, so gibt
es gewill keine Abbildung f,, welche nur isolierte Fixpunkte besife;

21) Auf jeder geschlossenen Mannigfaltigkeit, deren Charakteristik 0 ist, gibt es stetige
Vektorfelder ohne Nullstellen (Alexandroff-Hopf, 1.c., p.552), also auch stationire
Stromungen ohne Singularitéten; in dem obigen Satz liegt der Ton auf der Tatsache, dag
die genannten Stromungen durch Untergruppen der gegebenen transitiven Gruppe @ be-

wirkt werden; daraus folgt z. B., daB diese Stromungen Isometrien im Sinne der gegen-
iiber @ invarianten Riemannschen Metrik von W sind (Cartan, 1. c., p. 43).
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denn deren Anzahl miilte endlich und positiv sein, was sich nicht mit
dem Satz I vertrigt; eine Abbildung f, hat also entweder keinen Fix-
punkt oder unendlich viele Fixpunkte; dadurch ist aber das Auftreten
eines isolierten Fixpunktes in einer unendlichen Menge von Fixpunkten
noch nicht ausgeschlossen??). Es gilt jedoch folgender Satz:

Ist x (W) =0, so tritt bei keiner Transformation f, ein isolierter Fix-
punkt auf.

Beweis. & sei isolierter Fixpunkt von f,; wir haben zu zeigen, dag
dann 4 (W)> 0 ist. Ist «U die & repriasentierende Nebengruppe, so ist
x laz ¢ U ; nach Hilfssatz 3 liegt a auf einem I-dimensionalen Toroid 7',
wobei | wieder den Rang von G bezeichnet; dann ist (tx)~'a(tx) =
xlaze U fiir alle teT ; dies bedeutet: ist z’e7Tx, so reprasentiert z'U
einen Fixpunkt von f,. Da & isolierter Fixpunkt und 7'z zusammen-
hiangend ist, mul daher Tx C 2U, also x'Tx — U sein; dann hat U
den Rang I. Nach dem ersten Satz dieser Nummer ist daher (W) > 0.

Bemerkung. Eine naheliegende Verfeinerung dieses Beweises liefert
den folgenden Satz: Wenn U den Rang !’ hat, so liegt jeder Fixpunkt
einer Transformation f, auf einer (I — I’)-dimensionalen Mannigfaltig-
keit, die ganz aus Fixpunkten von f, besteht.

Wenn die Dimension von W ungerade ist, so ist y (W) =0, also tritt
dann niemals ein isolierter Fixpunkt auf; der Hilfssatz 1 (Nr. 2) ist daher
folgendermafBen zu prézisieren:

Ein isolierter Fixpunkt einer Transformation f, eines Wirkungsraumes
W hat immer den Index -+ 1 ; ist die Dimension von W ungerade, so gibt es
keinen isolierten Fixpunkt.

7. Zum SchluB soll noch die Frage behandelt werden, welche positiven
Zahlen als Charakteristiken von Wirkungsrdumen einer gegebenen
Gruppe @ auftreten. Hierfiir kniipfen wir an den Hilfssatz 2, also an die
endliche Nebengruppen-Zerlegung

Np=T,+T,--- + T, 3)

des Normalisators N, eines maximalen Toroids 7' nach 7' an, worin
T,=c¢T,T,= Tist; da T Normalteiler von N ist, gibt es eine Faktor-
gruppe N /T = &; nach (3) ist sie endlich, und zwar von der Ordnung o.
Aus dem Hilfssatz 4 folgt, daBl die Struktur der Gruppe S nicht von dem

33) Zum Beispiel gibt es in der Gruppe G der elliptischen Bewegungen der reellen pro-

jektiven Ebene W Transformationen, bei denen die Menge der Fixpunkte aus den Punkten
einer Geraden und einem isolierten Punkt besteht; hierbei ist aber (W) = 1.
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speziell gewdhlten maximalen Toroid 7', sondern nur von der Gruppe G
abhingt (bekanntlich spielt diese endliche Gruppe & eine wichtige Rolle
bei der Untersuchung der Struktur von @). 23)

Es sei nun W=G@G/|U und (W) > 0; dann hat U den Rang i (Nr. 6),
und U enthilt daher ein maximales Toroid 7' von @. Aus dem Beweis
des Satzes IT (Nr. 5) ist zu ersehen, wie man die Charakteristik y(W), die
dort als Anzahl von Fixpunkten einer Transformation f, auftritt, be-
stimmt: eine Nebengruppe xU reprasentiert dann und nur dann einen
Fixpunkt, wenn sie ein Element von N, enthilt, oder was dasselbe ist,
wenn sie eine Nebengruppe ¢T', ceNp, enthalt; andererseits ist jede
Nebengruppe ¢T' in einer Nebengruppe aU enthalten; jedem der ¢
Elemente 7'; von & ist also ein Fixpunkt durch die Vorschrift zugeordnet,
daB T; = ¢, T in der Nebengruppe «U, welche den Fixpunkt darstellt,
enthalten sei, und durch diese Zuordnung werden alle Fixpunkte erfaft.
Zwei Elementen T'; = ¢,7 und T; = ¢,T ist dann und nur dann derselbe
Fixpunkt zugeordnet, wenn c; & ¢, U ist; diese Bedingung 148t sich auch
anders ausdriicken: die Durchschnittsgruppe U ~ Np = U’ enthalt T
und besteht daher aus Nebengruppen c,7'; die Faktorgruppe U’'|T = &'
ist eine Untergruppe von &; die soeben formulierte Bedingung dafiir,
dafl den Elementen 7', und 7'; von & derselbe Fixpunkt zugeordnet sei,
ist dann offenbar gleichbedeutend mit der folgenden: es ist 7', ¢ T',&’,
d.h., T, und T, gehoren derselben Nebengruppe in der Nebengruppen-
Zerlegung von & nach &’ an. Hieraus ist ersichtlich: die Anzahl y(W)
der Fixpunkte ist gleich dem Index der Untergruppe &’ in der Gruppe &.

Umgekehrt kann man zu jeder Zahl y, welche als Index einer Unter-
gruppe &’ von & auftritt, einen Wirkungsraum W mit der Charak-
teristik y finden: man hat nur unter U = U’ diejenige Untergruppe von
N, zu verstehen, deren Elemente in den zu &’ gehorigen Nebengruppen
¢, T enthalten sind; dann hat, wie aus der soeben durchgefiihrten Uber-
legung hervorgeht, der Wirkungsraum W = G/U die Charakteristik y.

Damit ist gezeigt:

Als positive Charakteristiken von Wirkungsrdumen der Gruppe G treten
die und nur die Zahlen auf, welche Indizes von Untergruppen der Gruppe S
sind ; alle diese Zahlen sind Teiler von o; die Zahl o selbst 1st die Charak-
teristik des Wirkungsraumes G/T'.

(Eingegangen den 7. Dezember 1940.)

3) Cartan, 1. c., pp. 40—41.— Die Gruppe & ist isomorph der Gruppe derjenigen Auto-
morphismen von 7', welche durch innere Automorphismen von @ bewirkt werden.
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Uber Parallelinvarianten bei Eibereichen

Von H. HADWIGER, Bern

Es seien ®, und ®, zwei Eibereiche der Ebene mit den Flicheninhalten
F, und F, und den Umféingen U, und U,. Eine mit stetigen partiellen
Ableitungen versehene Funktion @ von vier Verinderlichen nennen wir
eine Parallelinvariante fiir zwei Eibereiche, wenn der Funktionswert

¢[F13F2’ Ul’ U2] (1)

beim Ubergang von den Eibereichen &, und &, zu den duBeren Parallel-
bereichen ®,(£) und ®,(£) im Abstand & unverdndert bleibt. Nach den
Formeln von J. Steiner fiir Parallelbereiche gilt dann die Funktional-

gleichung
O[F, 4+ Uyl + a8, Fo+ U+ a2, Ui+ 27n¢, Uy 4 2aé] =
=@[F,,F,,U,,U,] . (2)
Jede solche Invariante ist L('jsung der partiellen Differentialgleichung
oo oP
UIGF + Uy = aF +2naUl—|-2naU =0 . (3)

Das Fundamentalsystem, das aus drei funktional unabhéingigen Inte-
gralen besteht, wahlen wir so, daf eine einheitliche geometrische Inter-
pretation moglich ist. Es besteht aus den drei Invarianten

Uz
Dy, = 2F,— 2; s
U,U
By =F + F——1-L, 4
U2
&,= 2F,— 2;
Der Rang der Funktionalmatrix
4 0 —2U 0
a[¢119 ¢12, 22] _l_ 2n 27 — U: ___Ul (5)
ofF,,F,, U,, 2n
[Fy, Fy, Uy, U] 0 4x 0 —2U,

ist 3, wie man leicht verifiziert. Dann ist jede Parallelinvariante der
betrachteten Art von der Form

¢=‘P{¢11: Dy, Dy, 3 (6)
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wo @ eine mit stetigen partiellen Ableitungen versehene Funktion von
drei Verianderlichen ist.

Die ,,Defizite® G =F, + F,— 2 Ux

2n

(7)

lassen nun eine geometrische Deutung zu, die ihre Parallelinvarianz un-
mittelbar plausibel erscheinen laBt.

Wenn p,(«) die stetig differenzierbare Stiitzfunktion von &, bezeichnet,
so laft sich die Invariante @,, durch das Doppelintegral

2w 2w

b=z [ —pOP— @ —r@)dnds @
darstellen, was im Hinblick auf die Formeln
2w 2T
Fo= 5 [(h) = pi*0)ds, Uy = [.(o) s
0 0

sofort zu erkennen ist.
Das Integral (8) kann auch anders gelesen werden, nimlich

Ou=5= [10)d0, )
0

wobei

10) =5 [ ([pl) = palo + O] — [ (2) — Ph(x + O ) dx (10
0

gesetzt wird. Wenn G den Bereich bezeichnet, der aus &, durch Dre-
hung um den Winkel 6 (im negativen Sinn) entsteht, so kann das Integral
(10) als Flicheninhalt des Differenzbereiches G, — GY°! gedeutet werden.
Die Differenz 6; — G ist im Sinne der Minkowskischen linearen Kom-
bination konvexer Bereiche rein formal, das heifit ohne Riicksicht auf
die geometrische Realisierbarkeit aufzufassen.

Die Beziehung (9) 148t also die folgende Deutung zu:

Die Parallelinvariante D, ist gleich dem diber alle Drehlagen 0 <0 < 27
erstreckte Maittelwert des Flicheninhaltes des formal gebildeten Differenz-
bereiches &, — G,

Ist & ein Kreis, so findet die Parallelinvarianz von @,, durch die for-
male Relation
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(6, +K) — (B + {19) = 6,— 67 (K19 = Q)

ihren sinnfilligen Ausdruck.

Wir wollen nun noch auf eine andere Moglichkeit eintreten, die Inva-
rianten @, als geometrische Mittelwerte zu interpretieren. Wenn wir in
der Ebene alle zu &; kongruenten Bereiche auflegen, die aus ®, in fester
Ausgangslage durch eine Decktranslation des quadratischen Einheits-
gitters hervorgehen, so entsteht ein sog. Eibereichgitter {®,} . In diesem
Gitter wird nun &, als frei beweglich angenommen. Jeder Lage von &,
entspricht eine T'reffzakl N und eine Schnittpunktzahl S. Die Treffzahl N
bezeichne die Zahl der Bereiche &, von {®,}, die mit G, nicht leeren
Durchschnitt haben (getroffen werden), und die Schnittpunktszahl § die
Zahl der Schnittpunkte des Randes von (&, mit den Réndern der getrof-
fenen ®, .

Die Endlage von ®; kann relativ zu einer festen Ausgangslage durch
zwei Translationskomponenten x und y und einen Drehwinkel 0 fest-
gelegt werden, so dafl die Zahlen N und § als Funktionen

N=N(z,y;6), §=28(z,y;0) (11)

der bezeichneten Verinderlichen erscheinen.
Durch Zuriickfithrung auf die Hauptformeln der ebenen Integral-
geometrie ergeben sich die Mittelwertformeln?)

1 1 2
]

3=/ Nz,y; 0)dedydd=F, + Fp+ —i_t, (12)
0 0 [1]
1 1 1 2w 2UU
- — 2V
s=) [ [seyioaaya- 220 (13)
0 0 0

Mit ihrer Hilfe gewinnt man die Darstellung

1 1 27

¢ik=2in[ofof{N(x,y;e)—%S(x,y;endxdyde- (14)

Indem wir dieses Integral wieder. als geometrischen Mittelwert lesen,
gelangen wir zu der weiteren Deutung:

1) H. Hadwiger, Uber Mittelwerte im Figurengitter. Coment. Math. Helv. 11,
1939, S. 221—233; bes. S. 225 und 8. 232.

Uber die Berechnung derartiger Mittelwerte in Gittern vgl. auch L. A. Santalé, Geo-
metria Integral 31 (Sobre valores medios y probabilidades geométricas). Math. Abh.
Hamburg 13, 1940, S. 284—294.
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Die Parallelinvariante D, ist gleich dem iber alle Lagen von &, im
Gitter {®,} erstreckten Mittelwert des ,,Uberschusses® N — S/2.

Es ist nun aufschluBreich, die Parallelinvarianz von @, nach der oben
gegebenen geometrischen Deutung weiter zu verfolgen.

Es stellt sich ndmlich heraus, daB nicht nur der Mittelwert, sondern
fir jede Lage von G, die Differenz (15) N — §/2 selbst parallelinvariant
ist. Dieser Sachverhalt kann durch den folgenden einfachen Hilfssatz
iber die Schnittpunktzahl zweier Eilinien klargestellt werden:

Haben zwei Eibereiche &; und &, einen inneren Punki gemeinsam,
bzw. keinen inneren Punkt gemeinsam, so erfihrt die Rinderschnittpunikt-
zahl beim Ubergang zu den duPeren Parallelbereichen ®;(£) und ®, (&)
keine Verdnderung, bzw. hochstens einen Zuwachs 2.

Diese Aussage 1t sich leicht aus einer Feststellung von H.Qericke?)
folgern, wonach die Rénderschnittpunktzahl zweier Eibereiche mit
gemeinsamem innerem Punkt gleich der Anzahl Zeichenwechsel der Diffe-
renz der auf den gemeinsamen Punkt bezogenen Stiickfunktionen ist.

Nun kann leicht eingesehen werden, daBl die Differenz (15) ihren Wert
nicht dndern kann, wenn man von den Bereichen &, und ®, zu den
dulleren Parallelbereichen iibergeht, denn fiir Bereiche &, von {®,} die
von @, getroffen werden, indern sich beim Ubergang zu den #uBeren
Parallelbereichen die Schnittpunktzahlen nicht. Werden bei diesem Uber-
gang neue ®; durch G, getroffen, so erfahrt die Zahl N fiir jeden Treffer
den Zuwachs 1, die Zahl § jedoch den Zuwachs 2, so daf3 die Differenz
unveréndert bleibt.

Noch nach einer anderen Seite hin erweist sich die Diskussion von
(14) als niitzlich: Wenn von den beiden Bereichen ®, und &, keiner den
andern bedecken kann, so gilt offenbar stets

8
N—75 =0,
da die Schnittpunktzahl der Rinder mindestens 2 ist, wenn sich die
Bereiche treffen. Hieraus schlieBen wir:

Notwendig dafir, daf3 von den beiden Bereichen &, und ®,; keiner den
andern bedecken kann, ist die Bedingung @, < 0.

2) H. Gericke, Einige kennzeichnende Eigenschaften des Kreises. Math. Z. 40,
1935, S.417—420, bes. S. 418.
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Dieses Kriterium findet sich bei W. Blaschke®) noch unter etwas all-
gemeineren Voraussetzungen. Es enthilt die isoperimetrische Unglei-
chung

9, =0

als Spezialisierung auf den Fall kongruenter Bereiche, wo offenbar keiner
den anderen bedecken kann. Der Satz, daB das Gleichheitszeichen in der
isoperimetrischen Ungleichung nur fiir den Kreis Geltung hat, erweist
sich in diesem Zusammenhang als #dquivalent mit einem Satz von
T. Kubota*), wonach jede vom Kreis verschiedene Eilinie eine kongruente
Eilinie in mehr als 2 Punkten schneiden kann.

(Eingegangen den 24. Februar 1941.)

3) W. Blaschke, Vorlesungen iiber Integralgeometrie. Erstes Heft, 2. erw. Aufl.,
Leipzig und Berlin 1936, S. 45.

4) T. Kubota, Notes on closed convex curves. T6hoku Math. J. Bd. 21, 1922,
S. 21—23.
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Fondements d’une théorie
générale de la courbure linéaire

Par EvcENE EGERVARY et GEORGES ALEXITS, Budapest

L’évolution de ’analyse mathématique a suggéré de bonne heure I’idée
de traduire les propriétés locales d’une figure géométrique en termes du
calcul infinitésimal. Bien que cette méthode d’arithmétisation ait établi
de nouveaux aspects & ’époque ou il ne s’agissait que de définir plus ou
moins exactement les notions intuitives de géométrie, on ne peut pas
contester que 'arithmétisation illimitée a conduit, en quelque sorte, &
une certaine décadence de 1'idée géométrique. En effet, 'identification de
la figure intuitive avec l’ensemble des valeurs de certaines fonctions
dérivables est un procédé arbitraire et, en tout cas, contraire & 'esprit
géométrique. Mais, abstraction faite de la tendance analyste qui veut
transformer une partie considérable de la géométrie en une simple appli-
cation du calcul infinitésimal, les conditions de dérivabilité créent, méme
du point de vue analyste, une atmosphére vague; car on ne connait guére
le sens géométrique exact de 'hypothése que les fonctions par lesquelles
on a réalisé la représentation paramétrique d’une figure arbitraire possé-
dent, dans un certain intervalle, une n-iéme dérivée. La géométrie infinité-
simale a donc un caractére heuristique; ses méthodes ont été imposées
pour remédier & l'incapacité des méthodes de la géométrie classique;
mais elles ne portent point les traits d’une nécessité mathématique.

Dans I'état actuel du développement de la science, il faut absolument
reprendre le probléme des fondements de la géométrie infinitésimale, en
étudiant systématiquement les propriétés locales intrinséques des con-
tinus sans faire appel & I'introduction de coordonnées. Alors, les propriétés
locales des continus seront caractérisées par I'intermédiaire de la notion
de distance, celle-ci étant I’élément déterminant de I’espace. Il s’agit donc
d’une recherche systématique de certains invariants des isomorphies;
invariants caractérisant les propriétés métriques des continus de méme
que certains invariants des homéomorphies caractérisent leurs propriétés
topologiques.

L’idée de fonder I'étude des propriétés locales des continus uniquement
sur la recherche des relations entre les distances mutuelles de leurs
points est due & M. Menger). Il a commencé ses recherches par une étude

1) Menger, 10. (Le nombre aprés le nom de I’auteur indique le numéro sous lequel le

titre de 1’ouvrage respectif figure dans la bibliographie que nous avons réunie & la fin de
ce mémoire.
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approfondie de la notion de premiére courbure d’un arc. La notion de
deuxiéme courbure (torsion) d’un arc a été recherchée de ce point de
vue par I'un des auteurs?), tandis que 1’autre®) a réussi & introduire une
définition générale des courbures supérieures d’un arc euclidien ; définition
qui se préte a une généralisation immédiate aux espaces distanciés.

Le plan du présent travail est le suivant: Nous définirons d’abord, au
§ 1, la notion de courbure linéaire d’ordre ». (Nous parlons d’'une courbure
linéaire pour mettre en évidence le caractére linéaire de notre notion de
courbure, en opposition aux notions de courbure superficielle, courbure
de Riemann, etc.) Nous passerons, au § 2, & la recherche des propriétés
de continuité de la n-iéme courbure linéaire. Il suit, au § 3, une recherche
de la structure des continus euclidiens ayant une courbure linéaire d’ordre
n; puis nous allons étudier, au § 4, I’existence des courbures linéaires d’un
arc situé dans un espace euclidien et assujetti aux conditions de dériva-
bilité, habituelles dans la géométrie infinitésimale. Nous nous occuperons
enfin, au § 5, des arcs dont la n-iéme courbure linéaire s’évanouit partout.

§ 1. La définition de la n-iéme courbure linéaire

1.1. Nous appellerons espace semi-distancié un ensemble E tel que &
tout couple p, ¢ de ses éléments soit attaché un nombre pg assujetti
aux conditions suivantes:

1. pg=gp=0;

2. pq = 0 et p = q S'entrainent réciproquement.
Les éléments de E s’appellent points de 1’espace E et le nombre pq l’écart
des points p et ¢. L’espace semi-distancié £ est un espace distancié, si
Pécart pq satisfait, outre les conditions 1 et 2, & 1'inégalité triangulaire

3. pqg+gqr =pr.
Dans ce cas, on appelle I’écart pg la distance des points p et g. Considérons
n points p,, P;, ..., P, d’un espace semi-distancié quelconque et posons
0 1

1 (p:py)?

D(pl:pz,"‘ ,pn)=| (i j:l 2,... n)-

Ce déterminant jouera un role éminent dans nos recherches suivantes.

2) Alexits, 1,2.
3) Egervdry, 6.
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1.2. Etant donné dans l’espace semi-distancié E un systéme de
(n+ 2) pOiIltS diﬁérents Pos P15 ---» pn-l—l tels que4) D(p(b Pis.--» p'n) #01
D(py, P2, ---» Pnyy) 0, nous appellerons courbure linéaire des points
Dos P1s -+ - > Pny1 COTTESPONdANt au sens de parcours po—>p; —*++—>p,,, le
nombre positif

n+1 ID(po’pl""’pn+l)'D(pl’pZ"”’pn)I.
PoPr+1 ID(pO:pl""’pn)'D(pl’p2:~",pn+l)l

(1)
La valeur de «(p,, Py, ..., Pny1) dépend évidemment du sens de parcours
du systéme de n+ 2 points considéré, excepté au cas ot » = 1; puis-
que, en prenant n = 1, on obtient:

K(Po,Pu-“: pn+1)=

— D(py, P1> P2) =
=(PoP1+PoPa+ P1P2) (PoP1+ PoP2—P1P2) (PoPr+ P1Pe—PoP2) (PoPat P1Pa—DoPy) »
D(popy) = 2(pop1)?s  D(py, ) = 2(p105)?, —D(p,) =1;

par conséquent:
# (Po> P1>Pa) =

— V| (po P1+PoPa+P1Ps) (PoP1+PoPe=P1P2) (PoPitP1Ps~PoPs) (PoPatP1Pa—PoPs) |
PoP1* PoP2* P1P2

Cette expression est symétrique et elle coincide avec la formule élémen-
taire dont M. Menger®) s’est servi pour définir la courbure de trois points
d’un espace distancié.

1.3. Soit maintenant p, un point d’accumulation de 1’espace K.
Envisageons I’expression «(pg, P, ...;Ps;1) pour tout systéme de n 4 2
points pg, Py, ..., Py de E et pour tout sens de parcours de ces points
pour lesquels «(pq, Py, ..., Pnyq) existe. Admettons encore l'existence de
la limite®)

"n(po)=1im K(po’pl""’pnﬂ) (t=1,2,...,n41) . (2)
Pi->Do

4) Cette condition équivaut, dans un espace euclidien, & la condition que, ni les points
D> Prseoos Pps Ni Dy, Pgs ++os Ppt1, DO soient pas situés dans un hyperplan (n — 1)-
dimensionnel.

5) Menger, 10.

%) La restriction engendrée par la condition que la limite de x(pg, Py, ..., Pp+y) €Xiste
pour tout sens de parcours du systéme de » -2 points pg, Py, ..., Ppyy disparait, s’il
s’agit d’une courbe de la géométrie infinitésimale classique; car, dans ce cas, tout sens de
parcours équivaut, comme nous le verrons, au sens de parcours naturel de la courbe
considérée.
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Nous appellerons «,(p,) la n-iéme courbure linéaire de Uespace E au
point p,. Le point p, joue dans cette définition de la n-iéme courbure
linéaire un role particulier. Pour le faire disparaitre, on peut introduire
une n-téme courbure linéaire de seconde espéce, en posant

ikp(Po) = MM &k (P1, Py, Ppys)  (E=1,2,...,m+2) (2%

Pi>Do
ot I'expression «(p;, Ps, ..., Pnys) €St & former pour tout systéme de
n +2 points de £ et pour tout sens de parcours de ces points pour les-

quels x(py, P, -+, Pays) €Xiste.

1.4. La premiére courbure linéaire «,(p,) est identique avec la cour-
bure d’arc de M. Alt?), tandis que la premiére courbure linéaire de
seconde espéce «(p,) se réduit & la définition de la courbure d’arc de
M. Menger®). Pour n == 2, on a D(p,, ps) = 2(p,p,)? par suite

P2 Ps3 18| D(py, P15 P2 > Ps) |
P1Pa ¥ [ D(Po, P1sPa) - D(P1s P2y D) |

Kk (Po>P1s PasP3) =

Les secondes courbures linéaires «,(p,) et «,(p,) se réduisent donc aux
expressions par lesquelles I'un des auteurs?) a réussi & définir la torsion
des espaces distanciés.

1.56. Dans 'espace euclidien k-dimensionnel ,, le sens géométrique
des courbures linéaires est bien plausible. En effet, n étant =1, tout
systéme de % -+ 1 points ¢,,¢,, ..., ¢,,; de l'espace E, détermine un
simplexe n-dimensionnel ayant pour sommets les points ¢,, gz, ..., @uy1-
Désignons par V(qy, s, ..., ¢nyy) le volume de ce simplexe et posons,
pour n = 0, ¥V (g,) = 1. Alors, les déterminants figurant dans la définition
de la n-iéme courbure linéaire se laissent représenter par 1'intermédiaire
des nombres V(qy, gz, ..., gny1), Puisqu’il est connu que

(— 1)nt1
D(Quqﬁ,- O q”+l) =_W [V(ql’q2’ K qn+1)]2 .

Dans l'espace E,, I’expression «(pg, Py, ..., Pay1) Peut donc s’écrire sous
la forme suivante:

(m+ 12 V(po,Prs--es Pus1)  V(D1s Doy o5 Pn)

% PoPrtr V(PorPrre--sPn) - V(P1:Dare- s Putr)
(3)

"(po»pl,-"’ Dn+1) =

7) A, 4. 8) Menger, 10, 9) Alexits, 1,2.
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Par conséquent, les courbures linéaires «, (p,) et «, (p,) se réduisent, dans
les espaces euclidiens, aux expressions par l'intermédiaire desquelles
I'un des auteurs!?) a défini la n-iéme courbure d’un arc euclidien.

1.6. Soit P, ,,; 'hyperplan n-dimensionnel passant par les points

Pis Pir1s - +» Pipn b désignons par P;,, . P;, .., 'angle'') des hyperplans
P06 Py, .. 11 est connu'®) que

n—+1 . V(po,I’l,--~,Pn+1)‘V(P1sta-o-,?n)
n V(DosPrs---sPn) V(01sDase -5 Puta)

sIn PO’nPl:n+1=

pourvu que V(pg, Py, ..., ) 7 0 %= V(py, Py, -+, Ppya). On obtient par
suite, en vertu de la relation (3): N

sin Py , Py niq
PoPr+1

K (PosP1se s Prtr) = (n + 1) (4)

1.7. Le sens géométrique de la n-iéme courbure linéaire s’approche
encore des notions habituelles de la géométrie infinitésimale, si ’on sup-
pose que E est un arc situé dans I’espace F, et représenté par k fonctions
de la longueur s de I’arc K. Désignons, en effet, par 5 I’angle de deux
hyperplans osculateurs n-dimensionnels de £, I'un appartenant au point
Do, ’autre & un point voisin de p,. Il est aisé de démontrer!3) que, E étant
un are (n + 1)-fois dérivable, on a

i P/\P d
. S Loo,n L1, n+1 N .
w4+ 1)lim ———— " — O 1=1,2,...,n+1),
(n + )m-»po Do Pn+1 ds ( )

quel que soit I'ordre des points pg, py, ..., Pni1; Par conséquent,

d
Kn(po) = ?z;l .

10) Egervdry, 6.

11) Désignons dans ’espace E; par Ty (u=0,1,...,n; v =1,2,..., k) les coordon-
nées de n 4 1 points déterminant un hyperplan n-dimensionnel P et par Yuy les coordon-
nées d’un autre systéme de n-+ 1 points déterminant un hyperplan n-dimensionnel Q.
Nous définissons ’angle 7 des hyperplans P et @ par la relation

2uy — 2oy Il - 119y — Yol

V “ wp,v_zov ”2' “ ypv—yov “2

cos 7 =

Dans ’espace (n + 1)-dimensionnel, 'angle # se réduit & I’angle élémentaire des normales
de P et @. Cette définition de ’angle 7 remonte & Kronecker. Voir & ce sujet H. Kiihne, 7.

12) Meyer, 12. 13) Hgervdry, 6.
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La notion de n-iéme courbure linéaire généralise donc les notions infini-
tésimales de courbure et de torsion d’un arc euclidien.

§ 2. Propriétés générales des courbures linéaires

2.1. Un espace semi-distancié est compact, si toute suite infinie de ses
points posséde un point d’accumulation. Un espace distancié, connexe et
compact, comprenant plus d'un point, s’appelle un continu. Si tout
voisinage d’un point arbitraire du continu E contient un voisinage con-
nexe, on dit que E est localement connexe. Introduisons pour un moment
Pexpression de continu n fois courbé pour un continu ayant la propriété
que tout systéme de n -2 de ses points, pg, Py, ..., Ppy1, situés dans un
voisinage suffisamment petit, ait une courbure linéaire «(p,, Py, ..., Pny1)
pour au moins un sens de parcours!?). Aprés ces définitions, nous pouvons
énoncer le théoréme suivant?):

Si E est un continu localement connexe, n fois courbé et ayant & tout point
p une n-iéme courbure linéaire «, (p), alors «,(p) est une fonction de Baire
de premiére classe au plus.

E étant un continu localement connexe, il existe, grace & un théoréme
de Hahn et M. Mazurkiewicz!®), une correspondance univoque et continue
f(z) transformant le segment 0 < x < 1 dans le continu £. A un point
arbitraire p, de E, il correspond donc au moins une valeur 0 < z, < 1
telle que p, = f(x,). Choisissons les points p,, p,, ..., p,,; de sorte que

Pp= f(xo —|——:—) ,t=1,2,...,n+1, o » désigne un entier positif arbi-

traire. Le diamétre du systéme de » -+ 2 points p,, p,, ..., P,y devient
trés petit, si » devient assez grand. En prenant donc » suffisamment
grand, la courbure linéaire «(py, Py, ..., Ppyy) €Xiste pour un sens de
parcours au moins, puisque E est, d’aprés I’hypothése, un continu n

fois courbé. Posons
?’v(po) = "(po, pl’"" pn-)-l) . (5)

Comme p, = f|z, +—?— , la fonction ¢,(p,) ne dépend que du point
7 » Pu\D

Po = f(x,). On voit tout de suite que ¢,(p) est une fonction continue en
tout point p de E. En effet, il résulte de la relation (1) que, pg, Py - - > Pyt
et po, P, ..., ), étant deux systémes de n+2 points de E, la diffé-

14) Cette condition équivaut dans l'espace euclidien & la condition que n -1 points
ayant un diamétre suffisamment petit ne soient pas situés dans un hyperplan (n — 1)-
dimensionnel.

18) Pour n = 2 voir Alexits, 2. 18) Voir p. ex. Menger, 11.
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rence |k(pg, Pys -+ Pry1) — (D], Py, ..., Ph+1)| devient arbitrairement
petite, pourvu que les points p; et p; soient assez voisins. Mais, il 8’en-
suit, en vertu des relations (2) et (5), que

Ky (D) =.,1iﬂ")” (p) 5

par suite, «,(p) étant dans 'espace distancié £ la limite d’une suite de
fonctions continues, elle est une fonction de Baire au plus de premiére
classe; c. q.f. d.

2.2. St E est un espace distancié ayant partout une n-iéme courbure
linéaire de seconde espéce k. (p), alors i) (p) est une fonction continue dans
Pespace E'7).

Toute fonction étant continue en un point isolé de l'espace, nous
n’avons qu’a envisager les points d’accumulation de . Soit done p un
point-limite d’une suite de points p®, p@, ... p@® .  de E. Il existe, en
vertu de la relation (2*), pour tout nombre ¢ > 0 un é > 0 tel que

. . . . 8
I K:(p(” - K(pgt)’ pg)s ey pm-z) l < 3

pourvu que les distances des points p{” au point p*) restent inférieures
au nombre §/2. Mais, pour un ¢ suffisamment grand, on a pp® < §/2.
Il s’ensuit donc, d’aprés 1l'inégalité triangulaire, pp' < §. Par con-
séquent, si 6 > 0 est un nombre suffisamment petit, on obtient

| k@) — @, 7, PR | < 3
par suite:
| o (P) — i, (PD) | <2,
c.q.f.d.

2.3. Quant aux deux définitions différentes (2) et (2*) de la n-iéme
courbure linéaire, nous allons voir que leur différence n’est pas essentielle;
car «)(p) est, pour ainsi dire, la forme continue de «,(p). Nous démon-
trerons & cet égard le théoréme suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour que l'espace distancié et com-
pact B ait partout une n-iéme courbure linéaire de seconde espéce «X*(p)
est que ., (p) existe et soit continue en tout point de K.

La nécessité de notre condition est évidente, puisque I’existence de
<¥(p) entraine celle de «,(p) et, «'(p) étant continue d’aprés 2.2,

17) Ce théordme a été démontré, pour n = 1, par Alt, 8, et, pour n = 2, par Alexits, 2.
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K, (p) = x¥(p) est aussi. Pour démontrer la suffisance, nous avons besoin
du lemme suivant:

Si k,(p) est une fonction continue dans E, il existe pour tout mombre
e>0un 6> 0 tel que

l"n(po) — k(Pos P1s --+» pn+l)l<e

indépendamment du choix du point p, de E, pourvu que x(po, P15 ---» Ppi1)
existe et que les distances pop;, (j = 1,2, ..., n+ 1), restent inférieures a 6.

Admettons que notre lemme soit faux et nous en déduirons une contra-
diction. Envisageons, a cet effet, deux systémes de n 42 points:
Po> P1s -3 Prr1 ©6 9o, 915+« oy @uyr- On peut indiquer pour tout & > 0 un
6(Pos P1s -5 Pny1), dont la valeur dépend éventuellement du choix des
points pgy, Py, ..., Ppy1, de sorte que

[k (Dos P1s s Pri1) — (@15 Q25 -+ o5 Tnn) [ <, (6)

pourvu que p;q; < 6(Pg, Py ..+ Ppy1)- Si, comme nous 1’avons supposé,
notre lemme était faux, il existerait une suite {p{", p{", ..., p{i},} de
systémes de points tels que p{” p{ < 1/i et

| o () — w (2, 27, - . . D20 | Z B, (7)

quelque petit que soit le nombre ¢ > 0 donné & I'avance. L’espace £ étant
compact, on peut supposer sans restreindre la généralité que'®) la suite
des points p{", p, ..., pi¥), ... converge vers un point-limite p,. On
peut donc prendre p,pi’ < 6,; il en résulte, si 6, > 0 est un nombre
assez petit:

| K (P0) — 1, (B <& . (8)

La définition (2) de «,(p,) entraine I’existence dun nombre §, > 0 tel
que, pour p,p; < 0, on ait

IKn(po)—"(Z’osp1:---:pn+1”<8 . (9)

Choisissons maintenant 1’entier 7 de sorte que 1| reste inférieur au plus
petit des trois nombres positifs d;, d;, 6(Pg, P1; --+5 Pny1), €6 que
Pop; < 1/, p; 0" < 1[i, P’ < 1[i. 11 en résulte

pﬂ’g“) < 6(p0ypls' ey pn—i—l) .

18) Si la suite pg), pﬁ)z), cees P{)‘) , ... n’est pas convergente, on en peut extraire une
suite partielle convergente.
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On voit donc que, méme en choisissant les points figurant aux inégalités
(7), (8) et (9) de sorte que leurs distances satisfassent aux susdites con-
ditions, les relations (7), (8) et (9) entrainent nécessairement I'inégalité

| €(Po> P15 "':pn+1)—"‘(p$)i)rp(1i)’ LR pﬁ;ti)-l)l > €

ce qui est en contradiction avec la relation (6), et la démonstration de
notre lemme est achevée.

Passons maintenant & la démonstration de la suffisance de notre
condition. Envisageons, & ce but, un systéme de n -+ 2 points p,, p,, ...,
Pnie dont chacun a une distance inférieure & 6 > 0 du point p, arbitraire-
ment choisi. Si § > 0 est suffisamment petit, il résulte de notre lemme que

€
I Kn(pl)_K(pl,p2:"‘7 pn+2)l <? )

quelque petit que soit ¢ > 0 et indépendamment du choix des points
P15 Pas -+ Pnya. Comme «, (p) est une fonction continue de p, on obtient

€
l Kn(po) - Kn(pl) , < '—2— ’
pourvu que é > 0 soit suffisamment petit; par conséquent

lK'n(pO) - K(ph Pas -+ pn+2)|<8 :

Nous avons donc démontré que, les points p,, p,, ..., P, étant situés
dans un voisinage suffisamment petit du point p,, leur courbure linéaire
différe trés peu de «,(p,). Cette proposition équivaut, d’aprés (2*), a
Pexistence de «(p,) = ,(p,); c. q. f. d.

§ 3. Propriétés des continus euclidiens doués d’'une n-idme courbure linéaire

3.1. Soit dans ce paragraphe E un sous-ensemble de I’espace euclidien
k-dimensionnel E,. On appelle généralement voisinage du point p, de &
un sous-ensemble ouvert U de E, auquel p, est intérieur. Mais, pour
simplifier les notations, nous appellerons voisinage de p, et nous désigne-
rons par U (p,), 'ensemble des points communs de E et U.

St Pensemble B de E, posséde au point p, une n-iéme courbure linéaire,
aucun vorsinage de p, n’est contenu dans un hyperplan (n — 1)-dimension-
nel de E,.

En effet, si U(p,) était un voisinage de p, situé dans un hyperplan
(n — 1)-dimensionnel, le volume V (p,, p,, ..., P,) du simplexe n-dimen-
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sionnel déterminé par les points p,, py, ..., p, 8’évanouirait. On ne
pourrait donc attribuer une courbure linéaire «(py, Py, ..., Ppyy) & aucun
systéme de n -+ 2 points p,, Py, ..., P, 8itués dans U (p,), parce que
le dénominateur de la fraction figurant dans la définition (3) de cette
expression s’évanouirait. Par suite, la n-iéme courbure linéaire «,(p,)
n’existerait pas non plus, contrairement & notre hypothése.

3.2. Un sous-ensemble Z de £, posséde en son point d’accumulation p,
un hyperplan osculateur n-dimensionnel, si tout hyperplan n-dimension-
nel passant par n + 1 points p,, p,, ..., P,,, arbitraires de E tend vers
un seul hyperplan n-dimensionnel, lorsque p,, p,, ..., p,,, tendent sur £
indépendamment vers p,.

St le continu E de E,, posséde en son point p, une n-iéme courbure linéaire
finie k, (p,), il y posséde aussi un hyperplan osculateur n-dimensionnel.

11 existe, d’aprés 3.1, dans tout voisinage U (p,) de p, n+ 1 points
P1s Pas +++» Ppyr de B qui déterminent exactement un hyperplan n-dimen-
sionnel P,,,,,. Nous avons & démontrer que P,,, , tend vers une
position-limite. Aucun voisinage de p, n’étant situé dans un hyperplan
(n — 1)-dimensionnel, on peut parvenir — 8’il le faut par un petit déplace-
ment des points p,, ps, ..., p, — & ce que les n 1 points py, py, ..., P,
déterminent aussi exactement un hyperplan n-dimensionnel P,,,.

L’angle P{,:\Pl’ »+1 ©st donc défini; on en obtient d’aprés (2), (3) et (4):
N
0+ 1) lim S Ten st g
Pi->Do Po Pr+1
/N

Or «,(p,) étant un nombre fini, il en résulte P, , P ,.,—>0; ce qui
équivaut & notre proposition.

3.3. 8i le continu E de B, posséde a son point p, une n-iéme courbure
linéaire de second espéce X (p,) # 0, il existe un voisinage U (p,) de p, tel
que tout hyperplan n-dimensionnel ait au plus n-1 points communs avec
U (po).

Admettons, en effet, que notre proposition soit fausse et nous en dé-
duirons une contradiction. Soit done U,(p,) un voisinage de p, dont le
diamétre est < 1/i. Il existe, d’aprés ’hypothése, n-+ 2 points p,, p,, ...,
Pnirs de U, (p,) situés dans un hyperplan n-dimensionnel. Par un petit
déplacement éventuel des points p,, p,, ..., P,.2, On peut parvenir a ce
que les hyperplans n-dimensionnels P, ,,,, et P,,,., aient un angle aussi
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peu différent de zéro que I'on veut. Plus précisément, on peut choisir
P15 P2y -+ Prya, tout en restant dans le voisinage U (p,), de sorte que
sin Py pi1 Ponte< % .

On en tire donec, d’aprés (2), (3) et (4):

sin Pl,n+1 P2,n+2 0
- b

*(®o) = (n + 1) lim
* (?0) ( + )i—>oo P1 Prte

contrairement & notre hypothése. C’est la contradiction annoncée.

3.4. 8Sile continu E situé dans Uespace E, | posséde en tout point p une
n-iéme courbure linéaire continue x,(p) % 0, alors E est un continu locale-
ment connexe décomposable en une infinité dénombrable d’arcs'®) rectifiables
deux quelcongues d’entre eux ayant un nombre fini de points communs.

La fonction «,(p) étant continue, «*(p) existe, grace au théoréme 2.3,
en tout point p de E; on a donc partout «,(p) = «,(p) # 0. Par con-
séquent, il correspond, d’aprés 3.3, & chaque point p un voisinage U (p)
tel que tout hyperplan n-dimensionnel ait au plus # + 1 points communs
avec U (p). La somme de tous les voisinages U (p) est le continu  ; mais
d’aprés un théoréme connu de MM. Borel et Lebesgue®), on peut extraire
de cette infinité de voisinages un nombre fini, par exemple les voisinages
U(py), U(ps), ---, U(py), de sorte que E soit contenu dans la somme
U(py) + U(ps) + ... + Ul(py). Alors, chaque hyperplan n-dimensionnel
ayant au plus z -+ 1 points communs avec U (p,), le continu E n’a donc pas
plus de k£(n + 1) points communs avec un hyperplan n-dimensionnel quel-
conque. Notre théoréme est par suite une conséquence immédiate d’un
théoréme?) concernant les sous-continus de £, ,; ayant au plus un nombre
fini de points communs avec un hyperplan n-dimensionnel arbitraire
de E,,.

3.5. 8¢ le continu E situé dans Uespace E, posséde en tout point p une
deuxiéme courbure linéaire continue xy(p) # 0, alors E est un arc rectifiable
ou une image homéomorphe de la circonférence.

On voit d’abord que «) (p) = y(p) # 0; il correspond donc, d’aprés
3.3, & tout point p de E un voisinage U (p) n’ayant pas plus de 3 points
communs avec un plan quelconque. Mais E est, d’apres 3.4, un continu

19) Nous appelons tout image homéomorphe du segment un arc.
20) Voir p, ex. Menger, 11. 2l) Marchaud, 9.
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localement connexe; U (p) contient par suite un voisinage connexe
U* (p) dont la fermeture??) U* (p) est aussi contenue dans U (p). Un plan
quelconque a donc au plus 3 points communs avec le continu U* (p). Il en
résulte, en vertu d’un théoréme de M. Marchaud?3), que U* (p) est un arc
rectifiable. Tout point de E est donc contenu dans un voisinage qui est
un arc, K est donc lui-méme un arc ou une image homéomorphe de la
circonférence?*). De plus, £ étant contenu, d’aprés le théoréme de
MM. Borel et Lebesgue, dans un nombre fini de U* (p), E est rectifiable
et notre proposition est entiérement démontrée.

3.6. Il est remarquable que, si n =1, on n’a pas besoin de se restreindre
au cas k,(p) # 0, puisqu’il est connu que, si £ est un continu euclidien
ayant partout une premiére courbure linéaire «, (p), & est un arc?®). Mais,
sin = 2, larestriction «, (p) 5 0 est essentielle; car un continu ayant par-
tout une courbure linéaire «,(p) = 0 n’est pas toujours la somme d’une
infinité dénombrable d’arcs; au contraire, il peut arriver qu’un tel continu
contienne méme un simplexe n-dimensionnel. La raison en est claire aprés
avoir considéré le théoréme suivant:

E étant un continu euclidien quelconque et p, un point de E tel que p, ait
un voisinage U (p,) situé dans Vespace E,, mais qu'aucun voisinage de
Po me 8oit contenu dans un hyperplan (n — 1)-dimensionnel de E,, la
n-iéme courbure linéaire x,(p,) existe et est égale & zéro.

Aucun voisinage de p, n’étant situé dans un hyperplan (r — 1)-dimen-
sionnel, il existe dans tout voisinage de p, un systéme de 7z -}-2 points
Po> P15 -+ Poyy de sorte que, ni po, Py, ..., Py, Ni Py, Ps, o) Ppyr, DO
soient situés dans un hyperplan (n — 1)-dimensionnel. Les simplexes
n-dimensionnels déterminés par ces deux systémes de n-2 points
ont donc des volumes positifs V (py, Py, ---, ) 66 VD1, Doy -+ v s Prga)-
Le dénominateur de la fraction figurant dans la définition (3) de
k(Do P15 -5 Ppy1) 8t donce différent de zéro. Quant au numérateur,
il est évidemment zéro, si I'on prend p,, p,, ..., Py, dans le voisinage
U (p,) de p,, parce que U (p,) est situé dans ’espace X, ,,. On a donc
k(Pos P15 -+ +s Ppy1) =0 pour tout systéme de n+- 2 points suffisamment
voisins de p, pour lesquels «(py, p;, ..., P,,;) existe. Il en résulte,
d’aprés (2), x,(p,) = 0; c.q.f.d.

33) On appelle fermeture d’un ensemble A la somme de A et de ’ensemble de ses points

d’accumulation.
28) Marchaud, 9. ) Menger, 11. 35) Pauc, 14.
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§ 4. Les courbures linéaires des arcs euclidiens dérivables

4.1. Soit dans ce paragraphe E un arc rectifiable, situé dans I’espace
E, et représentons les coordonnées des points de E par les fonctions
continues

Ty == 21(8), Ta= %3(8), ..., T = %;(8)

ou le paramétre s désigne la longueur de 1’arc E. Admettons encore que
les fonctions x,(s) sont n-fois dérivables au point s = s, et posons pour
abréger

(%) dia, & () o)
T, = _E?"_ ’ Xi:i:Exvxv’
8=38¢ y=1
X1 Xy Xin
o | XnXn. .. X,
L
an an Xnn

Désignons par p, le point de E dont les coordonnées sont
Ty = 2,(8,), Tp = Za(8y), ..., T = X4 (8,)

et supposons que p, soit un point régulier de Z. Nous entendons par la
que G, # 0 pour s =38, Il est connu que le carré du volume
V(pos P1s +--5 Pn) du simplexe n-dimensionnel ayant p,, p,, ..., p, pour
sommets est égal, dans ’espace E,, & la somme des carrés des volumes

de ses projections orthogonales sur les (fi) hyperplans n-dimensionnels

déterminés par les axes des coordonnées. Par conséquent

xvl(so) ng(so) .. 'xv,.(so) 1
mvl(sl) ng(sl)' * 'wvn(sl) 1
(P@apieopd 2 1 [5G 20 1] (smse

(I.I')Pipf (n})? & &t ... g 1] G piDf
(2%)

7 n—1
81 81 . e 0 81

7t L. s, 1 (10)

ol nous avons désigné par p;p; la distance euclidienne des sommets
P;, p; de ce simplexe.
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4.2. 8¢ les (n- 1)-iémes dérivées des fonctions x,(s) existent au point
8 = 8, et Py est un point régulier de K, alors E posséde en p, une n-iéme
courbure linéaire.

L’existence de la n-iéme dérivée des fonctions z,(s) au point s = s,
entraine, grice & un théoréme de Schwarz-Stieltjes?®), la relation suivante:

xv,('go) ng(so) b 'xvn(so) 1
xvl(sl) $v2(81 ) b ‘xv”(sl) 1

{xx/:,(so) x;,(so) coe xin(so)

1120t tim ) Tl B EI LT e (s0) w000 - 2 00)
8i-> 8¢ 88 8:;_1 . 80 l ......................
E/S /e B N | x(v",) (80) x‘,,’;)(so) cee 93(1;",2(30)
ot Lo, 1
La rectifiabilité de 1’arc £ entraine
. 8, —8
hm g7 18 & g

8i,8;> 80 (§,7) Pi P;

On obtient donc, d’aprés (10), la relation suivante:

[1121... (n—1)1(n 1)) lim | L PosPrs s Pn)

Pi>po II p; p;
(%,7)
x:, (%) z:', (80)- - -x::,,(so) XXy Xy,
) -’v{f (80) (30) . -xi',. (S0) _ sz D, PP in —a,. (11
ol R R R RR R R R ceeeees .
20 (80) ;) (80) - + -{7)(80) XX Xon
Introduisons pour un moment l'abréviation I, g= I  p;p;;

alors on peut écrire en vertu de la relation (3) : asi<i=p

26) Stieltjes, 16. La démonstration de notre théoréme ne fait usage du passage & la
limite que dans cette relation de Schwarz-Stieltjes. Mais cette relation est indépendante
(Stieltjes, 16) du sens de parcours des points ( x,(8;), ©4(8;), ..., #x(8;) ) . Il n’est donc pas
nécessaire de supposer que ’ordre de ces points soit établi par le rangement croissant ou
décroissant des valeurs sy, 8,, ..., 8,41 ; e que justifie notre remarque antérieure, faite
dans la note ¢), d’aprés laquelle I’existence de la limite (2) pour tout sens de parcours des
points Py, P15 ..., Prty D’est pas une condition restrictive, lorsqu’on se borne aux arcs
considérés dans la géométrie infinitésimale.
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V(Po>Prse- s Prs1) . V(pysDas- - «>Pa)

(BosPrs- - s Parg) = LS Mot O
K\Po:P15-+5>Pat1) = . .
n V(po’pl""’pn) _V(plspz""’pn'f'l)
Ho,n Hl,n+1

I1 en résulte d’aprés les relations (2) et (11):

T G
ko (po) = K% )

Le point p, étant régulier, cette relation prouve I’existence de «, (p,); ce
qui était justement notre proposition.

4.3. 1l est remarquable que M. Blaschke?’), ayant défini la n-iéme
courbure d’un arc d’une maniére tout & fait formelle comme les coeffi-
cients des équations généralisées de Frenet, a obtenu la valeur
V@3,.,-G, ,/G,. La n-iéme courbure linéaire «,(p,) définie par une voie
purement géométrique coincide donc dans le cas spécial des courbes
euclidiennes dérivables avec les courbures formelles de M. Blaschke. La
notion de n-iéme courbure linéaire permet alors de généraliser les équa-
tions de Frenet. Désignons, a cet effet, par v, le vecteur unitaire du
i-iéme axe du repére mobile et posons 1/g; = «,(p,); alors

dv, v,

ds (41

dv, vy A

= — +

ds o 02

d’vi Vi1 Vi+1
ds Qi—1 + Qi
d’vn — . Yp—1
ds @n—1

4.4. 8i les (n+ 1)-iémes dérivées des fonctions x,(8) existent dans un
voisinage de 8 = 8, et st elles sont continues au point 8 = 8,, alors B posséde
au point régulier p, une n-iéme courbure de seconde espéce K} (po)®*).

La démonstration de ce théoréme est tout & fait analogue 3 la dé-
monstration du théoréme précédent; il suffit méme d’appliquer, au lieu
de la relation Schwarz-Stieltjes, la relation originelle de Schwarz?*).

37) Blaschke, 5. 28) Egervdry, 6. 89) Schwarz, 16.
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4.5. Le théoréme 4.2 nous assure que la notion de n-iéme courbure
linéaire n’est pas moins générale que les différentes notions de n-iéme
courbure prises au sens classique de la géométrie infinitésimale3?). Mais,
la n-iéme courbure linéaire peut exister méme quand aucune méthode
infinitésimale n’est applicable. Envisageons par exemple un arc plan
y = f(x) tel que f(x) n’ait nulle part une dérivée. La deuxiéme courbure
(torsion) de cet arc ne peut étre définie par voie infinitésimale, tandis que
les 2-iémes courbures linéaires iy(p) et « (p) sont partout définies, puis-
qu’'on a, d’aprés 3.6, xy(p) = «¥ (p) = 031). Il faut pourtant remarquer
que, si z,(p) # 0 en tout point d’un arc euclidien X, il semble que £
satisfait & certaines conditions de dérivabilité. Mais, jusqu’as présent,
rien n’est connu & cet égard, excepté le cas o » = 1. Dans ce cas, on
connait les théorémes suivants: 1. Si £ est un arc plan représenté sous
la forme y = f(x) et 8’il posséde au point p, = f(x,) une premiére cour-
bure linéaire de seconde espéce, alors f(x) admet au point x = xz, une
dérivée seconde®?). 2. Si, au lieu de «*(p,), on n’exige que I'existence de
k1 (po), la seconde dérivée de f(x) n’existe pas toujours, mais la fonction
f(x) admet une dérivée seconde généralisée®); c’est a dire la limite
suivante:

lim
hy he>0 hl - hz

2 [f(xo-f‘h}:)—f(xo) _ /(xo"f"h’i)—f(xo)]

§ 6. Propriétés des ares & courbure linéaire nulle

5.1. Nous avons vu au numéro 3.6 qu'un continu E situé dans
I’espace E, a partout une courbure linéaire «,(p) = 0, & moins qu’aucun
de ses sous-ensembles ouverts relativement & E ne soit situé dans I’espace
E,_,. Pour une classe importante de continus euclidiens, on peut dé-
montrer aussi le théoréme inverse:

Si E est un arc rectifiable situé dans un espace euclidien quelcongue et
tel que «, (p) =0 a tout point p de E, alors E est plongé dans un hyperplan
n-dimensionnel de Uespace considérés?).

30) En parlant de n-idme courbure au sens infinitésimal, on peut bien se borner aux
cas n = 1, 2; car, pour n = 3, la théorie classique de la n-iéme courbure n’a jamais été
développée d’une manidre satisfaisante. Voir p. ex. Egervdry, 6.

31) Voir & ce sujet: Alexits, 2. 32) Haupt et Ali, 7.

33) Alt, 4 et Pauc, 18.

) Premidre démonstration de ce théoréme, pour n = 1, chez Menger, 10; pour
n = 2, chez Alexits, 1, 2.
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Désignons par p, ¢ deux points arbitraires de E et par pq leur distance
euclidienne. Intercalons entre p et ¢ les points p = p,, Py, .., Pern1= ¢
de I’arc E. Posons pour abréger

Ve (P,9) = Max{pypy, P1Pas+ - +» Pictn Prtntr}

et choisissons les points p,, p,, ..., Pi., de sorte que »,(p, q) tende avec
1/k vers zéro; c’est-a-dire que, ¢ > 0 étant un nombre aussi petit que ’on
veut, il existe un k, > 0 tel que

n(pg) < — (k= k) .

On déduit de cette relation que la distance des points p,, p,
(t=0,1,...k ; j=¢+ 1,74+ 2,...,7 4+ n + 1) peut sévaluer par
Pinégalité —t

PiP; = 2 PaPass =n-ve(p,q) <& k=zk,) . (12)

=t

Nous avons supposé que E posséde en tout point une n-iéme courbure
linéaire. Il en résulte d’aprés 3.1 qu’aucun des sous-ensembles relative-
ment ouverts de £ n’est plongé dans un hyperplan (» — 1)-dimensionnel.
Par conséquent, on peut choisir les points p,, ps, ..., Pz, de sorte que,
pour tout ¢ =0,1,...,k, les n+1 points p;, p;y,, ..., Py, Ne soient
pas situés dans un hyperplan (n — 1)-dimensionnel. Alors le dénomina-
teur de la fraction qui figure dans la relation (3) ne s’évanouit pas;
c’est-a-dire que l'expression «(p;, Piy1s.--» Pirnsy) POUL étre définie pour
tout ¢+ = 0, 1, ..., k. D’aprés I'inégalité (12), les distances entre le point
p; ot les points p,, 1, Pys, .-+ Pisnya deviennent aussi petites que I'on
veut, pourvu que k soit suffissamment grand. Les conditions du lemme
dont nous avons fait usage en 2.3 se trouvent donc satisfaites. Il en
résulte pour un ¢ > 0 arbitrairement petit

K(pi’pi+1’°“rpi+n+1)<e (1’=0: la'“,k):

pourvu que k soit suffisamment grand. Désignons par P, I’hyperplan
n-dimensionnel passant par les points p;, P11, ..., Pitn, alors cette
inégalité peut s’écrire aussi, en vertu de la relation (4), sous la forme
suivante: N
(n+ 1) sin P, P,
PiPitn+1

<e (1=0,1,...,k), (13)

pourvu que k soit suffisamment grand.
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/N
Gréce & une remarque orale de M. Hajos, I’angle P, P, , peut étre
évalué par I'inégalité suivante:

N\ N
PyPra< 3 By Py . (14)
I - 2 . .
Or P, P, = 55 il s’ensuit donc d’aprés l'inégalité (13) que

£ x . 4> em e F A s pe—
P, P, = 5 sin P, P4+1<'2-(m'20ipe+n+1 §§'(m j§‘P1P1+1 .
(15)

Nous avons supposé que E est un arc rectifiable; c’est-a-dire que sa
longueur 2 est finie. On obtient donc d’aprés (14) et (15):

N en E o itn n F— Am
P, Pk+1<§(7_“!_—1)'é4=‘;;’.£ P3P1+1<€‘2‘£)?£P¢+1§8°——2—.
Par conséquent: PaN
lim POPk+1=0 . (16)
k> o

Les hyperplans P, et P,,;, passant par les points p = p,, p,, ..., P,,
et Pry1> Prrzs - s Prrns1 = ¢, tendent, en vertu de la relation (12) et du
théoréme 3.2, vers les hyperplans n-dimensionnels osculateurs P,, et
P,, de E appartenant aux points p ou q. Mais p et g sont des points
arbitrairement choisis sur E ; il s’ensuit donc de (16) que 1’angle de deux
hyperplans n-dimensionnels osculateurs arbitraires de E est égal & zéro.
Par suite, ’arc E est contenu dans chacun de ses hyperplans n-dimen-
sionnels osculateurs; ce qui était exactement notre proposition.

5.2. Un cas spécial du théoréme précédent équivaut & un résultat
classique d’aprés lequel un arc E représenté par les fonctions z,(s),
Z4(8), 2,(8) est un segment, si la premiére courbure classique de E est
partout = 0, ou est situé dans un plan, si sa torsion s’évanouit partout.

5.3. Nous avons fait ’hypothése que E est un arc rectifiable. Il
semble pourtant que cette hypothése n’est pas nécessaire et qu’elle n’est
imposée que par une faiblesse de notre méthode de démonstration. En
effet, pour » = 1, nous pouvons énoncer ce théoréme plus général:

E étant un continu situé dans un espace euclidien quelcongue, la condition
nécessaire et suffisante pour que E soit un segment est «x,(p) = 0.
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La nécessité de cette condition a été déja démontrée au numéro 3.6.
Quant & sa suffisance, si «,(p) = 0, le continu est un arc rectifiable35),
Toutes les conditions du théoréme 5.1 sont donc satisfaites.

5.4. Bien qu’il semble que la propriété de E d’étre un arc rectifiable
est superflue, il est essentiel que X soit un arc euclidien. Pour s’en con-
vaincre, il suffit de construire un arc non-euclidien jouissant des propriétés
suivantes?):

1° E est un arc rectifiable ; 2° x,(p) =0 en tout point p de E ; 3° E n’est
18ométrique avec aucun sous-ensemble de Uespace E,,.

Envisageons, en effet, un arc rectifiable euclidien C' ayant partout
une n-iéme courbure linéaire «,(p) = 0. Choisissons € de sorte qu’il
contienne n -+ 2 points ¢, q,, ..., g1 pour lesquels ¢,¢; =1, (1,5 =
0,1,..., n+1). Définissons maintenant 1’espace E de la maniére suivante:
Les points de E sont les mémes que les points de C, mais la distance pq
des points p et ¢ de E est définie par la relation

si pg=1,

pg={"1 "ML= (17)
1, stpg>1.

E est évidemment un continu homéomorphe avec C ; par conséquent K
est un arc. De plus, tout; voisinage U (p) d’un point p de E dont le diamétre
ne surpasse pas l'unité est isométrique avec un voisinage de C. Tout
voisinage U (p) contient donc un voisinage fermé U*(p) de p qui est un
arc rectifiable. Or E est contenu, griace a un théoréme de MM. Borel et
Lebesgue??), dans la somme d’un nombre fini de voisinages U* (p). Par
conséquent, E est lui-méme un arc rectifiable. La propriété 1° de E est
done démontrée. Choisissons maintenant les points p,, p,, ..., ;1 dans
le voisinage U* (p,) du point arbitraire p,. Comme U* (p,) est isométrique
avec un voisinage de C, c’est-a-dire que p;p, = p; p,, la courbure linéaire
k(P> P1s ++-»> Pny1) de ces points a la méme valeur qu’elle aurait prise si

2
nous avions mesuré les (n-;

la valeur de «, (p,) est égale & la valeur de la n-iéme courbure linéaire au
point p, de C. Celle-ci étant partout = 0, il s’ensuit que «,(p,) = 0 en

distances p, p, sur I'arc C. Par conséquent,

38) Menger, 10 et Pauc, 14.

38) Chez Menger, 10, on trouve I’exemple d’un arc non-droit ayant pourtant une pre-
midre courbure linéaire évanouissante partout. La construction que nous employons dans
ce mémoire est due, pour n = 2, & Alexits, 1,2.

37) Voir p. ex. Menger, 11.
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tout point p, de E. La propriété 2° de E est aussi démontrée. Pourtant,
E n’est isométrique avec aucun sous-ensemble de %, puisque C contient,
d’aprés I’hypothése, n+2 points g¢o,q;,..., ¢, tels que g;q; =1,
(¢,9=0,1,...,n+1). Il en résulte, grice & notre définition (17) de la
distance en E, que ¢,9,=1,(¢,j=0,1,...,2+1). Or, dans l'espace
euclidien n-dimensionnel E,, il n’y a pas n -+ 2 points différents dont les
n+2
("3
donc aussi démontrée; ce qui était justement notre but.

) distances mutuelles soient toutes égales. La propriété 3° de E est
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Uber die
topologische Struktur der Lieschen Gruppen

VYon L. PoNTRIAGIN, Moskau

Die Poincaréschen Polynome der kompakten Lieschen Gruppen haben
die Gestalt
(L4 )« (L4 82) - ...+ (1 4 %),

also dieselbe Gestalt wie die Poincaréschen Polynome der topologischen
Produkte der Sphiren der Dimensionen «,, «,, ..., «,); unter den ein-
fachen Gruppen aus den vier groBen Klassen in der Killing-Cartanschen
Aufzihlung haben die Gruppen 4, und C,, iiberdies, wie ich gezeigt habe,
keine Torsion?), und ihre Fundamentalgruppen sind, wie man leicht
sieht, trivial (d. h. von der Ordnung 1); fiir diese Gruppen erhebt sich
daher die Frage, ob sie mit den entsprechenden Sphirenprodukten homéo-
morph seien3).

Im folgenden wird gezeigt, dafl diese Frage im allgemeinen zu verneinen
ist; es wird nidmlich bewiesen:

Die Gruppe A,, n = 2, deren Poincarésches Polynom
A +) Q45 ... - (142

lautetl), ist nicht mit einem Produkt S3 =< M homoomorph, worin S die
3-dimensionale Sphdre, M irgend ein topologischer Raum ist.

Der Beweis beruht darauf, dal die 4-dimensionale Homotopiegruppe?*)
der Mannigfaltigkeit 4,, n > 2, trivial (d. h. von der Ordnung 1), die
4-dimensionale Homotopiegruppe eines Produktes 82> M aber nicht

1) Fir die Gruppen A,, B,, C,, D, der vier groBen Klassen einfacher Gruppen mit
Bestimmung der Exponenten «; zuerst von mir, C.R. Acad. Sc. U.R.8.8. 1 (1935),
433—437, und C. R. Paris 200 (1935), 1277—1280, bewiesen ; eine ausfiihrliche Darstellung
mit Bestimmung der Torsionsgruppen habe ich im Recueil math. de Moscou 6 (1939),
389—422, gegeben. Weitere Beweise: R. Brauer, C. R. Paris 201 (1935), 419—421; C. Ehres-
mann, C. R. Paris 208 (1939), 321—323 und 1263—1265; ferner — als Spezialfall eines
allgemeineren Satzes, aber ohne Bestimmung der «;— : H. Hopf, Annals of Math. 42
(1941), 22—52.

2) Recueil math., wie 1); sowie Ehresmann, 1. c.

3) Auf diese Frage hat E. Cartan am SchluB seines Genfer Vortrages ,,La Topologie
des GQroupes de Lie* hingewiesen (L’Enseignement math. 85 [1936], 177—200; sowie:
Actualités Scient. et Industr. 8568 [Paris 1936]; sowie: Selecta, Jubilé Scientifique [Paris
1939], 253—258).

4) W. Hurewicz, Proc. Akad. Amsterdam 38 (1935), 112—119, 521-—528.
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trivial ist. Ubrigens spielt der Begriff der Homotopiegruppe selbst in dem
Beweis eigentlich keine Rolle; es wird einfach gezeigt, dafl jede Abbil-
dung der 4-dimensionalen Sphire X' in die Mannigfaltigkeit 4,, n > 2,
homotop 0 in 4, ist, wihrend es eine Abbildung von 2'* in S3% =< M gibt,
die nicht homotop 0 in 83 > M ist.

§ 1. Die Gruppe 4, ist definiert als die Gruppe aller unitdren uni-
modularen Matrizen der Ordnung » + 1,

a=(ay) , J,k=01..mn.

Durch die Bedingung a,, = 1 greifen wir aus 4, eine Untergruppe 4,_,
heraus, und durch die Bedingung a,, = —1 eine Restklasse (Nebengruppe)
A”_, der Gruppe 4, nach der Untergruppe A4,_,. Die Dimension einer
Gruppe 4, ist (r 4+ 1)2— 1, und daher gilt fiir die Dimensionsdifferenzen :

Dim. A, —Dim. A’ , = Dim. A, —Dim. 4%, =2n + 1. (1)

Wie ich gezeigt habe!), kann jede Menge F — 4, — A/_, durch eine
stetige Deformation innerhalb von 4, — 4], in eine Teilmenge von
A]_, iibergefiihrt werden; und das Analoge gilt fiir die Mengen
Fcd,—4,,.

f sei eine stetige Abbildung der 4-dimensionalen Sphiire 24 in die
Mannigfaltigkeit 4,. Wenn » > 2 ist, so kann man, infolge von (1), durch
eine kleine Deformation von f zu einer solchen Abbildung f’ iibergehen,
daB f/(2'Y) c A, — A”_, ist; nach dem zitierten Deformationssatz kann
man f’ weiter stetig in eine Abbildung f” iiberfiihren, welche die Bedingung
erfiillt: f"(XY) < 4,_, .

Durch wiederholte Anwendung dieser Operation erhalten wir eine
Abbildung g von 2'* mit g(X'%) c 4,, und indem wir dieselbe Operation
noch einmal wiederholen, eine Abbildung ¢’, die homotop zu f und so
beschaffen ist, daB g'(X'%) c A} ist. Unser Ziel — zu zeigen, dal f homo-
top 0 in A, ist — ist daher erreicht, sobald bewiesen ist: jede Abbildung
von X't in A ist homotop 0 in 4,.

Bekanntlich ist A7 mit der 3-dimensionalen Sphire S homdéomorph;
nun weil man aber, daB es nur zwei Abbildungsklassen von 2'* in §°
gibt®); folglich geniigt es, folgendes zu beweisen: Es gibt eine wesentliche
Abbildung von X't auf A}, die homotop 0 in A, ist. Dieser Beweis wird
im § 2 mit Hilfe algebraischer Rechnungen gefiihrt werden.

Betrachten wir jetzt andererseits ein topologisches Produkt S2 =< M ;
seine Punkte z = z = y entsprechen den Punktepaaren z € 8%, y € M;
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wir setzen y(z) = x. Wir behaupten: ist f eine wesentliche Abbildung
von X'* auf 83, so ist die Abbildung g von X' in 83 < M, welche durch
g(u) = f(u) < b erkliart ist, wobei b ein fester Punkt von M ist, nicht
homotop 0 in 83 > M ; in der Tat: wenn eine stetige Deformation g, der
Abbildung g, = g existiert, die g(2'*) in einen Punkt von S3 = M zu-
sammenzieht, so ist yg, = f, eine Deformation der Abbildung f, welche
f(2'%) in einen Punkt von S® zusammenzieht.

Nun ist bekannt’), daB es eine wesentliche Abbildung f von X'¢ auf
8§83 gibt; nach dem eben Gesagten gibt es daher auch eine Abbildung g
von 2 in 83 =< M, welche nicht homotop 0 in 83 > M ist.

§ 2. Die Eigenschaften von 4,, die ich brauche, fiihre ich fiir 4, an,
da diese allgemeineren Eigenschaften nicht komplizierter sind und fiir
weitere Zwecke Verwendung finden konnen.

R* sei ein komplexer unitdrer Raum der komplexen Dimension n.
Ein Vektor y € R" sei durch seine Komponenten als einzeilige Matrix
Y = (Y1, Y2» -++» ¥n) gegeben. Ist d eine beliebige Matrix, so bezeichnen
wir durch d* die dazu konjugiert-komplexe und transponierte Matrix.
Es ist also y* eine Matrix aus einer Kolonne; weiter ist yy* eine Matrix
der Ordnung 1, deren Zahlwert gleich dem Quadrat der Linge von y
ist; y*y ist eine quadratische Matrix der Ordnung = :

Py =) -
Wir fiigen zu R" noch eine reelle Achse mit der Koordinate « hinzu

und bezeichnen den so entstandenen Raum mit R,; ein Punkt von B,
ist durch eine Matrix # = (x, y) gegeben. Durch

o+ py* = (@)

wird im R, eine 2n-dimensionale Sphiire 2'*® bestimmt. Wenn = = (x, y)
auf X" liegt, so ist yy* = 1 — a2; fiir y # 0, also & # 4+ 1, bezeichnen

l .
Vl—-oga. v
er wird ebenso wie y durch eine einzeilige Matrix der Linge » beschrieben.

Mit ¢ werde die Einheitsmatrix der Ordnung n + 1 bezeichnet: ¢ =
(6;%), 4,6=0,1,...,n; mit ¢’ die Einheitsmatrix der Ordnung n:
/= (0p), k=1,...,m.

Es sei nun z = («, y) € 2'**; wir betrachten die Matrix der Ordnung
n+1

%) L. Ponirjagin, C. R. Congrés intern. des math., Oslo 1936, t. II, 140; sowie: C. R.

Acad. Sc. U.R.S.8. 19 (1938), 147—149. — H. Freudenthal, Compositio Math. 5 (1937),
299—314.

wir durch é den Einheitsvektor in der Richtung von y, also § =
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_( *¢ 14 .
u_(—-y* —~oc'ie’)’

in ihr ist p ein Block aus einer Zeile, — y* ein Block aus einer Kolonne,
— ove’ ein quadratischer Block der Ordnung %, «¢ eine Zahl; u ist also
quadratisch von der Ordnung n + 1; es gilt

u+u*=0. (3)
- Ist t eine reelle Zahl, so ist
b(z,t) = et (4)

eine quadratische Matrix der Ordnung = + 1, fiir die aus (3) folgt, daB
sie unitér ist; durch Rechnung findet man:

__(cos t+oui-sin ¢ sin t.y .
b,y = ( — gin ¢ - p* e~ txt.¢' 4 (cos t—oas-s8in t—e‘i“‘)-é*é)’ )

hierbei ist y £ 0, & % + 1 vorausgesetzt, da sonst 6 nicht erklirt ist;
die Formel (5) bleibt aber auch fiir y = 0, « = 4 1 giiltig, wenn man
unter ¢ einen beliebigen Vektor versteht. DaB b(x, t) = ef* ist, ist nicht
wichtig; es kommt nur auf einige Eigenschaften dieser Matrix an, die
sich aus (4) oder aus (5) durch direkte Rechnung ergeben: niamlich, dafl
sie unitdr und daB ihre Determinante

Det. b(z,t) = e-r-Diat (6)
ist.
Beweis: s’ sei eine quadratische unitire Matrix der Ordnung »; wir
setzen
s — ( 1 o0 } .
0o ¢ )
dann ist

s1-b(x,t)-s=0b(y,?) (7)

mit y = («, y8’), wobei ps’ das einzeilige Matrixprodukt von y und s’
ist; da s unitér ist, sind b(z, ¢) und b(y, ) gleichzeitig unitéir und haben
gleiche Determinanten. Wihlen wir nun, zu dem gegebenen Vektor y,
die Matrix s’ so, dafl

ys' = (B,0,...,0), Breell,

wird, dann hat b(y, t) eine besonders einfache Form, fiir welche man,
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unter Beriicksichtigung der Beziehung «? 4+ 2 = 1, unsere Behauptungen
leicht bestitigt.
Wir betrachten noch die Matrix

1 0
clo,t) = —1, ;
( ) <0 en” sat8/>

gie ist unitdr, ihre Determinante ist et®~V<a* = Dag Produkt

a(x,t) =0b(x,t) c(x,?)

ist daher eine unitire unimodulare Matrix: a(z,t)€ 4,, .

Bei festem ¢ entspricht jedem Punkt x von 2'%" ein Punkt a(z, t) von
4,,d. h. a(z, t) vermittelt eine Abbildung von 22" in 4,,; wird ¢ variiert,
so entsteht eine Deformation dieser Abbildung. Man sieht unmittelbar, da

a(xz,0)=¢ , a(x,n)€A]

n—1

ist. a(z, n) = a(z) ist also eine stetige Abbildung von 22" in 4/_,, die
in A, homotop 0 ist.

Es bleibt zu zeigen, daB fiir n = 2 die Abbildung a(x) von 2'¢ in die
3-dimensionale Sphire 4] wesentlich ist.

Wir setzen
a(x)=(ajk(x)) s j,k=0,l,2;
dann ist
Ago(x) = —1, @;(2) = As(x) =0, j,k=1,2,

a;;(x) = (cos—g—a——-i sin ——g—a)én——2 cos-% a-3,6,,,;i,k= 1,2 .
Fiihren wir in 4] Koordinaten z,, z,, #,, 2, ein, indem wir

Ay (2) = 2, — 1%, , G, (2) = — 23, — 17,

setzen, so ist die mit einer 3-dimensionalen Sphire hom6éomorphe Mannig-
faltigkeit A/ durch «f + 2} + 2% + 2} = 1 gegeben, und fiir unsere
Abbildung a(x) ist

. A&
Ty = Sm—2—
2y = (1—23,0,) - cos 52-2'5 (8)
Ty + 12, = 26,6, - cos%“— .
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Auf der Sphire A7, werden durch die Bedingungen z, >0, z, <0,
x,; = 0 eine nordliche Halbkugel, eine siidliche Halbkugel und eine Aqua-
torsphire S? ausgezeichnet; analog auf 2'* durch & >0, x <0, & = 0
eine nordliche und eine siidliche Halbkugel sowie eine Aquatorsphire X'3.
Aus (8) sieht man: wenn « auf 2 einen Halbmeridian vom Nordpol zum
Siidpol durchlduft, so durchliduft a(z) auf 4] einen Halbmeridian vom
Nord- zum Siidpol, und wenn z auf 2’3 ist, so ist a (x) auf S2.

In Anbetracht dieser Eigenschaften der Abbildung @ und in Anbetracht
bekannter allgemeiner Sitze iiber Sphérenabbildungen®) geniigt es fiir
den Beweis der Wesentlichkeit der Abbildung a von X'* auf 4/, zu zeigen,
daB fiir die durch a gelieferte Abbildung von '3 auf S* die Hopfsche
Zahl?) C ungerade ist.

Nun ist aber diese Abbildung des durch & = 0, 8,8, 4 8,8, = 1, be-
stimmten Aquators X% von X4 auf den durch z, =0, 22422 + 22=1,
bestimmten Aquator S? von A} nach (8) durch die Formeln

z, = 1—28,6,, %, + iz, = 24,6, (9)

gegeben; von der durch (9) gegebenen Abbildung aber ist es bekannt
und leicht zu sehens), dal C = + 1 ist.

Damit ist bewiesen: Die Abbildung @ der Sphire 2'¢ auf die Mannig-
faltigkeit A7 ist wesentlich auf A7, aber homotop 0 in 4, .

§ 3. Im Vorstehenden ist bewiesen worden, dal die Mannigfaltigkeit
4, nicht mit dem topologischen Produkt S% < §5 homéomorph ist, ob-
wohl die beiden Mannigfaltigkeiten triviale Fundamentalgruppen und
isomorphe Homologiegruppen, und sogar isomorphe Schnittringe haben.
Der Beweis beruhte darauf, dall die vierte Homotopiegruppe von A4,
trivial ist, wihrend die vierte Homotopiegruppe von 82 =< 85 nicht trivial
(sondern von der Ordnung 2) ist. Es war also nicht nétig, fiir den Beweis
neue topologische Invarianten einzufiihren; jedoch wird durch die geome-
trischen Uberlegungen, die zu dem Beweis gefiihrt haben, die Einfiihrung
einer neuen topologischen Invariante nahegelegt.

Die Elemente der r-ten Homotopiegruppe H7(Q) eines zusammen-
héingenden Polyeders @ sind die Klassen der Abbildungen der Sphére S
in das Polyeder @, wobei nur solche Abbildungen betrachtet werden,
welche einen auf 8" fest ausgezeichneten ,,Pol*“ p in einen in  ausge-

®) Freudenthal, 1. c., Satz III.
") H. Hopf, Math. Annalen 104 (1931), 637—665.
%) Hopf, L. c., §5.
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zeichneten , Nullpunkt® o iiberfiihren; die Definition der Addition in
Hr(Q) darf wohl als bekannt gelten®).

Neben der Gruppe H’(Q) betrachten wir die Gruppe H™*(Sr); wir
nehmen an, daf der fiir die Definition von H7(Q) auf S ausgezeichnete
Pol mit dem fiir die Definition von Hr+¥(S") auf 8" ausgezeichneten Null-
punkt zusammenfillt. Ist nun z ein Element von H"(Q), y ein Element
von Hr+¥(87), so gehéren diejenigen Abbildungen fg von 8% in @, fiir
welche f € z, g € y ist, einer Klasse von Abbildungen von S+¥ in @ an;
diese Klasse reprisentiert ein Element xy der Gruppe H™*(Q).

Die Struktur der hiermit erklirten Multiplikation der Gruppen H+¥(S")
und H"(Q), die iibrigens das Gesetz z(y + y') = xy + xy’ erfiill, ist
eine Invariante des Polyeders @, und es liegt kein Grund dafiir vor,
anzunehmen, daB sie sich auf bekannte Invarianten zuriickfiihren 148t.

(Eingegangen den 4. April 1941.)

%) Hurewicz, 1. c. %); sowie Freudenthal, 1. c. ¢), §§ 1, 2.
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Konforme Abbildung und eine
Verallgemeinerung der Jensenschen Formel

Von A. PrLUGER, Freiburg

1. Ein einfach zusammenhingender Bereich D werde berandet von
endlich vielen Jordanbogen J,, J,, ..., J,. Die konforme Abbildung des
Bereiches D auf den Einheitskreis ist also am Rande noch stetig und es
werden die Jordanbogen J,, J,, ..., J, umkehrbar eindeutig und stetig
auf Kreisbogen K,, K,, ..., K, abgebildet, die ihrerseits die Kreis-
peripherie einfach iiberdecken. Wir schreiben

J,«—K,,v=12,...n.

Sei w = f(z) die analytische Funktion, welche die konforme Abbildung
des Bereiches D der z-Ebene auf den Einheitskreis |w| < 1 der w-Ebene
vermittelt. Ihrer (einzigen) Nullstelle @, in D entspricht der Mittelpunkt
des Bildkreises. Durch Angabe dieser Nullstelle ist demnach die Abbil-
dung — bis auf eine Drehung der w-Ebene — eindeutig festgelegt; also
auch die gegenseitige Lage der Kreisbogen K,, K,, ..., K,. Lat sich
iber den Zusammenhang zwischen Nullstelle der Abbildungsfunktion
und der gegenseitigen Lage der Bildbogen K,, K,, ..., K, etwas Be-
stimmtes aussagen?

Den gemeinsamen Punkt zweier aufeinanderfolgender Jordanbogen
nennen wir ,,Ecken®. E, bezeichne die Ecke, in der die Bogen J, und
J,, zusammenstoBen, » =1, 2, ..., n; J,,, = J,. Entsprechend stoBBen
dann die Kreisbogen K, und K, im Bildpunkt von £, d. i. G, zusammen
(»=1,2,...n; K,,, = K,). In der Ecke E, greifen wir einen eindeu-
tigen Zweig der Funktion arg w = arg f(z) heraus und setzen ihn lings
Jis Jys -.ns J, stetig fort. Jeder Ecke E, entspricht dann eindeutig die
Richtung w, zum Bildpunkt @G, und K, ist der Kreisbogen zwischen den
Richtungen w, und w,,,. Wir betrachten folgende mittlere Richtung
des Kreisbogens K,

‘fJ,, arg f(z) -
5| Z

z
und prizisieren obige Frage folgendermaBen: Was lift sich aussagen tiber
den Zusammenhang zwischen der Lage der Nullstelle der Abbildungsfunktion
und den mittlern Richtungen o, der Kreisbogen K, ?

dz
z

, v=1,2,...,n, (1)

W, =
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Diese Fragestellung kann verallgemeinert werden: Es sei die Funktion
f(2) im Innern des Bereiches D regulir, auf dem Rande stetig und von
null verschieden. Wir fassen speziell die Bilder B, der Jordanbogen J,
ins Auge und betrachten neben einer mittlern Richtung w, gemiB (1)
auch eine mittlere logarithmische Entfernung

1)

dz
z

dz
Z

J s, log

§s,

Gesucht wird eine Beziehung zwischen den mittlern Richtungen und Ent-
fernungen der Bildbogen B, und der Nullstellenverteilung von f(z) in D.1)

F,: ,v=1,2,...,n . (2)

Wir 1osen die Aufgabe fiir den Kreissektorstumpf. D bezeichne also
im folgenden den Bereich r, € |2| £€r,, ¢, € argz < ¢,. Er wird be-
grenzt von den Jordanbogen J,(z = ge'¥:, r, So 7)), J,(z = rei,
PS> 0> @), Sz = Qewlj n<e< "2)3 Ja(z = rye’, P Z0Z ) }1nd
besitzt die Ecken E, (z=r¢*¥2), E,(z =1,€*¥2), B, (z=1,e* 1), B, (2 =1,e* 7).
Der Reihenfolge ,, ..., E, entspricht der positive Umlaufssinn des Be-
reiches. Fiir die mittleren Richtungen und Entfernungen gilt jetzt

51,3~log% =jjarg f(ee“”“)-%e—, (1)
B, Ge—p) = j”arg fry 69 -0 , (1)
By log 2 =flog:f<ee"mn-%, @)
E,r(«pz—%)——“z’logIf(n,ze"")l-d0- ()

2. Es sei also die Funktion f(z) im Innern von D regulir, und auf dem
Rande noch stetig und von null verschieden. In der Ecke E,(z = r,e*¥?)
greifen wir einen eindeutigen Zweig der Funktion log f(z) bzw. arg’f(z)
heraus und setzen ihn lings J,, ..., J, stetig fort. Dies soll die Bedeutung

1) Aligemein gefaBt, handelt es sich um den Zusammenhang zwischen dem Verhalten
einer Funktion auf dem Rande und der Lage ihrer Nullstellen im Innern eines Bereiches.
Im Fall des Kreises macht die Jensen’sche Formel hieriiber eine bestimmte Aussage:

27
27 log ll__“}_H —log |/(0)| = [ log|f(rei®)|do .
]

285



von log f(z) bzw. arg f(z) auf dem Rande von D sein. Es ist klar, daB
Anfangs- und SchluBwert dieser Funktion in E, verschieden sind, wenn
der Bereich Nullstellen enthilt. Er enthélt aber nur endlich viele Null-
stellen und deshalb sind die Bogen z = ge®®, ¢, <€ 0 = ¢, — bis auf end-
lich viele — von Nullstellen frei. Wir greifen ein solches g(r, € ¢ £ 17,)
heraus und betrachten den folgenden Teilbereich D’ : r, £ |z| €,
¢, € argz € @,. Er wird begrenzt von den Jordanbogen J,, Jy(z= pe?®,
@ €0 Z @), Ji4(z =1, r; £t < g). Bezeichnet n(p) die Anzahl
der Nullstellen im Bereich D’, so gilt nach dem Argumentprinzip

27~ m(g) = 55 dlog flz)= [ dlogfiz) + [ dlogf@) ,

Ji+dg Ty +d, Ji+Ta+s Je

P ’
2ai - n(o) = log floe'n) —log flee'*) + [d log flee'®) .  (3)

Nun ist

. . ' (0€%®) et® . d .
10y — - S 3 ¢ —— 6
d log f(oei®) =19 ) a6 = ip & log f(oet®) do

und daher

[ d b/
J @108 floe) = io - 4= [ 1og floe)ds . 3
P1

%1

Daraus folgt in Verbindung mit (3)

P2

2 - nlg) = log flee) — log flge'™) +ic- 5o [ log floe™) df

%1

und weiter, durch Gleichsetzen der Real- und Imaginérteile

log | floe™) | —1log Iflge™) | = ¢ - [ org flee9)d , ()

o

25 nlo) —arg floei™) + org flges®) = 7 [ log Iflee®®) | 40.) (5)

P1
P3
Betrachten wir zunichst die Gleichung (5). Das Integral j'logl f(0et®)|-do

?1
hat fiir alle o(r, € ¢ £ r,) einen Sinn, es ist eine stetige Funktion von
o und fiir alle o, denen keine Nullstellen entsprechen, stetig differenzier-

%) Integrieren und Differenzieren nach dem Parameter ¢ sind hier vertauschbar, da
log f(z) in der Umgebung jedes innern Punktes des Bogens J§ regulir ist.
3) Vgl. auch A. Pfluger, Comm. Math. Helv. 12, 8. 59.,
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bar. Enthilt der Bogen J, dagegen Nullstellen, so erleidet die Ableitung
dort, wie sich unmittelbar aus (5) ergibt, einen Sprung um den Betrag
5, e+ 0)—nlg—0)

. . Wir dividieren (5) durch ¢ und integrieren
von r, bis r,. Es folgt

2 n;f z”(g) %Q +rf { arg f(ge*¥:) — arg f(pei™) } ‘_19_9 =

— [[{10g |/traet®)| —log | f(r, )| } o (©
oder mit Beniitzung von (1’) bis (2”)
r d . — = - =
2 fn(e) L+ log 24 oy — i) = (pa—) (Ba— R . (8)
1 1

Die entsprechende Umformung der Gleichung (4) bietet Schwierig-
? .
keiten. Zuniichst ist das Integral | arg f(ge'®).d6 nur definiert fiir

14
solche ¢, denen keine Nullstellen en;;sprechen. Dort ist es auch stetig
nach g differenzierbar. An jenen Stellen ¢, denen Nullstellen entsprechen,
ist aber das Integral selbst unstetig. Fiir solche kritische g liBt sich
arg f(z) — ausgehend vom wohlbestimmten arg f(ge*®') — lings J; nicht
stetig fortsetzen. Umgehen wir jedoch die Nullstellen auf J, im positiven
Sinne durch kleine Halbkreise und setzen wir lings des abgednderten

+
Weges stetig fort, so entsteht eine Funktion arg f(eet?), die iiberall auf
J, stetig ist, bis auf die Nullstellen. Dort erleidet sie aber einen Sprung
um +pr, wenn p die Vielfachheit der betreffenden Nullstelle bedeutet.

Es gilt
lim jargf((g + &) €®)db = j' a.rg floe®) -d6, &£>0 .

&>+ 0

Umgehen wir aber die Nullstellen im negativen Sinne durch kleine Halb-

kreise, so entsteht analog eine Funktion a.ré f(eet®), die in den Nullstellen
einen Sprung von der Hohe —px erleidet. Entsprechend gilt

lim j‘ arg f((o —¢)et®) - d6 = ‘farg floe®)-dO, e>0 .

e>+0 9

Die Differenz arg f(o€i®) — aré f(0€t®) dagegen ist stiickweise konstant.
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Sie ist unstetig in den Nullstellen und besitzt dort Spriinge von der
Hohe 2zp. Bezeichnen wir die Nullstellen in D mit a,, jede ihrer Viel-
fachheit nach hingeschrieben, so folgt

(4 Py -
[ arg foe'0) 40— ['arg foe9)db =27 B (py— arga,) . 9
2 ?1 lagl=ce

Es ist also die Summe auf der rechten Seite der Sprung, den unser Inte-
gral bei einem kritischen ¢ erleidet.
Wir dividieren (4) durch ¢, integrieren von r; bis r,, indem wir die

@
Unstetigkeiten von f arg f(oe*®) . df beriicksichtigen, und erhalten
?1

y . X d
f (1og | foe™)| —log | flee'™) |} =% + 21 3 (ps—org ) =
” M :
P2
= | { arg f(r,e®) — arg f(r,¢*®) } d6 ™
1
oder mit Beniitzung von (1’) bis (2)
Ty — — - — ,
2n % (p. —arg a,) + log T(Ra — R) = (@2— 1) (s —w3) . (7')
(3 1
"~ 3. Die Ergebnisse der vorigen Nummer lassen sich in folgendem Satz

zusammenfassen.

Satz 1. Sei die Funktion f(z) im Bereicher, Z |2| £ 1y, ¢, £ argz < ¢,
reguldr, auf dem Rande noch stetig und von null verschieden. Lings dieses
Randes, nachdem er bei z = r,e'®* aufgeschnitten wurde, sei ein eindeutiger
und stetiger Zweig von arg f(z) festgelegt. n(0) bezeichne die Anzahl der
Nullstellen im Bereich r,<|z| <7y, ¢, < arg z <0, und n(p) thre Anzahl
mr<l|2| 0,087, ¢ <argz< @,. Dann gilt

r d T, . . d
2§ n) L+ [ (org floe) —arg floe) )} 2 =

(6)
(4
= [ {log | f(rye1®) | — log | {(r,€®%) | } dB
und o
fa 1 . A de
2 )’ n(6)d0 + | (10g |floei™) | —log | flge’™) |} = =
' ' | (7)

= }"{ arg f(rye®) — arg f(r,e*) } d6 .
?1

‘) Es ist ¢, < arg au < ¢, .
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Wir kénnen uns von der Beschriinkung befreien, daB die Funktion auf
dem Rande von null verschieden sein miisse. Dagegen miissen wir noch
fordern, daf3 der Bereich im Innern nur endlich viele Nullstellen enthalte.
Dann laBt sich ndmlich der gegebene Bereich von innen durch Teil-
bereiche so approximieren, daf ibr Rand keine Nullstellen iiberstreicht.
Fiir diese Teilbereiche ist die Voraussetzung des Satz 1 erfiillt. Wihlen
wir die Bestimmung auf dem Rand des gegebenen Bereiches so, da8 ein
stetiger Anschlull erfolgt, so ergibt sich der Satz durch Grenzuberga.ng
auch fiir den gegebenen Bereich.

Es ist vorteilhaft, folgenden Fall hervorzuheben. Die Funktion sei in
und auf dem Rande des Bereiches r, < |2| £ r,, ¢, & arg z € ¢, regulir,
Dieser Bereich kann dann durch Bereiche von ,rechts unten‘, d.Ii.
rntellR Er,t 6,9, —e Largz < @, — ¢, e > 0 (egeniigend klein),
approximiert werden, ohne dafl ihr Rand Nullstellen iiberstreicht. Wie
unten genauer angegeben wird, sei arg f(z) auf dem Rande von D und
analog D’ so definiert, daB der stetige AnschluB gewihrleistet ist. Es
gilt dann im AnschluBl an das Vorangehende

Satz 2. Sei die Funktion f(z) in und auf dem Rande des Bereiches
rElz| £r,, @, Largz < @, regulir. Entlang des Randes, der bei
z = 1,6'%1 aufgeschnitten sei, werde ein bestimmter Zweig von arg f(z) stetig
fortgesetzt, indem eventuelle Nullstellen auf dem Rand durch kleine Halb-
kreise umgangen werden, und zwar von r,e'®® iber r,e'?: bis re*** tm nega-
tiven Sinn, von r,e*% diber r,e'®t bis r,e*® aber im positiven Sinn. n (0) be-
zeichne die Anzahl der Nullstellen im Bereich r| < |z| £ r,, ¢, € arg z<<0,
und n(p) thre Anzahl in r, <|2| €9, ¢ €715, ¢, € argz < @,. Dann
gelten die Formeln (6) und (7) des Saizes 1.

Der Satz gilt entsprechend auch fiir meromorphe Funktionen, wenn
n(g) durch die Differenz ny(g9) — n(¢) der Anzahlfunktionen der Pol-
und Nullstellen ersetzt wird und = (6) entsprechend durch ny(0) — n ().

4. Die beiden vorangehenden Sitze stellen eine Verallgemeinerung
und Erweiterung der Jensen’schen Formel dar. Mit ¢, = 0, ¢, = 2=,
ry = 0, r, = r geht der Kreissektorstumpf iiber in den Kreis |2| < r.
Gemi8 den Festsetzungen in Satz 2 ergibt sich dann unmittelbar aus (6)

2

' do 1 : '
Jro=a | | log If(rei®) |46 —log |£(0) | ®

und gewissermaflen dual dazu, aus (7)

®
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2m 27
f n(6) 46 = —217; bf arg f(re®) d6 — arg f(0) , (9)

0
sofern z = 0 keine Nullstelle ist.

Formel (9) stellt einen Zusammenhang dar zwischen den Mittelwerten
des Argumentes auf der Peripherie und dem Mittelpunkt des Kreises
einerseits, den Argumenten der Nullstellen in diesem Kreise anderseits.
Sie konnte als die Jensen’sche Formel des Argumentes betrachtet werden,
(8) dagegen als die Jensen’sche Formel des Betrages. Wihrend aber die
Formel (8) vollkommen eindeutig ist, spielt in (9) die Unbestimmtheit
des Argumentes eine unangenehme Rolle. Um den Zusammenhang
zwischen dem Argument im Nullpunkt und auf der Peripherie zu ver-
stehen, ist immer die ganze Figur, wie sie allgemein im Kreissektorstumpf
vorliegt, im Auge zu behalten; also auch die beiden zusammenfallenden,
aber entgegengesetzt orientierten Radien, J, und J;, die den Mittelpunkt
J, mit der Peripherie J, verbinden. In Ubereinstimmung mit (9) wihlen
wir fiir J, bzw. J, das Stiick der positiven reellen Achse. Es kann jedoch
irgend ein anderer Radius fiir J, bzw. J, gewihlt werden, sofern dann
arg f(re‘®) und = (0) sinngemd modifiziert werden. Die Bedeutung der
Formel (9) ist aus folgendem Satz ersichtlich:

Satz 3. f(z) set in |z| < r reguldr, f(0) £ 0 und n(0) die Anzahl ihrer
Nullstellen in |z| £r, 0 £ argz < 0. Es sei ferner ein Zwetg von arg f(z)
in z = 0 festgelegt und stetig fortgesetzt entlang der positiven reellen Achse
bis z=1r und von dort tm positiven Sinne Lings der Kreisperipherie, indem
eventuelle Nullstellen tm positiven Sinne durch kleine Halbkreise umgangen
werden. Schlieflich sei

m < arg f(re’®) —arg f(0) €M, 0L 0< 2n. (10)
Dann gilt -
m< (n(O)do <M . (11)

0

Die Schranken des Argumentes auf dem Rande des Bereiches liefern
also keine Schranke fiir die Zahl der Nullstellen im ganzen Bereich, wohl
aber fiir ihre Anzahl in gewissen Sektoren. Denn in (11) hat eine Null-

stelle um so groBeres Gewicht, je kleiner ihr Argument ist. So folgt aus
(11) z. B.: Die Zahl der Nullstellen in 0 < arg z < = ist kleiner als % .
Liegen siémtliche Nullstellen auf der negativen reellen Achse, so ist ihre
Anzahl zwischen ™ und X

n n
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b. Die Losung der eingangs gestellten Frage iiber konforme Abbildung
eines Kreissektorstumpfes ergibt sich sofort aus Satz 1. Denn die Abbil-
dungsfunktion f(z) hat auf dem Rande den Betrag 1 und im Innern nur
eine einzige Nullstelle a,. (6) und (7) reduzieren sich also auf

,5 {arg flge*s) — arg f(oei®s)} - T—znlog 2 e
und !
[ arg f(r,ei®) —arg f(r,e1%) } d0 = 27 (p, —arg ap) . (13)

Daraus folgt

Satz 4. Zwischen der Lage der Nullstelle a, der Abbildungsfunktion und
den mittlern Richtungen der Kreisbogen besteht folgender Zusammenhang

— — _log r,—log |a,|

_ — ’
Wy — w; = 27 log 1, —logr, ’ (12%)
= ~ P2 — 8Ig Ay !
W, — wy = 27 - 5 13

! : P2—¢1 ) (13)

Satz 4 legt also den ,,Richtungsunterschied gegeniiberliegender Bogen‘‘
fest. Wihlen wir die Nullstelle im , Mittelpunkt, gilt also

— 1
lag| = V’l"'z s argao=—2— (p2 + @1)

so folgt w; — w; = W, — @, = =, d. h. die Richtungen w, und w; bzw.
w, und w, sind entgegengesetzt. Aus Symmetriegriinden folgt dann weiter,
daB die Richtungen w,, w,, w;, w, aufeinanderfolgend rechte Winkel
einschlieflen.

6. Es scheint, daf die Formeln (6) und (7) zur Untersuchung der Wert-
verteilung analytischer Funktionen niitzlich sein kénnten. In dieser Hin-
gicht erwihnen wir folgendes:

Satz & Sei die Funktion f(z) in und auf dem Rande des Winkelraumes
¢, € arg z < @, regulir und beschrinkt. Sei ferner

{ { arg f(oe'®s) — arg f(oe™™) } ~—99— (14)

konvergent. Dann besitzt f(z) im Innern des Winkelraumes keine Nullstellen.

5) Je niher a, einem Jordanbogen J, kommt, um so linger ist sein Bildbogen und
um so groBer der ,,Richtungsunterschied‘ der beiden angrenzenden Kreisbogen. Die
Formeln (12’) und (13’) zeigen, da8 alle Richtungsunterschiede von 0 bis 2z méglich sind.
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. Beweis: Wegen (6) und den Voraussetzungen des Satzes mull
¢ i L
2”§"(9 = | {arg f(oe'*") — arg f(oe *)}?4‘

+¢j’ {log | {(rei%)| — log | f(ce'®) | }d8

bei 7 — oo beschrénkt bleiben, wie klein auch ¢(> 0) gewihlt werde. Dies
kann aber nur sein, wenn n(g) = 0 ist.
Es ist zu bemerken, daB in diesem Falle zugleich mit (14) auch der
Grenzwert
[
lim f log | f(rei®)| - d6
r>0 @
existiert.

(Eingegangen den 5. April 1941.)
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Le probléme des isopérimétres
sur les surfaces ouvertes a courbure positive

Par F. Fiara, Genéve

INTRODUCTION
1. Hypothéses

1. 1. Pendant longtemps la géoméirie différentielle s’est bornée a I’étude
des propriétés locales de morceaux suffissamment petits de surface. C’est en
particulier le point de vue qui a guidé Darboux dans ses ,,Lecgons sur la
théorie générale des surfaces [1]*), auxquelles nous aurons bien souvent
implicitement recours. Il existe pourtant un autre champ de recherches,
pour la plupart relativement récentes, qui ont pour but la connaissance de
la structure globale des surfaces tout entiéres. C’est & celles-ci que se
rattache le présent travail.

Les surfaces qui nous intéressent sont ouvertes, ce qui signifie qu’elles
contiennent des régions s’éloignant jusqu’a l'infini ou, pour employer un
langage plus précis, qu’elles contiennent des ensembles infinis de points
n’admettant aucun point d’accumulation. 11 est alors essentiel, pour que
nous soyons sirs d’avoir & faire & des surfaces entiéres et non & des mor-
ceaux de surfaces, de formuler ’hypothése suivante: La longueur de toute
courbe divergente sur la surface est infinie. La notion de courbe divergente
est précisée au no 4. 1. MM. Hopf et Rinow ont montré [2] que cette
hypothése de ,,Vollstindigkeit“ est équivalente & plusieurs autres, en
particulier & la suivante, qui fait de nos surfaces des espaces de Riemann
normaux au sens de Cartan: Tout ensemble infini borné de points admet au
moins un potnt limite?).

*) Dans le texte, nous désignons par les chiffres suivants les principaux ouvrages
auxquels nous nous référons:

[1] Darbouz, Legons sur la théorie générale des surfaces, Paris, 1887,

[2] Hopf und Rinow, Uber den Begriff der vollstdndigen differentialgeome-
trischen Flache, Comm. Math. Helv., 3, 1931, p. 209—225.

[8] Cokn-Vossen, Kiirzeste Wege und Totalkrimmung auf Flachen, Comp.
Math., II, 1935, p. 69—133.

[4] Cohn-Vossen, Totalkrimmung und geodatische Linien auf einfachzu-
sammenhangenden offenen vollstandigen Flachenstiicken, Recueil mathé-
matique de Moscou, 1 (43), 1936, p. 139—163.

[5]1 Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 3me éd., Berlin, 1930.

1) Cartan, Legons sur la géométrie des espaces de Riemann, Paris 1928.
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Nous allons dorénavant borner nos considérations aux surfaces homéo-
morphes au plan euclidien. Nous verrons au n° 1.3 que cette hypothése
ne réduit nullement la portée de nos théorémes principaux, qui se trouvent
énoncés dans la seconde partie de ce travail. C’est pour cette raison que
nous nous sommes permis, dans le but de simplifier les démonstrations,
de faire cette hypothése topologique méme dans la premiére partie, ou
elle n’est pas essentielle.

Comme les propriétés qui nous intéressent ainsi que leur démonstration
ne dépendent que de 1’élément linéaire de nos surfaces, nous n’avons pas
besoin de supposer qu’elles sont plongées dans I’espace euclidien & trois
dimensions, leur métrique étant déterminée par cette ,,immersion*. Nous
les supposerons, au contraire données abstraitement comme des espaces de
Riemann & deux dimensions dans lesquels une forme quadratique, donnée
dans le voisinage de chaque point et satisfaisant & certaines conditions de
,,raccordement’‘, définit la métrique ([2], p. 209—211). Bien entendu,
tous les résultats s’appliquent en particulier aux surfaces ordinaires de
I’espace euclidien.

1. 2. Pour simplifier les démonstrations et bien qu’il soit sans doute
possible de se passer de cette hypothése, nous supposerons encore que
les surfaces sont analytiques. On entend par 134 que dans le voisinage de
chaque point doit exister un systéme de coordonnées tel que, 14 ol deux
systémes se superposent, la transformation qui permet de passer de I'un
4 l'autre est donnée par des fonctions analytiques; les coefficients de la
forme quadratique doivent étre des fonctions analytiques de ces coor-
données.

Si nous ne retenons de la métrique de Riemann que la formule connue
du cosinus de I’angle de deux courbes en un point quelconque de nos sur-
faces, nous pouvons les considérer comme des variétés de Riemann au
sens de Koebe?). Nous pouvons en particulier leur appliquer le premier
théoréme d’équivalence et les représenter d’une maniére conforme, done
analytique, soit sur le plan euclidien, soit sur 'intérieur du cercle unité.
Comme il est facile de trouver une représentation analytique, évidemment
pas conforme, de I'intérieur du cercle unité sur le plan euclidien, on pourra
dans tous les cas représenter analytiquement nos surfaces sur le plan
euclidien.

C’est ce plan, dans lequel nous introduisons des coordonnées cartésiennes
rectangulaires z, y, que nous prendrons comme point de départ de nos

") Allgemeine Theorie der Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Acta
Math. 50, 1927, p.31—57, en particulier la IVe partie.
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recherches. Nous 'appelons un plan de Riemann. La métrique y est définie
& Paide d’une forme quadratique définie positive

ds? = H(z, y) da? + 2F(z, y) dady + &z, y) dy? ,

dont les coefficients sont des fonctions analytiques de x et de y; la longueur
de toute ligne divergente dans le plan est infinie. Par fonction analytique,
nous entendons dans tout ce travail une fonction analytique réelle, c’est-
a-dire développable en série entiére dans le voisinage des valeurs
congidérées des variables. On connait les formules permettant de calculer
toutes les expressions qui ne dépendent que de I’élément linéaire, en
particulier la courbure totale en un point.

1. 3. Il nous reste & formuler I’hypothése caractéristique de ce travail.
Nous considérons des plans de Riemann & courbure totale jamais négative.

C’est & cette classe de surfaces qu’appartiennent le plan euclidien, les
paraboloides elliptiques, chacune des nappes des hyperboloides a deux
nappes, et plus généralement toutes les surfaces ouvertes normales a
courbure positive, comme I’a démontré Cohn-Vossen ([3], p. 80). Cest
d’ailleurs dans les travaux de ce dernier, [3] et [4], qu’il faut voir le point
de départ des présentes recherches.

2. Résultats?)

Nos résultats principaux sont donnés sous la forme de trois inégalités et
de quatre théorémes dans la seconde partie de notre travail.

2. 1. Considérons une courbe & rectifiable et simplement fermée, située
dans un plan de Riemann. Le probléme central de ce travail est la
recherche d’une inégalité isopérimétrique, c’est-a-dire d’une relation entre
la longueur L de § et l'aire A du domaine compris & l'intérieur de .
Sans hypothése complémentaire, relative par exemple & la courbure de
la surface, le probléme est évidemment beaucoup trop général. A c6té
de I'exemple classique du plan euclidien ol les démonstrations de la
formule bien connue

I2 = A4 -4n

ne se comptent plus, le probléme a été résolu sur la sphére par F. Bern-
stein?) et dans le plan hyperbolique par E. Schmidt?). Celui-ci a d’ailleurs

3) Nous les avons résumés dans une note parue dans les Comptes Rendus, 209, 1939,
p. 821—823.

4) Math. Ann. 60, 1905, p. 117—136.

8) Math. Zeitschrift, 46, 1940, p. 204.
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montré que 1’on peut réunir en une seule formule les inégalités isopéri-
métriques valables sur ces trois surfaces a courbure constante. En désig-
nant par K la courbure totale de la surface considérée, on a:

Lt > A(4n— KA4) .

Le signe d’égalité n’ayant lieu que pourle cercle, cette formule permet de
résoudre le probléme isopérimétrique : Parmi toutes les courbes fermées de
longueur donnée, le cercle limite le domaine dont l’aire est la plus grande.

Nous ajouterons que la formule isopérimétrique du plan euclidien a
été démontrée sur les surfaces minima par Carleman ¢) et d’une maniére
plus générale sur les surfaces & courbure totale négative par Radé et
Beckenbach?) ; ces derniers ont également remarqué que cette formule
n’est pas valable sur des surfaces & courbure totale positive. Pour ces sur-
faces, c’est & notre connaissance avec le théoréme de Bernstein relatif &
la sphére le seul résultat connu concernant le probléme isopérimétrique.
Si, dans le présent travail, nous n’en donnons pas encore la solution défi-
nitive, nous en fournissons du moins un élément important sous la forme
d’une inégalité isopérimétrique, analogue a celle du plan euclidien. Voici
d’ailleurs quelques remarques qui montreront pourquoi le probléme iso-
périmétrique est beaucoup plus difficile & résoudre sur une surface quel-
conque que sur une surface & courbure totale constante.

Une condition pour qu’une courbe fermée, de longueur donnée L,
limite sur une surface un domaine d’aire maximum est que la courbure
géodésique de la courbe soit constante ([5], p. 154). Sur une surface &
courbure totale constante, la recherche de telles courbes est considérable-
ment gimplifiée par le fait suivant: les lignes géodésiques issues d’un point
fixe forment un systéme de coordonnées facile & étudier et leurs trajec-
toires orthogonales sont des courbes & courbure géodésique constante.

Il n’en est évidemment plus de méme sur une surface quelconque et la
notion méme de cercle se décompose en plusieurs notions plus ou moins
incompatibles entre elles, suivant la propriété du cercle que 1'on tient a
conserver.

Dans certaines démonstrations de I'inégalité isopérimétrique du plan
euclidien et en supposant que la courbure de la courbe { existe en tous
points, on peut considérer la constante 4z comme le double de l'intégrale
de la courbure de §*); on sait en effet que cette quantité que nous voulons

¢) Math. Zeitschrift, 9, 1921, p. 154—160.
7) Trans. Amer. Math. Soc. 35, 1933.
8) P. ex. la démonstration de Crone et Frobenius, reproduite dans [5], p. 56.
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désigner par «(&) ne dépend pas de & dans le plan euclidien et vaut
toujours 2. On peut alors énoncer 1’inégalité isopérimétrique

L2 24x(g) . (I)

C’est sous cette forme que nous la démontrerons pour une courbe
simplement fermée § située dans un plan de Riemann a courbure jamais
négative; nous ferons tout d’abord I’hypothése que § est une courbe
analytique réguliére; « () représente I'intégrale de la courbure géodésique
le long de .

11 est avantageux de transformer légérement cette inégalité a I’aide de
la formule de Bonnet

*(F) = 2z —C(3F) ,

ou C(&) représente l'intégrale de la courbure totale K(x,y), étendue au
domaine compris & l'intérieur de §.
Nous pouvons ainsi énoncer I'inégalité

Lt = 24 (22— C(F)) . I

Cette formule est tout d’abord valable pour une courbe analytique
réguliére ; on peut 1’étendre & toute courbe rectifiable §  1’aide d’une suite
de courbes analytiques réguliéres §;, &, ..., ., ... convergeant vers §.

Le coefficient de 4 est une quantité qui dépend encore de la courbe .
Pour obtenir & sa place une constante, il suffit de rappeler que K(z,v)
n’est par hypothése jamais négatif; C(F) est donc plus petit que I’inté-
grale de K(x,y) sur tout le plan, intégrale que nous désignons par C,
(Pégalité C(F)= Cy ne peut avoir lieu que dans le cas du plan euclidien).

Etant donné un plan de Riemann & courbure non négative, nous pou-
vons done formuler une inégalité valable pour une courbe quelconque de

lan,
oo plan I* 2 2427 —Cp) . (1)

Si Op= 2z, la formule est triviale. Le membre de droite ne saurait
d’ailleurs étre négatif, car, comme 1’a démontré Cohn-Vossen, sur une
surface du type considéré C,< 2=, ([3], p. 79).

Quant au signe d’égalité dans la formule (I), nous démontrerons au
Théoréme B qu’il ne peut avoir lieu que si le plan de Riemann est iso-
métrique au plan euclidien et si la courbe est un cercle; dans ce cas on a
C(F) = 0. Il est clair que les conditions du signe d’égalité restent les
mémes pour les inégalités (II) et (III).
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La formule (I) et le théoréme B sont démontrés dans la seconde
partie de notre travail, au n° 11.

La formule (I) nous a été suggérée pour les surfaces ordinaires de
I’espace euclidien par les considérations suivantes: Etant donnée sur une
surface ouverte & courbure positive, une courbe simplement fermée &,
considérons la surface développable, enveloppe des plans tangents & la
surface le long de §. Dans le cas ol la surface développable est un cone,
Paire comprise & l'intérieur de § sur la surface est certainement plus
petite que l'aire comprise & 'intérieur de § sur le cone. Pour s’en per-
suader, il suffit d’appliquer la généralisation du théoréme d’Archiméde:
Si une surface convexe est entiérement située & l'intérieur d’une autre
surface convexe, l'aire de la premiére est plus petite que l'aire de la
seconde. Or, il est facile de vérifier que I'inégalité (I) est valable sur le cone
ou dans le secteur correspondant & son développement sur un plan. Elle
Pest donc a fortiori pour le morceau de surface considéré. Il aurait peut-
étre 6té possible de la démontrer généralement pour des morceaux de
surface plongés dans l’espace ordinaire en déformant isométriquement
ceux-ci jusqu’a ce que la surface développable déterminée par les plans
tangents & la surface le long de la courbe § soit un cone. Nos efforts dans
ce sens ne nous ont conduit qu’a des résultats partiels et c’est une tout
autre idée qui nous permettra de donner une démonstration générale.
Nous voulons faire une derniére remarque: I’hypothése d’une surface
normale n’est pas indispensable pour les formules (I) et (IT), qui pourraient
étre démontrées sur n’importe quel morceau simplement connexe de sur-
face & courbure non négative. Elles sont évidemment triviales dés que
C(F) = 2n.

2. 2. Dans nos inégalités isopérimétriques apparaissent certaines cons-
tantes dont nous nous sommes proposé de justifier le choix. Nous borne-
rons nos considérations & l'inégalité (I1I) pour laquelle le résultat obtenu
est particuliérement intéressant.

Considérons un plan de Riemann fixe et 'ensemble de toutes les courbes
simplement fermées de ce plan. A chaque courbe § nous faisons corres-

LA ()
A(B)

nous apprend que ’ensemble de ces valeurs est borné inférieurement.
Cette inégalité nous fournit méme une estimation de la borne inférieure.
On a évidemment

pondre la valeur du quotient . L’inégalité isopérimétrique (III)

borne inf. (—{‘-4—) >2(2a—C) .

Lorsque nous aurons démontré que, dans cette formule, seul le signe
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d’égalité est valable, nous aurons en méme temps montré qu’il est im-
possible de remplacer la constante 2(2x — Cj) par une constante plus
grande dans I'inégalité (III), que nous voulons valable pour toutes les
courbes du plan de Riemann considéré.

I1 ne nous reste plus qu’a démontrer le

Théoréme C. Dans un plan de Riemann & courbure totale non négative,
on a pour Uensemble des courbes simplement fermées

2
borne inf. (—g——) =22rx—Cp) .

La démonstration de ce théoréme, que nous présenterons au n° 12,
consistera & trouver une suite de courbes fermées &, &, ..., F., ... pour
lesquelles

o LA(E)
nh_il:o —-:i—(—%}—")—-— 2(27"—‘01’) .

11 nous faut remettre au n® 3 une explication plus détaillée de la cons-
truction d’une telle suite qui repose sur la méthode caractéristique de ce
travail.

2.3. On peut considérer la question suivante comme le point de départ
du présent travail:

Etant donnés un plan de Riemann & courbure totale non négative et un
nombre L, Uaire des domaines limités par une courbe fermée de longueur L
est-elle supérieurement bornée?

A cette question nous répondrons au n° 13 par le

Théorédme D. Si Cp < 2x:, Uaire des domaines limités par une courbe de
longueur L est bornée supérieurement pour tout L.

8t Cp=2n, Vaire des domaines limités par une courbe de longueur
L < L* est bornée supérieurement; L* est une constante positive (éventuel-
lement infinie) qui dépend du plan de Riemann considéré.

Ce théoréme est au fond une forme trés affaiblie de la solution habi-
tuelle du probléme isopérimétrique. On remarquera en particulier qu’il
serait complétement faux d’en déduire immédiatement 1’existence d’une
courbe fermée § limitant un domaine d’aire maximum.

La premiére partie du théoréme D est applicable par exemple & la sur-
face formée par une des nappes d’'un hyperboloide & deux nappes. La
seconde partie concerne le cas du paraboloide elliptique olt I'on trouve
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pour L* la valeur oo, ou celui de la surface de révolution dont le méridien

a pour équation
r= L T <a<
T cosz 2 2

ou 'on trouve pour L* la valeur =2

2.4. Quant au n° 10, nous y démontrerons un théoréme presque
évident pour des surfaces plongées dans ’espace ordinaire, mais moins
immédiat pour les surfaces abstraites que nous considérons:

Théoréme A. L’aire totale d’un plan de Riemann & courbure non
négative est infinie.

C’est du reste une condition essentielle pour que les conséquences que
nous avons tirées de nos inégalités isopérimétriques ne soient pas triviales.

Remarquons d’autre part que ce théoréme n’est pas vrai dans un plan
de Riemann & courbure quelconque; il est facile en effet de construire des
surfaces ouvertes normales dont l’aire totale est finie.

3. Méthode

3. 1. Nous allons dire maintenant quelques mots du procédé qui nous a
permis de démontrer la formule isopérimétrique (I) et les théorémes
A, B, C. 1l s’agissait avant tout de trouver un systéme de coordonnées
adéquat & notre probléme. :

Crone et Frobenius®) ont présenté une démonsration de I'inégalité
isopérimétrique du plan euclidien a I’'aide des paralléles & la courbe §,
définies de la maniére suivante: C’est le lieu des points que ’on obtient
en reportant une longueur constante sur toutes les normales a §. On est
assuré que les courbes ainsi obtenues sont analytiques réguliéres, seulement
si § est une courbe analytique réguliére et convexe et sil’on ne considére
que les paralléles extérieures & §. Par contre, les paralléles intérieures
ou les paralléles & une courbe non convexe peuvent présenter des points
singuliers.

Sur une surface & courbure non nulle, la situation est beaucoup plus
désagréable. Rappelons tout d’abord la définition que Gauss a donnée des
paralléles géodésiques & une courbe § analytique réguliére: Ce sont les
trajectoires orthogonales de la famille des lignes géodésiques normales
& §; on sait que ’on peut également les définir comme lieux des points
obtenus en reportant & partir de § une longueur constante sur toutes les
lignes géodésiques normales a .

Or ce n’est que dans le voisinage de la courbe & que l’on peut affirmer

?) Voir note 8), voir aussi la démonstration de Bernstein, note 4).
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que les paralléles géodésiques sont analytiques réguliéres. Ailleurs, elles
peuvent présenter des points singuliers et il est possible que des points
de la surface soient situés sur plusieurs paralléles géodésiques. On ne
saurait donc les employer, sans précautions, comme coordonnées sur
toute la surface. Nous avons dit en modifier quelque peu la définition
pour obtenir un systéme de courbes utilisable dans nos plans de Riemann
tout entiers.

Nous définissons la vraie paralléle & distance p d’une courbe § comme le
lieu des points situés a la distance p de §. Nous entendons par distance
entre une courbe § et un point P, la borne inférieure de la longueur des
arcs joignant P et un point quelconque de §&. Pour éviter toute confusion,
nous comptons la distance positivement ou négativement suivant que le
point P est & 'extérieur ou a l'intérieur de §.

La vraie paralléle & distance p de & se compose d'un nombre fini d’arcs
analytiques appartenant & la paralléle géodésique & distance p de §; ces
arcs forment un nombre fini de courbes fermées. Pour de petites valeurs
de p, on sait que les vraies paralléles coincident avec les paralléles géodési-
ques. La propriété essentielle des vraies paralléles, celle qui les rend
vraiment adéquates & des considérations géométriques globales est la
suivante: Par tout point d’un plan de Riemann passe une et une seule vrate
paralléle & une courbe donnée §.

3. 2. La principale difficulté de cette méthode provient de ’angle que
forment en général deux arcs d’une vraie paralléle au point ou ils se
raccordent. Nous verrons qu’un tel point est ce que nous avons appelé un
point extréme et dont voici la définition: On sait qu’une ligne géodésique
normale & § fournit entre un de ses points P et un point quelconque de §
un arc de longueur minimum — du moins si P n’est pas trop éloigné de .
Nous appelons point extréme le point pour lequel une ligne géodésique
normale & § perd cette propriété.

Signalons qu’une étude du lieu des points extrémes a déja été entreprise
par Myers!?) dans un cas moins général que le notre. Myers s’est borné en
effet & étudier les points extrémes — qu’il appelle d’ailleurs ,,points mini-
mum‘ — pour la famille des lignes géodésiques issues d’un point fixe.
Ses considérations permettraient d’étudier le lieu des points & distance
constante d’un point fixe, courbe que I’on pourrait appeler un vrai cercle.

Nous avons réussi & généraliser un bon nombre des résultats de Myers
et & en tirer les conséquences désirées pour nos vraies paralléles; ceci

19) Connections between differential geometry and topology, I. Simply
connected surfaces, Duke Math. Journal, 1, 1935, p. 376—391.
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représente un travail préliminaire assez considérable. Aussi, pour ne pas
surcharger les démonstrations de nos résultats principaux sur le probléme
isopérimétrique, nous avons réunis ces considérations dans une premiére
partie et nous les avons résumées en 5 théorémes dont les énoncés sont
seuls nécessaires & la compréhension de la seconde partie.

3.3. Etant donnée dans un plan de Riemann une courbe analytique
réguliére simplement fermée &, nous désignons par L (p) la longueur de la
vraie paralléele & distance p de §. La fonction L(g), continue pour toute
valeur de p, est méme analytique, sauf éventuellement pour un nom-
bre fini ou pour une suite divergente de valeurs de p.

Pour la dérivée de L(p), on peut donner deux inégalités suivant que I'on
considére une paralléle extérieure ou intérieure & §. En désignant par
x (&) Yintégrale de la courbure géodésique le long de §& et par C(p) I'inté-
grale de la courbure totale sur le domaine compris entre § et la vraie
paralléle & distance p, on a

pour p>0, dlzzg) = «(F) —C()

et pour p<0,d—flgl > () + Op) .

L’aire du domaine situé a l'intérieur de § se calcule & l'aide de la
formule

A®) = L) dp ,

ol p est une constante négative dépendant de .

Dans un plan de Riemann a courbure totale positive, ces diverses
formules permettent d’établir P'inégalité isopérimétrique linéaire sui-
vante, généralisation d’une formule bien connue démontrée par Bon-
nesen!!) dans le plan euclidien:

A®) < LF) - (— D) — (@) - .

Une transformation algébrique élémentaire permet de passer de cette
formule & notre inégalité isopérimétrique (I).

On peut exprimer d’autre part 1’aire totale du plan de Riemann & I'aide
de l'intégrale suivante: '

AT=:‘3L(T’) dp .
b 4

11) Les problémes des isopérimétres, Paris, 1929, p. 60 et suiv.
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La démonstration du théoréme A repose sur une remarque facile a
déduire des travaux de Cohn-Vossen ([3], p. 132), & savoir que

lim L(p) >0 .

P>

Quant au théoréme C, la suite de courbes sur laquelle doit reposer sa
démonstration, d’aprés les considérations du n® 2. 2 consistera en une
suite de vraies paralléles a distance de plus en plus grande d’une courbe &
fixe, mais quelconque. On le démontre & ’aide de la formule suivante, qui
nous fournit un renseignement intéressant sur le comportement asymp-
totique des vraies paralléles & une courbe § située dans un plan de
Riemann & courbure non négative:

lim —é-@l- =2ﬂ——01v.

prwo P

PREMIERE PARTIE

Coordonnées géodésiques et vraies paralléles géodésiques
dans un plan de Riemann

4. Plan de Riemann

4.1. Nous appelons plan de Riemann un plan euclidien aux coordon-
nées cartésiennes rectangulaires x, y, dans lequel est donnée en chaque
point une forme quadratique définie positive,

ds* = E(z,y) do* + 2F(z,y) de dy + G(z,y) dy* ,
introduisant une nouvelle métrique.
Soit un arc de courbe U donné par les deux fonctions dérivables
r=ux) e y=y()

définies dans l'intervalle ¢, < ¢ < ¢,. On calcule la longueur de U & I’aide
de l'intégrale suivante
ty
dx\? dz d dy\?
roy = [Voe 0 (5)+2r@0- %2 + 6w, (%)

t
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Nous supposons que la forme quadratique satisfait aux conditions
suivantes:

1) Les fonctions E(x,y), F(x,y), G(x,y) sont des fonctions analytiques
réelles de x et de y dans tout le plan, c’est-a-dire que dans le voisinage de
tout point P,, de coordonnées x,, ¥,, elles admettent un développement
en série entiére de x — z, et y — v,.

2) La longueur de toute courbe divergente est infinie.

Nous appelons 'image topologique de l'intervalle 0 < ¢ < 1 une courbe
divergente si toute suite de points divergente sur la courbe est divergente
dans le plan. Nous disons en général qu’une suite infinie de points est
divergente dans un ensemble de points € si elle ne posséde aucun point
d’accumulation dans ¢. Dans notre cas particulier, une suite de points
est divergente sur la courbe si les valeurs ¢,, ¢,, ..., ¢,, ... correspondant
aux points de la suite, tendent vers 1; une suite de points est divergente
dans le plan si la suite des expressions z%(¢,) + y? (¢,) tend vers l'infini.

Désormais la longueur d’un arc de courbe ainsi que toutes les quantités
qui ne dépendent que de 1’élément linéaire, comme la courbure géodésique
d’une courbe, I’angle de deux courbes, I'aire d’'un domaine, la courbure
totale en un point, sont entendues, & moins d’indication contraire, au sens
de la métrique de Riemann.

4. 2. Les hypothéses auxquelles doit satisfaire un plan de Riemann en
font une surface analytique compléte suivant la définition donnée dans le
travail de MM. Hopf et Rinow [2] dont nous voulons rappeler quelques
résultats.

La distance (A4, B) entre deux points 4 et B, définie comme borne
inférieure de la longueur des arcs de courbe rectifiables joignant 4 et B,
posséde les trois propriétés caractéristiques de la ,,distance’ dans les
espaces métriques.

a) 9(A7B) = Q(B,A) ’
b) o(4,4)=0, o(4,B)>0 si A#B,
c) ¢(4,B)+ ¢(B,0) ze(4,0).

Soit une suite de points P,, P,, ..., P,, ... tendant (au sens euclidien)
vers un point limite P. On a lim o(P,P,) = 0, ce qui signifie que les
n->oo

notions de voisinage, c’est-a-dire de suite convergente de points, au sens
euclidien et au sens de la nouvelle métrique sont équivalentes.
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Nous voulons encore remarquer que si P,— P et @,— @, on a
lim o(P,, Q,)= (P, Q), ce qui signifie que la distance entre deux points

n >0
(au sens de Riemann) est une fonction continue de ces deux points.

4.3. La condition 2) du n® 4.1 est équivalente aux conditions
suivantes:

2’) Sur toute ligne géodésique, on peut reporter, a partir d’'un point fixe
et de chaque coté, une longueur quelconque (au sens de la métrique de
Riemann).

2”) Tout ensemble infint borné de points (au sens de la métrique de
Riemann) admet au moins un point d’accumulation.

Cette derniére montre qu’'un plan de Riemann est un espace de
Riemann normal au sens de M. E. Cartan!?). Elle permet aussi d’affirmer
que les notions de suite divergente de points au sens euclidien et au sens
de la métrique de Riemann sont équivalentes; la distance & un point fixe
tend dans les deux métriques vers l'infini. Les notions d’ensemble borné
sont aussi équivalentes dans les deux métriques. Nous emploierons a
plusieurs reprises le lemme suivant: Si I’ensemble des points situés sur une
sutte de courbes simplement fermées est borné, 'ensemble des points situés a
Vintérieur de ces courbes est aussi borné.

Sa démonstration peut consister & en remarquer I’évidence en géo-
métrie euclidienne.

b. Are minimum

B.1. Nous appelons un arc joignant deux points donnés 4 et B et
ayant la longueur (4, B) un arc minimum entre les deux points.

Dans un plan de Riemann, entre deux points quelconques, il existe au
moins un arc minimum. C’est un arc géodésique.

Ce théoréme est démontré dans [2], p. 216, pour toute surface compléte.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un arc géodésique entre
deux points A et B dont nous désignons la longueur par L(4, B) soit un
arc minimum est que la formule L(A4, B) = o(4, B) soit vérifiée.

b. 2. Dorénavant, et durant toute la premiére partie de ce travail, nous
désignerons par & une courbe analytique, réguliére, simplement fermée.
Nous rappelons qu'une courbe donnée sous forme paramétrique par les
deux équations

z==z(t) et y=yl(t)

12) Voir note 1).
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est analytique en un point P si pour la valeur ¢, correspondant & P les
fonctions x(t) et y(¢) sont analytiques, c’est-a-dire développables en séries
entiéres de t — t,. Nous dirons que la courbe est réguliére en P si 'une des
deux coordonnées est une fonction analytique de lautre, c’est-a-dire si
I'on peut exprimer I'une des deux différences © — z, et ¥y — y, comme
série entiére de I'autre. C’est toujours le cas si 'une des deux quantités
dy (%) et dz (£,)
dt dt
est analytique réguliére en chacun de ses points.

Si la courbe est donnée implicitement par une équation f(z,y) = 0 il
suffit, grice au théoréme de Weierstrass sur les fonctions implicites, pour
qu’elle soit analytique réguliére en un point de coordonnées z,, ¥, que
les trois conditions suivantes soient satisfaites.

n’est pas nulle. Une courbe est analytique réguliére si elle

1) f(=, y) est une fonction analytique de z, y en 2, ¥,,

2) (0,40 =0,
3) f.(%o, ¥o) €t fy(xy, Yo) Ne sont pas tous les deux nuls.

On sait que la courbe simplement fermée § divise le plan en deux
régions, l'intérieur de § et I'extérieur. Soit L(F) la longueur de . Nous
choisissons comme parameétre sur § la longueur d’arc ¢, comptée positive-
ment & partir d’un point fixe de § de maniére & laisser 'intérieur de § &
gauche. Il suffit de considérer g variant de o & L().

6. 3. Nous appelons distance du point P a la courbe § la borne inférieure
de la longueur des arcs de courbe rectifiables joignant P et un point quel-
conque @ de §, et nous la désignons par o (P, §).

5. 4. Nous appelons un arc joignant P et un point ¢, de § et ayant la
longueur o (P, §) un arc minimum entre la courbe § et le point P. Dans la
suite, nous dirons simplement arc minimum lorsqu’il ne peut y avoir de
confusion avec ’arc minimum entre deux points.

Dans un plan de Riemann, entre une courbe §§ et un point P non situé
sur la courbe, il existe au moins un arc minimum. Cet arc joint P et un point
@, de §&. C’est aussi un arc minimum entre ces deux points.

Il est clair que e(P, §) = borne inf. o(P, Q),

si nous désignons par ¢ un point quelconque de §. Nous pouvons affirmer
grice aun® 4. 2 que g (P, @) est une fonction continue de g. Elle prend son
minimum pour une certaine valeur g, par exemple, correspondant & un
point @, de §. On a donce o(P, §F) = (P, @,). D’apreés le n® 5. 1, il existe
un arc minimum entre P et @,. Il a la longueur o (P, ,) égale & o (P, ).
C’est donc un arc minimum entre § et P.
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b. 5. Un arc minimum entre un point P et une courbe § est situé sur une
ligne géodésique normale & §. Il est entiérement compris dans la région du
plan de Riemann ou se trouve P.

Un arc minimum entre P et § est un arc géodésique, puisque c¢’est un
arc minimum entre deux points. Il est évident qu’il n’a avec § aucun point
commun autre que son extrémité ¢, et qu’il est par conséquent entiére-
ment situé soit & I'intérieur, soit & I'extérieur de §. L’orthogonalité de I’arc
minimum et de la courbe ¥ en @, se démontre facilement. On prend sur
Parc minimum un point P’ suffisamment prés de @,; si cet arc ne formait
pas en @, un angle droit avec §, on pourrait le remplacer par un arc
plus court comme on peut le constater & I'aide de [1], deuxiéme partie,
p. 416.

5. 6. D’un point @, de § ne peut partir qu’un arc minimum entre P
et §. Car un arc minimum est un arc de géodésique normal & & en @, et
par un point, dans une direction, ne passe qu’une ligne géodésique. Par
contre, il peut y avoir plusieurs points ¢, @, ..., sur § d’out partent un
arc minimum entre P et §. Nous montrerons toutefois au n° 8. 12 qu’il
n’y en a en général qu’un nombre fini.

5. 7. Soit W un arc minimum entre le point P et la courbe F et soit P’
un point situé sur Varc . L'arc W situé sur W entre P’ et F est un arc
minimum.

Nous renongons & donner la démonstration de cette proposition d’ail-
leurs évidente.

6. 8. Deux arcs minimum tssus de deux points différents de § ne peuvent
avoir d’autre point commun que leur extrémite.

11 suffit de montrer que si deux arcs minimum U et A’ partent de deux
points différents @, et @’ et aboutissent au méme point P, aucun d’eux
ne peut faire partie d’un arc minimum plus grand.

Nous remarquons tout d’abord que les deux arcs U et A’ doivent avoir
la méme longueur. Si I'un des arcs faisait partie d'un arc minimum plus
grand, par exemple si 'arc U était situé sur un arc minimum B, 'autre
arc 9’ serait aussi situé sur un arc minimum plus grand B’, formé de A’
et de la partie de B qui ne contient pas %. L’un au moins des deux arcs B
et B’ ferait un angle en P, car les deux arcs géodésiques différents U et A’
ne peuvent avoir la méme direction en P. Or un arc géodésique ne peut
pas faire d’angle.
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5. 9. L’arc limite d’une suite d’arcs minimum est un arc minimum.
Soit une suite d’arcs minimum A,, W,, ..., A,,, ... joignant les points
PoetQ,, PyetQ,, ..., P,et@,, ... tendant vers un arc limite U dont les
extrémités sont P et ). Pour chacun des arcs minimums, on a L(%,) =
o(P,,@,). Un théoréme classique sur les lignes géodésiques nous apprend
que lim L(A,) = L(A); le n° 4. 2 entraine d’autre part lim o (P,, @,) =
n-> oo n—>r

o(P, Q). Dot L(A) = o (P, @), relation qui nous montre que ’arc limite A
est aussi un arc minimum.

6. Coordonnées géodésiques

6. 1. Etant donnée une courbe §, nous prenons, comme au n° 5. 2 la
longueur d’arc ¢ comme parameétre.

En chaque point de § nous menons la géodésique normale et nous
portons sur elle la longueur p, positive sur la partie de la géodésique qui se
dirige vers ’extérieur de &, négative sur la partie de la géodésique qui se
dirige vers lintérieur de §. En tenant compte de la condition 2’) du
n® 4. 3, on peut affirmer qu’a tout couple de valeurs (p, ¢) correspond un
point du plan de Riemann. En général, & un point du plan de Riemann
peuvent correspondre plusieurs couples de valeurs (p;, q;), (P3,qs) ... .
Toutefois un théoréme connu permet d’affirmer qu’il existe un nombre
positif p* tel que, si un point P, correspond & un couple de valeurs
(Po> go) OU | Po| < P*, ce couple de valeurs soit le seul pour lequel | p| < p*.
Ces points se trouvent dans le voisinage de la courbe, ol p et ¢ constituent
un systéme de coordonnées sans singularités. Entre P, et la courbe &
n’existe qu'un arc de géodésique plus petit que p*; c’est nécessairement
le seul arc minimum entre P, et {.

6. 2. On sait!3) que I’élément linéaire peut se mettre sous la forme
ds? = dp® + f(p, q) dg*
ot la fonction f(p, ¢) est une fonction analytique réelle, en tout cas pour
de petites valeurs de p et a les propriétés suivantes:
a) f(0,9) =1
b) f,(0,9) = k(9)
o) {9 =i q+ L))

ol k(q) représente la courbure géodésique de la courbe.
La fonction f(p, q) satisfait encore & I’équation différentielle
d) [P 9 + K(p,q)-f(p, ) =0

ol K(p, q) représente la courbure totale de Gauss du plan de Riemann.
18) Voir p. ex. [1], deuxiéme partie, p. 412 et suivantes.
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6.3. La fonction f(p, q) est prolongeable analytiquement pour tout p et
_ f [-2) (P ’ Q)
Hp,9)

Nous entendons par 13 que dans le voisinage de tout couple de valeurs
réelles (py, 90) f(p, q) et K(p, q) sont des fonctions développables en
série entiére de p — p, et de ¢ — p,. La démonstration est basée sur le
théoréme suivant, relatif aux familles de lignes géodésiques:

pour tout q. Il en est de méme pour la fonction K(p, q) =

6.4. Lextrémité d'un arc géodésique dépend analytiquement du point
tnitial, de la direction initiale et de la longueur de Uarc géodésique.

Ce théoréme signifie dans notre cas particulier que les deux fonctions

z=2z(p,q) e y=ymq9,.

qui donnent la correspondance entre les coordonnées géodésiques et les
coordonnées cartésiennes, sont des fonctions analytiques de p et ¢ pour
tout p et pour tout g. Ces fonctions satisfont au systéme d’équations
suivant obtenu en identifiant les deux formes de I’élément linéaire:

L. E(z,y)-2,(p,9) + 2F(2,9)-2,(9,9) - 4,(0,9) + G2, ) 43 (p,9) = 1

2. E(%,9)-2,(p,9) - 2(p,0) +F (@, ) (@,(D,9) (B 9) + o (9. 9) - (P, ) +
+ G(x’?/)'?/p(p,Q)'?/q(?, Q) =0

3. B(z,y)-25(0,9) +2F (2, 4) - 2,(p.9) - Yo (0, 0)+C (2, 9) - ¥ (0, 0) =D, q) -

6. 5. Pour démontrer le n® 6.3, il suffit de vérifier par un calcul
élémentaire la formule

f(,9)=V E(x,y)-G(x,y) — F¥x,y) (2,(p,9) Yo(1,9) — %(D,9) - ¥»(D:9))

exprimant la transformation de 1’élément de surface et valable tout
d’abord pour de petites valeurs de p, et de constater que le membre de
droite est une fonction analytique pour tout p et pour tout g, I’expression
EQ@ — F* étant une fonction analytique positive de x et de y, donc de p
et de ¢. Quant & la courbure, le ,,theorema egregium‘‘ de Gauss nous
apprend que c’est une fonction analytique de x et de y, donc aussi de p
et de g¢.

6. 6. Puisque les fonctions z = z(p, q) et y = y(p, q) sont développa-

bles en série entiére, il en est de méme pour les fonctions inverses
p = p(x, y) et ¢ = q(x, ¥), & moins que le déterminant fonctionnel ne soit

nul. Done si 2,(p, ) ¥,(P, ) — (P, 9)- ¥,(p, q) # 0 les fonctions inverses
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p(x, y) et q(z, y) sont analytiques dans le voisinage des valeurs con-
sidérées; la formule du n° 6. 5 nous montre que ceci a lieu partout ou

f,9) #0.

6. 7. Pour examiner plus commodément la fonction f(p, q) et certaines
propriétés des lignes géodésiques normales & §, nous allons considérer
p et ¢ comme des coordonnées cartésiennes rectangulaires dans un plan
auxiliaire. La courbe § correspond & I’axe des ¢. La correspondance est
biunivoque si ’on ne considére que le segment 0 < g < L(¥) dont on
identifie les extrémités. Les lignes géodésiques normales & la courbe cor-
respondent aux droites paralléles a I’axe des p et leur équation est ¢ = ¢,.
Il nous suffit & cause de la périodicité de considérer la bande comprise
entre les droites ¢ = 0 et ¢ = L({), ces deux droites étant & identifier
puisqu’elles représentent la méme ligne géodésique. Ce domaine va jouer
un role important dans la suite de nos développements comme image du
plan de Riemann et nous voulons le désigner par D. Il est clair qu’a un
point de D correspond un seul point du plan de Riemann. Les n® 5. 4 et
5. 5, qui nous apprennent que tout point du plan de Riemann est situé au
moins sur une ligne géodésique normale & §, nous montrent qu’a un point
du plan de Riemann correspond au moins un point de D. Nous ne saurions
cependant affirmer que la correspondance soit en général biunivoque.
Pour qu’elle le devienne, il nous faudra éventuellement restreindre le
domaine D.

Nous voulons remarquer que toute suite de points correspondants aux
points d’une suite divergente dans le plan de Riemann est évidemment
divergente dans le domaine D. La réciproque n’est pas vraie en général.

La fonction f(p, q) est analytique dans tout le plan p, ¢, donc en parti-
culier dans le domaine .

7. Lieu des foyers

7.1. Lorsque I'on considére la famille des lignes géodésiques normales
& une courbe &, on appelle foyer sur une ligne géodésique le point o cette
ligne géodésique cesse de fournir un minimum de la longueur par rapport
aux courbes voisines.

On sait que le foyer sur une géodésique ¢ = ¢, est donné dans notre
systéme de coordonnées géodésiques par la premiére valeur de p qui
annule f(p, g,). Nous désignons par P(g,) la premiére valeur positive de p
et par N(q,) la premiére valeur négative de p qui annulent f(p, g,). Si pour
p positif f(p, g,) est toujours positif, nous attribuerons a P(g,) la valeur co.
Si pour p négatif, f(p, ¢,) est toujours positif, nous attribuerons & N(g,)

310



la valeur — oo. Dans les quelques pages qui vont suivre, nous nous borne-
rons & donner les démonstrations pour I'une des deux fonctions P(q) et
N(9) qui se comportent exactement de la méme facon.

7. 2. Les fonctions p = P(q) et p = N(q) sont des fonctions analytiques
de q.

Nous entendons par 14 que si p,= P(q,) n’est pas infini, la fonction P(g)
est développable en série entiére de ¢ — g, {idem pour N(q)}.

La démonstration consiste a appliquer le théoréme sur les fonctions
implicites cité au n® 5. 2. En effet

1) f(p, q) est une fonction analytique de p et ¢ d’aprés le n° 6. 3.

2) f(Po> ) = 0.

3) f,(Do, 9) # 0; c’est une conséquence de I'équation f,,+ K -f =0
4 laquelle doit satisfaire la fonction f(p, q) suivant le n°® 6. 2. Si f(p,, ¢,)
et f, (Do, 9o) étaient tous deux nuls, f(p, g,) serait identiquement nul pour
tout p, ce qui est impossible, puisque £(0, go) = 1.

7.3. Nous venons de voir que la fonction p = P(q) est analytique,
done continue, pour toute valeur g, ou P(g,) n’est pas infini. Nous voulons
démontrer qu’il en est de méme si P(g,) est infini, autrement dit pour
toute suite ¢y, @oy --.s Qy, ... telle que lim (q,) = g, lim P(q,) existe et est

égale o P(q,) {idem pour N(q)}.

Si P(q,) est fini, le lemme est déja démontré. Il suffit de démontrer que,

si P(g,) est infini, P(g,) tend vers l'infini. Si ce n’était pas le cas, il
existerait une suite partielle P(g,.) tendant vers p’ # co. Or

lim ¢ =¢q, et lim P(g.) =19 ,

n’—> n’>o
d’autre part f(P(g,), q,,) = 0 d’oit 'on tire que f(p’, ¢,) = 0 puisque
f(p, q) est une fonction continue. Il existerait donc une valeur p’ annulant
f(, ¢o), contrairement & I’hypothése que P(g,) est infini.

Y. 4. 8l existe une suite infinie de valewrs ¢,, qs, ..., 4y, - - - telles que

dN(q,)

lim g, = q, et que =0,

on a, ou bien N(q) = p, pour tout q,
ou bien lim N(g,) = — oo.

n->oo

{Pour P(g) la premiére possibilité est exclue, car il existe toujours,
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d’aprés les n° 8.1 et 8.4 une valeur au moins de ¢ pour laquelle P(q)
est infini; si les hypothéses sont satisfaites, on a lim P(g,) = oo} .

7n-> oo
Nous savons que lim N(g,) = p,.
n->co
Ou bien py = — oo, auquel cas la proposition est démontrée; ou bien

P, est fini; dans ce cas, pour ¢ = ¢, la fonction %;’)

est analytique

en méme temps que N(g). Comme elle a une infinité de zéros autour de
o, elle est identiquement nulle et N(q) est une constante

N(g) = po

On montre facilement dans ce cas que le lieu des foyers se réduit & un
point.

7. 5. Nous ferons & plusieurs reprises usage de la proposition suivante:

Soit Py, Py, ..., P,,... une suite de points tendant vers un point
limite P,.

Soient (p,, q,) €t (P, q,) deux couples différents de valeurs correspondant
au point P, pour chaque n.

Soient po=limp, , gy=1img,;
n->oo n-> oo

po= limp] , ¢o=1lim g .
n->o n-> oo

Si po = Py et go = gy le point P, est un foyer sur la géodésique q = q,.

En effet, les fonctions p(z,y) et ¢(x,y) ne sont pas uniformes dans le
voisinage du point P,y (z,, ¥,) ; elles ne sont donc pas analytiques, ce qui
ne peut avoir lieu, d’aprés le n? 6. 6, que si f(p,, ¢,) = 0, c¢’est-a-dire si
P, est un foyer sur la géodésique ¢ = ¢,,

7.6. Les points singuliers du liew des foyers sont ceus oa—dZ—g(lq)—= 0
aN(9)
u —t-i'q— =0.

Considérons les équations différentielles du n° 6. 4 auxquelles doivent
satisfaire les fonctions z(p, g) et y(p, ¢) qui donnent la relation entre les
deux systémes de coordonnées.

Dans le domaine D le lieu des foyers, solution de I’équation f(p,q)=0,
est donné par la fonction analytique p = P(g) {ou par p = N(g), pour
laquelle la démonstration serait analogue}.

(o)
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Dans le plan de Riemann, le lieu des foyers est donné alors sous forme
paramétrique par
: x = X(q) = 2(P9) 9)
y=Y() = y(P) 9 -

En tenant compte de z, = y, = 0 qu’on tire de I’équation 3) du n°® 6. 4,
on trouve pour les deux dérivées

——d‘fﬁq‘q’ =25 (p,9) -—-—-—dlz_ff)
aY
—'dé_q)" =Y,(P,9) if;‘é(“q’)“' )

z,(p, ) et y,(p, ¢) ne pouvant étre tous les deux nuls & cause de I’équa-

dX(q) . 2Y(@)
dq dq
goit nul. Nous en concluons que le lieu des

tion 1) du n? 6. 4, les dérivées
dP(q)
q

sont en général diffé-
rentes de 0, & moins que

foyers est, dans le plan de Riemann, une courbe analytique réguliére,

sauf si %ﬂ = 0, valeurs qui correspondent bien aux points singuliers

de la courbe, en particulier aux points de rebroussement.

7. 7. Nous appelons D, la partie du domaine D définie par les inégalités

suivantes
0=q=L(%),

N =p = P(g) .

Une conséquence directe de la définition de N(q) et de P(q) est que la
fonction f(p, q) est positive dans tout le domaine D, , sauf sur la frontiére
ot elle est nulle. Il est facile de montrer qu’a chaque point du plan de
Riemann correspond au moins un point du domaine D,, mais nous ver-
rons au n° 8. 4 que pour avoir entre les deux une correspondance biuni-
voque, on doit en général restreindre encore le domaine D, .

8. Points extrémes

8.1. Comme au n° 6. I, nous considérons la famille des lignes géo-
désiques normales & §. Soit G une ligne géodésique normale & § en un
point @. Aux coordonnées géodésiques p et g correspond un point P du
plan de Riemann.

Prenons par exemple le cas ol p est positif. Pour de petites valeurs de
P, nous savons que l’arc de ® entre P et ¢ est un arc minimum et que
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c’est le seul. Ce n’est plus vrai en général pour de grandes valeurs de p.
Dans ce cas, grice au n° 5.7, on peut affirmer qu’il existe sur  un
point P tel que & tout point situé sur ® avant P corresponde un arc
minimum situé sur & et qu’a tout point situé sur G aprés P ne corres-
ponde pas d’arc minimum situé sur 6. Nous appelons P un point extréme
et tout arc minimum aboutissant en P un arc extréme. Nous désignons
par P(g) la longueur de P'arc extréme partant de Q. Si tous les arcs partant
de @ et situés sur ® sont des arcs minimum, nous attribuerons naturelle-
ment & P(q) la valeur co.

En prenant p négatif, on aurait pu faire les mémes remarques. Nous
désignons par N(g) la longueur négativement comptée de I’arc extréme
situé sur la partie de la géodésique qui se dirige vers U'intérieur . Il est
facile de voir — en s’appuyant sur les n® 4.3 et 5.4 — que P(g) ne
peut pas étre une fonction bornée supérieurement et que N(q) est une
fonction bornée inférieurement dont nous désignerons dans la suite par p
le minimum. Cette constante négative correspond & l’arc minimum le plus
long contenu & 'intérieur de .

8. 2. Nous avons vu au n° 5. 8. que, si plusieurs arcs minimum abou-
tissent au méme point P, ils ne peuvent pas faire partie d’arcs minimum
plus grands, P est donc un point extréme et chacun des arcs minimum qui
y aboutissent est un arc extréme. D’autre part, si un point situé sur un
arc minimum est un foyer sur cet arc, ¢’est un point extréme; ceci est une
conséquence de la condition de Jacobi qui prétend qu’un arc géodésique
perd au plus tard sa propriété d’arc minimum au premier foyer. Nous
allons démontrer réciproquement que

Tout point extréme est soit un foyer, soit un point o aboutissent au moins
deux arcs minimum. Ces deux possibilités ne s’excluent pas.

Au point extréme considéré P aboutit au moins un arc minimum issu
d’un point @ de la courbe §. Prolongeons-le au dela du point P et con-
sidérons sur ce prolongement une suite de points P, P,,..., P,, ...
tendant vers P. Pour chaque P,, il existe au moins un arc minimum issu
d’un point @, différent de @ . Les points @, ont au moins un point d’accu-
mulation @. L’arc géodésique partant de @ et aboutissant en P est
minimum, suivant le n® 5. 9. Si @ est différent de @, par P passent deux
arcs minimum si § coincide avec @, le n° 7. 5 montre que P est un foyer
sur l’arc issu de Q. La proposition est démontrée.

8.3. Nous appelons D, la partie du domaine D (n° 6. 7) définie par les
inégalités
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0=<qg=L(H,
N(g) <p = P(g)

si P(q) est infini, cette relation est 3 remplacer par N(q) < p < oo.

La condition de Jacobi déja citée nous permet d’écrire deux formules
qui montrent que le domaine D, est entiérement compris dans le domaine
D;, défini au n® 7. 7.

0< P(g) = P(g),
0> N(g) = N(g) -

A un arc minimum du plan de Riemann correspond un segment de
droite perpendiculaire & I’axe des q. La longueur de ce segment est égale
4 la longueur de I'arc minimum. Nous constatons donc qu’a l'aide des
arcs minimum, nous pouvons établir une correspondance presque biuni-
voque entre les points du plan de Riemann et ceux du domaine D,,
qui joue donc un réle fondamental dans la représentation d'un plan de
Riemann & l’aide des lignes géodésiques:

1) A tout point de D, correspond un et un seul point du plan de
Riemann.

2) A tout point du plan de Riemann correspond soit un seul point de
Pintérieur de D,, soit un ou plusieurs points de la frontiére de D, si le
point considéré est un point extréme; dans ce dernier cas tous les points
images d’un méme point du plan de Riemann sont & la méme distance
de I'axe des ¢.

La proposition suivante est une conséquence immédiate du n° 4. 3.

Une suite de points divergente dans le plan de Riemann est divergente dans
le domaine D, et réciproguement.

8. 4. Nous pouvons affirmer que les inégalités

P(q) < P(g) ,
et N(g) > N(qg),

ont presque toujours lieu en remarquant, comme Jacobi I’a fait pour des
surfaces ordinaires!?) qu’un arc géodésique perd en général sa propriété
d’arc minimum avant le premier foyer. La méme démonstration peut
étre faite en toute rigueur dans le domaine . Il ne peut éventuellement

y avoir exception que si j%ﬂ =0 ;ouj%%l)— = 0;. L’égalité entre

14) Voir p. ex. [1], troisiéme partie, p. 87.
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P(q) et P(q) est en effet possible en ces points qui correspondent, d’aprés
le n® 7. 6, aux points singuliers du lieu des foyer.

8.5. La méthode du présent travail exige que nous considérions d’un
peu plus prés les points extrémes et que nous montrions que certains cas
particuliers, nuisibles 4 nos démonstrations, ne sont pas trop nombreux;
ces considérations vont nous occuper jusqu’a la fin du n® 8. Commengons
par quelques définitions:

Un arc extréme est dit afocal si son extrémité n’est pas un foyer sur
cet arc.

Un arc extréme est dit focal si son extrémité est un foyer. Il est carac-

térisé par les deux relations P(q,) = P(q,) et de(qQo) = 0 {idem pour

N(9)}.
Un point extréme est dit normal si en ce point aboutissent deux arcs

extrémes afocaux et ces deux arcs extrémes seulement.

Tout autre point extréme est dit anormal.

Un point extréme anormal est dit focal si en ce point aboutit un arc
extréme focal.

Il est évident qu’un point extréme anormal est soit un point extréme
focal, soit un point on aboutissent plus de deux arcs extrémes afocauz. Ces
deux possibilités ne s’excluent pas.

8. 6. Nous nous proposons tout d’abord de démontrer une proposition
importante.

Lemme 1. Les fonctions P(q) et N (q) sont continues, pour toute valeur de q.
Contentons-nous de présenter la démonstration pour P(g). Nous con-
sidérons une suite de valeurs ¢, ¢;, ..., ¢,, ... tendant vers une valeur
quelconque g,. Soient P(q,), P(qs), --., P(q,) - - . et P(q,) les longueurs des
arcs extrémes correspondants. La proposition énoncée revient & dé-

montrer que .
lim P(g,) = P(o) -

7n > oo

Comme P(g) est une fonction positive, lim P(g,) existe certainement.

n->oc

Si la suite des P(g,,) est bornée supérieurement Iim P(g,) existe aussi. Dans
ce cas les deux relations suivantes entrainent la continuité de P(q):

Lim P(g,) < P(g,)
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La premiére est une conséquence immédiate du n® 5. 9. La seconde s’en
déduit de la fagon suivante: Dans la suite des arcs extrémes considérés,
nous choisissons une suite partielle telle que la limite de la longueur des
arcs soit égale & la limite inférieure de la longueur des arcs de la suite
donnée. D’aprés les nos 8. 4 et 7. 4, il ne peut exister une infinité d’arcs
extrémes focaux bornés; de la suite donnée nous pouvons donc extraire
une suite partielle infinie q;, g3, ..., g,, ... tendant vers g, et telle qu’a
chacun des ¢, corresponde un arc extréme afocal; soit P, le point ex-
tréme de cet arc et ¢ la valeur du parameétre correspondant & un des
autres arcs extrémes aboutissant en P, — il en existe au moins encore
un, puisque l’arc correspondant & g, est afocal.

La suite ¢/, 4¢3, ..., 4, ... posséde au moins une limite ¢ . Si ¢, = ¢}
Parc limite est, d’aprés le n® 7.5, un arc extréme focal. Si g, 7 ¢f il
existe deux arcs minimum aboutissant au méme point (n° 5. 9). Ce sont
tous les deux des arcs extrémes (n° 8. 2). Dans les deux cas, 'arc extréme
correspondant & g, est égal & lim P(g,), ce qui démontre la seconde
formule. >

Si la suite des P(g,) n’est pas bornée, le n® 5. 9 nous permet de conclure
d’'une maniére analogue qu’il existe des arcs minimum arbitrairement
grands sur la ligne géodésique correspondant & g,, ce qui montre que
P(g,) = oo.

8. 7. Nous avons déja usé du fait qu’il n’existe pas de suite infinie con-
vergente d’arcs extrémes focaux. La démonstration précédente nous
apprend en particulier que I’arc limite d’une suite convergente d’arcs
extrémes est un arc extréme. On en déduit facilement & 1’aide des n® 5. 9
et 7.5 que le point limite d'une suite infinie convergente de points
extrémes anormaux serait anormal (en réalité nous démontrerons au
n® 8. 16 qu’une pareille suite ne saurait exister). Cette remarque nous
permet toutefois d’affirmer qu’on peut trouver autour de tout point
extréme normal un voisinage ne contenant aucun point anormal.

Nous pouvons méme énoncer le

Lemme 2. Dans le voisinage d’un point extréme normal P, le liew des
points extrémes est ume courbe analytique réguliére, bissectrice de Uangle
formé par les dewx arcs extrémes aboutissant en P.

Nous allons démontrer en méme temps le

Lemme 2’. Si Uarc extréme correspondant & une valeur q, aboutit en un
point extréme normal, la fonction P(g){ou N(q)} est analytique dans le
voisinage de q,.

Soient x,, ¥, les coordonnées du point P et soient g, g les deux valeurs
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de ¢ correspondant aux deux arcs extrémes A(g,) et A(g,), aboutissant
en P. Nous désignons par p, la longueur de ces deux arcs.

Des considérations analogues & celles qui précédent I’énoncé du
lemme 2 permettent d’affirmer que les points extrémes voisins de P ne
peuvent provenir que de l’intersection de deux arcs géodésiques de
longueur égale, appartenant I'un au champ dans lequel est plongé ’arc
A(q,), P'autre au champ dans lequel est plongé I’arc U (gq). Sur une surface
ordinaire, Darboux ([1], deuxiéme partie, p. 418) a montré que ce lieu
est une courbe bissectrice de ’angle formé en P par les deux arcs (g,)
et A(g,). Cest le méme résultat dont nous voulons indiquer la dé-
monstration rigoureuse pour nos surfaces abstraites, en appliquant la
méme idée.

Nous avons désigné au n° 6. 4 par

z=1xz(p,q) et y=y(pq

les fonctions établissant la correspondance entre le systéme de coordon-
nées géodésiques et les coordonnées cartésiennes du plan de Riemann.
Elles sont analytiques. Nous désignons les fonctions inverses dans le
voisinage des valeurs p,, g, par

p=2py) e qg=q(z,y),

et les fonctions inverses dans le voisinage de p,, ¢, par

p=p'(x,y) et g=q(x,9).

Le n? 6. 6 nous apprend que ces quatre fonctions sont analytiques dans
le voisinage de =z,, y,, puisque par hypothése aucun des deux arcs W (g,)
et A(g;) n’est focal.

Les points extrémes voisins de P sont alors donnés par I’équation

p(x, y) =p'(2,9).

Pour démontrer que cette équation détermine une courbe analytique
réguliére, il suffit, grice au théoréme connu sur les fonctions implicites
de démontrer que p,(%o, Yo) — Pi(%0s Yo) €t Py (%o, Yo) — Py (%o, Yo) ne
sont pas tous les deux nuls.

Or, si 'on avait ,(%o, Yo) = P4(%o, Yo) €t Py(%e, Yo) = Py(%o, Yo) il S’en-
suivrait que les deux courbes déterminées par les équations p(x, y) = p,
et p’(z, y) = p,, seraient tangentes en P. Comme nos coordonnées géo-
désiques sont orthogonales, il s’ensuivrait que les deux arcs géodésiques
A (g,) et A(gy) seraient tangents entre eux, ce qui est impossible, puisque
par un point dans une direction ne passe qu’une ligne géodésique.
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I1 ne nous reste plus qu’a démontrer que cette courbe est bissectrice
de I’angle formé en P par (g,) et A(gy). Prenons sur elle comme para-
meétre la longueur d’arc s comptée & partir de P et désignons par &, I’angle
que fait Parc A (g,) avec la partie de la courbe ol s est positif.

Soient z=ua(s) et y=>0(s)
les équations paramétriques du lieu des points extrémes. Nous savons
d’aprés ce qui précéde que a(s) et b(s) sont des fonctions analytiques.
Il en est évidemment de méme pour les fonctions p = p(x(s), y(s) ) = A(s)
et ¢ = q(x(s), y(s)) = B(s) qui sont les équations paramétriques du lieu
des points extrémes dans notre systéme de coordonnées géodésiques p, g
dans le voisinage de 1'arc W(q,).

La formule bien connue qui permet de calculer le cosinus de 'angle
de deux courbes & partir de la forme quadratique exprimant la métrique,
nous donne

dA(0)

ds

cos Py =

En désignant d’une fagon analogue par A4'(s) la fonction p’(a(s), b(s))
dans le voisinage de 'arc (g’), et par ¥, V'angle que fait cet arc avec le
lieu des points extrémes, on a
dA’(0)

cos 9y = T

De I’équation définissant le lieu des points extrémes, on tire A(s)=4'(s),
d’ou il 8’ensuit naturellement que

29‘):19"),

ce que nous voulions démontrer.
Pour démontrer le lemme 2/, il suffit d’établir, par un calcul élémentaire
a partir de la formule du cosinus, la formule suivante

sin 9, = + 1(4(0), B(0)) 220

Comme &, ne saurait étre nul, la fonction inverse de ¢ = B(s) est aussi
une fonction analytique dans le voisinage de la valeur g,, ce qui nous
permet d’exprimer la coordonnée p du lieu des points extrémes comme
fonction analytique de g. Nous I'avons appelée P(g).

Ajoutons deux remarques qui nous seront utiles dans la suite.

On aurait évidemment pu choisir la partie de la courbe sur laquelle
on reportait s positivement de fagon que 9, et ¥ soient compris entre 0

n

et—2—.
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On vérifie d’autre part facilement que ’on doit prendre dans la formule
du sinus les signes contraires suivant que 'on considére 'arc A(g,) ou
Parc A(g;); la dérivée de B(s) a en effet le signe contraire de la dérivée
de B’'(s).

8.8. Avant de démontrer les propositions des n® 8.13, 8.14 et 8.15
qui conduiront finalement aux lemmes 3 et 4, nous avons besoin de
démontrer un certain nombre de propositions auxiliaires.

8’3l existe une infinité d’arcs géodésiques de longueur bornée normaux &
une courbe § et passant par un point P, toutes les géodésiques normales ¢
passent par P et tous les arcs compris entre P et § ont la méme longueur.
Ceci n’est évidemment possible que si P est & l'intérieur de §.

L’hypothése permet d’extraire une suite partielle de lignes géodésiques
® (1), ©(q2), ..., ®(g,), ... sur lesquelles on a porté les longueurs
D15 Pas cevs Pus --- telles que lim ¢, = ¢* et lim p, = p*. En outre

n-> oo n->o0
x(p'rw qn) = X,
et
Y(Pus 22) = Yo -

Considérons les deux équations z(p,q) = x, et y(p,q) = y,. Nous
prétendons qu’elles sont satisfaites identiquement par la fonction p = p*.
En effet, I'une au moins des deux expressions z,(p*, ¢*) et y,(p*, ¢%)
n’est pas nulle (1 du n° 6. 4). Supposons que ce soit la premiére. Dans ce
cas, le théoréme sur les fonctions implicites nous permet d’affirmer qu’il
existe une fonction analytique p = ¢(g), solution de z(p, ¢) = =, et telle
que @ (g*) = p*. La fonction y(p(g), ¢) est aussi une fonction analytique
de ¢. Comme dans le voisinage de ¢* elle prend une infinité de fois la
valeur y,, elle est identiquement égale & y,. Toutes les lignes géodésiques
voisines de ® (¢*) passent donc par le point P. Le calcul des variations
nous apprend que tous les arcs situés sur ces géodésiques entre § et P ont
la méme longueur, égale & p*. Les équations z(p, q) = x, et y(p, ¢) = y,,
identiquement satisfaites dans un intervalle autour de la valeur ¢* par la
fonction p = p*, sont identiquement satisfaites par cette fonction pour
toute valeur de q.

8. 9. 8l existe une infinité d’arcs géodésiques de longueur bornée normaux
& deux courbes analytiques réguliéres fermées § et ®, toutes les lignes géo-
désiques normales & § sont normales & & et réciproquement et tous les arcs
de ces géodésiques compris entre §.et ® ont la méme longueur.
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L’hypothése nous permet de considérer une suite convergente d’arcs
géodésiques W, A, ..., A,,, ... ayant les propriétés suivantes:

Pour tout n, A, est normal en @, & F et en P, & G.
lim A, = A*, lim P, = P* lim @, = Q* ;
n-> oo n->o0 n-> oo

A* est normal en Q* & F et en P* & G.

Soit p, la longueur de A, et p* la longueur de A*.

Aun®9. 1., nous reprendrons plus en détail les propriétés des paralléles
géodésiques définies par Gauss. Nous voulons seulement rappeler que ce
sont des courbes analytiques. Considérons la paralléle géodésique G* &
distance p* de ® et soit x = f(¢) et y = ¢ () son équation au voisinage
du point @*, auquel correspond la valeur ¢* du parametre. Désignons par
P, ¢, comme nous 'avons fait jusqu’ici, le systéme de coordonnées géo-
désiques engendré par la courbe {.

Dans le voisinage de § les fonctions p(x, y) etg (x, y) sont analytiques
et la courbe G* est donnée dans le domaine D au voisinage de @* par
deux fonctions analytiques

p=g¢l) et g=yp().

A cause de I'hypothése, pour une infinité de valeurs ¢, ¢,,...,¢,, —t*
la courbe B* est perpendiculaire aux droites g = g,, c’est dire que

d‘P (t,) . : d‘P(t)
— = 0. La fonction 7

elle est identiquement nulle, et ¢ () est une constante; comme ¢ (i*) = 0,
on peut affirmer que ¢(f) = 0 et que la courbe ®* coincide avec la
courbe §, ce qui prouve bien, & cause de la définition de G*, que tous les
arcs de géodésiques normaux a @ sont normaux a § et réciproquement et
que tous les arcs ont la méme longueur.

étant analytique en méme temps que ¢ (¢)

8.10. En particulier on peut considérer le cas ot § et ® sont iden-
tiques; la proposition suivante n’a donc pas besoin de nouvelle démons-
tration.

8’3l existe une infinité d’arcs géodésiques de longueur bornée normaux en
leurs deux extrémités & une courbe §, toutes les géodésiques normales & §
recoupent § normalement et tous ces arcs ont la méme longueur. On voit
facilement que ceci n’est possible que si les arcs géodésiques sont situés a
P'intérieur de &. Dans ce cas on peut démontrer que tous les arcs extrémes
aboutissent en un seul point, nécessairement focal. Il suffit de considérer
la paralléle géodésique & une distance de § égale & la moitié de la longueur
des arcs considérés.
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8.11. Deux arcs minimum aboutissant au méme point extréme P,
divisent la région du plan de Riemann ou se trouve P, en deux parties
dont une au moins est bornée. On peut affirmer que

Ou bien il existe a Uintérieur de ce domaine borné au moins un arc extréme
focal, ou bien tous les arcs extrémes de § aboutissent en P,.

La seconde éventualité est évidemment exclue si P, est situé & 'exté-
rieur de § puisqu’il existe au moins un arc extréme de longueur infinie
a 'extérieur de § (n° 8. 1.).

La démonstration de ce théoréme est analogue & celle que Carathéodory
a donné pour le cas limite ol § se réduit & un point ([5], p. 231).

Soient @, et @, les deux points de § d’oli partent les arcs minimum
aboutissant en P,. Soit §, 'arc de § qui limite avec ces deux arcs le
domaine borné considéré. Si une infinité d’arcs extrémes issus de §,
aboutissent en P,, le n® 8. 8. nous apprend que tous les arcs extrémes
issus de & aboutissent en P,. Sinon, nous pouvons prendre sur §, un
point @,, tel que I’arc extréme issu de ce point n’aboutisse pas en P,. Si
cet arc extréme est focal, le théoréme est démontré. Si ce n’est pas le cas,
au point extréme P,, extrémité de I’arc extréme partant de @,, et néces-
sairement situé & l’intérieur du domaine borné considéré, aboutit au
moins un autre arc extréme, issu d’un point ;. Avec les deux arcs
extrémes issus de @, et de @; nous pouvons répéter la méme construction
que nous venons de faire pour les arcs extrémes issus de Q, et de @', et
ainsi de suite. Si un des arcs extrémes ainsi construits est focal, le théo-

réme est vérifié; sinon ont peut toujours choisir la suite @,, @,, ..., @,, ..
de telle facon que lim @, = @* et lim @, = Q*. 1l suffit de prendre Q,
n-> o0 n->» oo

au milieu de l'intervalle @,Q., @, au milieu de Q,Q;, etc. L’arc extréme
issu de @* est focal, comme le montre le n® 7. 5.

8.12. Le nombre des arcs minimum aboutissant @ un point extréme est
fini, ou bien tous les arcs extrémes aboutissent en ce point.

La seconde éventualité ne peut se présenter que si le point considéré
est situé & I'intérieur de la courbe, & cause de la remarque du n° 8. 1.

Ce théoréme n’est en réalité qu’un cas particulier de 8. 8 et se trouve
par conséquent déja démontré.

8.13. Dans un domaine borné du plan de Riemann, le nombre des points
extrémes focaux est fini.

Le n® 8.5 nous apprend que ces points doivent correspondre & des
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suite de ces valeurs. Comme ces points extrémes focaux appartiennent
au domaine D,, le n° 7. 4 nous apprend que ou bien 'on a affaire & un
seul point extréme focal, ou bien la suite des points focaux est divergente.
On tiendra compte dans la démonstration de la derniére remarque
du n° 8. 3.

valeurs de ¢ qui annulent soient ¢;, 95, ..., ¢y,... UNE

8. 14. Dans un domaine borné du plan de Riemann le nombre des points
extrémes ou aboutissent au moins trois arcs minimum est fins.

Pour démontrer indirectement ce théoréme, supposons qu’il existe dans
un domaine borné du plan de Riemann une infinité de points extrémes olt
aboutissent au moins trois arcs minimum. Soit P,, P,, ..., P,, ... une
suite de ces points. Nous désignons par %, A, A? trois des arcs mini-
mum aboutissant en P,, n =1,2,3, ....

Appelons la figure formée par les trois arcs A, AL, A le triple rattaché
a4 P, et dont P, est le sommet. Un triple divise la région du plan de
Riemann ou se trouve son sommet en trois domaines, tous les trois bornés
si P, est & I'intérieur de & et dont deux seulement sont bornés si P, est
a l'extérieur de §. Deux triples de sommets différents n’ont aucun point
commun, comme le montre le n° 5. 8; un triple est donc entiérement com-
pris dans un seul des trois domaines formé par un autre triple. Soit une
suite infinie de triples de sommets P,, P,, ..., P,, ...; on peut toujours
trouver une suite partielle de triples de sommets P, , P, ,..., P, ,...
jouissant de la propriété suivante: Etant donné un triple de sommet P,
les triples postérieurs sont tous contenus dans un seul des trois domaines
formés par le triple de sommet P, . Le triple de sommet P, posséde
donc au moins un domaine borné qui ne contient aucun des triples posté-
rieurs. Soit ¥, wun point extréme focal contenu, d’aprés le n® 8. 11. &
Pintérieur de ce domaine. On peut déterminer de cette fagon par une
suite de choix convenables une suite de points extrémes focaux, tous
différents les uns des autres. D’aprés le n° 8. 13., une telle suite doit étre
divergente, ce qui est évidemment impossible si la suite des sommets se
trouve dans un domaine borné. Il est clair en effet que les triples con-
sidérés satisfont & la condition de la derniére remarque du n 4. 3.

8.15. Nous appelons point normal stationnaire un point extréme
normal pour lequel la dérivée de la fonction P(g) est nulle {idem pour

N(g)}-
Dans un domaine borné, il 'y a qu'un nombre fini de points normaux
stationnaires.
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11 suffit pour le démontrer de constater qu’en un point normal station-
naire P, les deux arcs minimum qui aboutissent en P forment un angle
égal & deux droits et constituent donc un arc géodésique normal en ses
deux extrémités & la courbe §; en effet puisque la dérivée de P(q) est
nulle, le lieu des points extrémes forme avec chacun des arcs minimum
un angle droit, car d’aprés le n® 8.7. cos ¢, = 0. Nous avons vu au
n® 8.10. qu’il existe tout au plus un nombre fini d’arcs géodésiques
normaux de longueur bornée en leurs deux extrémités & la courbe & ou
que tous les arcs extrémes aboutissent en un méme point. Dans le premier
cas, il existe un nombre fini de points dans un domaine borné du plan de
Riemann ou la dérivée de P(g) est nulle; dans le second cas, le point
extréme considéré n’est pas normal.

8.16. Nous appelons point particulier un point extréme anormal ou
un point normal stationnaire.

Lemme 3. 11 n’existe dans un domaine borné du plan de Riemann qu’un
nombre fini de points particuliers.

C’est une conséquence directe de la définition des points particuliers
et des propositions démontrées aux n® 8. 13, 8. 14 et 8. 15.

8.17. Lemme 4. L’éguation P(q) = p, w'a qu'un nombre fini de
solutions.

{Idem pour N(q), pour laquelle cependant il y a une exception, le cas
olt N(q) est identiquement égal & p,.}

Si I’équation considérée possédait une infinité de solutions, il existerait
aussi une infinité de minima relatifs de la fonction positive P(q) plus
petits ou égaux & p,. Ces minima correspondent nécessairement & des arcs
extrémes aboutissant en des points particuliers. Nous venons de voir
(n° 8.16.) qu’il ne peut pas y en avoir une infinité dans un domaine
borné.

9. Vraies paralléles

9.1. Conformément & la définition de Gauss nous appelons paralléle
géodésique & distance p, de la courbe § le lieu des points obtenus en
reportant & partir de § la longueur constante sur toutes les lignes
géodésiques normales & §. C’est aussi une trajectoire orthogonale de

la famille des lignes géodésiques normales & §. Dans le domaine D
la paralléle géodésique correspond au segment situé sur la droite
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P =Dy, 0=q¢=L(F). Dans le plan de Riemann, c’est une courbe
analytique dont les équations paramétriques sont

z=1x(py,q) € y=y(po,q) -

Si f(po, go) = 0, 2(Pos 9o) €6 Y,(Po, @o) Ne sont pas tous les deux nuls
(n° 6. 4) et la courbe est réguliére en ce point (n® 5. 2). Si f(p,, go) = O,
c’est-a-dire si le point considéré est un foyer, x,(p,, go) et ¥, (o, ¢o) sont
nuls et la courbe présente en général un point singulier. Puisque d’apreés
le n® 7. 2 P(q) est une fonction analytique, une paralléle géodésique ne
peut posséder quun nombre fini de points singuliers & moins que
P(q) = p,, auquel cas la paralléle géodésique dégénére en un point.

9.2. Nous définissons une vraie paralléle géodésique & la courbe &
comme le lieu des points situés & une distance constante de la courbe §.
Les n® 5. 4 et 5. 5 nous apprennent que tout point de la vraie paralléle
géodésique a distance p, appartient aussi & la parallele géodésique a
distance p,.

La vraie paralléle géodésique a pour image dans le domaine D les
points du segment p = p,, 0 < ¢ < L(F) qui appartiennent & D,; ces
points sont situés sur un nombre fini de segments, comme il ressort du
n? 8. 17. L’image d’un segment du domaine D étant un arc analytique
dans le plan de Riemann, nous pouvons affirmer que

La vrate paralléle & distance p, se compose d’un nombre fini d’arcs
analytiques appartenant & la paralléle géodésique o distance p,.

Comme la distance entre la courbe § et un point P est un nombre
bien défini, on peut affirmer que

Chaque point du plan de Riemann est situé sur une et sur une seule vraie
paralléle & une courbe donnée.

Etant donnée une vraie paralléle & distance p, de &, ot nous supposons
P, positif, il est clair que la vraie paralléle en question est la frontiére
entre I’ensemble des points situés & une distance p > p, de § et ceux
situés & une distance p < p, de §. Ce dernier ensemble est évidemment
connexe puisque chacun de ses points peut étre joint & la courbe § par
un arc minimum dont tous les points sont & une distance de §§ nécessaire-
ment inférieure & p,. Cet ensemble est d’autre part borné, conséquence du
n® 4. 3; on peut en conclure que

La vraie paralléle a distance p, de § est formée d’une ou de plusieurs
courbes fermées, que nous appelons les composantes de la vraie paralléle.

Une de ces courbes fermées est la frontiére d’un ensemble connexe de
points qui comprend tous les points & distance arbitrairement grande de
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la courbe . Nous 'appelons la composante extérieure de la vraie paralléle
considérée. C’est une courbe simplement fermée qui contient toutes les
autres composantes de la vraie paralléle.

On verrait de méme qu’une vraie paralléle intérieure & la courbe § est
formée d’une ou de plusieurs courbes fermées. Aucune de celles-ci toute-
fois ne joue un réle particulier, car & 'intérieur de la courbe & il n’existe
pas de points & distance (négative) arbitrairement grande.

9.3. La longueur d'un arc de paralléle géodésique peut se calculer
facilement & l'aide de la fonction f(p, ¢). En effet comme p est constant
I’élément d’arc du n® 6. 2 se réduit &

ds? = f3(p, q) dq® .

La fonction f(p, q) étant positive sur toute vraie paralléle géodésique
(n® 7.7 et 8. 3), la longueur de celle-ci, que nous désignons par L(p),
peut s’exprimer & l'aide de la somme d’intégrales suivante:

n(®) ;@)

Lp=3 f)f(p,q)dq ,

=1 g¢,(»
ol n(p) désigne le nombre d’arcs de la paralléle géodésique formant la
vraie paralléle géodésique et q,(p), gi(p) les valeurs de ¢ correspondant
aux extrémités de ces arcs.

9.4. Théordéime 1. L(p) est une fonction continue.

Donnons la démonstration lorsque p est positif, la démonstration lors-
que p est négatif étant analogue. Nous considérons la fonction auxiliaire
suivante:

e, 0) =f(p.q) si 0=<=p=P,
9P q) =0 si p > P(g) .

La fonction L(p) peut se mettre alors sous la forme

L
L(p) = (! o(p,9) dq ,

ou L représente la longueur de la courbe .

Prenons une valeur de p quelconque, p,>0 et un nombre positif
arbitrairement petit e. Au n° 6.3 nous avons vu que f(p, q) est une
fonction continue; il existe donc un 6 tel que pour tout ¢,0 <g <L

€

Lo, 9 — P, d | < 57 >
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dés que |p — p,| < 6. Soit M le maximum de f(p, ¢) dans la bande com-
prise entre p, — J et p, + 6 et M* le plus grand des deux nombres M et

2—% . Soient ¢;(p,) i=1, 2, ..., n les n solutions de I’équation P(q) = p,;
il y en a un nombre fini, éventuellement nul, d’aprés le n°8.17 (nous ne
faisons pas de distinction ici entre les g,(p,) et les g;(p,) ). De part et d’autre

de chacun des ¢,(p,) nous portons la quantité &’ Appelons

T 4n .M *°
€ l'ensemble des intervalles ouverts g,(p,) —e&’ < ¢ < ¢;(py) + ¢’ et €
Iensemble des intervalles complémentaires de € sur le segment
0 <¢ < L. Puisque € est un ensemble fermé, le minimum ¢’ de la
fonction |P(q) — p,| sur € est certainement pris en un point de €. Il
est plus grand que 0, puisque P(gq) = p, seulement aux points g,(p,),
qui n’appartiennent pas a .
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que

|L(p) — L(po)| <e dés que |p — po|<Min (8, 8’). Choisissons p satis-
faisant & cette condition, et estimons la quantité

L
L(p) — L(p,) = 5( le@,9) — oo, 9)] dg -

M* et 4 sont définis de fagon & ce que |@(p, ¢) — @(po, 9)| < M* dés que

| p — po| < 8. Dans chacun des intervalles entourant un g¢,(p,), I'intégrale

se laisse évaluer &
qi(pf)+e’

[p(0.9) — @0, )] dg | < 26 M*——% ,
ai (Po)—e’

Sur ’ensemble € composé des n intervalles entourant les g,(p,), qui du

reste peuvent se recouvrir en partie, I'intégrale est plus petite que —;- .

D’autre part, en tout point de €, ¢(p, ) et @(py, g) sont ou tous deux
nuls ou tous deux définis par f(p, q) et f(p,, g) car si tel n était pas le cas,
il y aurait entre p et p, une valeur p’ telle que P(q) = p’ contrairement &
I’hypothése que &’ est le minimum de |P(q) — p,|, ¢’est-a-dire que

|P(q) — pol > 8’. Dans les deux cas [@(p, 9)—¢(Dy,9) | < —2-§L—et Pintégrale
sur ¢ est plus petite que ~;- . L’intégrale étendue aux deux ensembles

€ et €, égale & |L(p) — L(p,)| est plus petite que &, ce qui démontre
le théoréme.

9.5. Aprés avoir démontré que L(p) est une fonction continue pour
toute valeur de p, nous allons démontrer qu’elle est presque partout
analytique.
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Nous avons vu au n® 8. 16 qu’il n’existe dans un domaine borné du
plan de Riemann qu’un nombre fini de points particuliers. Nous disons
que p, est une valeur particuliére de p si la vraie paralléle & distance p,
passe par un point particulier. Il est bien clair que dans tout intervalle
borné p, < p < p,, il n’existe qu’un nombre fini de valeurs partlcuheres
de p, puisque par tout point du plan de Riemann ne passe qu’une seule
vraie paralléle & une courbe & donnée. Or il est facile de démontrer le

Théoréme 2. Pour toute valeur non particuliére de p, la fonction L(p) est
analytique.

Le théoréme de Weierstrass sur les fonctions implicites nous permet
tout d’abord d’affirmer que les limites ¢,(p) et ¢i(p) des intégrales qui
interviennent dans le calcul de L(p) sont des fonctions analytiques de p;
ce sont en effet les fonctions inverses de la fonction p =P(q) {ou p=2N(q)},

dN(q
@¢q "0 o
tréme non particulier. Quant a »(p) cest, d’aprés le méme théoréme,
une constante pour une petite variation autour d’une valeur non parti-
culiére de p. Comme nous avons vu au n° 6. 3 que f(p, ¢) est une fonction
analytique, il s’ensuit que la fonction L(p) est analytique.

analytique et telle que en tout point ex-

9. 6. Pour toute valeur non particuliére, la régle de dérivation d’une
intégrale par rapport & un parameétre nous permet de calculer la dérivée
de L(p). (Nous ne pourrions plus appliquer cette formule pour des valeurs
particuliéres de p, pour lesquelles nous avons renoncé a définir la dérivée
de L(p). En fait il serait aussi possible de définir une dérivée par la gauche
et une dérivée par la droite, & condition d’admettre — oo et 4+ oo comme
valeurs admissibles pour ces dérivées.)

Nous obtenons la formule suivante

q‘ (p) q,(p) 1

=2 o T IP.4P) — (P, 4:(P))

t=1

a(p) - L@
Mm m[‘wmm
q;(p)

Cherchons la signification géométrique de cette formule. On sait que

la courbure géodésique d’une paralléle géodésique vaut f f” ((;’ q)) ([5],p-174).

Nous désignerons cette quantité par k,(g) et 'élément d’arc de la paralléle
géodésique par do,; on sait que ce dernier est égal & f(p, q) dg. Désignons
par 9,(p) la mesure de ’angle compris entre I’arc extréme correspondant
4 ¢,(p) et le lieu des points extrémes. Désignons de fagon analogue par
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9;(p) la mesure de l'angle compris entre I’arc extréme correspondant &
¢;(p) et le lieu des points extréme. Nous pouvons évidemment choisir

9:(p) {oud}(p)} compris entre 0 et —72z- Les formules établies au n® 8. 7

nous permettent de démontrer facilement les relations suivantes, valables
pour p> 0,

dq,(p)
dp

U _ g o).

f(»,9:(p)) = tg 4;(p) et f(p,q;(p))

On vérifiera en particulier le juste choix des signes, en remarquant que
¢:(p) est une fonction croissante et que g;(p) est une fonction décroissante
de p. Pour p négatif on obtient les mémes formules, mais avec le signe
contraire.

On peut donc exprimer la dérivée de L(p) & 1'aide des formules sui-
vantes:

dL(p) n(®) eip)
p>0, — = = > [ | ky(q)do, — tg 0§(p)—tg0i(p)],
P t=1 q; ()
dL n(p) a; L (p)
p<0,-—d;0—p)—- 1[ f( k(q)d%thgﬁ’(p)thgﬂ(p)]
= q,(p)

Appliquons la formule de Bonnet généralisée, au domaine connexe com-
pris entre la courbe § et la vraie paralléle a distance p. Soit k(g) la cour-
bure géodésique de la courbe §, m(p) le nombre de composantes de la
vraie paralléle & distance p et C(p) I'intégrale de la courbure totale sur
le domaine compris entre la courbe § et la vraie paralléle & distance p. On
a alors pour une valeur positive et non particuliére de p,

n(p) a;(®) n(p) L(%)
( (f k,(9) do,.) — ¥ [Bi(p) + ()] — [ k@ dg+Cp) =
.-1 a,(») =1 0

Le second terme, le seul dont la présence demande quelques explications,
provient des angles que forment les différents arcs de la vraie paralléle
aux points ol ils se raccordent. En un tel point aboutissent deux arcs
extrémes %(g,) et A(¢,); 'angle formé parles deux arcs de la vraie paralléle
se compose de deux droits plus les deux angles &, et 9, compris entre le
lieu des points extrémes et les arcs A (g,) et A (go). L’excédent de x est bien
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9o+, dont la somme étendue & tous les points extrémes de la vraie
paralléle considérée est égale au deuxiéme terme de notre formule.

Pour p négatif on trouve une formule analogue.

Nous pouvons maintenant donner pour la dérivée de L(p) deux formu-
les que nous pouvons considérer comme le but principal de cette premiére
partie:

dL(p) _
dp

L(%) n(p)
— @) dg - 2a(m(p) - 1) - Op) - 3, [t8 94(5) - 04(p) +tgd:(0)- 0.0,

t=1

p>0,

dL(p) _

L(® n(p)

= J K@) dg+ 2a(m(p)~1) + C(p) + 3 [tg %) -9u(p)+tg 0u(p)~0:(p) ] -
9. 7. Des deux formules précédentes, on peut tirer des inégalités qui

nous serviront dans la suite et qui constituent notre

Théoréme 3
L
pour p>0 "” sjk<q>dq—0<p>,
_ dL ®
pour p<p<0, ;p) z [ k@dg+ () -

11 suffit en effet de remarquer que dans les formules du n° 9. 6 m(p)
est au moins égal & 1 et que chacune des différences tg 9,(p) — 9,(p) est

positive, puisque #,(p) est compris entre 0 et z .

2
9. 8. Nous aurons enfin besoin de la formule suivante valable sans
exception, bien que dl(;;)p) ne soit peut-étre pas défini pour toute
valeur de p:
Théoréme 4 dL
L(p) — Lip) = | 222 gy

41 p

Cette formule est évidente si dans Pintervalle p, < p < p, il n’y a

dL (p)
dp

aucune valeur particuliére; est en effet une fonction analytique

dans tout 'intervalle.
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Supposons maintenant qu'une des limites, par exemple p,, soit une
valeur partieuliére de Vintervalle p, < p < p, et que ce soit la seule. On

D&
définit alors j pp ) dp comme lim _f sz()p) dp. Pour lintervalle

e>0 py

P = p = p,—e¢, on a évidemment
dL
f ) 4p = Lps—e) —Lip) -

Lorsque ¢ tend vers zéro, le membre de droite tend vers L(p,) — L(p,),
puisque la fonction L(p) est continue, d’aprés le n® 9. 4; dans ce cas, la
formule est donc aussi valable.

Dans le cas général, on peut affirmer que dans tout intervalle
P = P = Py, il 0’y a éventuellement qu’un nombre fini de valeurs parti-
culiéres. On pourra donc décomposer I'intervalle en un nombre fini d’inter-
valles pour chacun desquels la formule sera valable. En faisant la somme
de toutes les intégrales et grice & la continuité de la fonction L(p), on
démontre la formule proposée, pour des valeurs p, et p, quelconques.

9.9. Soient p,, p, deux nombres tels que p < p, < p,, ol p représente,
comme au n° 8. 1, la longueur, comptée négativement, du plus grand arc
minimum contenu & l'intérieur de §. Désignons par D(p,, p,) la partie
du domaine D, comprise entre les droites p = p, et p = p, ; c’est I'image
de I’ensemble des points dont la distance & la courbe § est comprise entre
P, et p,. L’élément d’aire étant égal en coordonnées géodésiques &
f(p, @) dp dq, l'aire du domaine situé entre les deux vraies paralléles &
distance p, et p, peut s’exprimer & I’aide de I'intégrale

Ap,ps)= [f f(p.q)dpdg.

D(p1,P2)

La frontiére de ce domaine étant formée d’'un nombre fini d’arcs
rectifiables ne crée aucune difficulté pour le calcul de cette intégrale.

Commencgons par intégrer par rapport & q; l'intégrale est alors a
étendre sur un certain nombre d’intervalles dont nous avons désigné les
limites au n® 9. 3 par ¢,(p) et ¢;(p). Nous obtenons

Ps n(®) a;(»
A(pl,pz)=fdp( Yy f f(p,q)dq)-
P1 i=1  ¢i(p)

La quantité entre parenthéses est précisément égale & L(p), de sorte
que notre formule devient
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P2
A(p,po) = | L(p)dp .
21
Cette formule nous permet de calculer en particulier 1’aire comprise &
Pintérieur d’une courbe analytique réguliére, simplement fermée §. La
formule obtenue constitue le

Théoréme 5 A(F) = J Lip)dp .

On peut d’autre part calculer I’aire du plan de Riemann tout entier par
un passage a la limite & ’aide du

Théoréme 5’ b
Ap= | L(p)dp .
V4

9.10. Pour les démonstrations de la seconde partie, il suffira de retenir
de cette premiére partie les théorémes 1 & 5, énoncés & partir du n® 9. 4.

Nous voulons signaler enfin un cas particulier intéressant; c’est celui
des vrais cercles, dont nous donnons la définition suivante: Un vrai cercle
est le lieu des points équidistants d’un point fixe. La courbe & se réduisant
4 un point, les démonstrations que nous avons données pour une courbe
analytique réguliére ne sont naturellement pas valables sans autre ex-
plication. On pourrait les refaire de maniére tout & fait semblable, en
tenant compte des résultats déja obtenus par Myers®). Mais il est
encore plus simple de prendre, autour du point fixe, un cercle géodésique
suffisamment petit pour qu’il soit régulier, et de considérer les vrais
cercles autour du point comme les vrais paralléles & ce petit cercle géo-
désique.

SECONDE PARTIE

Le probléme isopérimétrique
10. Aire totale

Dans ce chapitre, nous nous proposons de démontrer le

Théoréme A. Tout plan de Riemann & courbure non négative posséde une
aire infinie.

Dans ce but nous allons donner quelques définitions et établir deux
lemmes.

15) Voir note 19).
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10.1. Etant donné dans un plan de Riemann (& courbure d’ailleurs
quelconque) un domaine borné, nous appelons ceinture autour de ce
domaine) une ligne rectifiable simplement fermée comprenant tous les
points du domaine donné & 'intérieur.

Nous appelons d’autre part suite divergente de courbes une suite de
courbes &,, &,, ..., €, ... telles que toute suite de points P, P,, ..., P,, ...,
pris respectivement sur €,, €,, ..., €,, ... soit divergente dans le plan de
Riemann. Nous avons donné la définition exacte d’une suite divergente
de points au n° 4. 1.

Soit © une suite divergente de ceintures &;, &, ..., Fn, ... autour
d’un domaine B; nous désignons leurs longueurs par L(%;), L(F.,), -- .,
L(E,), ... .

Soit L*(S) = lim L(%F,) .

n—> oo

Puisque L({,) > 0, cette limite existe évidemment; elle est positive
ou nulle.

Dans un plan de Riemann, nous considérons toutes les suites diver-
gentes de ceintures autour d’'un domaine B et nous posons

L* = borne inf. L*(S).

Cette borne existe évidemment, puisque L*(&) = 0. On peut méme
ajouter que L* est en quelque sorte indépendant du domaine B. Il est en
effet facile de démontrer qu’étant donné un autre domaine borné B’, il
existe un » & partir duquel toute ceinture d’une suite divergente autour
de B est aussi ceinture autour de B’. Il suffit de considérer un domaine
borné simplement connexe B* contenant B et B’ et de remarquer que
les courbes d’une suite divergente n’ont & partir d’'un certain rang aucun
point commun avec un domaine borné donné, mais quelconque.

Toute suite divergente de ceintures autour du domaine B forme donc
aussi, & part un nombre fini de courbes, une suite divergente autour de
B’, ce qui montre bien que L* ne dépend pas du domaine B.

10. 2. Dans un plan de Riemann & courbure non négative, les résultats
de Cohn-Vossen (voir en particulier [4], p. 132) nous permettent d’affirmer

e L*>o0.
En effet, étant donné un domaine B, simplement connexe, du plan de
Riemann, Cohn-Vossen considére la borne inférieure de la longueur de

toutes les ceintures autour de B ; soit A cette borne. Cohn-Vossen appelle
suite minimale une suite de ceintures dont la longueur tend vers A ; dans
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Y

le cas d’'un plan de Riemann & courbure non négative, il démontre
T’existence d’une suite minimale bornée, c’est-a-dire dont les courbes
sont situées dans un domaine borné; on vérifie aisément que la limite 4
de leur longueur ne saurait étre nulle. Comme on a évidemment L* > A,
on peut énoncer le

Lemme I. Pour tout plan de Riemann & courbure non négative L* > 0.

10.3. Etant donnée une courbe analytique réguliére simplement
fermée &, nous avons désigné dans la premiére partie de ce travail la
longueur de la vraie paralléle & distance p par L(p). Nous avons vu au
n° 9. 9 comment on peut calculer l'aire totale du plan de Riemann & I'aide
de l'intégrale o
Ay = ! L(p)dp .

4

Supposons que nous ayons 3 faire & un plan dont l’aire totale soit finie.

On voit qu'une condition nécessaire pour cela est que lim L(p) = 0,
N> oo

c’est-a-dire qu’il existe une suite de valeurs p,, p,, ..., p,, ... tendant
vers l'infini, telles que lim L(p,)= 0. Or il est clair que les composantes

7> oo

extérieures §,, Fa, ---> Tn» --- de ces vraies paralléles forment une suite
divergente de ceintures autour du domaine compris & Pintérieur de §
(n® 9. 2). Comme on a évidemment L({,) < L(p,), on peut affirmer que
lim Z(&,) = 0. D’ou nous tirons la conclusion suivante:
n-> o

Lemme II. Si Patre d’'un plan de Riemann est finie, on a nécessairement
L* = 0.

10.4. L* ne pouvant étre a la fois positif et nul, on constate que le
théoréme A n’est qu’une conséquence logique de la conjonction des
lemmes I et II; il est donc démontré.

10. 5. Sil’on considére un plan de Riemann & courbure jamais positive,
on sait que le systéme de coordonnées géodésiques polaires autour d’un
point quelconque est valable sur tout le plan. A V'aide de ces coordonnées,
on démontre facilement que ’aire totale d’un plan de Riemann & courbure
non positive est infinie.

Ce résultat, joint au théoréme A, nous permet de conclure par le
théoréme suivant:

Tout plan de Riemann dont Uaire totale est finie présente des points &
courbure positive et des points & courbure négative.
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11. Inégalité isopérimétrique

Etant donnée dans un plan de Riemann une courbe analytique,
réguliére, simplement fermée §, nous désignons par L la longueur de &,
par A laire du domaine compris & I'intérieur de § et par « 'intégrale
de la courbure géodésique le long de &.

Nous nous proposons de démontrer maintenant 1’inégalité isopérimé-
trique (I), valable dans un plan de Riemann & courbure non négative

L2 =224.«. 45

11. 1. Nous partons de la formule établie au n® 9. 7,

L
LD 2 kv o) - M)

Elle est valable dans tout intervalle p, < p < p,, ol p < p, < p, =0,

sauf éventuellement pour un nombre fini de valeurs particuliéres (n° 9. 6)

olt 4L(p) n’existe pas.
dp

En tenant compte de I'inégalité (1) dans la formule du n® 9. 8
L(0)— L(p) = j" aL (zo)
nous obtenons immédiatement pour tout p, ol p < p < 0
L) S L+ xp— [Cw)dp. @)

Dans un plan de Riemann & courbure non négative C(p) = 0 et nous
pouvons en déduire 1’inégalité

Lp) =L+ «xp.

Nous voulons introduire cette derniére dans la formule du n® 9. 9

A = | L(p)dp
»

qui nous livre alors -
A< —Lp—« r

()

En désignant par 7 la longueur du plus grand arc minimum contenu a
Pintérieur de §, on a p = — 7. Remarquons encore que r peut étre con-
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sidéré comme le rayon du vrai cercle le plus grand inscrit dans la courbe §.
Notre inégalité s’écrit alors
,’-2
A<Lr—« 5 - (3)
Cette formule est la généralisation d’une formule connue, démontrée
dans le plan euclidien par Bonnesen!é). Notre inégalité (I) en est une
conséquence presque immédiate. Une simple transformation algébrique
nous livre en effet e

o J— 2
455 — (L—«7)

Nous verrons au n° 11. 1. 1 que « est positif. Cette formule est done équi-

valente a I = 26 + (L — x7)? @

d’olt 'on déduit immédiatement 1'inégalité isopérimétrique (I), ainsi
démontrée.

11.1.1. Nous devons encore montrer que la quantité « est comprise
entre 0 et 2n. La formule de Bonnet nous montre en effet qu’elle est égale
3 27— C(F), o C(F) représente l'intégrale de la courbure de Gauss
K(x, y) sur le domaine compris & Pintérieur de §. Puisque K(z, y) est
analytique et jamais négatif, on a évidemment d’une part C(F) = 0 et
d’autre part, si O(F) #= 0, C(§) < Cp ou Cp désigne l'intégrale de la
courbure totale étendue a tout le plan de Riemann. Or Cohn-Vossen a
démontré ([4], p. 79—80) que C, =< 2xz. Nous en concluons donc que

0 <O < 2n

et que
- O<k Z2m.

11. 2. Pour que l’égalité ait lieu dans la formule (I), il faut, d’aprés (4),

que L—«kr=0. (5)
Or, on tire de (2) que
(1]
L—«rz[Cp)dp z0. (6)
11 faut done que 0 ’
Jeprdp=0. (7)
P

Ceci n’est possible que si K(z, y) = 0, c’est-a-dire si 1’on se trouve dans
un plan euclidien.

18) Voir note 11),
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11. 3. Nous avons vu au n° 11. 1. 1 que « est égal & 2x — C(§F). On
peut remplacer « par cette expression dans toutes les formules du n° 11. 1
ainsi que dans I'inégalité (I) qui devient

I* = 2427 —C(F)). (II)

11. 4. Considérons maintenant le cas d’une courbe non analytique &
pour laquelle nous voulons aussi démontrer la validité de la formule
isopérimétrique (II).

Nous nous bornons & supposer que § est rectifiable et simplement
fermée. La longueur L de la courbe § est donc un nombre bien défini,
ainsi que l'aire 4 et l'intégrale C(gF) de la courbure totale du domaine
situé 4 l'intérieur de §. Une démonstration de ce fait serait basée sur
Papproximation de § & I'aide de polygones géodésiques.

Comme nous l'avons fait pour une courbe analytique réguliére au
n® 5. 3, nous pouvons aussi définir la distance g(P, §) d’un point P du.
plan de Riemann & la courbe § comme la borne inférieure de la longueur
des arcs de courbe rectifiables joignant P et un point quelconque @ de .
Nous pouvons également définir les arcs minimum et les points extrémes
par rapport & la courbe non analytique §. En particulier, nous conti-
nuerons & désigner par p(= — r) la longueur, comptée négativement, du
plus grand arc minimum contenu & l'intérieur de §. Remarquons par
contre que « perd sa signification primitive, dés que ’on ne suppose plus
que les fonctions qui représentent la courbe § sont au moins deux fois
dérivables; dans ce cas, la formule (I) n’a plus de sens. Il n’en est heureu-
sement pas de méme pour la formule (II), qui, pour cette raison, présente
un réel avantage sur la formule (I). Toutes les formules contenant « sont
cependant valables, d’une maniére tout & fait générale, & la condition que
Ion entende par « la quantité 2z — C(§); c’est ce que nous ferons
jusqu’a la fin du chapitre 11, en particulier au n° 11. 5.

11.4.1. Afin d’appliquer les résultats déja obtenus, nous considérons
une suite de courbes analytiques réguliéres, simplement fermées,
1> Fas --or Fns --- cOnvergeant vers F et telles que

lim L,=1L,

n-> oo

lim 4,=4,

n> o (8)

lim Pn=7D ;
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les symboles avec I'indice » ayant la méme signification pour la courbe
&, qu'au n® 11. 1 les symboles sans indice pour la courbe .

Si & se compose d’'un nombre fini d’arcs analytiques, on construirait
facilement la suite de courbes dont il est question & 'aide par exemple
de la représentation conforme de I'intérieur de § sur un cercle. Les quatre
relations exigées sont alors facilement vérifiables pour les courbes cor-
respondant aux cercles concentriques, tendant vers le cercle frontiére.

Si & ne remplit aucune hypothése de régularité autre que celle énoncée,
il faudrait faire une double approximation, tout d’abord de § a l’aide de
polygones géodésiques convenablement choisis, puis de chacun de ces
polygones a 'aide de courbes analytiques réguliéres. Notre but n’est pas
d’entrer dans les calculs qui permettraient de trouver, a1’aide du procédé
diagonal, la suite cherchée et de vérifier les quatre relations exigées.

Les formules (3), (4) et (II), vraies pour chacune des courbes {,,
peuvent étre directement étendues a la courbe &, grice aux formules (8).

11. 5. Il nous reste & discuter le signe d’égalité de la formule (I) pour
des courbes quelconques. Nous allons également démontrer qu'une con-
dition nécessaire pour 1’égalité et que la courbe soit située dans un plan
euclidien.

Supposons qu’on aie le signe ” = ” dans la formule (I). Comme au
n® 11. 2, on en déduit, en vertu de (4), que

L—kr=0 s (5)
d’ot1 'on tire & P’aide des formules (8)
lim (L, —«,7,) =0 . (5")

n-> oo
La formule (6), valable pour chacune des courbes {, nous permet alors
d’affirmer que 0
lim | C,(p)dp=0 . (7)

n-> 0 on

Pour déduire de 13 que, pour p constant,
lim C,(p)=0, (7")

n-> o

nous considérons deux nombres p’ et p”, ol l'on a p < p’ < p” < O0;
d’aprés (8) on a dés que n est suffisamment grand p, < p’; on peut en
conclure, puisque C,(p) est positif et ne peut croitre lorsque p croit, que

0 "
J Cup)dp 23‘ Co(p) dp = (p"—p') Cu(?") -

Py »

Cette formule combinée avec (7’) nous livre immédiatement (7”).
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Désignons par B,(p) le domaine compris entre la courbe et la vraie
paralléle & distance p de cette courbe. Il est aisé de voir que la conver-
gence des courbes §, vers la courbe § entraine 1’existence d’un domaine
® compris entiérement & l'intérieur de tous les B,(p) dont I'indice 7 est
suffissmment grand. On peut prendre par exemple lintérieur d’un

cercle géodésique dont le centre est 4 distance % de & et dont le rayon

est suffisamment petit. En désignant par C(®) I'intégrale de la courbure
totale sur le domaine &, on a évidemment

C(6) = Cu(p),
En tenant compte de (7”), on voit que
C(®)=0,

ce qui n’est possible que si K(x,y) est identiquement nul, c’est-a-dire,
4 cause de 1’analyticité de K(z, y), si’on se trouve dans un plan euclidien.
Dans ce cas bien connu, la solution du probléme isopérimétrique nous
permet de résumer nos résultats par le théoréme suivant:

Théoréme B. L’égalité dans les formules isopérimétriques (I) et (II) n’a
liew que si le plan de Riemann est isométrique au plan euclidien et st la
courbe considérée est un cercle dans ce plan.

11. 6. Dans les plans de Riemann ou C,< 2z, on peut donner une
inégalité isopérimétrique dont la constante ne dépend pas de la courbe
considérée. On a en effet C(F) < Cy et I'inégalité (IT) peut évidemment
étre remplacée par

L2>2@r—Cpd . (I11)

Si Cp= 2m, cette inégalité est triviale.
Du n? 11. 5, on tire immédiatement que 1’égalité ne peut avoir lieu que
si Cp = 0, c’est-a-dire si 'on se trouve dans un plan euclidien.

12. Une limite
Le but de ce chapitre est la démonstration du

Théoréme C. Dans un plan de Riemann & courbure totale non négative,
on a pour Vensemble des courbes simplement fermées

L2
borne inf. (T) =2(2n—0Cp) .
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12.1. Une courbe simplement fermée, analytique réguliére § étant
donnée, nous désignons par L*(p) la longueur de la composante extérieure
de la vraie paralléle a distance p. Cette composante extérieure est une
courbe simplement fermée (n° 9. 2); nous désignons par A*(p) laire du
domaine compris a Pintérieur.

Nous avons vu dans l'introduction que le théoréme C sera démontré
en méme temps que la formule

. L*2(p)
Iim ———=—~=22rx—Cp) . 1/
pre A BT o)
Les relations évidentes L*(p) < L(p) et A*(p) = A(p) ainsi que
I'inégalité isopérimétrique (III) appliquée & la composante extérieure de
la vraie paralléle considérée, nous livrent la relation suivante:

L2 (p) L*2(p) .
Ay = A =G0

Pour obtenir (1’), il suffira donc de démontrer

. LA(p)
Jlflw_m.-z(zn—c'ﬂ . (1)

Cette formule repose sur la relation fondamentale suivante, dont nous
présenterons la démonstration au n® 12. 2

limM—=2n—CT. (2)
P>

On peut en effet déduire de cette derniére formule, & 1’aide du théoréme
de I'Hospital la formule

1 = 3
Jm — 5 (3
11 suffit de remarquer que lim A(p) = co d’aprés le théoréme A et que
dA P>
_71(;@— = L(p) d’aprés le n® 9.9. Si Cp % 2x un calcul élémentaire

permet de tirer (1) de (2) et (3). Si Oy = 2x la démonstration nécessite
une petite modification que nous présenterons au n° 12. 3.

12.2. Avant de donner la démonstration proprement dite de la
formule (2), nous voulons tout d’abord nous assurer de l’existence de la

limite deig)— lorsque p tend vers I’infini. Il suffit pour cela de montrer
L(p)

que > est une fonction positive, non croissante de p.
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Au n® 9. 4, nous avons déja mis L(p) sous la forme suivante:

L
=£¢(p,q)dq

ol
e ) =fp,9) si 0=p=P(y),
et
p(p,9) =0 si »>P(g) .
11 est facile de démontrer queg%)— est une fonction non croissante

de p. En effet

w(z;:,q) ot P(P1:9)

sont tous deux nuls;
2 Y41

pour p,>p, > P(q) ,

pour p,> Pg)=p, , (p(z;;"’Q) est nul et T=~2 2 (P, 9) est positif ;

2 y21

est égal & Un calcul

pour P 2p:>p _Z’_(_?%_g)_

fp.9
P

élémentaire nous montre que la dérivée de cette fonction est négative
pour toute valeur de p > 0. On a en effet

of(p.g9) _ f(p,9)
_3_(f(p,q) ) _ op P
op P P

Or en tenant compte de f(0, g) > 0 (n° 6. 2) on voit que

p p

Le théoréme des accroissements finis nous permet d’affirmer que le
*
membre de droite est égal a _8f_(%>p,_q)_ ol p*<p. Nous obtenons done

la relation
of(p,q)  of(p*, 9
9 (1.9 op op
ap ( P )< P

Mais le membre de droite ne saurait étre positif, car I’hypothése de la
courbure non négative du plan de Riemann entraine pour les valeurs de p

considérées f (p i < 0 & cause de la formule d) du n° 6. 2.
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(p,9

Pour ¢ constant, la fonction n’est donc jamais croissante;

on peut évidemment affirmer la méme chose de la fonction

Lp) o9
P —£ P u -

Comme cette fonction est positive pour toute valeur de p > 0, elle tend
nécessairement vers une limite lorsque p tend vers 'infini.

Nous pouvons maintenant passer & la démonstration de la formule (2)
que nous décomposons en deux parties.

12. 2. 1. Nous démontrerons tout d’abord

L) =2x—Cp . (2)
p
Comme nous venons de voir que —L—gl est une fonction non croissante

de p nous savons que, pour tout p’, ot 0 < p’ < p

pl

L(p’) =z L(p) = -

p

En introduisant cette inégalité dans la formule du n? 9. 9, nous obtenons
2 L
4w = fLoay =250

En tenant compte de cette inégalité dans la formule du n® 12. 1

L? (p)
A (p) 22(2x—Crp)

L(p) 2 (22 — Cr)-p- L(p)

nous pouvons écrire

d’ot1 il est facile de déduire la formule (27).
12. 2. 2. On peut d’autre part démontrer que

lim ﬂz—))—§2n——CT, (2"

P>

Nous avons vu en effet au n® 9. 7 que 'on a pour tout p > 0

E%LL) =22—C(F—Clp) -
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Le membre de droite ne pouvant croitre avec p — & cause de la courbure
du plan de Riemann considéré — on a pour tout p> p,

dL
__dgl)_ < 27— C(F) — C(p,)

d’ol1 I'on tire, grice & la formule du n® 9. 7
L(p) — L(po) = [22— C(F) — C(po)] (p — o) -

Une conséquence directe de cette formule est

Tim ﬁgﬂ < 22— 0(F) —C(py)

p>oo

d’ol P'on déduit la formule (2”), car en prenant p, suffisamment grand,
on peut choisir le membre de droite aussi prés que 'on veut de 2x— C,.

12.2.3. La formule (2) est maintenant une simple conséquence des
formules (2’) et (2”) que nous venons de démontrer. Elle est donc aussi
démontrée, et avec elle pour les plans de Riemann ol Cj, # 2x la formule
(1) et le théoréeme C, but de ce chapitre.

12. 3. Un cas cependant reste en suspens: celui des plans de Riemann
pour lesquels Cp = 2x. La formule (1) & démontrer est alors

L) _
p>w A(Pp)
De la formule (2”) on déduit facilement que, étant donné un nombre
positif quelconque &, on a pour p > p(s)
Lip)<ep.
Nous avons d’autre part montré au n° 12. 2. 1 que
Lp) _ 2

Ap) T
Nous tirons de ces deux inégalités la formule suivante, d’ou il est facile
de déduire la relation demandée, puisque ¢ peut étre choisi arbitrairement

petit. L3 (p)
A(p)

< 2¢ .

13. Conséqueneces

Le but de ce dernier chapitre est la démonstration du

Théoréme D. Si Cp< 2n, Uaire limitée par une courbe simplement fermée
de longueur L est bornée supérieurement pour tout L.
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8i Cp = 2, Daire limitée par une courbe simplement fermée de longueur
L < L¥* est bornée supérieurement; L* est une constante positive, éventuelle-
ment infinie, qui dépend du plan de Riemann considéré; c’est la méme
constante qu’au n° 10.

Nous entendons, qu’étant donné un nombre L satisfaisant & nos con-
ditions, il existe un nombre A(L) plus grand que l'aire 4 du domaine
compris & l'intérieur de toute courbe simplement fermée de longueur L.

13. 1. La premiére partie de ce théoréme est une conséquence immé-
diate de l'inégalité isopérimétrique (III), qui nous permet méme
d’évaluer la borne en question. On a en effet, griace & cette inégalité

L2

_ I2
Agm, donc A(L)ém .

13. 2. La démonstration de la seconde partie du théoréme D est un peu
plus compliquée. Dans ce cas, I'inégalité II1 est en effet triviale et ne peut
nous servir de moyen de démonstration.

Nous allons commencer par présenter quelques considérations prélimi-
naires, avant de passer & la démonstration indirecte de cette proposition.

13. 2. 1. Dans un plan de Riemann quelconque, sur la courbure duquel
nous ne faisons pas d’hypothése, nous considérons une suite de courbes
rectifiables, simplement fermées &;, &Fa, ..., Fns --- . Au n° 10. 1, nous
avons défini une suite divergente de courbes {,, &z, ..., Fn, ... par la
condition que toute suite de points P,, P,, ..., P,, ... appartenant
respectivement & &;, &Fa, .- &ns ... s0it divergente.

13. 2. 2. Nous allons démontrer que

St toutes les courbes &y, Fas - Fn» - - - d'une suite ont la méme longueur
et st Uaire comprise a Uintérieur tend vers Uinfini, la suite est divergente.

Soit L la longueur des courbes §,.

Pour que l’aire comprise & l'intérieure de la courbe &, tende vers
Pinfini avec =, il faut évidemment qu’il existe une suite divergente de
points P, P,,...P,,... appartenant respectivement & &, Fs,...) Fns- -3
c’est une conséquence de la remarque du n° 4. 3. P étant un point fixe du
plan de Riemann, nous avons donc

lim o(P,P,) = oo.

n-> o0

Considérons maintenant une suite quelconque de points P; 7; ..., P,

344



appartenant respectivement & &, Fss.oes Fps.... On a évidemment
o(P,, P = % et grice & la formule du n® 4. 2 ¢)
(P, P,) z o(P,P,) — ¢(P,,P,)

on peut affirmer que
lim ¢(P,P)) = oo .

Une suite quelconque de points Py, P;, ..., P,, ... appartenant respec-
tivement & &, Fs, ..., §p, ... st done divergente, ce qui démontre la
proposition.

13. 2.3. Etant donné dans un plan de Riemann une suite divergente
de courbes &;, Fsz, ---> Fn» --- €6 un domaine borné B, nous avons vu au
n°10. 1 que pour un » assez grand, le domaine B n’a aucun point commun
avec &, et qu’il est situé soit entiérement & I'intérieur, soit entiérement &
Pextérieur.

Si B est situé a P'intérieur de toutes les courbes &;, s, ---, Fnu» - .- NOUS
appelons la suite, comme au n® 10. 1, une suite divergente de ceintures autour
de B. Si B est situé a Pextérieur de toutes les courbes F;, Fa, ---» Fns -+ »
nous appelons la suite une suite divergente de boucles extérieures & B. Etant
donné un domaine B, il est évident que toute suite divergente
Fi> F2sooo» Fn» --. contient soit une suite partielle divergente de cein-
tures, soit une suite partielle divergente de boucles extérieures; ces deux
possibilités ne s’excluent pas.

Nous avons déja fait au n® 10. 1 la remarque suivante:

Etant donné un domaine B’ et une suite divergente de ceintures autour
d’un domaine B, il existe un v tel que la suite §,, F,.1, &yy2, ... forme
une suite divergente de ceintures autour de B’.

On constate de méme qu’étant donné un domaine B’ et une suite diver-
gente de boucles &, §» .., Ty, ... extérieures 4 un domaine B, il existe
un » tel que la suite §,, &,.1, F42, ... forme une suite divergente de
boucles extérieures & B'.

13. 3. Dans un plan de Riemann & courbure non négative, considérons

maintenant une suite divergente de boucles &, Fz, ..., Fp, ... de lon-
gueur L extérieures & un domaine B. Nous allons démontrer la formule
suivante: A )7

lim 4(F,) = —

n->oo 4 T

qui montre bien que dans ce cas I’aire comprise & I'intérieure des courbes
T Fzs---> Tus - - - €86 bornée.
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On a en effet lim C(§,) = 0, car on peut toujours prendre un domaine
borné B’ tel que C,— C(B’) < ¢ et pour n suffisamment grand, nous
venons de voir que B’ est extérieur & §,, d’ott C(F,) < ¢. L’inégalité
isopérimétrique (II) nous permet de conclure que

— L? L?
- — 1 -
Iim A(g,) < lim 227 — 0 () ype

n > oo n-» oo

13. 3. 1. Considérons d’autre part une suite divergente de ceintures

B1s Fas ---s Fas - - autour d’'un domaine B; comme elle finit par contenir
tout domaine borné, on peut affirmer, grace au théoréme A du n° 10 que
lim A(§,) = oo .

n-> oo

Mais il résulte d’autre part du n® 10. 2 que

lim L(F,) =L*>0 .
n->» oo
13. 4. Nous sommes maintenant & méme de démontrer le théoréme D.
En effet, étant donné un nombre L, 8’il n’existe pas de borne supérieure
pour l'aire du domaine compris & I'intérieur de toute courbe simplement
fermée de longueur L, on peut trouver une suite de courbes
Bis Fas -5 Tns - telles que L(F,) = L et que lim A(F,) = oo.

n-> o

Etant donné un domaine B quelconque, il faut, & cause du n°13. 2. 2,
que la suite de courbes soit divergente; & cause du n° 13. 3, cette suite ne
saurait contenir une suite partielle infinie de boucles extérieures a B;
& partir d’un certain » la suite est donc une suite divergente de ceintures
autour de B. Il faut, & cause du n° 13. 3. 1, que L soit plus grand ou égal
a L*; si L est plus petit que L*, une suite telle que nous I’avons sup-
posée est impossible, ce qui démontre le théoréme D.

Remarquons qu’une telle suite ne peut exister que si L* est fini. Si
Cp< 2m, linégalité isopérimétrique (III) nous montre que ce n’est
pas le cas. On a en effet, pour une suite quelconque de courbes

t311 8’2, ey %,” e
LX(§,) = 22— Op) A(F,) .

Pour une suite divergente de ceintures, A(g,) tend vers l'infini; il en est
de méme de L({,) et I'on a évidemment L* = oo, ce qui démontre de
nouveau la premiére partie du théoréme D.

(Regu le 2 avril 1941.)
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