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vi ABSTRACT

Abstract

We define the asymptotic size of a parabolic fixed point, that enables to prove a

conjecture of Douady and to give a new proof of a theorem of Yoccoz.

We give a geometric construction of a holomorphic map, that extends to horn maps
0 2

some results that the Blaschke fraction z gave for quadratic polynomials
z

with an indifferent fixed point of bounded type rotation number.

We state two conjectures and two hypotheses, and prove that they imply the exis-
tence of a § € R\ Q such that the polynomial P(z2) = pz + 22 with p = exp(i27f)

has a Julia set J of positive Lebesgue measure.

Key words : holomorphic dynamics, polynomials, positive measure, parabolic im-
plosion, asymptotic size, linearization, small divisors, quasiconformal mappings,
(Siegel disks, Cremer points, Julia sets, quasiconformal surgery, quadratic poly-

nomials).
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Introduction

L’objectif de cette these est d’étudier la question de l’existence d’une fraction ra-
tionnelle R ayant un ensemble de Julia J(R) différent de la sphére de Riemann S?2
et de mesure de Lebesgue strictement positive. Notre opinion est qu’il en existe,
et la derniére partie de la présente thése donne des arguments en sa faveur. Nous
nous intéressons plus précisément aux polyndémes quadratiques possédant un point
fixe indifférent irrationnel en 0 : P(2) = pz + 2% avec p = 2™ et § € R\ Q (dans
cette introduction, nous noterons P = Py). On note K (P) ’ensemble de Julia rem-
pli. Nous avons formulé deux conjectures (que des expériences numériques et des
analogies semblent appuyer), et deux hypothéses, (dont nous pensons avoir une dé-
monstration, mais qui n’est pas encore écrite), qui a elles 4 impliquent le résultat

suivant

MP : existence d’un ensemble dense de valeurs de  tels que P a un point de Crémer

en 0 et tels que la mesure de Lebesgue de J(P) est > 0.

La méthode pour obtenir un ensemble de Julia de mesure positive est basée sur
une idée de Douady qui se résume en deux conjectures et une proposition, que nous

énongons vaguement, :

Conjecture a. Quand on approxime un irrationnel de type constant 6 par ses réduites
0n = Pn/qn, alors la limite inférieure de I'aire de K(P,, /4, ) est supérieure ou égale

a celle de I%(Pg).

Conjecture b. Soit w un irrationnel de type constant. Quand on approxime un ra-
tionnel p/q par des irrationnels §,, — 6 ayant un disque de Siegel de multiplicateur
virtuel égal a w dans les cylindres d’Ecalles persistant, alors sous certaines condi-
tions, le quotient de la limite inférieur des aire de IO((Pgn) par l'aire de I%(Pp/q), est

supérieur 4 une constante k < 1 qui tend vers 1 quand ¢ — +00 et w est fixé.

Proposition Si les deux conjectures précédentes sont vraies, alors il existe un en-

semble de Julia de mesure positive (du type décrit précédemment).

Les conjectures de Douady sont basées sur ’observation de dessins d’ensembles de

Julia.

Nous avons démontré la conjecture a. Il se trouve que I’hypothése sur le type de
lirrationnel est superflue : elle est vraie pour tout € irrationnel (bien sar elle n’a
e}

d’intérét que quand K n’est pas vide, i.e. que quand 0 n’est pas un point de Crémer).
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Nous avons écrit la démonstration de la proposition.

Nous avons précisé des conditions dans lesquelles on peut espérer que la conjecture b
fonctionne. Nous avons formulé un ensemble de deux conjectures, appelées conjec-
tures 1 et 2, qui impliquent la conjecture b, et écrit cette implication. La preuve
utilise également deux hypothéses, qui sont des lemmes dont nous n’avons pas écrit
la preuve : une de semi-continuité, et une de mesure nulle de certains ensembles de

Julia-Lavaurs.

Description de chaque partie

Dans la partie 1 : “Explosion des points fixes paraboliques dans la famille quadrati-
que”, on introduit la notion de taille asymptotique L, d’un point parabolique, qui est
un point fixe multiple, que ’on relie & la vitesse d’explosion du point fixe multiple
en un cycle, dans le cas du point 0 de la famille P = pz + 22. On démontre alors
un théoréme reliant la taille asymptotique du point 0 de P, /4, au rayon conforme
interne en 0 du disque de Siegel A. Cela nous permet de démontrer la conjecture a,

en nous basant sur un travail préliminaire de Jellouli, ainsi que quelques lemmes

supplémentaires que nous formulons et prouvons. En particulier nous démontrons
un lemme de fuite des points fixes. Nous obtenons également une nouvelle preuve
d’un théoréme de Yoccoz : si 8 ne respecte pas la condition de Brjuno, alors 0 est

un point de Crémer de Pj.

Dans la partie 2 : “Semi-continuité dans le théoréme de Siegel-Brjuno, par la mé-
thode de Yoccoz”, nous démontrons une proposition qui est peut-étre déja connue,
et dont nous pensons qu’elle implique I’hypothése de semi-continuité. Notre preuve

se base directement sur les méthodes de renormalisation de Yoccoz.

Dans la partie 3 : “Etude des objets limites de 'implosion parabolique”, nous in-
troduisons ces objets, et donnons ses propriétés élémentaires, en nous basant sur
les travaux de Lavaurs et Shishikura. La plupart des résultats de cette partie sont
déja connus. Elle sert essentiellement d’introduction aux deux parties suivantes.
Nous y démontrons les propriétés de revétement des applications de cornes d’un
polynéme P = pz + 22 avec p une racine de 'unité, 'universalité de son échiquier
parabolique—qui joue un role clef dans les deux parties suivantes—des lemmes
concernant la géométrie de ’ensemble de Julia de P et de son échiquier en coordon-
nées de Fatou, et des raffinements de la locale connexité de J(P) (destinés a une

future preuve de ’hypothése de mesure nulle).

Dans la partie 4 : “Disques de Siegel virtuels”’, nous adaptons la chirurgie de Douady,
Herman, et al, pour modéliser certains disques de Siegel dans la famille quadratique

au cas des applications de cornes de P,/,. Nous avons trouvé une construction

géométrique d’un analogue § de la fraction de Blaschke B(z) = 2* IZ —

3
3 Nous ef-
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fectuons ensuite la chirurgie, prouvons qu’elle donne bien une application de cornes,
et démontrons quelques lemmes qui seront utilisés dans la partie 5. En particulier,
le bord du disque de Siegel virtuel est un quasicercle qui passe par le point critique

principal de ’application de cornes.

Dans la partie 5 : “Un pas vers la mesure positive”, nous formulons précisément la,
conjecture b de Douady. Nous démontrons que les conjectures a (démontrée dans la
partie 1) et b (toujours ouverte) impliquent MP. Nous formulons les conjectures 1
et 2, ainsi que les deux hypothéses, et nous démontrons qu’ensemble elles impliquent
la conjecture b, en nous basant sur les résultats de la partie 4; il faut préciser que
la philosophie de cette implication est la notion de densité intrinséque, étudiée par
Jellouli dans sa thése, bien que nous n’utilisions pas ses résultats. Nous montrons
également quelques expériences numériques semblant conforter les conjectures 1

et 2, ainsi que ’hypothése de semi-continuité.
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Notations

Les notations suivantes sont plus ou moins classiques :

— le plan complexe est noté C

— la translation de vecteur ¢ € C est notée T,

— I désigne le disque unité de C

— B(z,r) la boule de centre 0 et de rayon r dans C
— on note “1” le nombre complexe et “i” I'index

— N* désigne N privé de 0; il en est de méme pour Z*, R*, C* ...

— pour deux ensembles A et B d’un ensemble X, A\ B désigne la différence, c’est

a dire ’ensemble des points de A qui n’appartiennent pas a B

— le bord d’un sous ensemble A d’un espace topologique est noté 0A, et son adhé-

rence A, ou parfois Adh(A) pour des raisons de place au dessus de A
— la sphére de Riemann est notée S?2
— le demi-plan supérieur “Im(z) > 0” est noté¢ H, le demi-plan inférieur —H

— 81 X C Y sont des ensembles, f : X — Y une application, et A C X, on dira
que A est stable si f(A) C A, qu'il est invariant si f(A) = A, qu’il est stable en
arriere si f~1(A) C A qu'il est invariant en arriére si f~1(A) = A, et qu'il est
bi-invariant si f(A) = A = f~1(A).

— Leb désigne la mesure de Lebesgue sur C.

— un disque topologique d’une surface topologique S est un ouvert connexe homéo-

morphe & D

— rappelons qu’'un ouvert de C est un disque topologique si et seulement si il est

non vide, connexe et simplement, connexe

— un disque topologique U d’une surface de Riemann S est soit analytiquement
isomorphe & I soit & C, les deux cas étant exclusifs; dans le premier cas, on dit

qu’il est hyperbolique

— rappelons qu’un disque topologique C est hyperbolique si et seulement si il est
différent de C
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— le disque unité est muni de la métrique hyperbolique induite par la métrique Rie-

dz
%; tout disque topologique hyperbolique U d’une surface de
— |z

Riemann est muni de la métrique dy induite par 'uniformisation de Riemann, et

mannienne

appelée métrique hyperbolique sur U

— le rayon conforme (interne) en z € C d’un disque topologique hyperbolique U de
C, contenant z, est 'unique r > 0 tel qu’il existe un difféomorphisme analytique
® de U vers rD avec ®(z) =0 et ®'(2) =1

— pour a; > 1, [ag,a1,...] désigne le nombre 6 ayant la suite (a;);en pour dévelop-

pement en fraction continue : # = ag + 1/(a1 +...)
— on dit que le nombre 6 est de type borné par M € N*, siVi > 1, a; < M

— si # est un nombre irrationnel, nous noterons fréquemment p, /g, ses réduites en

fraction continue

— pour un point z d’un espace topologique X, nous noterons V(z) ensemble des

voisinages de x dans X
— la restriction d’une fonction f & ’ensemble U est notée f|y

— si X est un ensemble et f : X — X une application, la grande orbite d’un point
x € X est ’ensemble des points y € X tels que Im,n € N f*(y) = f™(x)

— g’il existe une notion de point critique, les points postcritiques sont les points
f™(c) oun > 1 et cest critique; les points précritiques sont les points z tels qu’il

existe n > 0 tel que f™(2) soit critique

Les notations suivantes viennent de la dynamique holomorphe.

— soit S une surface de Riemann, U C S un ouvert et f : U — S une application

holomorphe
— a un point fixe z de f on peut associer une notion de dérivée f'(z) € C
— z est dit répulsif si |f'(2)| > 1, attractif si|f'(z)| < 1, indifférent si |f'(z)] =1

— z est dit linéarisable 8’1l existe un voisinage de z sur lequel f est analytiquement
conjuguée a sa partie linéaire sur un voisinage de l'origine (rappelons que c’est
toujours le cas si |f'(2)| € {0,1})

— le disque de Siegel associé & un point fixe indifférent linéarisable z est la réunion
des ouverts U tels que z € U, f(U) = U et sur lesquels f est analytiquement
conjuguée & la rotation R : D — D ou R : C —» C de méme angle que sa partie
linéaire ; le disque de Siegel est un disque topologique, invariant par f, et sur

lequel f est analytiquement conjuguée 8 R: D —-Dou R:C— C
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On trouvera des définitions et des propriétés élémentaires des ensembles suivants

par exemple dans [CG], ainsi que dans [DH].

— K(P) lensemble de Julia rempli du polynéme P
— J(P) son ensemble de Julia

— M P’ensemble de Mandelbrot
Les notations suivantes sont spécifiques a ce document

— “¥p A q = 17 signifie “pour tout couple (p,q) € Z2, avec ¢ > 0 et p et ¢ premiers
entre eux”

,A*

a
forme n + %, modulo ¢ ; Z agit sur ces deux ensembles par translation ; on choisira

est ’ensemble des entiers modulo ¢, et .Aq+ est ’ensemble des nombres de la

de préférence i pour noter les indices dans A", et j les indices dans A;

— la surface de Riemann quotient C/Z est homéomorphe & un cylindre, et notée
Cyc

— le cylindre Cy est isomorphe & la sphére de Riemann privée de deux points par

I'application z — ei27*

; on peut donc compléter Cy . en une surface de Riemann
isomorphe & la sphére de Riemann S2, en ajoutant un point a chaque bout (et
des cartes supplémentaires), que nous noterons +ico et —ioo et qui correspondent

respectivement aux points 0 et oo de S2.

— on notera 7 : C — C/Z la projection ; le contexte permettra de ne pas le confondre

avec leréel m = 3,14. ..

— la projection m(A) & Cy, d’un sous ensemble T} -invariant A de C sera également

[omm)
notée A ; on évitera d’utiliser cette notation si A n’est pas T} invariant

— une fonction f définie sur un ensemble Ti-invariant A de C et satisfaisant Vz € A,
f(z+ 1) — z € Z admet une projection en une fonction de f : A — Cy., C’est &

dire telle que ? or=mof

Attention : les conventions concernant le polynome P ne sont pas les mémes dans
les différentes parties de ce document. Dans la partie “Explosion des points fixes
paraboliques ...” on a Py = ez + 22, alors que dans les parties “Etude des objets
limites ...”, “Disques de Siegel virtuels” et “Un pas vers la mesure positive” on a

Py =2y 4 22,



Premiére partie

Explosion des points fixes
paraboliques dans la famille

quadratique






Partie I

Introduction

Le but premier de cette étude est de démontrer une conjecture de Douady. Consi-
dérons P = pz + 2% ot p est un multiplicateur neutre de nombre de rotation 6
irrationnel de type borné. Ce polyndéme a un disque de Siegel en 0. Quand on
remplace # par ses réduites p,/q,, donnant un polynéme P,, le point 0 devient
parabolique avec g, pétales. La conjecture de Douady était que I’ensemble de Julia
rempli K,, de P, tendait & remplir I'intérieur de ’ensemble de Julia K de P, en
terme de mesure de Lebesgue. Plus précisément, l’aire du complément de K,, dans
Io( tend vers 0.

L’étude du probléme a commencé dans la thése de Jellouli. Il manquait cependant
la notion de taille asymptotique d’un point parabolique (c’est & dire une estimation
d’un coefficient du développement en série de P en 0). Nous avons pu mener a
terme la preuve de la conjecture, et constaté que I’hypothése “de type borné” sur le

nombre de rotation était superflue.

La méthode employée nous a également permis de trouver une nouvelle preuve du
théoréme suivant de Yoccoz : si la condition de Brjuno sur 8 n’est pas vérifiée, alors

le polynome quadratique P est non linéarisable en 0.

Notations

Sauf mention contraire, nous utiliserons les notations suivantes :
p
Soient A € C, p = e* ete=g =T

On définit les polynomes Py(z) = e*z + 2% et Q. = 22 + c. Ils sont conjugués par la

translation de vecteur p/2.

Quand A = 1276 avec § € R, A(#) désignera le disque de Siegel (ouvert) de Py en
0 'l en a un, et & sinon. On notera r(f) le rayon conforme (interne) de A(f) en
0 dans le premier cas, et r(6) = 0 dans le second cas. On notera S ’ensemble des
0 € R tels que r(f) > 0.

Remarque : Notons que nous n’utiliserons pas ici la caractérisation de Brjuno-

Yoccoz de S par les réduites de 6.
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Théorémes

Théoréme 1 Pour tout § € S, soient Pn ses réduites et Ay = i27rp—n :
An qn

1. Pour tout compact K C A(f), AN € N tel que Vn > N, litéré P/\q;‘ n’a pas de
point fize différent de 0 dans K.

Leb K(Py,)NA(®f) —s Leb A()

n—+o00

Habib Jellouli a démontré dans sa thése (Chapitre IT, Théoréme 3) que 'on déduit

du point numéro 2 du théoréme 1 la conjecture suivante de Douady :

Théoréme 2

o

Leb K(P)\n) n K(Pigﬁg) n—>—+)oo Leb K(Pigﬁg)

Remarques :

— Dans ce théoréme il est important de considérer IO((Pig,Tg) et non K(Pi2,g), car on
ne sait pas encore s’il existe § € R tel que Leb OK(Piarg) > 0, et notre analyse
ne s’applique qu’a IO((Pig,rg).

— Il est par contre indifférent de considérer IO((PA") ou K(Py,), car Douady et
Hubbard ont prouvé que le bord de K(Py, ) a mesure nulle.

— Le théoréme reste vrai pour K(Q., ) et IO((QC), avec ¢, correspondant a A, et
¢ & i2mf. En effet, pour tout ouvert O de C (et plus généralement pour tout
borélien de mesure finie), Leb (O +2) X O b 0, ou AX B désigne la différence
symétrique de A et B.

Théoréme 3 Soit 6 € R tel que

In
Z In+1 — 4o
neN n

Alors 0 ¢ S.

Ce théoréme a déja été démontré par Yoccoz en 1988 (voir [Y]) mais nous en donnons

une preuve complétement indépendante.

In
Nntt > 0, la preuve est nettement plus simple et nous

Dans le cas ol lim sup
n
permet de démontrer que le point fixe 0 de Pisrg est accumulé par des orbites

périodiques de Pjarg, ce que l'on appelle des petits cycles.

En utilisant ce dernier résultat et le théoréme de R. Pérez Marco (voir [Pm]; il y
est démontrée une équivalence, et nous parlons de 'implication la moins difficile

a prouver, celle qui n’utilise pas la réversion d’une procédure de renormalisation)

4
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Inln
disant que si Z A NGnt1
an

des petits cycles (ce théoréme est valable pour tout germe holomorphe de point fixe

< 400, alors 0 est soit linéarisable soit accumulé par

indifférent ayant ce nombre de rotation, et est ’analogue du théoréme de linéarisa-
tion de Brjuno), on obtient une alternative compléte & la preuve par Yoccoz de la

présence de petits cycles :
Théoréme (Yoccoz, 1988) Soit 6 € R tel que

In
Z gn+1 - 150
neN an

Alors le point fize 0 est accumulé par des orbites périodiques de Piarg.

FiG. 1 — Le bord du disque de Siegel de Pi2,9, avec 8 = 3’2\/5 (dont une réduite est

2), superposé & I’ensemble de Julia de Pirs



Partie I Section 1

1. La taille asymptotique d’un point

parabolique

Soit f une application holomorphe définie sur un voisinage U de 0, telle que f(0) =0

27l

et parabolique en 0, c’est-a-dire telle que f'(0) = z avec § = p/q un irrationnel

écrit sous forme irréductible. Il est démontré dans [DH], au chapitre IX, que

soit f?(z) = z au voisinage de 0, soit f9(2) = z + C2""t + O (2"?)

z—0

avec C € C* et r = vqou v € N*.

Définition 1.1 Nous appellerons taille asymptotique de f au point parabolique O

le nombre réel

Sous la dynamique de f, 0 attire tout point d’un piége V ouvert et non vide, appelé
fleur de Leau, telle que 0 € Vet Vz € V, (Vn €N, f(z) € V) et f*(2) :) 0 quand

n — +o00. La taille asymptotique tire son nom de la proposition suivante :

Proposition 1.2
L,

~J
n—-+o0o nl/T

Vz tel que f™(z) ? 0, |[f"(2)]

Celle-ci a pour corollaire la

Proposition 1.3 Soit ¢ un changement de variable holomorphe défini au voisinage
de z, g= ¢o foop~! la conjuguée de f par ¢, et L', la taille asymptotique de g en
2" = ¢(z). Alors

L, =14'(2)|La
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Dans [DH], chapitre IX, proposition 6, il est démontré que si f est un polynome, v
est inférieur ou égal au nombre de points critiques de f. Comme Py n’en a qu’un,

nous avons la

Proposition 1.4
VpAg=1, 3C € C* tel que Piq2ﬂ§(z) =z 4+ 029 + O(2912)

1/q
la taille asymptotique de Pis,2 en 0.

q

Nous noterons L, <B>
q

| L
-5



Partie I Section 2

2. Explosion des points fixes
paraboliques dans la famille

quadratique

Rappelons la proposition suivante, dont une preuve est esquissée dans [DH2], Cha-

pitre I, § 1, au troisiéme paragraphe suivant la proposition 3.

Proposition 2.1 (Douady) Le polynome 2> + ¢ posséde au plus un cycle non
répulsif.
0

Soit £ une fraction irréductible donnée (nous autorisons I) Soit Ag = i2r2. D’apreés
q q

la proposition 1.4, P{ (z) = z 4+ C2%"! + O(2"?) avec C' # 0. Soit P l'ensemble
des X € C tels que Py a un point fixe multiple, c’est a dire tels qu’il existe un point
z € C vérifiant Py(z) = z et (Py)'(z) = 1. En particulier, Ay € P. Soit R = R(p/q)
la distance de Ag & P\ {A\o}. Soit » = R/, B = B(p/q) = B(\o, R), et 0 = e™°.

Proposition 2.2 (suivi de ’explosion) Il existe une fonction analytique x : rD —

C, un entier k € N et des fonctions analytiques &1, ...,& : B — C telles que :

~ Pour tout 6 € rD non nul et pour X = Ao + 89, les points fizes de Py sont les
k + 14 q points distincts suivants : & (N), ..., &(N), le point 0, et les points du
cycle suivant de Py : (x(d), x(0d), ..., x(07718)). Ce sont des point fizes de P4
de multiplicité 1.

~ Pour § = 0 et X\ = X, les points fizes de P sont les k + 1 points distincts
suivants : & (), ..., &(N) avec multiplicité 1, et x(0) = 0 avec multiplicité g+ 1.

- X' (0)7 = —% (en particulier, x'(0) #0)

Preuve : Soit A € B. La multiplicité des points fixes de Py est 1 quand X # A, car
un point fixe est multiple si et seulement si son multiplicateur est égal & 1. Quand
A = Ag, alors le point 0 a multiplicité g + 1 et c’est le seul point parabolique.
Soit

F(Xz) = (P{(2) — 2)/=

une fonction analytique de deux variables A € C et z € C* qui se prolonge analyti-
quement par F'(\,0) = e?* —1 & C? tout entier. Pour tout A € C, “F(\, z) = 0” est

8
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I'équation des points fixes de Py auxquels on 6te une multiplicité en 0. Soit
A={(X\2)eC | F(\z2) =0}

Pour (), z) € A, si z # 0, on calcule BEF(/\,Z) =(m—1)/z ou
z

m=m\,2) = (P})(2)

et si z = 0, alors m = 1. D’aprés le théoréme des fonctions implicites, si m # 1,
alors "X\’ est une coordonnée (analytique) locale pour A au voisinage de (A, z). Par
deéfinition de R, pour tout A € B\ {A\g}, et z € C tel que (A, z) € A, alors m # 1.
Soit
A'={(\2)e A| e B}

et notons Iy (A, z) = X et Ix(\,2) = z. Sur A, ’X’ est une coordonnée locale tant
que m # 1. Sur A’, cela arrive seulement pour A = \g par définition de B. Auquel
cas z = 0 car P, a au plus un cycle parabolique or (0) en est un pour A = Ag. Au

int (Ag,0), =—=F
point (%,0), 5

variété analytique complexe lisse (de dimension 1). La fonction II; : A" — B est

=q # 0, donc 'z’ y est une coordonnée locale. Donc A’ est une

propre, car il existe un rayon d’échappement R(A) pour Py, dépendant contintiment
de X. Elle est analytique, et non ramifiée en dehors de (Ag,0). Donc A’ est une union
finie d’ouverts U;, i < k, k € N, analytiquement isomorphes & I par II; : U; — B,
et d’un ouvert V sur lequel II; est un revétement ramifié analytique de degré fini
noté n, avec un unique point de ramification (\g,0). Ce revétement ramifié est
donc analytiquement isomorphe & z — 2™ : D — D. Ceci implique qu’il existe un
isomorphisme ® : rD — V tel que II; (®()) = Ao + 0™. De plus (II; o ®)'(0) # 0,

puisque z est une coordonnée locale en (\g,0). Développons F en (A, 0) :
F(Xo+¢e,2) =qe +C27 4+ O(ez) + O(z7)

En substituant ®(4) & (A, z), on déduit que n = ¢. Soit x = a0 ® et & =T 0
(I;|7)~". La substitution précédente implique également que x'(0) = —¢/C. On
déduit de tout ceci, la présente proposition & une affirmation prés : que lorsque
A # o, (x(8), x(00), ..., x(097168)) est un cycle de Py. Il suffit pour cela de
démontrer que Vo € rD, x(0d) = Py(x(d)). Le deuxiéme membre est une fonction f
de 6. C’est un point fixe non nul de Py, donc égal par continuité a I'une des fonctions
& ou x(076). Comme elle vaut 0 en 0, cela ne peut pas étre 'une des fonctions £.

En calculant les dérivées en 0, on en déduit que j =1 (mod q). |

On peut aisément expliciter la valeur de k : k = 29 — ¢ — 1, mais cette valeur ne

jouera aucun role dans la suite.
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La dérivée |x'(0)| représente la vitesse d’explosion du cycle (par rapport & la racine
g-iéme de la perturbation). Noter que le dernier point de la proposition permet de

relier cette vitesse & la taille asymptotique du point parabolique 0 de Py, :

X (0] = /71, (g)

Ces deux nombres sont donc comparables pour de grandes valeurs de ¢ puisque

T — 1
q——+00

- - 9 >
Remarque : Des arguments heuristiques (en particulier le calcul ——m = —¢° en
Ao) indiquent que I’échelle naturelle du membre M/, attaché en Ao est 1/ ¢%. Si on
calcule la vitesse d’explosion en termes de la racine g-iéme de g*(\ — )\g), on trouve
exactement L,(p/q). Cette égalité (taille asymptotique = vitesse d’explosion par
rapport & la racine g-iéme de la perturbation dans un systéme de paramétres c tel

que |Om/dc| = 1) est d’ailleurs vraie pour des familles plus générales.

Théoréme 2.3 (minoration du rayon paramétrique)

Il existe une suite (Ry)qen telle que VpAqg =1, R <E> >R, et
q

cste
Ry~ —-
q
. . cste .
Remarque : Nous conjecturons que I'on peut en fait prendre R, ~ ——. Ce serait
q

le cas si dans I’inégalité de Yoccoz, on avait une majoration en 1/¢2 au lieu de 1/q.

Nous conjecturons également que c’est le meilleur équivalent possible.

Le reste de cette section est dédié & la preuve du théoréme 2.3. Nous introduisons

d’abord quelques notations et résultats classiques.

Définition 2.4 Nous noterons M = {)\ eC | cE M}

Rappelons que ’¢’ est lié par définition & A.

Proposition 2.5
L’ensemble My est conneze, fermé et contient le demi-plan “Re(z) < 07
VpAqg =1, MA\{i27r§} posséde deuzr composantes connexes. L’une contient le

demi-plan “Re(z) < 0” lautre est appelée membre p/q, et notée Mr.
q

Voir [T], corollaire D.5, pour une preuve. Notons que notre définition de membre

exclue sa racine, i27p/q.

Proposition 2.6 (Yoccoz) Le membre p/q est inclus dans le disque fermé de

In . . . . .o
rayon —, tangent a l'axe imaginaire iR en 12#2, et situé a droite de celui-ci.
q q

10
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F1a. 2.1 — L’ensemble A et quelques cercles de Yoccoz (on a tourné la figure de 90°)

Cette proposition est illustrée par la figure 2.1. Voir [H| pour une preuve. On y

trouve également (proposition 4.2, p. 477) la preuve de la

Proposition 2.7 (Yoccoz, “pas de membre fanté6me”) M, est la réunion du

demi-plan “Re(z) < 0” et de ses membres.
On peut également consulter [T], théoréme D.3 appliqué a ¢p = 1/4.

Proposition 2.8 VpAqg=1, V) € M%, si le polynome Py a un point parabolique
z de période k, alors soit k > q, soit k = q et alors (P})'(z) # 1.

Preuve : Cette proposition m’a été communiquée par Adrien Douady. Comme je
n’ai pas trouvé de référence écrite, j’ai inclus une preuve appendice 6.2. La preuve
de Douady repose sur les arbres de Hubbard, celle que nous proposons sur les rayons

externes. |

Preuve du théoréme 2.3 :

Soit A € C différent de Ag = i27r£, et supposons que Py a un point fixe multiple :
q

alors d’aprés la proposition 2.8 soit A = i27r/q avec r € Z, soit A est dans un

membre M » , d’ordre m < ¢. Dans le premier cas,
™

dist(X, Ag) >

< | ¥

Dans le deuxiéme cas, ¢ > m > 1, donc ¢ > 2, et d’aprés la proposition 2.6
ce membre est inclus dans un disque fermé Cy/,, de rayon In(2)/m et tangent en
i2rk/m a iR. Minorons la distance de A & ce disque : d’aprés le théoréme de

Pythagore (voir figure 2.2),

2 2
i (1220, = ¢ (o (£-2)) o (2)" 2
q m q m m

11
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. k
i2m o

R

F1a. 2.2 — Cadre dans lequel on utilise le théoréme de Pythagore

2 2
dist <i2w?,ck/m> > \/<2_”> +<1n_2> _h2
q qm m m

472

. 472
Pm ( i2 +1n(2)2 +1In 2)
q

Puisque m < ¢q—1,

~ 472
dist (m%,ck /m> > R, & T

2

2
—_— 1+1
qln2> thE

£(a— 1)) (

~ 2 ~
Soit Ry = min (Rq, —7T> = R, pour ¢ > 2, et Ry = 2m. Alors R, convient et
q
272
7 g—+00 ¢31n2

Ce qui démontre le théoréme 2.3 ]

12
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3. Application a I’étude de la taille

asymptotique

F1a. 3.1 — Graphe des L,(p/q) en fonction de p/q, pour ¢ < 200

Rappellons que r(#) désigne le rayon conforme interne en 0 du disque de Siegel de

Pisrp s’il y en a un, et 0 sinon. Nous allons démontrer le théoréme suivant :

13
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Théoréme 3.1

V6 € R, limsup <La <9>> = r(6) (3.1)

29 q
14
V9 EeR\Q lim_ (La (Z-:)) = () (3.2)

0l Pr/qn sont les réduites de 6.

Pour cela, il suffit de démontrer les deux inégalités suivantes :

V6 € R, limsup <La <§>> < r(6) (3.3)
29
4
V6 € R\Q liminf (La (%”)) > r(6) (3.4)

3.1 Inégalité 3.3 : la borne supérieure

Considérons la fonction y donnée par la proposition 2.2. Comme elle dépend de p/q,

nous la noterons x,/,. Nous utiliserons le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 (théoréme de convergence de Carathéodory)

(version adaptée) Soit U, une suite décroissante d’ouverts connezes et simplement
connezes de C, contenant 0, et ¢, : r,D — U, (r, € ]0,400]) l'isomorphisme
analytique qui envoie 0 sur 0 avec dérivée 1 en ce point. Alors r, est une suite
décroissante. Soit I = NU,. Si 0 ¢ ;, alors 1, — 0 et la suite de fonctions
D — C: 2z ¢p(rn.2) tend vers 0 uniformément sur tout compact. Si 0 € }, soit
U' la composante connexe de } qui contient 0. Alors louvert U’ est simplement
conneze. Soit ¢ : rD — U’ lisomorphisme correspondant (¢(0) = 0, ¢'(0) = 1,
r € 10,400]). Alors r, — 1 et ¢, —> ¢ uniformément sur tout compact de rD et

oyt — ¢~ uniformément sur tout compact de U'.

On trouvera une preuve de ces énoncés trés classiques par exemple dans [P]. Fixons
maintenant § € R. Notons que si 0 est linéarisable pour Pi2rg, alors A(f) est la
composante connexe de I% qui contient 0; si 0 n’est pas linéarisable, alors 0 € K.
Considérons ’équipotentielle £ de P9 de potentiel . Elle sépare C en deux com-
posantes connexes, et nous appellerons V. la composante bornée. Soit ®. I'isomor-
phisme de V. vers s.D (s. € |0, +o00[) qui envoie 0 sur 0 avec dérivée 1. Comme
K(Piarg) = [ ] V-
£>0

on déduit du théoréme de Carathéodory que

Se 3 r(6)

14
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et ce méme si r(f) = 0. Notons que 'on pourrait utiliser au lieu de V. n’importe
quelle autre suite décroissante de voisinages ouverts simplement connexes de K

tendant vers K.

Proposition 3.3 (Douady) La fonction A — K(Py\) de C dans l’ensemble des
compacts non vides de C est semi-continue supérieurement pour la semi-distance
de Hausdorff d* (c’est a dire VAo € C, Ve > 0, Ip > 0VA € C, |A = Xo| < =
dt (K, Ky,) < €).

Cette semi-distance est donnée pour tous compacts non vides K et L par

d*(K,L) = sup dist(z, L)
zeK

On trouvera une preuve de cette proposition dans [D]. Fixons maintenant € > 0.
L’ouvert V; contient K(Pia,g). Il existe donc un voisinage W de i276 pour lequel
VYA € W, K(Py) C V.. Attention : K dépend de A mais pas Vz. Quand p ? 0,
alors ¢ — +o00o (nous supposons implicitement que pA ¢ = 1). Donc le diagnétre du
disque paramétrique B(p/q) (défini page 8) tend vers 0. Donc ce disque est inclus
dans W pour p/q suffisamment proche de 6, ce que nous supposerons maintenant.
Pour tout § € Ré/qID), Xp/q(9) est un point périodique de Py donc appartient &
K(Py), avec A = i27r§ + 67 € B(p/q)- Donc x,/4(6) € V2 puisque X € W. Soit

Kp/ge = P 0 Xp/q - R;/qID) — s.D

Cette fonction envoie 0 sur 0, donc d’apreés I'inégalité de Schwarz,

Se

Fp/e 0] <
P/, Ré/q

Or K}, (0) = X}, 0) et X}, (0)] = 4>/ La(p/q). Done
La(p/q) S Ss-(q2'RlI)71/q

Quand ¢ — +o0, R, ~ cste /¢*, donc (¢*.R,)~"'/% — 1. Donc

limsup L, <E> <s.
q

£
Ceci étant valable pour n’importe quelle valeur de € > 0, on en déduit

limsup L, (g) <r(d)

29
4 2
Ce qui démontre l'inégalité 3.3.
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3.2 Inégalité 3.4 : la borne inférieure pour les ré-

duites

La preuve de cette borne inférieure vient d’une analyse différente, effectuée par
Habib Jellouli dans sa thése (voir [J]). La proposition suivante est une conséquence

directe se cette analyse. Soit p,, /¢y la suite des réduites de 8 € R\Q, et \,, = iorfn
q

n
Proposition 3.4 (Jellouli) Supposons r(8) > 0. Soit & : A(6) — r(8)D l’isomor-
phisme conforme envoyant 0 sur 0 avec dérivée 1. Soit F\ = ® o Py o ®~'. Alors
pour tout compact C de r(6)D, AN € N tel que VYn > N, les q, premicres itérées
de F\, sont définies sur C et ne sortent pas de r(0)D. On a de plus une constante
K > 0 (dépendant de C) telle que Vz € C, ¥n > N, et Vk € N,

K
k)\n_z| < |z |k

si k < qp alors |F)’f (z) —e 5
n 2

En particulier Ff: — Id uniformément sur tout compact de r(0)D.

Nous donnons une preuve en appendice 6.3, d’aprés la thése de Jellouli.

Lemme 3.5 Soit G,, : D, — C une suite de fonctions holomorphes ayant en 0 un
point fixe de multiplicité finie notée q,. Soit Ly la taille asymptotique de G,,. Nous
supposons que :
— la suite ¢, — +00
— pour tout compact de D, il existe un rang a partir duquel D,, contient ce compact,
et la suite G, est bornée sur ce compact
Alors

iminf L 2 1

Preuve : Développons G, :

Gn(2) = 2 + Cpz®t1 4 O(2712)

1
an

1
. Fixons r < 1. Soit N € N tel que pour tout n > N,

onC, #0et L, = |——
qn n
G, soit défini sur rD, et notons M un majorant de la suite |Gy| sur rD. D’aprés la

formule de Cauchy,

1 G
= — n(2) dz
127T 5D Z2+q"
Donc
M
|On| - 7"1+Qn
Donc
r 1/qn
L, > ( > — 7
an n——+o0o



Section 3 Partie I

Donc
liminf L, > r

n—+o00
Ceci étant valable pour tout r < 1, on en déduit
liminf L, > 1

n—-+4o00

Remarque : d’aprés la proposition 1.3, pour tout a € ]0,400[, cette proposition
est vraie plus généralement si on remplace le domaine de définition I par alD et la

conclusion par “liminf L,, > a”.

Comme ®'(0) = 1, on a d’aprés la proposition 1.3

L.(Fy,) = La(pn/an)

D’aprés la proposition 3.4, on peut appliquer la remarque suivante le lemme 3.5 &
la suite G,, = F! )‘\1: : une suite tendant vers l'identité est en particulier bornée sur

tout compact. On en déduit
liminf Lo(pn/gn) > 7(6)

Ce qui démontre 'inégalité 3.4.
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4. Application & la convergence de la

mesure de 'intérieur de I’ensemble
de Julia

4.1 Dynamiques normalisées au disque unité

Dans cette section, nous étudions les suites de fonctions (G,,) vérifiant les hypothéses
du lemme 3.5, c’est-a-dire : 0 € D, C D, G,, : D, — C est holomorphe, a en
0 un point fixe de multiplicité finie notée ¢, (ces ¢, n’ont pas besoin d’étre les
dénominateurs des réduites d’un réel), ¢, — +0o et pour tout compact de D, il
existe un rang a partir duquel D,, contient ce compact et la suite (G,,) est bornée
sur ce compact. On appelle L, la taille asymptotique de GG,,. D’aprés le lemme 3.5,

quand n — +oo, liminf L,, > 1.

Lemme 4.1 Il existe une suite r, € |0,1] telle que r,, — 1, Gy, est définie sur
D, et la fonction Fy, : D — C: 2+ 7, G (rnz) vérifie les mémes hypothéses que

G, et de plus tend uniformément vers lidentité.

Preuve : Soient r et r' deux réels tels que 0 < r' < r < 1. Pour n suffisamment
grand, la suite G, est définie sur 7DD et y est bornée par un certaine constante M.
La fonction G,,(z) — z est bornée par M + 1 sur rD et s’annule & l'ordre 1+ ¢, en 0.
Par le lemme de Schwarz, (G, (2) — 2)/2z% ! est donc majorée par (M + 1)/ri»+1
et donc |Gy (2) — 2| < (M + 1)|z/r|% 1. En particulier, sur 7', |Gy (2) — 2| <
(M +1)(r' /r)®™*1, borne qui tend vers 0 quand n —» +oo. Ceci étant valable pour

tous r et r' tels que 0 < r' < r < 1, on en déduit le lemme. ]
Nous ferons dorénavant ’hypothése supplémentaire suivante :

(H) L, —1
Cela signifie que le terme en C,, 2% dans le développement de G,, n’est pas trop

petit, et on espére le voir dominer la dynamique.

Lemme 4.2 Faisons I’hypothése L, — 1. Pour toutr € 10,1 et n € N, soit N, (r)

le nombre de points fixes non nuls de G, situés dans rD, comptés avec multiplicité :

Nu(r) = o(gn)

n—+oo
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Preuve : La suite r, du lemme 4.1 tendant vers 1, il suffit de démontrer le présent

lemme pour la suite Fj, donnée par ce lemme.

Nous supposerons donc que chaque fonction G,, est définie au voisinage de D et que
la suite G, tend uniformément vers l'identité, donc en particulier est bornée, disons
par M.

Adoptons les mémes notations que dans la preuve du lemme 3.5. Pour n > N et
r €]0,1], soit N,(r) le nombre de points fixe non nuls de G,, dans rD comptés
avec multiplicité, et ((n,i)i=1,...,n,(r) ces points. Il existe une fonction analytique
gn(z) : D — C telle que

Na(1
Gn(z) — 2 0 (2) 1—([) z—Cnyi
n+1 9n pet 1-— zfm

Puisque (2 — (n.i)/(1 — 2(s.i) a module 1 quand |z| = 1, le principe du maximum

implique que g, est bornée sur D par M + 1. Maintenant,

N (1)
Cr = gn(0) H —Cnji
i=1
Fixons un réel r € 10, 1] :
Cal < (M + 1))
In|Cp| <In(M +1) = Ny(r)|Inr|

car In(r) < 0, et donc
Np(r) < In(M +1) —1n|C,|

n gn|lnr|

1
Or les hypothéses ¢, — 400 et L,, — 1 impliquent que — In |C},| — 0. Donc
an

Nu(r)/qn — 0. u

Remarque : En choisissant soi-méme Np(1) et les (pi, 0 = 1,...,Np(1), et en

posant g,(z) = 1, on peut construire diverses fonctions G,, avec la formule de
N, (1)

la preuve. Pour que L, — 1, il faut et suffit que — Z In|¢n,i] — 0 quand
qn
=1
n — +o00. Par exemple, pour tout r € ]0,1[ et pour toute suite a, = o(g,), il

existe une suite G,, pour laquelle L,, — 1 et N, (r) = a,,. En particulier ’hypothése
L, — 1 n’implique pas que les points fixes non nuls doivent finir par sortir de tout

compacts. Ceux-ci peuvent méme étre de plus en plus nombreux et tendre vers 0.

Lemme 4.3 Faisons 'hypothése L, — 1. Supposons de plus que pour tout com-
pact C deD, AN € NVn > N, G, n'a pas de point fixe non nul dans C. Soit A,
l’ensemble des points de D dont l'orbite future par itération de G, est définie a tout

rang, ne quitte jamais D, et tend vers 0 sans [’atteindre.

Leb D\ 4, — 0

n—+o00
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Nous prouvons ce lemme dans la section suivante. Notons qu’A,, est ouvert, car une
orbite qui tend vers un point parabolique sans tomber dessus doit finir par entrer

dans un pétale attractif.

4.2 Preuve du lemme 4.3

Dans un premier temps, on remarque & ’aide du lemme 4.1 et de ’hypothése de fuite
des points fixes qu’il suffit de démontrer le lemme 4.3 pour les suites G, vérifiant
en plus : chaque G,, est définie au voisinage sur I, la suite G,, tend uniformément

vers l'identité sur D, et n’y a pas de point fixe non nul.

Changement de coordonnées :
Nous posons z = e*. Soit £ le demi-plan gauche “Re(w) < 0”.

Soit I la branche du logarithme définie sur 1 + D et envoyant 1 sur 0. Pour tout
n € N suffisamment grand, |G,(z) — z| < 1 sur D, et s’annule en 0, donc d’aprés
(Gn(z) — z)/z| < 1, c’est-a-dire |1 — Gp(2)/z| < 1. Nous
poserons donc d,, : D — C,

le lemme de Schwarz,

dn(z) = 1(Gn(2)/2)

C’est une fonction holomorphe sur ), qui tend uniformément vers 0 quand n —»
+00. Soit Hp(w) : £ — C, défini par

Hn(w) =w+ Sn(w)

La fonction H, commute avec la translation de i27 et on a la semi-conjugaison
suivante : Yw € L,

expoHy(w) = Gy, o exp(w)

Il existe une fonction h,, définie sur D, qui ne s’annule pas et telle que Vz € D,
dn(2) = 27 h,(2)

La fonction h,, tend uniformément vers 0 et vaut C,, en 0 (notons que les multiples
changements d’échelle éventuels r,, effectuées ont modifié la valeur de C),, qui tend
maintenant vers 0, ainsi que de L,,, qui tend toujours vers 1). Comme h,, ne s’annule

pas, h, = exp ok, ou k, est une fonction holomorphe de ID dans C. Ainsi,
sn(w) = exp(ln(w)) ot
In(w) = gnw + kn(e")
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La fonction s, représente le pas “H,, (w) — w”. Intéressons-nous a sa direction :
Arg s, (w) = Im(l,,(w)) (mod 2m)

nous posons donc

an(w) def Im(l,(w)) = ¢gn Imw + Im &, (e")

Nous allons démontrer que le terme Im w est dominant.

Pour n suffisamment grand, |h,| < 1, donc ky, est a valeur dans £. Comme exp(k, (0)) =

Cp et L, — 1 (donc C}/q" — 1), on en déduit que quand n — +o0,

Re(k,(0)/gn) — 0

Restriction a un sous-disque

Fixons maintenant € > 0. Nous allons nous restreindre a ’étude de la dynamique
des fonctions H,, sur le demi-plan £. défini par I’équation “Re(w) < —¢&”. Soit

r =e ¢ < 1. Alors, uniformément sur D quand n — +o0,
|dn| = o(r™)
Re(kn/qn) — 0

VYm > 1, k;lm)/qn —0

Les deuxiéme et troisiéme lignes viennent de I’énoncé suivant, appliqué a la fonction
z > ky(2)/kn(0) : pour tout compact C' de D, et pour tout m € N, il existe M > 0
tel que pour toute fonction holomorphe f : D — “Re(z) > 0” envoyant 0 sur 1,
I§1€a0?(|f(m)(z)| < M. Soit donc N € N tel que Vn > N, |k}, /qn| < i sur rD. Nous

supposerons dans la suite de cette section que n > N. Calculons
(W) = gn + "k (")

Donc en particulier, sur L.,

I ‘ 1
2 —1l< = 4.1
0 1 (4.1)
En particulier,
1
|Argll (z)| < @y = arcsin 1 (4.2)

L’inégalité 4.1 implique également que a, est strictement croissante sur chaque
verticale, de dérivée > 3¢, /4 et < 5¢,/4. Sur une hauteur de 27, elle augmente

d’exactement 27q,.
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Les isoclines

Par analogie avec les champs de vecteurs, nous appellerons ¢soclines les composantes
connexes des ensembles {w € L. | an(w) = cste } Il se trouve que ces derniers sont

déja connexes, et que ce sont des graphes au dessus de | — oo, —e], de fonctions z — y
1

V15°
théoréme des fonctions implicites et de I'inégalité 4.2. Nous noterons I, = a,,!(a)N

de pente inférieure & tan(a;) = Ces affirmations sont une conséquence du

L. lisocline d’angle a. Nous dirons que w € C est en dessous (resp. au dessus) de

lisocline d’angle a si Re(w) < —¢ et a,(w) < a (resp. > a).

Lemme 4.4 La distance d entre deux isoclines, d’angles respectifs o et [3, vérifie

Preuve : Soit w € I, et w' € Ig. Si on avait |w — w'| < %lﬁq;al alors d’aprés
I'inégalité 4.1, on aurait |, (w) — I, (w")| < |8 —al, donc |B—a| = |an(w") —a,(w)| =
| Im(l,(w")) — Im(l, (w))]| < |8 — @, ce qui est absurde. [ ]

Piéges
Nous allons construire des piéges pour la dynamique de H,, sur L..
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Fia. 4.1 — Exemple de piéges avec € = 0,8

U[)n:

[}

Soit Up,,, 'ensemble des points w € L. tels que ap(w) € |7/2,37/2] mod 27.

Lemme 4.5 Pour n suffisamment grand, Uy, est un piége pour H,. La partie

réelle de lorbite de tout point de Uy p, tend vers —oo.

Preuve :

Une composante connexe Uy ,, est de la forme
T 3T
Uon = {weC | Re(w) < —¢ et 3 + k27 < ap(w) < > + k2m}
pour un certain k € Z.

Soit w € Up,nk et montrons que w + sp(w) € Uppyp @ il v a deux conditions a
vérifier.

g,3g [mod 27, on a Re(sp(w)) < 0, donc

Re(w + s, (w)) < —¢

1. Comme Arg(s,(w)) = an(w) € ]
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4)7/2 —
2. Soit d,, = 3u

qn
af=m/2et a =a; =arcsin(1/4). Soit N € N tel que Vn > N, ri» < d,. Soient
les angles By = k27 + g, B =k2r+7m—ay, fo =k2r+ 7+, B3 = k27 + 3%
On a By < 1 < B2 < B3. Nous distinguerons selon que a,(w) € |80, 1], 181, B2 ou
(B2, B3] :

la borne inférieure donnée par le lemme 4.4 correspondant

— Si w est au dessus de l'isocline 81, alors comme la taille du pas |s,(w)| est < ri»

donc < dy, < dist(Ig,,Is,). Donc Hy(w) est au dessus de isocline fy.

— De méme, si w est au dessous de l'isocline o, alors H,(w) est au dessous de

oo
Iisocline f3.

—Sia,(w) €160, B1], alors la direction du pas s, (w) appartient & ce méme intervalle,
donc a lintervalle plus grand Ja;,m — aq[. Il est de plus au dessus de l’isocline Sy
qui est un graphe au dessus de | — 0o, —¢] dont les tangentes font un angle inférieur
ou égal & ay avec ’horizontale. Donc H,(w) = w + s,(w) est également au dessus

de I'isocline fy.
— De méme, si ap(w) € [B2, B3], alors H,(w) est au dessous de Iz,.
Uo,n,k est donc un piége.

Remarque : on a un peu mieux. Tout point w tel que a,(w) €]By,B1] vérifie
an(Hy(w)) €]Bo, B1]- Tout point w tel que a,(w) € [B2, B3] vérifie a,(Hp(w)) €
[62763[‘

Montrons maintenant la deuxiéme affirmation : sur Up 1, Re(sn) < 0 donc la partie
réelle de Vorbite (wpm)men d’un point wy de Up, est strictement décroissante. Si
elle convergeait, alors Re(sy,(wy,)) — 0, donc a,(wy,) doit tendre vers {w/2 +

k2m,3m/2 + k27}, ce qui est impossible d’apreés la remarque. [ |

Uln:

)

L’ensemble Uy ,, est défini & partir de Uy, comme suit : soit £ € Z ; & partir du point
ay, (resp. a}) du bord de L. tel que a,(w) = 7/2+ k2 (vesp. 37/2+ k27), on trace
la demi-droite issue de a, (resp. a; ), contenue dans L. et de pente 1 (resp. —1).
Elle croise, entre autres, 'isocline d’angle 7 /4+ k27 (resp. 7w /44 k27) en un unique
point b, (resp. b;), puisque la pente des isoclines est < 1. Nous avons omis I'indice
n dans ces points w pour alléger les notation. Soit v; la portion de l'isocline d’angle
7 /4 + k2 située entre —oo et b, , et o la portion de l'isocline d’angle 77 /4 + k27
située entre —oo et bz. Soit Uy i I’ensemble des points de L. situés au dessus de
Y1 U [by ,a; ] et en dessous de y2 U [b), a;]. On définit Uy ,, comme la réunion pour
k € Z des Uy .-

Lemme 4.6 Pour n suffisamment grand, pour tout k, Uy 1, est un piége pour H,,

sur L..
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Preuve : Démontrons que les points de Ui, \ U, ont leur image dans £.. Un
point w € Uy 5,1 dont I'image sort de L., est & distance euclidienne inférieure & [ de
a,, ou de a} (disons a; pour fixer les idées), ot [ = Re(s,(w))v/2 (car les bords de
Ui, et Uy, dans L. ont une pente de valeur absolue inférieure ou égale & 1 ce qui
fait que w appartient au secteur “Arg(a, —z) € [-7/4,7/4]") : 0 < |w — b, | <.
Donc d’aprés 'inégalité 4.1,

| < §qnl

Jan () = an(t)| < 5

Or a,(by) = g + k27. Par conséquent,

[ = |sn(w)| cos(an(w))V2 < |8n(w)|%§qnl

Orl>0:
5v2

1 < Qn|3n(w) T

Or |sy| = o(r?) uniformément sur £.. L’inégalité ne peut donc plus étre vérifiée
pour n supérieur & un certain rang, qui ne dépend pas de w ni de k. Les points

w € Uj , ont alors leur image dans L..

Le reste est analogue & la preuve du lemme 4.5 : si w € U; 1, est situé en dessous
de Up,n,k, alors son image est au dessus de y; U [b,;, a,;] car cette courbe a une pente
comprise entre —1 et 1, et en dessous de I3, /o442, donc de y2 U [b,j,a,j] pour des
raisons de taille du pas et de distance entre les isoclines. De méme si w est situé au
dessus de Uy, p, k- [ |

Vn,k .

Les V,, 1, que nous allons définir seront des piéges pour la dynamique inverse de H,,.

Soit V,, 1, défini par w € L. et an(w) € |-7/2 + k27,7 /2 + k2x[. La fonction H,
est injective sur “Re(z) < 0”, donc en particulier sur V,, j. L’ouvert V;, j, contient les

points by et by .

Lemme 4.7 Pour n suffisamment grand, pour tout k € Z, Hy,(Va k) D Vi k-

Preuve : L'ensemble Hy, (V,, 1) est 'image continue d’un connexe donc est connexe.
I1 contient des points de V},  : en effet un point suffisamment & gauche sur I’isocline
0 a un pas s,(w) de module inférieur & la distance de Iyo, & L joykon €6 I_r/oqpon,

qui est non nulle d’aprés le lemme 4.4.

L’adhérence de V,, ;, dans £ coincide avec son adhérence dans C. De plus, la restric-
tion de H,, a V,, 1, tend vers oo en oo, et H,, est un homéomorphisme de £ sur sont
image. On en déduit que OHp(Vp i) = Hp(OVi k).

Le domaine H,,(V;, k) est donc un domaine de Jordan dans S2, adhérant & oo : le

complémentaire dans C de son bord a deux composantes connexes, dont H,,(V,, 1).
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L’image de l’isocline 7/2 + k27 est au dessus d’elle-méme, I'image de l’isocline
—m/2 + k27 est en dessous d’elle-méme, et 'image du segment [a |,a; ] est &
droite du bord de L.. Donc V;, 1, N 0Hy(Vy 1) = @. Donc le connexe V;, 1, est inclus
dans une des deux composantes connexe de C\0H,, (V,, ). Comme 'une de ces deux
composantes est H,(V, ) qui contient des points de V,, , on en déduit le lemme.
|

Soit g la réciproque de H,|z. (qui rappelons-le est injective). La fonction g envoie
H,(Vik) dans Vi, C Hp (Vi k). En particulier, g envoie V,, 5, dans g(Vi 1) C Vi,

donc elle contracte la métrique hyperbolique dy, , de Vi, k.

Lemme 4.8

V2 o V2 oo

— < |y -a < —Y——=
A1+ ¥2) an R 41— ¥2) qn
cX < lap-af] < 5T
S qn B B 3qn
0,19 < % < 0,69
k k—1

., . . g . . — — + +
des inégalités similaires tiennent en remplagant |b, — aj | par |bj_, —a;_,|.

Preuve : Le segment [b, ,a; | est de pente 1. Soit [ sa longueur :

143
g =ap(ay) —an(by) =Im l 1

[0,1] \/§

141 ;
Donc d’aprés I'inégalité 4.1, % =1.Im (%qn(1+r.e‘9)) avecf € Ret r € [0,1/4].
T2

= 4¢, (1 4 r./2sin(0 + 7/4))

U (1= t).by +tay)dt

d’ou la premiére ligne.
La deuxiéme ligne est une conséquence directe de 4.1 et la derniére ligne s’obtient

a partir des deux premiéres. ]

Note : en fait on a de meilleures inégalité, car si au lieu d’1/4 on prend une borne
arbitrairement petite dans I’inégalité 4.1, alors on obtient dans le lemme précédent
des bornes arbitrairement proche de respectivement pour chaque ligne des valeurs

V2r w2

4 qn,Qn 4

Lemme 4.9 I existe ay < 7/4 tel que pour tout n suffisamment grand, pour tout
tout k € 7, le segment [b, b;l;l] fait avec la verticale un angle < as. Ce segment a

une longueur magorée par la longueur de [a), ag].

Preuve : C’est une conséquence directe de la troisiéme inégalité du lemme 4.8, et
du fait que 0,69 < /1/2 comme illustré sur la figure 4.2, page 27. |
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=+

0,69
0,707... 1

0,69 az

Fia. 4.2 — Tlustration du lemme 4.9 (sur ce dessin, nous avons exagéré la distance

entre la pointe 0.707 et le point 0.69)

Note : en fait cet angle tend vers 0, car si au lieu de prendre 1/4 dans 'inégalité 4.1

on prend une valeur arbitrairement petite, alors as est arbitrairement petit.

. — N ™ . .
D’aprés le lemme 4.4, les points b, et b;ctl sont & distance > T des isoclines
an

bordant V}, ;. Notons que c’est aussi le cas de tous les points du segment [b, bk+_1],
car sa direction différe d’au plus /4 de la verticale, alors que la pente des isoclines

est inférieure & ay = arcsin(1/4).

Lemme 4.10 Pour tout n suffisamment grand, pour tout k € 7,

K K.

— < —e —Re(by) < =

an an
ot K1 > 0 et Ky > 0 sont des constantes universelles (rappelons que Re(ai) = —¢).
Preuve : C’est une conséquence directe de la premiére ligne du lemme 4.8. |

Lemme 4.11 Pour n suffisamment grand, dy, , (b vb;:q) < A, ou A est une

constante universelle.

Preuve : D’apreés le lemme 4.8, tout point du segment [b,, bk+_1] est & une distance

euclidienne > T du bord de L. et d’aprés le lemme 4.4, & distance > T
des isoclines bordant V,, ;. Donc ils sont & distance > T du bord de

44+ v2)q
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d 4 2)qn
Vi, Donc |Ide|U < (4+v2)qg . Avec le lemme 4.9, on en déduit dU(b;,b:_ﬂ <
w T
4(4
L\/ﬁ)_ m
3
Usopn :

Considérons le segment v, reliant b, a H,(b; ), et le segment v, reliant b a
Hn(bg) Notons que ces deux segment sont inclus respectivement dans les segments
(b, ,a,] et [bf,a}] pour n suffisamment grand (la borne supérieure r%* sur le pas
étant négligeable devant la borne inférieure cste /g, de la longueur de ces segments,
voir le lemme 4.8) donc dans respectivement V;, i et V;, k+1. Considérons la courbe
C =

(U gm00) ulbi,ai1Vlep et uladbi1u (U am0D)

m>1 m>1

Lemme 4.12

1.CNUip=o

2. La partie C_ de la courbe C située avant by est incluse dans dans Vi 1. La

partie Cy située apreés b;l' est incluse dans Vi, jy1.
3. Par conséquent, C est située entre les isoclines —m/2+k2m et /2 + (k+1)27.

4. Les parties C_ et C4 sont des graphes au dessus de respectivement |—oo, Re(b} )]
et]— oo,Re(b;l')], de tangentes faisant avec I’horizontale des angles inférieurs

a w/4+ B, ot B, est une suite indépendante de k et tendant vers 0.

5. La courbe C est injective.

Preuve : Les segments [b; ,a, ], [a; ,ai] et [a;,b]] sont disjoints de Uy ,. Comme
Ui, est un piége pour H,, son complémentaire dans L. est un piége pour g, ce qui
prouve le point 1.

Les V,,x étant des piéges pour g, et toute portion g™ (v, ) s’envoyant par un itéré
de Hy, sur [b, ,a™,k] C Vj, &, on en déduit le point 2. Le point 3 est direct & partir
de cela.

On démontre comme pour V,, i, que la partie de L. située entre les isoclines 7 /4+k27
et —m /4 + k27 est un piége pour g.

- . . s . cste .
Etant de diamétre (majoré par r% ) négligeable devant le minorant —— de distance
an

de b, au bord de V;, 1, le segment «,” a un diamétre hyperbolique dans V,, ; majoré
par une suite dépendant de n et tendant vers 0. Donc les itérées ¢ ont toutes sur
7, une distortion arbitrairement faible quand n est suffisamment grand.

Cela implique dans un premier temps que pour n suffisamment grand, g(v, \ {6} })
est en dessous de l'isocline 7/4 + k2w, car la pente des isoclines est < «a; =

arcsin(1/4) et m/44+ay < 7/2, et au dessus de I'isocline —7/4+ k27, car le majorant
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du pas est négligeable devant le minorant de la distance séparant b, de cette iso-
cline. Donc tous les morceaux g™ (v, ), m > 1, sont situés entre ces deux isoclines,
donc les segments joignant leurs extrémités font un angle < 7/4 avec I’horizontale.
On déduit alors le point 4 de la distortion arbitrairement petite.

Ainsi parties C_U[b, ,a, ] et C; U [bz, ak+] sont injectives. Pour prouver le point 5, il
reste & montrer qu’elles ne se rencontrent pas (il est évident qu’elles sont disjointes
de [a;,aj]). Or elles sont piégées respectivement par Uy et Uy pp+1 qui sont

disjoints. ]

Tendant vers I’infini aux deux bouts, la courbe C est une courbe de Jordan de S?
adhérent & oo : sont complémentaire dans C a deux composantes connexes. L’une
d’entre elle, que nous appellerons Us n,k, doit contenir Uj , 1, puisque ce dernier

est un connexe ne rencontrant pas C.

Alors Uson,k C Le : en effet, Pouvert O = “Re(z) > —¢” est disjoint de la courbe
de Jordan bordant Us 1 ; or le segment ]a, ,a; [ a un voisinage & gauche inclus
dans Ui 1 et un voisinage & droite inclus dans O ; donc O et Uy 5,1 sont dans deux

composantes disjointes du complémentaire de C.

Pour k # k', Usonk €6 Uson ke sont disjoints : en effet leurs bords dans C sont
disjoints et adhérent & O, ce qui fait que le bord chacun de ces ouverts est inclus

dans 'extérieur de ’autre ouvert.

La courbe C étant située entre les isoclines —7/2 + k2w et w/2 + (k + 1)27, on en

déduit qu'’il en est de méme pour Us n,k (puisqu’il ne contient pas O).

P , _

o .

Nous définissons 'ouvert Uy, = U Uson,k
keN

Lemme 4.13 Pour n suffisamment grand, pour tout k € Z, Us i est un piége
pour H, et tout point de cet ouvert a la partie réelle de sont orbite qui tend vers

—0Q.

Preuve : L’image par H,, du bord de Uy, p 1, est incluse dans I’adhérence de Uy 1,
Uso,n.k €st stable par Hy, puisque sont image contient H,, (Upn.k) C Uonk C Usoon,k-
Cet ouvert est simplement connexe, et posséde des points qui tendent vers —oo : ce
sont les points de Up p k. C’est donc le cas pour tous ses points (car H, contracte

la métrique hyperbolique de Up p 1)- [ |

Majoration de I’aire des points s’échappant

Pour simplifier, nous noterons V' pour V;, , a— pour a, , b— pour b, , a4 pour a;[l,
by pour bg_l, v— pour v, et vy pour '72_—1- On définit w,, = ¢™(b_). Tous ces

points appartiennent & V ou au bord de V.
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Lemme 4.14 La mesure de Lebesque dans le quotient L. /i2x7 du complémentaire

de Uso,n, tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Preuve : Rappelons-nous que H,, est injective sur L..

Fi1G. 4.3 — Le domaine R

Prouvons que le complémentaire R dans V de Us ,, est égal & la réunion du quadri-
latére (fermé) @ de sommets (b—,by,as,a_) et des images g™ (C) pour m > 1, ou
C est la région fermée délimitée par la courbe de Jordan [H,(b_),b_]1U [b_,b4] U
by Ha(b:)] U Ha(lbs b)),

— Prouvons d’abord que c’est bien une courbe de Jordan : I'injectivité sur la portion
[Hp(b_),b_] U [b_,by] U [by, Hy(by)] est due au lemme 4.9. L’injectivité sur la
portion H, ([bs,b_]) provient de I'injectivité de Hy,. Enfin, H,(]b;,b_[) est disjointe
de [Hp(b-),b_]U [b_,by] U [by, Hy(by)] car Arg(sp(w)) €] — w/4,7/4] quand w €
Jb—, by

— Soit la courbe de Jordan de S?: R =

(U g"62)) ulb-a-Ula—saslUlas,bil( U 970m)

m>1 m>1

— Gréace au point 4 du lemme 4.12 et au lemme 4.9, on sait que pour n suffisamment

grand la courbe R ne rencontre pas by, b_|.

— Donc @ ne rencontre pas R. Soit R’ I'adhérence de la composante connexe de
o
C\ R qui contient Q : Q C R'.

— R' C R : en effet, pour tout | € Z,’ouvert R’ est un connexe ne rencontrant pas le

bord du domaine de Jordan U, donc il est soit inclus dans U, p 1, soit disjoint
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de Ux, nl Or Ux,n, est un piége et Q contient des points qui s echappent de L.,
donc R’ et Uso,n, sont disjoints. Cec1 étant vrai pour tout I € Z, on a R’ C R.

Comme R est fermé et comme R' = R’, ona R' CR.

—OR C OR' : en effet, le bord de R =V \ Uy, est inclus dans V N (0U,, U OV).

Les deux isoclines bordant V' étant incluses dans Uy, on en déduit OR C R.

— Donc R = R’ (sinon, R devrait contenir tout le complémentaire du domaine de

Jordan R’', donc serait égal & C, ce qui est absurde).

- g(R) C R (donc Hy(R) D R) : en effet, V,, 1 est stable par g, et Us ,, st un piége
pour H,.

— Le domaine A = R\ @ a pour image AU C par H, : en effet, A est délimité par

la courbe de Jordan

( U gm(%;)) U by, iU ( U gm(%il))

m>1 m>1

qui a pour image par H, la courbe de Jordan

(U gm00) uHa@i b u (U 9" 0i)
m>0 m>0
qui est le bord du domaine de Jordan fermé AUC. Comme H,(R) D R, et comme R

posséde des points de partie réelle arbitrairement petite, on en déduit que H,(4) N
A+ 3.

— Tout point w dans V', a une image située & droite de w, et (comme dans la preuve
du lemme 4.5) Porbite d’un point w de V' doit sortir de V. Comme A C V, tout
point w € A a son orbite qui finit par sortir de A, donc tombe dans C'. Cela prouve
que

R=QU Ugm

m>1

En adaptant le lemme 4.11 (en utilisant que le fait que le pas est de module né-
gligeable devant 1/¢q,), on montre que le diamétre hyperbolique de C' dans V est
universellement majoré pour n suffisamment grand, donc les ¢ (définies et injec-
tives sur V') y sont a distortion bornée. Donc il existe une constante universelle K
telle que

2
Sn (W)
Sn(wp)

Leb(g™(C)) < K Leb(C)

Pour n suffisamment grand,
Leb C' < 3[sn(b-)|[b — by |

(en effet, C' est inclus dans le trapéze dont une des bases est [b_,b.], de hauteur

maxp,_ p,] |Sn| négligeable devant la base, et dont les cotés sont a 45 degrés ; cette
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hauteur est < exp(m/6)|sn(b_)| pour n suffisamment grand : en effet pour tout
w € [b,b4], [5n(w)/5n ()] = | exp(lin(e®) — k(e )], et comme w — b | < —
(d’aprés les lemmes 4.8 et 4.9) et |kl /gn| < 1/4 sur rD, on en déduit |k, (e) —
ky(eP-)| est majoré par m/3; enfin exp & < 3 d’on laffirmation).

Majorons 'aire de AN L./ ot €'(> €) sera choisi plus tard.

4Km
Leb(ANL.) < ———— $n(Wim)|?
(AN L) € s 3 ()

la somme étant prise pour les m tels que ¢™(C) N L. # &. Notons que comme ¢
envoie tout point de R sur un point de partie réelle inférieure, cette somme est la

somme pour m > mg Ol Mg est un certain entier.

Fixons 0 < n < 1. Rappelons que s,(w) = g w + k,(e¥) et que Re(k,/gn) — 0
sur rD quand n — +00. Pour n suffisamment grand, on a donc pour tout w € L.,
(1 4+ n)gn Re(w) < Inls,(w)| < (1 —n)gn Re(w). On en déduit que

|sn(wo)| > exp ((1 +1)gn Re(wy))

|$n(wm)| < exp ((1 —n)gn Re(wm))

On a vu (lemme 4.12, point 4) que les courbes ¢g™(v+), m > 1, sont entre les
isoclines —7/4 + k27 et /4 + k27. En particulier Arg(s,(wm+1)) € [-7/4,7/4], ce

qui implique
Re(wm+1) + /1/2exp((1 + 1)gn Re(wit1)) < Re(wn,)

Introduisons

Tm = (n €Xp ((1 + U)Qn Re(wm)))
On a z, € 10, 4+00], et

¢(wm+1) <z,

ou ¢(z) = zexp(xz(l + n)/1/2). La fonction ¢, qui ne dépend que de 7, est une
bijection croissante de |0, +oo[ dans lui-méme, et on a donc Vm > mg, Z,, < Uy, Ol
Um est une suite définie pour m > my et telle que Uy, = Tm, €t Umy1 = ¢’1(um)
(comme ¢(x) > z, on en déduit que u,, est strictement décroissante). On notera que
Um, €t o sont < g, exp(—(1 + n)gne), majorant qui tend vers 0 quand n — +oo.
On a |s,(wo)| > zo/qn et Ym > my,

1-n 1-n
1+n 1+n
na < (52) 7 < (52)
qn qn

Ainsi
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1—n
1+
(cela ne dépend que de 1), on a

Oua=2 . Or pour u,,, suffisamment petit et pour une certaine constante K’

Z ud, < K'up

m>mo
1-3n
147

On calcule que a — 1 = . On suppose dorénavant que n < 1/3.

Il reste & estimer w,,, : comme g™ (C) N Lo # &, on en déduit que Re(wp,) <
—&' + diam ¢g™°(C). Soit w € g™ (C) N L. : par distortion bornée,

|sn(w)]

diam g™ (C) < K”.diam(C)m

"

< cexp (= (1= n)gne’ + (1 +1)gne)

n

775_ Ainsi

1
donc négligeable devant 1/gq,, pourvu que g’ > 1 *

Umo < @n exp(—(1 +n)gne’).vn
ol v, —> 1 est une suite qui ne dépend que de n.
En synthétisant tous ces résultats, on a pour n suffisamment grand,
Leb(4 N £or) < K(n).g7 expan = (1+1) Re(wo) + (1 - 3n)¢') (4.3)
Une des conséquences du lemme 4.10 est que Re(wg) — —e indépendamment de
k, quand n — 400 (rappelons que wo désigne b} ).

Donc d’une part, comme Re(a—) = —¢, et b— = wp, on a pour n suffisamment grand,

Re(wp) > —¢' (pourvu que e’ > ¢), en particulier, QNL. = @, donc RNL. = ANL..

7 g, alors pour n suffisamment grand, —(1 4+ ) Re(wo) +

D’autre part, si e >
part, T3

(1 -3n)e' <O0.

1
Rkl ¢ implique les conditions &' > + na ete' >e¢

Notons que la condition &’ >
1—-3n 1—n

précédemment requises.

Sous ces conditions, la mesure du complémentaire de Uy, ,, dans le cylindre quotient
de L. par i277Z, complémentaire qui est inclus dans la réunion des g, régions V,, 1,
est majorée par g, fois le majorant de l'inégalité 4.3, et tend donc (exponentielle-

ment) vers 0.

Quand a la partie située entre Re(w) = —¢’ et Re(w) = —e, sa mesure est inférieure
a la mesure de cette partie, c’est & dire 27(e’ — €). Comme 7 peut-étre pris arbi-
trairement proche de 0, &' peut étre pris arbitrairement proche de €, on a prouvé le
lemme 4.14. |

Quand on passe a ’exponentielle, dont la dérivée est de module inférieure a 1 sur

le demi-plan “Re(w) < 0”, on obtient que la mesure du complémentaire dans rD de
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exp(Uso,n) tend vers 0. Le réel » = e ° pouvant étre choisi arbitrairement proche

de 1, cela clot la démonstration du lemme 4.3. Q.E.D.

Notons qu’on a démontré plus que nécessaire : en particulier non seulement 1’aire
du complémentaire du bassin de 0 dans D tend vers 0 mais en plus son image en
coordonnées logarithmiques dans Ly/i277Z a également une aire qui tend vers 0,

quand n — +o00.

Nous avons le bonus suivant :

Lemme 4.15 Pour tout € > 0 il existe une suite D,, — 0 telle que chaque com-
posante connexe du bassin de —oo pour H, sur L. est inclus dans une bande de

hauteur D,,.

Preuve : Raffinons l'inégalité 4.1 : de I!,(w) = ¢, + "k}, ("), on déduit que pour

tout w € L., |I',(w)/qn — 1| < e®*®a,, oi a,, — 0. Cela implique que la variation
—

de la hauteur d’une isocline est inférieure ou égale a b,, = / arcsin(ane”)dz. On
— 00

calcule que by, ~ a,e™® donc qu’il tend vers 0. Nous affirmons que D,, = 37/q, + by,
convient. Il suffit pour cela de remarquer que les Uy, sont dans des compo-
santes distinctes du bassin, car alors toute composante est comprise entre un cer-
tain Uso,nk—1 €t Uson,k+1 Si elle contient Uy p i €t sinon entre un certain Us p
et Uson,k+1- Or cette remarque est triviale puisque on a démontré que les Ux p

étaient des piéges disjoints. ]

Les hypothéses du lemme 4.3 sont insuffisantes pour assurer que D,, = O(1/g,). En
-1
effet, 'exemple k,,(2) = /qn Z? donne pour 'isocline passant par w une différence
z
2 1
Im ——.
/n 14 evw

de hauteur (entre w et —oo0) égale &

Conjecture Dans le lemme 4.3, Uhypothése de fuite des points fizes est superflue.

Cette conjecture est motivée par le fait que les points fixes de G;, sont rares comparés

a ¢n (lemme 4.2). Cependant leur influence n’est pas forcément négligeable.

4.3 Applications a la famille quadratique

Nous allons démontrer le théoréme 1, que nous divisons ici en deux parties.

Soit 0 € S, P ses réduites et Ap = 2022 Nous allons effectuer un changement de
qn qn

variable : soit G (2) = r(0) "' FY" (r()z) ou Fy = ®oPyo® ! et ® sont données par

la proposition 3.4. Par définition, La(F;f:) = L,(Fy,). D’aprés la proposition 1.3,
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Lo(F\") = 7(0)La(Gr) et Lo(Fx,) = La(Py,). Nous avons vu (théoréme 3.1, équa-
tion 3.2) que Ly(Py, ) — 7(6). Donc L, (G,) — 1.

Proposition 4.16 Pour tout compact C C A(f), AN € N tel que VYn > N, litéré
P/\q;‘ n’a pas de point fixe différent de 0 dans C'.

Preuve : Idée de la preuve : il suffit de prouver pour tout r < 1 que GG, n’a pas de
point fixe non nul dans rD pour n suffisamment grand. Nous appliquons d’une part
le lemme 4.2 qui implique que le nombre de points fixes non nuls de GG, dans rD est
un o(q,), d’autre part la proposition 3.4 pour montrer que 'existence d’un point
fixe non nul de P;f: dans C implique I'existence d’'un nombre N de points fixes de
G, dans rD tel que N > s.q, pour un certain s € |0, 1] indépendant de n (mais
dépendant de 7), en contradiction avec le lemme 4.2. Notons que la proposition 3.4

ne permet pas a priori de montrer dans tous les cas que N > ¢,.

Détail : soit C" = $(C) C r(#)D, et C" = 5 C' C D. Comme C” est compact, soit

N; la valeur de N correspondant & C' dans la proposition 3.4. Comme C" est un

compact de D, C" C roD pour un certain ro € ]0,1[. Soit 71 € ]rg, 1[. Reprenons
I’estimation de la proposition 3.4 :

k kA k

|F¥ (2) — e 2| < Klz|—

In

pour tout k < g, et z € C'. Soit Ny > N tel que

K
VTLZNQ, ro+—<nm

anr(6)
Soit également s = min(1,1/K) € ]0,1].

Maintenant, pour tout n > Ns et pour tout z # 0 point de C' qui est fixé par
P{, soit u = ®(z). Pour k < gy, soit ux = F{ (u), et vy, = uy/r(f). Alors d’apres
lestimée, v, € r1D. De plus, v est un point fixe de G,,. De plus uy, donc vy, est
non nul, car Ff:_k(uk) = u # 0. Nous affirmons que les v; pour i < s.qy,, sont deux
a deux distincts, ce qui donne un nombre N, (r1) de point fixes non nuls de G,, dans

r1D tel que N, (r1) > s.qn-

Nous appliquerons alors le lemme 4.2 : le nombre de points fixes non nuls de G,, sur
71D est un o(g,). Soit donc N3 > N> tel que Vn > N3, ce nombre soit < s.q, — 1.

Alors Vn > N3, P)‘f: ne peut pas avoir de point fixe non nul dans C.

Démontrons affirmation : pour tout n, les g, valeurs distinctes de e**» différent

i
d’au moins —. Pour i < s.qn, K— < —. Donc d’apres I'inégalité triangulaire,

an n an
pour k # k' strictement inférieurs a ¢,

lug —upe| > |ek>‘".u - ekl}‘".u| - |ek)‘" U= F)'fn (u)| - |ek>‘" U= F)‘; (u)|
4 1 1 2|u
> Ll - g = 25
n n n n
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Ce qui clot la démonstration. ]

Proposition 4.17 La mesure de l’ensemble (ouvert) des points z € A(f) dont
Porbite par Py, ne sort pas de A(f) et tend vers 0 sans tomber dessus, tend vers la

mesure de A(8) quand n — +o0.

Preuve : Nous avons vu que L,(G,) — 1 et que les points fixes non nuls de
G, fuient tout compact. Nous pouvons donc appliquer le lemme 4.3 & la suite
de fonctions G,. Sa conclusion se transporte trivialement & F)‘f: : la mesure de
Pensemble des points de r(0)D dont 'orbite future est infinie et tend vers 0 sans
I’atteindre et sans sortir de D tend vers la mesure de D. En fait, F)\, est a valeurs
dans r(8)D, donc F)‘f: également, donc avoir une orbite infinie sous 'itération de Ff:
qui ne sort pas de r(0)D est équivalent & avoir une orbite infinie sous l'itération de
F/\q;‘, ce qui est bien str équivalent & avoir une orbite infinie sous l'itération de F),, .
D’autre part, que cette orbite tende vers 0 pour F/\q;‘ est équivalent a ce qu’elle tende
vers 0 pour F) _, car cette fonction est continue et fixe 0, et a n fixé il n’y a qu’un
nombre fini d’itérations entre F) et F)‘f:. Ceci se transporte ensuite & Py, |a(s) par

I’isomorphisme ®. |
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5. Application & une nouvelle preuve

d’un théoréme de Yoccoz

Avant de rentrer dans le détail des preuves, donnons-en quelques idées directrices.

Dans le cas simple, I'idée est que lors du passage d’une bonne réduite & 6, le cycle issu
du point parabolique n’a pas le temps de s’éloigner de 0. Cette distance se majore

In
Blnt1 pyyg précisément, le

ainsi : son logarithme est grossiérement majoré par —
n

cycle est donné par une fonction holomorphe de D dans C envoyant 0 sur 0, et que

I’on évalue en un paramétre x correspondant & 6, dont le module a pour logarithme

In
Ldnt1 Si on sait que pour toutes les valeurs du paramétres

approximativement —
qn
dans I, le cycle reste dans un certain domaine, alors on en déduit une certaine

majoration de la distance a 0.

Dans le cas général, I'idée est que les cycles qui ont déja explosé génent les suivants.

1
Donc Deffet des termes D nt1

se cumule. Plusieurs difficultés surgissent : les points
génants ne sont pas fixes g?ais dépendent du paramétre, et il faut majorer le rayon
conforme du revétement universel de leur complémentaire. On ne peut alors plus
controler la distance & 0 de tout le cycle, mais uniquement le rayon conforme associé,

c’est & dire la distance & 0 du point du cycle le plus proche.

5.1 Cas simple

Théoréme 5.1 Soit 8 un nombre irrationnel et p,/qn, ses réduites. Supposons que

In
lim sup Nntt >0

n—+o0o n

2705 + 22 n’est pas linéarisable en 0. De

Alors le polynéme quadratique P(z) = e
plus, il posséde des petits cycles (c¢’est-a-dire : pour tout voisinage B de 0, il existe

un cycle de P complétement inclus dans B\ {0}).

Preuve : D’aprés I’hypothése, il existe n > 0 et un sous-ensemble infini J de N tel
que
In g
Vi€ J, D4+t >
qj
Supposons que P est linéarisable en 0. Soit A le disque de Siegel de P en 0. Soit

® : A(f) — r(#)D l'isomorphisme envoyant 0 sur 0 avec dérivée 1. Soient ®. les
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fonctions de la section 3.1. Notons D = r()D et D' = e /4D CC D. D’aprés
le théoréme de Carathéodory, ®-' converge uniformément, vers ®~! sur D’. En
particulier, 3g; > 0 Ve < g1, ®-1(D’) C A. Maintenant, puisque s. — 7(f) quand
e — 0,350 > 0 Ve < gg, e 25, < e’"/‘lr(ﬂ). Soit e = min(eg,e1). Pour tout
n € N, soit §, € C I'un des g, nombres complexes tels que
1270 = i2r 28 4 600
an

D’aprés une propriété bien connue des réduites

1
dndn+1

5 |<< o >1/qn
" Inqn+1

n n An
Soit R, la suite introduite au théoréme 2.3 et K > 0 telle que Vq, R, > K/q*. Alors
pour tout j € J,

R

Vn € N,

an

D’ou

In |(15]| < In(27) + 2In(g;) — In(K) N — g
Ry ferd

Ainsi il existe jo € J tel que Vj € J et > jo, d; € e‘"/QR;j/q" D. Rappelons que les
fonctions @),/ . de la section 3.1 sont définies pour p/q suffisamment proche de 6 et
vont, de R;/qID) dans s.D. Notons ji (') € J tel que Ve' > 0 et Vj > ji(e'), @y, /g,
est définie. D’aprés I'inégalité de Schwarz, quand j > max(jo, j1(€)) et j € J, alors
¢ k0 e(65) € €26D € D', done z © y, . (6;) = $21(Q) € A(). Or
z est un point périodique de P, donc ne peut pas appartenir & A(f). C’est une

contradiction.

Nous savons donc que 0 est un point de Crémer de P. Donc r(f) = 0. Prouvons
maintenant que P a des petits cycles. Pour tout ¢ > 0, notons j(£) = max(jo, j1(€)).
Soit zx(e) = ij(i)/qj(i)(okfsj(g)) et Cp(e) = ®-(2k(c)), oit 0 = e2™i)/ %) et k =
0,...,q;() —1. Les points z; forment un cycle de P. Comme précédement, les points
(p verifient |Cx|/s. < e="/2 par l'inégalité de Schwarz. Or d’aprés le théoréme de
Carathéodory, la suite de fonctions D — C : 2z — ®_1(s.2) tend uniformément vers
0 sur e~ "/?D quand ¢ — 0. Cela prouve que le cycle des z; (¢) tend uniformément

vers 0 quand ¢ — 0. |
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5.2 Cas général

Théoréme 5.2 Soit 8 un nombre irrationnel et p,/q, ses réduites. Supposons que

+o00

1
I
an

n=0

276

Alors le polynéme quadratique P(z) = 2™z + 22 n'est pas linéarisable en 0.

Le reste de cette section est dédié a la preuve de ce théoréme.
Lemmes préliminaires

Nous noterons dp(z, z') la distance entre z et 2’, pour la métrique hyperbolique sur
D : dp(0,z) = tanh ' |z|.

Soit V' un ouvert connexe non vide de C et zg un point de V. Soit V 5 V son
revétement universel abstrait. Il existe une unique valeur de r € ]0, +o0] telle qu’il
existe un isomorphisme ) : rD — V tel que p o ¢ envoie 0 sur zp avec dérivée 1.
Nous appellerons r le rayon conforme du revétement universel (r.c.r.u.) en zo de V.
Sir < 400, on notera ¢y : D — V définie par ¢y (z) = pot(rz) (le point zg est sous
entendu, dans la suite il sera systématiquement égal a 0) : ¢},(0) = r. La fonction
1 dépend du choix d’un relevé de zy dans ‘7, mais la fonction ¢y est indépendante

des choix.

Un revétement universel

Lemme 5.3 Soit p € 10,1] et V =D\ {p}. Alors
1
-y =s—w ot w = lv_:pi,v=—e“,u=—1n(P)t,t=% et s €.
- pour tout rg < p, et pour tout point s € D, soit w = ¢y (s) : si dp(w, p) < dp(0,70),

alors |s| > so 0w s¢ correspond & ug = Inry.

On calcule . ) |
to + nro
e e 1 — ) - - _1
%0 to -1 1-— t[) ou fo In ( )
donc
so=1—— - €1]0,1]
Inp

Note : le rayon conforme du revétement universel de V' en 0 vaut

2p| 1np| g2
/ O(&?
¢y (0) = 1_2 P co0 1- 6 +O0(e”)

39



Partie I Section 5

oie=1-—p.

Un phénoméne de cage de Faraday

Soit une courbe de Jordan v dans C délimitant un ouvert U, z un point de U,
et uy,...,u, une discrétisation de cette courbe. Si les points z; sont suffisamment
serrés, le revétement universel de la sphére de Riemann privé des z; aura un rayon
conforme en z (défini de maniére analogue au cas des ouverts de C) proche du
rayon conforme interne r; en z de U. Supposons maintenant que 7 € 0, 1[, et que
0eUcCrD cD Alors ry < r < 1. Considérons r' le rayon conforme en 0 du
revétement universel de V. = D\ {uy,...,up}. Il est évident que ry < ' < 1.
On cherche une condition pour que r’ ne soit pas sensiblement plus proche de 1
que r n’est proche de 1. Pour cela il vaut mieux énoncer les choses en terme de
logarithmes : —In(ry) > —1In(r) > 0 et —In(ry) > —In(r’) > 0. On cherche donc
une condition pour que |In(r')|/|In(r)| > &, ot € > 0 est un réel fixé a 'avance (pas
trop grand).

Nous conjecturons que pour tout réel d > 0, pourvu que r soit supérieur & une
constante rq < 1, la condition Vi, dp(z;,zi+1) < d’ (ou z, = zp) suffit pour une
certaine valeur 4 de . De plus il est raisonnable de penser que ¢4 — 1 quand
d— 0.

Le lemme suivant est une version faible de cette conjecture. Il n’est pas optimisé.

Lemme 5.4 Soient zp,...zp—1 € D non nuls. Soit V=D\{zo,...,2n-1}. Suppo-
sons qu’il existe r € ]0,1[, un réel d > 0, et des chemins v; reliant z; & 211, tels
que :

- 7o = tanh(d/2) <r

— la longueur hyperbolique de v; est <d

~; est inclus dans rD et évite 0

— la réunion v des supports des 7; sépare O de OD

Alors
r
¢4 (0)] < —
S0
avec
2
Sp = 1-— 1 S ]0, ].[
nro
1+ —
Inr

Preuve : Soit U la composante connexe contenant 0 de D\~ : comme 7 est connexe
et qu’il sépare 0 de O, U est simplement connexe. Notons que U C rID. Pour tout 7,
la fonction ¢y se factorise par le revétement universel de V; = D\ {z;} : ¢v = dv, 0h;

o h; : D — D est holomorphe et fixe 0 (théoréme de relévement).

Tout point z du bord de U appartient & 7, donc est & distance hyperbolique inférieure

ou égale & dy/2 d’un certain z;. Si z # 2;, soit a une préimage de z par ¢y, et b=
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hi(a) : alors z = ¢y, (b). D’aprés l'inégalité de Schwarz, |a| > |b|. D’aprés le lemme
précédent, [b| > so ol sg est associé & rp. Donc |a| > so. Donc &' (0U) N 5D = 2.
On en déduit que ‘I>‘_,1(U) D soD (puisqu’il contient 0). Donc @y envoie soD dans
rD (et 0 sur 0). Donc d’aprés 'inégalité de Schwarz,

,
@4 (0)] < —
0

Sans ’hypothése demandant que 0 soit entouré, le lemme devient faux : si les z;
sont presque confondus et & distance r de 0, le revétement universel est trés proche
2

de celui du lemme 5.3, pour lequel |In(r')| est de l'ordre de |In(r)|* quand r — 1,

donc |In(r")|/|In(r)] — 0.

A r fixé, le lemme suivant a de lintérét quand ¢ est suffisamment grand. Nous

noterons U, I’ensemble des racines g-iémes de 1'unité.

Lemme 5.5 Soit f : D — D holomorphe telle que f(0) = 0. Soit ¢ > 3 et r € ]0,1][.
Soit V =D\ f(rU,). Soit ( = 275 et do = dp(r,r(). Supposons que 0 € V. Alors

, r
¢ (0)] < -

avec
so=1- et ro = tanh(dy/2)

14 Inrg

Inr

Preuve : Notons que 'inégalité tanh(dy/2) < r est automatiquement vérifiée : en
effet, considérons le triangle hyperbolique rectangle de D dont les sommets sont 0, r
et le milieu m du segment hyperbolique [r, r{]p. Comme g # 2, ce milieu est distinct
de 0. La longueur hyperbolique tanh ™' de I’hypoténuse [0, 7]p est supérieure a celle
de chaque coté, donc a celle du coté [r, m]p, qui vaut exactement dg/2.

Soit w; = r¢* et z; = f(w;). D’aprés linégalité de Schwarz, |z;| < r. Considérons
larc de géodésique reliant z; & z;+1. Sa longueur hyperbolique est égale a dy. Son
image par f est un chemin ~; reliant z; & z;41, et sa longueur est inférieure ou égale
a dy car f est contractante au sens large pour la métrique hyperbolique sur . La
concaténation de ces arcs est un chemin v dans D. L’inégalité de Schwarz implique
que v = f(roD) C rD.

Supposons que v ne passe pas par 0. Alors v sépare 0 de 0D : en effet le nombre de
tours que +y fait par rapport & 0 est égal au nombre de fois compté avec multiplicité
que f atteint 0 dans D), donc est strictement positif. Donc on peut appliquer le
lemme 5.4.

Maintenant si v passe par 0, il suffit de perturber légérement les courbes choisies.
|

A nouveau, nous n’avons pas cherché & optimiser ’énoncé suivant.
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Corollaire 5.6 Reprenons les notations du lemme précédent et soient € = —Inr,
r' = |84-(0)] et e’ = —Inr'. Si on fait les hypothéses suivantes : 7 > e~ (i.e.e < 1),

et ge > 400 (ce qui implique automatiquement que q > 3), alors —Inrg > 4 et

e >(1-1n(2)e
Preuve : En effet, une fois que 'on sait que —Inrg > 4, alors, en appliquant le
lemme précédent, ' < r/sg, donc Inr' <Inr — In sg, donc

g' > e +1In(sp)

2 € 2
- 12— >1-
1+ In(ro)/ In(r) e+ |Inro] = |lnro|

80:1 21—

N ™

Donc
€
> ) >
Insg > In (1 2) > —1In(2)e

Cette derniére inégalité provenant du fait que £/2 € ]0,1/2[ et que le graphe de
x + In(1 — z) est au dessus de ses corde, appliqué a la corde au dessus de [0,1/2] :
Vr € [0,1/2], In(1 —z) > —2In(2)z.

Prouvons maintenant que — Inry > 4. Cela équivaut a ro < e~*. Soit r; = tanh(dp).
2 tanh(z)

D <
1+ tanh(z)2" ¢ "0 =

Rappelons que rp = tanh(dp/2) et que tanh(2z) =

2¢4

—4
e " =nr < .
'S 14e8

Nous noterons Ky cette derniére constante.

_ | 1=¢
- 1—7r2¢
—e 2

5 e. Dot

2 1
Or|l—¢| <=, r<let|l—r2)>1—r?>
q

< 47
r
'S T e

4 2 4 —4
Donc dés que g¢ > K def a e:)K = 7r(le _Zi ), alors r;y < Ky donc
_ o _

—In(rg) > 4. On calcule (arrondi par défaut) Ko = 396,87... Donc K < 400. MW

Note : En étudiant plus finement les inégalités, et quitte & éventuellement imposer
r plus proche de 1, et & remplacer la constante (1 —In(2)) par une constante moins
bonne (i.e. plus petite), on peut abaisser le seuil g¢ > 400 & une valeur arbitrai-
rement proche de my/cosh(2)2 —1 = 11,39... (correspondant & —In(ry) = 2, i.e.
dy = 2tanh™'(e~2) = 0,27...), mais on ne pourra pas le faire descendre en deca.
La méthode utilisée dans le lemme 5.5 est donc loin de 'optimum, puisque nous
conjecturons que 1’on peut abaisser arbitrairement ge, i.e. que l’on peut prendre dy
arbitrairement grand. Voir I’appendice o1 nous donnons des exemples qui nous font

penser qu’une telle conjecture peut étre vraie.
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Note : considérons l'arc de cercle de centre 0 et reliant w; & w;y1. Sa longueur

hyperbolique est exactement
2mr

Tl —)
Notons qu’elle ne différe pas beaucoup de la distance hyperbolique de w; & w;41 si

lo

cette derniére est petite, et qu’elle est nettement plus grande si cette derniére est

grande.

Un lemme d’uniformisation avec paramétre

Supposons que V; soit le complémentaire dans un ouvert U de n points distincts et
distincts de 0 qui dépendent analytiquement du paramétre ¢, et que 0 est un point
de U. Alors, pour tout ¢, la fonction ¢y, est un choix canonique de revétement
universel de V;. Malheureusement, en général ¢y, ne dépend pas analytiquement
du paramétre. Or la famille des revétements universels abstraits ‘7} a une struc-
ture naturelle de variété analytique. Si on veut une représentation de cette famille
respectant cette structure, il faut sacrifier la propriété de partir d’'un ouvert ne dé-
pendant pas de ¢ (en 'occurrence D). Quand les points bougent peu, on espére que

cet ouvert bougera peu lui-méme.

Grace aux théorémes de Slodkowski et d’Ahlfors-Bers, on arrive dans certains cas
A construire une famille dont on maitrise dans une certaine mesure les variations.

Comme précédemment, le lemme suivant n’est pas optimal.

Lemme 5.7 Soit z;(t) €D, i =1,...,q, t € D, q fonctions holomorphes telles que
pour tout t € D, eti # j, z;(t) # 2z;(t), et pour tout i, z;(t) # 0. Pourt € D, posons
Vi=D \ {Zl(t)a cee 7Zq(t)}'
Alors il existe un ouvert conneze U C C? et une fonction analytique ¢ : U — C tels
que
1. Soit ®(z,t) = (¢(2,t),t) : U — C2. Alors ® est un difféomorphisme analytique
local.
2. SoitUy ={z€C | (z,t) €U} et ¢(2) = ¢(2,t). Pour toutt €D, ¢y : Uy — V;
est un revétement universel, et ¢;(0) = 0.
3. Pourt=0, Uy =1D.
4. Il existe un mouvement holomorphe (en la seconde variable) n : Cx D, tel que
pour tout t € I, la fonction 1; : z > 1(z,t) est analytique en dehors de DD, et

envoie D sur Uy.

5. Pour tout t € D, Uy C (1 + 5|¢|)D.

Preuve : D’aprés le théoréme de Slodkowski, le mouvement holomorphe &; défini
sur C' = 0D U {z1(0),...,2,(t)} U {0} par &(z:;(0)) = z;(t) et par &(z) = z pour

z € 0D U {0} se prolonge en un mouvement holomorphe de tout S2. Considérons
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le champ d’ellipses u; défini sur Vy comme le pull-back par & du champ nul sur
V:. 11 dépend de maniére holomorphe de ¢. Soit v; le pull-back de p; par ¢v,. Nous
prolongeons v; & toute la sphére de Riemann par 0 en dehors de D. Ce champ
d’ellipses dépend de fagon holomorphe de sa variable. Soit 7; le redressement de
ce champ d’ellipses, normalisé par les conditions suivantes : n(0) = 0, n(co) = oo,
7'(c0) = 1. Alors 7; est un mouvement holomorphe de C, paramétré par D. Soit
U={(z1) | z€ n(D)}. Lafonction ¢ : U — C définie par ¢(z,t) = & oy, om; ' (2)
répond aux points 1 & 4 du cahier des charges : les points 2 & 4 sont immédiats,
ainsi que l'injectivité locale de ’application ® du point 1; I’analyticité de ® est une
conséquence du lemme 5.8 appliqué aux familles suivantes de surfaces de Riemann :
les horizontales “t = cste” et les courbes C, paramétrées par ¢t — (1:(2),t). Vérifions
le dernier point : comme 7; est analytique en dehors de D, on déduit du théoréme
de Koebe que Vz € D, |n(2)] < 4. Comme n9(z) = z, on en déduit que Yz € D,
[ne(2) — z| < 5|t|, d’ot (D) C (1 + 5t])D (ces estimations ne sont pas optimales).
|

Nous avons dans cette preuve utilisé le lemme suivant :

Lemme 5.8 Si une application continue d’un ouvert de C? dans C est C-différentiable
le long de deuz familles transverses de foliations par des surfaces de Riemann, alors

elle est analytique.

Pour une preuve de ce dernier, voir ’appendice de Tan Lei dans Particle [S], pp. 360

& 362. La preuve du point 1 du lemme 5.7 en est également inspiré.

Bonnes réduites
C

Soit R, ~ —?? la suite du théoréme 2.3. Soient C; > Cs > 0 telles que Vg > 1,
q

C C
—2 <R, < —. Soit
q q

n

B, =B (iQW&,an>
q

Nous utiliserons les propriétés suivantes des réduites : la suite d,, = Pn _ 0| est
an
1 d
décroissante, ¢pqni1d, € {—, 1} , et Ym < n, P _ Pn > =
2 dm qn 2

1
Lemme 5.9 Soit 0 tel que Z Dnt1 _ +o0o. Alors il existe une suite strictement

neN "
croissante d’entiers ny € N, dont l’ensemble sera noté K, telle que

In dn+1
Ly
nek n
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2. Ing, nj+w 0(1n Qn+1)

eExX

3. Vnek, i2nf € B,

4. ¥Ym,n € K, m <n = B, C By, et centre(B,,) & By,

Preuve : Soit F}, le n-iéme nombre de Fibonacci (Fy = 0, F; = 1). Pour tout C' > 0,

considérons la contribution des termes des rangs n > 2 pour lesquels Ing,+1 <
Clngy, :

Z Ingn i1 < C. Z In g,

In 5
n>2

1N gnt1<Cln gn

lan
C’.Z e C.A < 400
k>4

IN

car ¢ > Fpio, et la fonction In(z)/z est décroissante sur [3,+oo[ et Fy = 3.

On en déduit l'existence d’une sous-suite vérifiant les points 1 et 2. Le point 2
s’énonce de fagon équivalente par VI > 0, 1/g,11 = o(1/¢l,) quand n — +oo dans
K. C’est en particulier vrai pour [ = 2, ce qui permet de démontrer les points 3 et
4:

Notons ¢, le centre de B,,. D’aprés les propriétés des réduites, la distance |¢, —

i276| = 27d,, est de I'ordre de 1/¢,qn+1 donc (comme 1/g,11 = o(1/q2))
dn = o(Ry,)

(quand n — 400 dans K), donc i276 € B, pour n suffisamment grand dans K.

Pour tout m dans K, et pour tout n > m, B, C B(¢m, Ry, + |cn — cm]) et
Ry, +|cn — ¢m| < R,y + 27dy, + 27dy, < Ry, ., +47dy = o(Ry,,)

donc B, C B,, dés que m € K est assez grand, indépendamment de n. Enfin,

Rq,. 1 = o(dy,) et d’aprés les propriétés des réduites, |c, — ¢p| > md,y,, donc
Ry, <Ry, = o(len — eml)

donc pour tout m € K suffisamment grand, et pour tout n > m, le centre de B,,
n’est pas dans B,, (notons qu’on n’a pas besoin de I’hypothése n € K). Il suffit donc

de restreindre K a ses éléments supérieurs & une certaine constante. |

Nous nous plagons dorénavant dans le cadre du lemme précédent.
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Les variables 6,, et leurs relations

L’explosion des cycles n’est pas décrite en termes de A (dans e*z + 22), mais en
termes d’une racine g-iéme. Nous appellerons donc §,, une variable, correspondant
a A par:

A= i2nln 4 g

n

Le domaine de variation de 4, correspondant & A € B, est le disque R, ou
R, = R%q". Pour tout n € K, le paramétre Ay = 1276 appartient a B,, \ {¢,, }, donc
il existe exactement ¢, valeurs de §,, € D correspondant & Ag. Nous en choisissons
une, que nous noterons 6. Pour m < n deux éléments de K, nous définissons
Tmen : On = Oy par U'intermédiaire de la coordonnée A : la fonction 7, est la
composée de d, — X avec la branche de 'inverse sur B,, de §,, — A qui envoie \g
sur d7, (cette branche existe car la valeur critique ¢, de d,,, — A n’appartient pas a
By,). La fonction Ty, est définie sur R, D et est & valeur dans R, D\ {0} puisque
B, C By \ {em}-

Nous allons normaliser les §, pour que leur domaine de variation soit le disque
unité : soit

0, =0n/R),
Soit Tymern : D — D les changements de variable correspondants : T, n(0n) =
Tmen(BL0n)/RY,. Soit 8 = 8% /R!.

Lemme 5.10 Quand n —K> +o0,
€

In
In |§%] ~ ——dntt
n
Il existe deux suites de réels a,, < b, telles que
_ln dm+1
qm

quand m —)C> +oo et telles que Vm,n € K, sin > m alors
€

A ~ by ~

am < I |Tpmen(0)] < by

Il existe une suite R)), telle que
Z Rl < 400
meK
et telle que Ym,n € K, si n > m alors le diamétre hyperbolique de B, dans le

revétement universel de By, \ {cm} est inférieur o Argth(R])).

Preuve :

Rappelons que 8, = 6% /R.,, que i27rlﬁ+(6;)q" = i270, que o, def Gni1qn Pn 9‘ €
q’n n
[1/2,1], et que 3, def ¢® R, converge vers un réel > 0 quand ¢ — +00. Donc
Pn _
W2t o) g | n@rau/8,) +21n@)
ATl gy = -
an qn an

n |57 =
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Comme In(g,) = o(lngu41) quand n — +oo dans K, on en déduit le premier
équivalent.

Estimons maintenant |¢,, —c,| : d’une part e, —cp| < dp+dy < 2dpy, < 4T/ @mGm1-

D’autre part, |c,, — ¢n| > —= > — " Donc (pour tous n > m entiers),
2 20mGm+1
™ 4
T Cem—eal € —2—
2‘1QO+1 QQO+1
Maintenant
ITmn (0)] = lem — Cn|1/qm
et donc

In(27m n) — In(gm) — In(gm+1)
qm
Avec 1/2 < apn < 4. Comme T n(0) = Tipen(0)/R),, on en déduit que

In |7men(0)] =

A, <10 |Ten(0)] < by

ou

In(gm1) | In(@/Ch) +210(gm)

Um = —
dm qm

b — _ln(qu) . In(87/C5) + 21n(gy,)
" dm dm

Soient m < n dans K. Un revétement universel de By, \ {¢} est donné par la
fonction z — Ry, exp(z) + ¢y, définie sur le demi-plan “Re(z) < 0”. L’application
z = R.e® est difféerentiable de différentielle dRe* = Re*dz. Comme B, est de
diameétre négligeable (indépendamment de n quand m — +o00) devant la distance
d = |em — ¢y séparant son centre et celui de B,,, et comme la fonction z — Re* a
des branches inverses définies sur C privé de n’importe quelle demi-droite issue de
0, on en déduit par les théorémes classiques de distortion (voir [P]) que le disque
B,, se reléve par cette fonction en un ouvert simplement connexe U, trés proche du
disque de centre ¢ = In((¢y, — ¢n)/Ry,,) (on choisit n’importe quel In) et de rayon
r = rayon(B,)/|cn — cm|. Par proche, nous entendons qu'il existe mgy € K tel que

VYm,n € K, si n > m > myg, alors un relevé de B, est inclus dans B(e, 2r).

or < 2C1 gmGm+1 < 2C1gm

T@h T T
02 871’
—Re(c) >In— —In—— ~Ingnq1
I Am4m+1

quand m — +o0o dans K. Le diamétre de U pour la métrique hyperbolique du

demi-plan est donc inférieur & Argth(R)) avec

R =0 ( am >
" Qr2n+1 In(gm+1)

En particulier E R converge. [ |
mekK
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Nous nous servirons pas de la minoration par a.,.

Revétements successifs

Nous appellerons x,, : R} D — C la fonction x de la proposition 2.2, qui suit en
fonction de §,, ’explosion en un cycle du point parabolique 0 du parameétre i2wp,, /qy,.
Soit nj la suite du lemme 5.9. On peut imposer que ng > 3. Pour & > 1, soit
Ck = Tn, 1n, (0). Nous introduisons une nouvelle variable paramétrique ¢z, qu’il
faut imaginer située “entre” §,, et d,,_,. Soit ng : tp — 0y, , le revétement universel
de D dans D\ {0}, qui envoie 0 sur c. Plus précisément ng(ty) = elete htx)
a = arg(er), o' = —lIn|eg| et h(z) = % La fonction 7, ,«n, se factorise a
gauche par 7; : il existe oy : D — R, D telle que 64(0) = 0 et Ty, cn, = Mro0ok, de

sorte que o : 0p,, — tg. Le lemme 5.10 implique en particulier que o3 (D) C R, D.

Nous allons effectuer une série de changements de variables dynamique, les nouvelles
variables étant notées wy, wg correspondant & la variable dynamique initiale z. Ce
changement de variable dépend de §,, . La fonctions correspondante sera notée vy, :
(wg, 0p,) — wr_1. L’explosion du cycle suivi dans la variable z par x,, : dn, — 2
sera suivie dans la variable w;, par une fonction notée fi : d,, — ws. La fonction

fr sera a valeur dans piID pour un certain p; > 0.

La définition se fait par récurrence :

—po=4

— pour tout &y, € I, on définit fo(dny) = Xno(9ng), Ot 6ry = R;, O

— fo: D — poD, et fo(0) = 0 : en effet d’une part pour tout A € C, un calcul
élémentaire prouve qu'un nombre de module > 1 + |e}| est attiré par linfini
sous la dynamique de Py, donc K(Py) est inclus dans (1 + |¢*|)D, d’autre part
tout cycle de Py est inclus dans K (Py), et enfin dans le cas qui nous intéresse
(A = i27p/q + 67 avec g > 3) on a Re(\) < R3 < 0.76. Donc |fo| < 3.2 < po.

Rappelons que A peut prendre des valeurs pour lesquelles K (Py) n’est pas connexe

Pour £ > 1,

—soit ¢ : U, — D, U, C C x D, la fonction donnée par le lemme 5.7 pour le
mouvement holomorphe z;(tx) = p; ) fe-1 (Cne(tk)), @ = 0,...,q — 1. Soit alors
pr = 1+ 5R), , comme suggéré par le lemme 5.7. Ainsi, pour tout d,, € D, la
tranche de Uy, correspondant & t, = 0 (d,, ) est incluse dans ppD

— s0it ¥, : Vi = pr1D, Vi C piD x D, défini par Vy, = {(wk,ﬁnk) | (wg, tr) € Z/{k}
et

Ur(wr, Ony,) = pr-1Or (Wi, tr)
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— soit
Hy(wg,0n,) = ¢1,5n1 0...0 ¢k75nk (wy)
oll 0p; = Tpjeny(0n,). Pour tout d,, € D fixé, la tranche correspondante de la
fonction Hj, est défini sur un sous-ensemble de la tranche correspondante de Vj,
et & valeur dans pgD.

— la tranche 8,, de Hj est notée Hygs,, @ wi = Hy(wg, 6y, ). Cest une com-
posée de revétements, donc le revétement universel en 0 de ppD privé de la
réunion des cycles de période gn, ..., qn,, correspondants aux parametres 6, =
T, ny (0n,) se factorise & gauche (pour la composition) par cette méme tranche
de Hy. Autre conséquence, %Hk #0

— alors fr : D — ppD est définie par I’équation Vé,, € D,

ot 0, = R}, &y, et par la condition fi(0) = 0. Le théoréme des fonctions
implicites et le fait que les cycles de période ¢n,, qn,, ---, qn, D’entrent pas en

collision dans B,, garantissent ’existence de fj,

Majoration de la distance de 0 aux points périodique de P,
Soit ¢ = O'k((s:;k)
k
H,’M:k (0) = H ¢}75;,(0)

j=1 ’

Donc
k
H/’e,é;k (0) =po- - pr1 H ¢;’7t;f (0)
j=1

Majorons ce produit :
— Le produit des py, est convergent (rappelons que pp > 1) : en effet p, = 1+ R}

et Z R!" converge.
n>0
— Majorons [¢] ;. (0)]. Soit co = 1 —1n(2) et r, = |, |. D’aprés la section sur les
i

variables d,,, nous savons que

1
Inry ~ _ D+l (—0)

any,

Donc
+o00
Zln TR = —00
k=0
d’une part, et d’autre part
—Qn, InTp ~ —Ingp, 41 — +0

Donc il existe un rang Ky a partir duquel pour tout k > Ko, —qp, Inrg > 400 et

ry > e~ L. D’aprés le corollaire 5.6, on a alors

In |¢;7t; (0)] < colnrg
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Ainsi, quand & — 400 dans K,
Hj - (0) —0
’ k

Soit Vi, = rolD privé de la réunion pour j = 0,...,k — 1 du cycle de Py, donné
par Xn; (4, Ugn, ). Considérons la fonction ¢y, , revétement universel de D vers V;
envoyant 0 sur 0 avec dérivée réelle positive. Comme ¢y, : D — V}, se factorise a

gauche par H’“‘S%’ ie. ¢y, = Hkﬁik ofavec f:D—1D, 0~ 0, on en déduit que
¢y, (0) — 0
quand k — 400 dans K. Or ¢’Vk est minoré par la distance de 0 au bord de V.

On en déduit que 0 est accumulé par des points périodiques de P,. Q.E.D.

D’autres polynémes

Nous cherchons & adapter ce résultat aux polynémes z? + ¢. La difficulté provient
de ce que nous ne savons pas démontrer le théoréme 2.3 dans ce cadre, car la
proposition 2.8 n’est plus exacte pour d > 3 : il y a exactement d — 2 valeurs de
A dans Panalogue du membre p/q telles le polynéme correspondant P ait un point
parabolique z de période g & un pétale (c’est-a-dire (P?)'(z) = 1). Comme ce nombre
de contre-exemples est majoré par une borne indépendante de ¢, on peut peut-étre
s’en sortir en modifiant la proposition 2.2. Peut-on plus généralement adapter la
preuve au cas des fractions rationnelles dont tous les points critiques, sauf un, est

dans I’ensemble de Fatou ?
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‘est pas une condition suffisante pour minorer ’aire du bassin

q et € > 0. Nous allons montrer que I’absence de point périodique non nul

6.1 Un contre exemple

6. Appendice

Le contre exemple de cette section est dans le cadre des fonctions G,, des sections 3.2

et 4.1.
pour f : D — C holomorphe telle que |f

de multiplicité ¢ n
d’attraction de 0.
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F1a. 6.1 — Le champ de vecteur V' (z) et quelques isoclines, celles formant le bord

de W sont en trait plein
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Considérons le champ de vecteurs suivant :

Soient I_ et I les deux isoclines d’angles respectifs —7/2 et /2 contenues dans la
bande “y < 37”. Leur équation est “x = ytan §” avec y € respectivement | — 3, —n|
et |m, 3n[. Soit W l’ensemble des points situés en dessous de I_ ou au dessus de
I, . Pour tout z € W, z = = + iy a une trajectoire qui vérifie soit z — +00, soit

r — —oo quand le temps t — +o00.

Preuve : Nous supposerons z au dessus de I, 'autre cas étant symétrique. Les
composantes connexes des isoclines situées au dessus de I sont des graphes de
fonction croissantes R — R : 2 — y. Sur toute verticale, I’angle a du champ de
vecteur est une fonction croissante de y. Les bandes d’équation a € [,37] sont
donc des piéges. Une trajectoire qui y rentre aura sa partie réelle décroissante, et
comme le champ de vecteur n’a pas de point fixe (autre que 0), elle tend vers —oo.
Une trajectoire qui n’y rentre jamais vérifie a € | — 7, Z[, et donc sa partie réelle

est croissante, et tend vers +o0o pour la méme raison. [
Le champ V n’a pas de trajectoire périodique autre que 0.

Preuve : Supposons qu’une telle trajectoire T existe. Le champ V ne s’annulant
qu’en 0, T est non constante. C’est donc une courbe de Jordan, et d’apreés la topo-
logie algébrique élémentaire, elle doit entourer un point pg tel que V(py) = 0, Le
point po ne peut étre que 0. Mais R} et R* sont deux trajectoires de V. Une orbite

périodique ne peut donc pas entourer 0. Cela conduit & une contradiction. |

Fixons a > 0 quelconque, et considérons le domaine P; = “xz < a”, h = h, ’isomor-
phisme de P; dans 2D qui envoie 0 sur 0 et avec une dérivée réelle positive en 0, et
V> Pimage h.(V) du champ V par h. Alors tout point de D N A(W) finit par sortir
de D sous le flot de V5. L’aire de ’ensemble D\ A(W) tend vers 0 quand a — +o0.

Prenons maintenant le flot f, : D — C de V5 sur une durée n suffisamment petite
pour que f, soit définie sur tout D et |f,, —Id| < e. Le champ de vecteur V5 n’a pas
de trajectoire périodique hormis la trajectoire constante 0. Donc la fonction f, n’a
pas d’autre point périodique que 0. Le contre exemple que nous recherchons est le
pull-back f de la dynamique f, par z +— 27 : g : D — C est telle que g(2)? = f(z9).
Une telle fonction existe dés que |f, — Id| est suffisamment petit. Les points de
D\ W s’échappent tous de ), et comme ¢ est fixé, W peut avoir une aire

arbitrairement petite pourvu que a soit suffisamment grand.
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6.2 Preuve de la proposition 2.8

Rappelons que c est lié &4 lambda par les relations p = e* et ¢ = p/2 — (p/2)?. La

proposition en question est :

Proposition 2.8 VpA g =1, VA € Mz, si le polynome Py a un point parabolique
q
z de période k, alors soit k > q, soit k = q et alors (P})'(z) # 1.

La proposition 2.8 est triviale quand ¢ = 1, car le seul paramétre ¢ pour lequel Q. a

un point fixe de multiplicateur 1 est ¢ = 1/4, et ¢ = 1/4 si et seulement si A € i277Z.

Siqg>2et A € My, nous noterons 3 le point d’aboutissement du rayon externe de
Q. d’argument 0 et a 'autre point fixe de Q.. Le point fixe # est toujours répulsif
ou de multiplicateur 1 (voir [DH], exposé VIII, Ch. II, § 2). Nous utiliserons le fait

suivant :

Proposition 6.1 Pour tout A € M, ,,, les rayons externes de Q). qui atterrissent en
a sont les mémes. Ils sont au nombre de q, et Q. agit transitivement dessus. Si on
ordonne circulairement ces rayons par leur argument, l'action de Q. est équivalente

a la rotation d’angle p/q sur lensemble des racines q-iémes de l'unité.

On peut reconstituer cet énoncé a partir de [DHJ.

Le polynome @, est un homéomorphisme de chaque rayon externe sur le rayon
image. Soit U le complémentaire dans C de la réunion du point a et des g rayons
externes qui y aboutissent. L’ouvert U/ a ¢ composantes connexes, et elles sont
simplement connexes, chacune délimitée par o et deux rayons externes. Rappelons

que 0 est 'unique point critique de Q..

Lemme 6.2 Pour tout A € M,,,, il y a dans chaque composante connexe de U un
point de ’ensemble {0,Q.(0),...,Q%~1(0)}.

Preuve : Soit C' une composante de U. Soient R et R' les rayons externes qui
la bornent. Soit C' la composante bornée par les images de ces rayons. On notera

C — (', mais attention, le polynéme Q. n’applique pas nécessairement C dans C'.
Assertion : Si 0 n’appartient pas & C, alors ). est un isomorphisme de C vers C".

Preuve : Le polynome Q. n’a pas de valeur critique sur 8C’. Il y a donc une et
une seule composante connexe O de Q. *(C") dont le bord contient OC, puisque ce
dernier s’envoie dans C’. Une analyse au voisinage de oo montre que O a au moins
un point commun avec C, donc O C C (car C est connexe et ONOC = &). Comme
C, donc O, ne contient pas le point critique de ). et comme (). est propre de O
vers C', on en déduit que Q. est un isomorphisme de O vers C'. Montrons que Q.

est injectif sur O : en effet d’aprés le théoréme de Jordan-Schoenflies, tout point

54



Section 6 Partie I

au bord de C" a une base de voisinages V' tels que V N C" est connexe, donc & deux
points distincts z et 2z’ dans OO0 qui s’envoient sur le méme point u correspondent
deux branches inverses locales de (. définies sur un voisinage V de u tel que VN’
est connexe; I'image de V N C' par ces deux branches est incluse dans O, ce qui
contredit I'injectivité de Q. sur O. Donc Q. est injective sur O qui, rappelons-le,
contient AC et s’envoie dans AC'. Or AC s’envoie surjectivement sur dC’, donc
00 C 9C. Maintenant, puisque O est ouvert, non vide, et C' est connexe, c’est que

O = C. Donc Q. est un isomorphisme de C vers C’. O
Assertion : Si 0 € C, alors Q.(0) € C'.

Preuve : Supposons le contraire. Alors ’analyse précédente prouve que Q. est un
isomorphisme de C' dans C’, donc C ne contient pas le point critique, ce qui est
absurde. O

De la proposition 6.1 on déduit que D'application C' — C’ est transitive sur les
composantes connexes de . Donc les g premiéres itérées de 0 (de 0 & Q47'(0))

doivent visiter les composantes de U, en suivant la fonction C' — C". |

Supposons que (. a un point parabolique z, de période k. Montrons que k # 1. S’il
était fixe, z serait égal & o ou §. Or si « est parabolique alors soit A € iR, ce qui est
exclu car nous avons supposé que A est dans un membre, soit Ip € Z A € M), (i.e
g = 1), ce qui est exclu car nous avons supposé q > 2. Si § est parabolique, nous

avons vu que A € 2wiZ, ce qui est exclu. Donc k > 1.

Le point critique 0 appartient au bassin immédiat d’un point du cycle de z. Nous
pouvons toujours supposer que z est ce point du cycle. A I’aide des pétales, on
construit un chemin v dans K (Q.) reliant z a 0, et qui ne rencontre J(Q.) qu’en z,
de sorte qu’il est entiérement inclus dans I/, ainsi que ses images successives. Ainsi,
Vn e N, Q7(z) et Q7(0) sont dans la méme composante de U. Ceci et le lemme 6.2

impliquent que le cycle de z a au moins ¢ points. Donc k > q.

Dans le cas ou k = ¢, prouvons que (Q%)'(z) # 1. Supposons le contraire. Il y a
au moins un rayon externe qui aboutit en z, et un tel rayon est fixé par Q9 (voir
[DH], en fait il y en a exactement 2). Ses images successives par (). ont des angles
externes ordonnées dans le méme ordre que les rayons aboutissant en «, puisque
pour n < ¢, la n-iéme image doit étre dans la méme composante de U que 0. C’est
impossible : en effet pour la dynamique de z — 22, il ¥ a un seul cycle avec un

nombre de rotation fixé (voir [BS]).

Remarque : Notons que c’est ce dernier argument qui ne s’adapte pas au cas de
la famille z¢ 4 ¢ : dans cette derniére pour tous p/q, il y a des valeurs de ’c’ dans le
membre p/q telles que le polyndme correspondant ait un point de période ¢ et de

multiplicateur 1.
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6.3 Preuve de la proposition 3.4 (d’aprés Jellouli)

Rappellons que 6 est un irrationnel, p, /gy, ses réduites, et \,, = i27py,/qn.

Proposition 3.4 Supposons r(8) > 0. Soit ® : A(f) — r(0)D [’isomorphisme
conforme envoyant 0 sur 0 avec dérivée 1. Soit Fy = ® o Py o ® 1. Alors pour tout
compact C de r(0)D, AN € N tel que Vn > N, les q, premiéres itérées de F),
sont définies sur C et ne sortent pas de r(0)D. On a de plus une constante K > 0
(dépendant de C) telle que Vz € C, VYn > N, et Vk € N,

K|z|k
kxn_z| < |2

si k < g, alors |F>’fn (z) —e < 5

En particulier Ff: — Id uniformément sur tout compact de r(0)D.

Quand A — 1276, Py tend uniformément vers Pjsr¢ sur tout compact de C. Donc
F), tend uniformément sur tout compact de r(8)D vers Fizrg = (2 — €12™2). Comme
F\(0) = 0 et F}(0) = P{(0) = e*, nous pouvons noter

F\(z) = e*.2.G\(2)

ol G est holomorphe et Gx(0) = 1. Quand A — 1270, alors G(z) — 1 unifor-
mément sur tout compact de r(6)D (pour le prouver, on fixe 7' < r(f), et on utilise
le principe du maximum sur le disque r'ID; il suffit alors de vérifier Gy — 1 sur le

bord de ce dernier).

Soit ' < r(f) et considérons un e > 0 pour lequel F)\(z) est défini sur r'D et
|Gx — 1] < 1 sur 7'D dés que [A — i276] < e. Soit U = {w € C | Re(w) < In(r')}.
Soit

Hy, =10G)

ot [ est la branche du logarithme définie sur 1 + D et qui envoie 1 sur 0. Soit Iy
défini par
I(w) =w+ A+ Hy(eV)

Alors pour tout w € U et pour |A — i276| < ¢,

Fy(e") = )

Le point fondamental est que
1

Dn
p— "
‘ a

an

Puisque Giarg = (z +— 1) et G est une famille analytique de fonctions holomorphes

(sur r'D x (1276 + D)), nous en déduisons qu'’il existe K > 0 tel que
|Hy ()] < K| — i276)
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Pour w € U et |\ —i276| < €. Alors

2
I, () —w = Aa| = |Hy, (e¥)] < K[\, —i270] < K=

n

Ainsi, si Re(w) < In(r') — K27 /gy, alors on peut montrer par récurrence que pour

k=0,...,qn :
qn_k

2
n

Re (I§ (w)) < In(r') — K27

(et donc I{ (w) € Def I, si k < ¢,), et que

n k
I (w) —w— ki27r§— < Komoy
n n

Donc pour z € 'D, et |A, — i270| < € (c’est-a-dire n assez grand),

FY (2)
ekin z

—1l < eK?Wk/qi -1

On en déduit la proposition, quitte & augmenter la valeur de K.

6.4 Preuve alternative de la proposition 4.16

Rappellons que 6 est un irrationnel, p,/q, ses réduites, et A\, = i27p,/qpn.

Proposition 4.16 Pour tout compact C C A(f), AN € N tel que Vn > N, litéré
P/\q;‘ n’a pas de point fixe différent de 0 dans C'.

Notre preuve alternative de la fuite de des points fixes de P/\q;‘ est basée sur le fait
suivant : soit \g = ion?. Quand A varie dans B(Ag, Rq) \ {0}, les points fixes de
q

P} n’entrent pas en collision. Fixons § € S.

Résumé de la preuve : Reprenons les notations de la section 3.1. Soit £ une équi-
potentielle de potentiel e suffisamment petit pour que s. soit proche de r(6). On
avait introduit des fonctions &/, . qui suivent I'explosion du point fixe multiple 0 de
Pizrp/qs aprés conjugaison par un représentation conforme, en termes d’une racine

g-iéme de la perturbation. Pour n suffisamment grand, d’une part par I'inégalité de

!
Pr/n e

sE/R(%q"). D’autre part, nous avons prouvé (section 3.2) que n;n/qms(O) — 1r(0)

est proche de la borne

Schwarz implique que |k (0)| < un majorant proche de r(6) (ce majorant est

!
P/ qn e

donnée par 'inégalité de Schwarz. Ceci implique que cette fonction est proche de

quand n — +00. Ainsi, la dérivée en 0 de la fonction &

I’application linéaire de méme dérivée en 0, et ce sur un disque rIDD de de rayon
proche de 1. Quand aux autres points fixes de Py, ils dépendent holomorphique-
ment de A (= A, + §7*), donc ils se déplacent beaucoup plus lentement que ceux

issus du point parabolique quand ¢ varie dans rI. Ceci exclue tout point fixe de P;f:
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d’un grand compact de A(f). En effet, s’il y avait un point fixe dans ce compact,
alors il y aurait une valeur de § telle que les points fixes (rapides) issus de I’explosion

entrent en collision avec ce dernier (lent), ce qui méne & une contradiction.
Détail de la preuve :

Le lemme suivant est un complément au lemme de Schwarz. Nous 'utiliserons dans
le cadre suivant : r est majoré par une constante proche de 1, et a — 1, auquel

cas la constante r' donnée par le lemme — 7.

Lemme 6.3 Soit f une fonction holomorphe de D dans D telle que f(0) = 0 et
posons a = |f'(0)|. Alors Vr € 10,qa[ et Vt € R,

a—7rTr

it >0 onr =
|f(re®)| > r' our L —

De plus, Vz € r'D, ind, foy =1 0@y :[0,1] = D est le lacet t — rei>™t,

Preuve : Notons que la proposition est vide si a = 0. Supposons a > 0. La fonction
9(z) = f(2)/z est définie et holomorphe sur D. Elle applique 0 sur a, et D dans D
d’aprés le principe du maximum. Donc g est 1-Lipschitz pour la métrique hyperbo-
lique de . Donc si |z] < r, alors g(z) appartient au disque hyperbolique ouvert de
centre a et de rayon Argth(r). En particulier, posons b = f'(0)/|f'(0)| : Vz € rD,

Re <%2)> S

Le reste suit aisément. [ |

Pour alléger les notations, soit R), = R%q" : R, — 1 quand n — +o00. Soit

® l'isomorphisme de A(#) vers r(f)D qui envoie 0 sur 0 avec dérivée 1. Soient
®. : V. — s.D les fonction de la section 3.1. Pour tout n € N, soit £, — 0 un
potentiel pour lequel K (Py) C V. pour tout 6 € R, D et A = \,, + §?~. Rappelons

que d’aprés le théoréme de Carathéodory, quand n — +o0,

Se, — r(6)

n

et que L, <&> — r(#) d’aprés la formule 3.2 du théoréme 3.1, d’ou

an

Pn
pafanien O] = /"L <_> —s 7(6)

quand n — +o00.

Fixons momentanément n. Soit 2o un point fixe non nul de P/\q;‘. Soit Zg = ¥, (20)-
Nous savons d’aprés la proposition 2.2 qu'il existe I tel que zo = &(\y), avec les
notations de cette proposition. Considérons (; = ®., o&;. Cette fonction paramétrise

en fonction de A le mouvement dans les coordonnées ®. du point fixe initialement
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égal a z9. C’est une fonction holomorphe de R, D + A, dans s, D. Elle est donc

1-Lipschitz pour les métriques hyperboliques respectives de ces disques. Donc

= |zl

SNy a = 2al) 00 ) = oo e
S 142 1%l
Ry, s,

Notons ¢ = &y, /g, > €t Co = @, 0 ¢. C’est une fonction qui paramétrise le mou-
vement dans les coordonnées ®. de 'explosion du point parabolique, en fonction
de §. D’apreés la proposition 2.2, V§ € R, D, & (A, + 07) # ¢(d). Donc la fonction
Y (0) def C(8) — G (A) (ou A = Ay, + 67) fait un nombre de tours = 0 autour du

point 0 quand § décrit un cercle centré en 0 et inclus dans R!,D.
Fixons t € 10, 1[. Soit
R,

Se,

Gy = n;n/qms(O)‘

On voit que a,, — 1 quand n — +o0, donc il existe N = N; € N tel que Vn > N,

a, > t. Nous supposons maintenant que n > N. Soit

, ap —t
=t
"n 1—apnt

la suite r}, — t quand n — 4o00. D’aprés le lemme 6.3, quand § décrit le cercle de
centre 0 et de rayon tR; D, (o(d) fait un nombre de tours = 1 autour de 0, tout en
restant & distance supérieure ou égale a s., r!, de 0. Supposons maintenant que pour
un certain point fixe zo de Py, u(t™ R,,) < ry, : alors |G (A)| < s, < [Co(d)]
donc quand § décrit le cercle de centre 0 et de rayon tR!) D, Y (§) par le théoréme
de Rouché ferait le méme nombre de tours autour de 0 que (p, ce qui est impossible
car on a vu que le premier est égal & 0 et le deuxiéme & 1. Donc u(t™"R,,) > r,

c’est-a-dire
pan 4 120l
Sen S

1 4 o 10l

Sep

dont il découle une borne inférieure pour |Zy| :

Zo| > 1 ot Iy =5, T t"
e

Qui est, valable, rappelons-le, pour tout N > Ny, tout zy point fixe de P;f: et Zy =

®. (z9). Maintenant quand n — +o00, alors @, tend vers ® sur tout compact, et
I, — r(0)t

Comme t € ]0,1[ peut étre choisi arbitrairement, il est maintenant aisé d’en déduire

la proposition 4.16.
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6.5 Remarques concernant la section 5

Estimation d’un r.c.r.u.

Soit r € 10,1[, ¢ > 3, V = D\ rU,; (ou U, est 'ensemble des racines g-iémes de
Punité), et r,(r,q) le rayon conforme en 0 du revétement universel de V. Nous
allons estimer Inr,(r,q)/Inr quand simultanément r — 1 et —¢ln(r) tend vers

une certaine constante positive.

Une fonction

Soit r > 0, U, = D\ [r, 1], alors 'uniformisation ¢y, : D — U, de U, en 0 est la

réciproque h — a de la fonction a +— h définie par :

—-b=-a
e b+r

1+7b
— d = +/c (la branche définie sur C\ ] — oo, 0] et qui envoie 1 sur 1)
76—1Lid f_e2 __1+if

T1owd ! T T T
_ notons que g = 24— (L=d)

eI = i ra-a@)
_9tg . 2do — (1 - dp)

et d():\/’l_”.

= ou go

1+ gog’ " 2o+ (1—a2)
Un calcul donne dh/0a = (r + 1)?/4r, d’on
R
TU, = r 12

Minoration

qg—1
Soit Vi, = D'\ U[r{i,qi] ot ( = €i?7/4. ensemble Vj, est simplement connexe

i=0

et inclus dans V', donc son rayon conforme en 0 est inférieur & celui de V. Nous
pouvons trouver une formule pour ¢v,, : ¢v,, (2)? = ¢y, (27), dou r{, = ry,,.
Donc

Tu(T,Q)ZT(r,q):<$>%

Majoration

La composée g = -7 o ¢y (2) est a valeur dans U = D\ {r?}, donc g se factorise :
g = ¢uoh,avec h : D — D, h(z) = az? + O(297!) et |a] < 1 d’aprés une
variante de l'inégalité de Schwarz. Donc |¢},(0)]? < |¢y;(0)|. D’apreés le lemme 5.3,

64, (0) = 2r?| 1n(r?)]

. Donc
1—r2¢

1—7r2

ru(r,q) < ri(r,q) = <M>l
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Estimation

Soit A > 0. Supposons maintenant que r — 1 et que —qln(r) — A, ce qui équivaut

a dire que la distance hyperbolique entre r et r{ converge, vers

4= o (e (2)

Alors 77 —s e=*. Dot In7, (r,q) ~ AL (\)In(r) et Inr_(r,q) ~ A_(A\) In(r), avec

1. 1—e 22

AN =S5

et ) (1 )\)2
+ e

A ===

Nous avons de plus les propriété suivantes : YA > 0,
A+(>‘) € ]Oal[ ) A—(A) € ]Oa 1[

A-()/AL (V) €11, 1.5]

Les fonctions Ay et A_ sont strictement croissantes en fonction de A, tendent vers
0 en 0 avec une dérivée en 0 non nulle et non infinie, et tendent vers 1 en +oo.
Le quotient A_ /A4 tend vers 1.5 en 0 et vers 1 en 400, et d’aprés des expériences

numériques il semble décroissant en fonction de A.

6.6 Remarque sur le théoréme de redressement des

champs d’ellipses

Nous n’utilisons le théoréme de redressement (théoréme d’Ahlfors-Bers) que dans

. . In 1
la section 5, et uniquement dans le cas ou Nnt1

— 0. Plus précisément il sert &
dn
démontrer le lemme 5.7. Il serait intéressant de voir si on peut démontrer ce lemme

sans le théoréme de redressement.

Dans le cas ot

400 lnq 2
Z<—n+1> = 4+00

0 an
on peut fournir une preuve que 0 est un point de Crémer sans utiliser le théoréme
de redressement : dans la preuve de la section 5, au lieu de passer au revétement
universel du complémentaire de ¢, points dans D, ne considérer qu’un seul point
z(t), normaliser en divisant par z(t) et passer au revétement universel de r) privé
de {1} (pour r suffisamment grand, mais pas trop). Ceci dépend de fagon analytique

du paramétre ¢, contrairement aux revétements universels.
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Deuxiéme partie

Semi-continuité dans le
théoréme de Siegel-Brjuno, par

la méthode de Yoccoz






Partie II

Introduction

Nous allons compléter le théoréme de linéarisation des fonctions holomorphes f
fixant 0 et dont la partie linéaire est une rotation irrationnelle (apériodique). Le
théoréme de Siegel-Brjuno affirme que si le nombre de rotation € satisfait une cer-
taine condition diophantienne appelée condition de Brjuno, alors f admet conjugai-
son locale en 0 & sa partie linéaire. D’aprés [Y], le théoréme de Brjuno donne une
borne inférieure au rayon du disque de Siegel, en termes du rayon d’injectivité de f.
Nous prouverons que, a @ fixé satisfaisant la condition de Brjuno, sous I’hypothése
supplémentaire que f est arbitrairement proche de la rotation de méme angle sur le
disque unité D, alors le disque de Siegel (domaine maximal de linéarisation) contient
un sous disque de D de rayon arbitrairement proche de 1, et sur lequel la linéari-
sation est arbitrairement proche de l’identité—nous ne tenterons pas ici d’estimer,
et encore moins d’estimer finement, le rayon du disque de Siegel et la distance &
I'identité de la linéarisation, en termes de € et de la proximité & la rotation—. De
ceci, toujours & nombre de rotation de Brjuno fixé, on peut dériver des énoncés
de semi-continuité du disque de Siegel. Nous ne prétendons pas démontrer quelque
chose de nouveau dans ce texte : tout ceci est probablement déja connu, et il se
peut qu’il existe déja des références pour cela. Nous donnons ici une preuve basée
sur la méthode élaborée par Yoccoz dans [Y], dont il s’agit d’une application assez

directe.
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1. Définitions et énoncé

Nous nous basons uniquement sur le document [Y], qui présente la preuve de Yoc-
coz du théoréme de Siegel-Brjuno. Comme il s’agit d’une variante, nous suivrons
les notations qui y sont introduites, et nous conseillons au lecteur de s’y référer.
Rappelons certaines d’entre elles. Pour a € R, on note A\ = E(a) ot E(z) = e'2™*.
L’ensemble Sy est I’ensemble des fonctions holomorphes univalentes f de D dans
C telles que f(0) =0, f'(0) = A\. Pour € > 0, nous définissons un nouvel ensemble

5 @ c’est I'ensemble des applications f, de D dans C telles que f(0) =0, f'(0) = A
et Vz €D, |f(2) — Ra(2)] < &, ot Ry(z) = Az. Contrairement a Sy, nous ne deman-
dons pas que f soit univalente sur ). En fait, toute f € D5 est automatiquement
univalente sur un sous-disque de rayon qui tend vers 1 quand ¢ tend vers 0. L’en-
semble Ky désigne I’ensemble des points z de D pour lesquels toute ’orbite future
de z est définie, et ne sort pas de ID. La fonction f est linéarisable en 0 si et seule-
ment si 0 € Igf. Le disque de Siegel Uy (qui n’est pas noté Ay car il se peut qu’il
soit strictement plus petit que le disque de Siegel d’un prolongement analytique de
f), est la composante connexe contenant 0 de I'intérieur de K, (avec la convention
que Uy = @si 0 & Igf) Si Uy # @, la restriction f|U, est alors analytiquement
conjuguée a la rotation d’angle 2ra sur D. Nous appellerons Hy : C(f)D — Uy
I'unique conjugaison analytique de R, : z = Az & f, normalisée par H }(0) =1,ou
C(f) est appelé capacité conforme (ou encore rayon conforme interne) de Uy en 0.
Soit B I’ensemble des nombres de Brjuno, c’est a dire ’ensemble des irrationnels o

tels que B(a) < +00, out B est la fonction de Brjuno :

B(a) — Z ln(qn+1)

neN Un

ol ¢, est le dénominateur de la n-iéme réduite de a.

Théoréme 1 (Semi-continuité, énoncé normalisé)
(Va € B) (Ve > 0) (3np > 0) (Vf € DY o XA = E(a)), le disque de Siegel de f
contient le disque (1 —e)D, et Vz € (1 —e)D, H;l(z) - z‘ <e.

La tache d’en dériver des énoncés de semi-continuité inférieure, géométriques et
numeériques, est laissée au lecteur, car ils dépendent du cadre. Donnons tout de

méme un exemple :

Exemple :
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On munit la sphére de Riemann S? = CU{co} d’une métrique sphérique. Soit R4
Pensemble des des fraction rationnelles de degré d fixant 0 avec dérivée A\ = E(a).
On le munit de la topologie de la convergence uniforme des fonctions de S? — S2.
On munit 'ensemble D des disques hyperboliques de S? (les ouverts connexes de
complémentaire connexe non réduit a ’ensemble vide ou & un point) contenant 0,
de la topologie de Carathéodory de point base 0.Si a est un nombre de Brjuno,
alors toute fonction F' € R, posséde un disque de Siegel en 0, noté A € D. On note
également ¥ la représentation conforme de DD dans A envoyant 0 sur 0 avec une
dérivée réelle positive (dans la carte C de S?), et 7 = ¥’(0) > 0 le rayon conforme
interne en 0 de A. La fonction ¥ appartient & ’ensemble des fonctions continues
de D dans S2, sur lequel on met la topologie de la convergence uniforme sur tout

compact.

Proposition : Pour tout a nombre de Brjuno et tout entier d supérieur ou égal a

2, la fonction Rq,qg — D : F — A est continue.

En particulier :

— F'—= U est continue,

— F — r est continue,

— F— C\ A est semi-continue supérieurement pour la topologie de Hausdorff sur

les compacts de S2.

Preuve : Soit Fy € Ry, et Ag son disque de Siegel en 0. Prouver la continuité de

F — A en Fy, c’est montrer que
1. pour tout compact C de Ay, il existe un voisinage de Fp tel que A D C,

2. pour tout ouvert connexe U contenant 0O et intersectant le complémentaire de

Ay, il existe un voisinage de Fy tel que U intersecte le complémentaire de A.

Notons que le point 1. équivaut & la semi-continuité supérieure de F — S?\ A au
sens de Hausdorff. Considérons les fonctions G = ,1,0—1 o FoW¥,. Quand F — Fy,
alors G — R,, au sens ou pour tout compact C de D et pour tout £ > 0, il existe
un voisinage de Fp pour lequel G est définie sur C, et y différe de R, de moins de
e. D’autre part G fixe 0 avec méme multiplicateur que F. On peut donc appliquer
le théoréme 1 sur tout sous-disque A\D avec A €]0, 1[, ce qui implique le point 1. par
le changement de variable ¥y (car Uo(A(G)) C A(F)).

Quand au point 2., il provient des propriétés de base des ensembles de Julia : un tel
ensemble connexe U rencontre le bord de Ay, qui est inclus dans I’ensemble de Julia
Jo de Fy. Or J varie de facon semi-continue inférieure en fonction de F. Donc pour
F suffisamment proche de Fg, U contient des points de .J, donc du complémentaire
de A. |
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2. Preuve

Soit T (z) = z + 1. Soit ﬁa I’ensemble des fonctions holomorphes f du demi-plan
supérieur H vers C telles que foT) =T o f et f(2) — 2 — «a quand Im(z) —
+o00. Soit IA(f I’ensemble des points de H dont l'orbite par f ne sort pas de H, et
ﬁf = E‘l(Uf) ol f € Dp(q) est application associée & f, c’est a dire telle que
Eo f = foFE. Soit S, ’ensemble des fonctions f € D, qui sont de plus univalentes
sur H. Soit ﬁg (resp. §2) I’ensemble des f € D, (resp. §a) qui satisfont I’hypothése
supplémentaire : Vz € H, |f(z) — 2z — a] < e. Pour une fonction f € ﬁa, soit I?f
I’ensemble des points de H en lesquels toutes les itérées de f sont définies et restent

dans HL.

Fia. 2.1 — Exemple de fonction d’un certain §a : nous avons dessiné le demi-plan

supérieur, un domaine fondamental de son quotient par Z, et leurs images.
Pour prouver le théoréme 1, il suffit de prouver la proposition suivante :

Proposition 2.1 (Vo € B) (Ve > 0) (3p > 0) (Vf € S7), tout z € C vérifiant

Im(z) > ¢ a toutes ses itérées par [ bien définies et dans H.

La preuve que la proposition 2.1 implique le théoréme 1 est élémentaire. Justifions-la,

cependant, avec une série de lemmes :
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Lemme 2.2 Pour tous €,&' € |0, 1], il existe " < ¢ tel que pour tout disque topo-
logique ouvert U, si (1 —e")D C U C D, alors Vz € (1 —e)D, |h(z) — 2| < &, on
h est l'unique isomorphisme conforme de U vers un disque CD tel que h(0) =0 et
n0)=1

—In(l —¢)

Lemme 2.3 Soite <1, a € B et A = E(a). Posons ' = 5 . Si f € D5,
s

alors il existe un application fe 1331 telle que Vz € H, E(f(2)) = f(E(2)).

1
Lemme 2.4 Soient € € |0,+00[ et u € 10,1] tels que 271'1u—2 = — (la correspon-
—u? €

—In(u)

dance est biunivoque). Si f € D2, alors Vh > hy = s Ti# ofoTy € §Z

o’

Le lemme 2.2 est une conséquence directe du théoréme de convergence de Carathéo-

dory. Pour le lemme 2.4, écrire f(z) = z + a + £g(el>"?), ot g est une application

holomorphe de D dans D envoyant 0 sur 0, ce qui fait que g'(z) est bornée par
1/(1 — |2]?), et utiliser le fait que que si une fonction holomorphe f de H dans C

vérifie | f'(z) — 1| < 1, alors elle est injective.

Preuve de 2.1 :

Rappelons quelques points et notations de [Y]. La condition B(a) < 400 est équi-
valente & ®(a) < 400, 01 ® : R\ Q = Rt U {+00} est définie de la fagon suivante.
Pour a ¢ Q, soit ag € ]0, 5{ la distance de « aux entiers. Soit a,, = A™(«ap), ou

A(z) est la distance de 1/x aux entiers, 31 =1 et 8, = g ...qy,. Alors
“+o00
®(a) =Y Bn1ln(a,?)
n=0

Rappelons que A = E(a) = €27,

Nous utiliserons le théoréme que nous voulons adapter :
Théoréme 2 (Siegel, Brjuno, Yoccoz) (AC, >0) Va e B) (Vf € Sy),
—InC(f) < Co + ®(a)

Remarque : Notons que d’aprés le théoréme 1/4 de Koebe, Uy doit contenir

(/)

TD. En d’autres termes, pour tout f € §a, I’ensemble U ¢ contient le demi-
1

plan “Im(z) > o (®(a) + Co +1n4)”.
Y

Nous avons besoin d’adapter la renormalisation de [Y] & notre cas. Soit o € ]0, 2[\Q,
e > 0, et soit f € §Z Soit a la partie entiére de 1/a. Nous supposerons que la

condition suivante est vérifiée :
(Cea) : e<af(a+2)ete<1/9
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Puisque e < a/(a+2) < a/4 < af3,on a:

Proposition 2.5 Sous les conditions précédentes, pour tout z € H, I’angle entre la

ligne horizontale et le segment [z, f(2)] est inférieur a arcsin(1/3) < w/4.

Comme on a supposé f € §Z, on a en particulier f € f)g La fonction holomorphe
p(z) = B (f(2) —z —a) est de donc module < 1, tend vers 0 quand Im(z) tend vers
Iinfini, et p o 77 = p. On en déduit qu’il existe g : D — C holomorphe, telle que
g(0) =0, |g(2)| < 1, et p(z) = g(ei>™*). Donc

f(2) =z + a + eg(e!?™)

1
Comme g : D — D, on en déduit que |g'(z)] < 17“2 Comme d’autre part
— |z

f'(2) = 1 +i2mei?™2g' (e1?™%) | on en déduit

F'(2) = 1] < e “

2
ott u = e 27Im(2) | Soit, uy € |0, 1] I'unique valeur telle que 52#% = ¢!/2, Elle
—u
tend vers 1 quand e tend vers 0. Soit ¢; = —In(up)/27. La constante ¢; > 0 tend
vers 0 quand ¢ tend vers 0.
VzeC, Im(z) > ¢ = |f'(2) — 1| <&'/?
Puisque £'/2 < 1/3, on a
| Arg f'(2)] < arcsin(1/3) < % (2.1)

Donc en particulier,

Proposition 2.6 La courbe f(L) est lisse et ses tangentes font un angle < w/4

avec la verticale.

Tout cela implique que la réunion de la ligne L = Jicy, +ico[C iR, du segment
lict, f(ic1)] de la courbe f(L) et du point oo forment une courbe de Jordan sur la
sphére de Riemann S2. Nous définissons U comme étant la composante connexe de

son complémentaire contenant un voisinage & droite de L, et posons Ur, = U U L.

Une autre conséquence de la majoration 2.1 est que f~!(U) est un voisinage a
gauche de L. Suivant [Y], nous définissons V ’espace topologique obtenu a partir de
U en recollant L & f(L) par f, et notons i : U — V la projection. L’espace V est une
variété topologique & bord, de bord i([ici, f(ic1)]) noté 8V, méme si ce n’est pas &
proprement parler une frontiére. Nous noterons 13 =V '\ 9V. Nous pouvons munir
V d’une structure analytique, en mettant sur 'ouvert U U L U f~1(U) la relation
d’équivalence induite par les relations z ~ f(z) pour tout z € f;l(U). D’apres [Y],

il est facile de voir qu’il existe un isomorphisme analytique de V vers D*, tendant
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Fi1Gc. 2.2 — Le domaine U.

vers 0 quand Im(2z) — +o0 et se prolongeant aux bords en un homéomorphisme par
un théoréme de Carathéodory. Donc il existe un isomorphe de 1(} au demi-cylindre
supérieur H/Z, tendant vers +ioco quand Im(z) — 400 et se prolongeant aux
bords en un homéomorphisme de V sur H/Z. Soit ¢ la composée de la projection
i:U — V et de cet isomorphisme. La fonction ¢ : U — H/Z est continue. Comme
U est simplement connexe, il existe un relevé K : U — H de ¢. La fonction K ainsi
définie est unique & post-composition prés par une translation du plan de vecteur
réel (via une post-composition de ¢ par la méme translation sur le cylindre). Nous

choisirons K de sorte que K (ic;) = 0.

Nous avons maintenant besoin d’une estimation sur K. Pour cela, nous construisons
un modeéle 1) pour K. Soit By = “Im(z) > 0 et Re(z) € [0,1]" et ¢ : By — U
définie par = + iy — (1 — z)iw + zf(iw), ot w = ay + ¢;. Ce modeéle n’est pas

holomorphe. Son jacobien est :

Re(f (iw)) —az Im(f'(iw)) ]
Im(f(iw)) —w  azRe(f'(iw)) + (1 — z)a

J=

Le rapport de dilatation de 'application linéaire associée & une matrice M € GLy(R)

est une fonction continue de M, et vaut 1 pour als. Calculons

J—Oé[gz

Re(f) —a —azIm(f’) ]
Im(f) —w azx(Re(f') — 1)

ot f et f' sont évaluées en iw. Or |f(iw) — a — iw| < € et |f'(iw) — 1| < &'/?
puisque Im(w) > ¢;. La distance de J & aly (en terme du maximum de la valeur
absolue des coefficients de la différence) est donc inférieure & max(e, as'/?). Donc,
d’une part, la dilatation de J est bornée par une constante k = k(e,a) > 1, qui
tend vers 1 quand e tend vers zéro (a fixé). D’autre part, pour ¢ suffisamment

petit, la norme d’opérateur du jacobien de z — ¥(z) — az est < «, ce qui fait
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que 9 est injective : c’est un homéomorphisme k-quasiconforme de By dans ¢(By).
Les propositions 2.5 et 2.6 impliquent que 1(By) = U. La composée K ot est un
homéomorphisme de By dans lui-méme, fixant 0, 1 et +ico, commutant avec T} sur
i[0,4+00[ C iR, et k-quasiconforme & lintérieur. Il se projette par E : z + el?7?
en un homéomorphisme de D dans lui-méme, fixant 0 et 1, et k-quasiconforme &
Iintérieur (car E(i]0, +oo[) =]0, 1] et le segment [0, 1[ est effagable). Ce dernier est
arbitrairement proche de ’identité pour la métrique euclidienne, pourvu que k soit

suffisamment proche de 1. Ceci implique que

Proposition 2.7 Sur tout sous-cylindre de hauteur finie, la distance de K o a
lidentité pour la métrique euclidienne de H est majorée par une constante dépendant

uniquement k et du sous-cylindre choisi, et qui tend vers 0 quand k tend vers 1.

D’autre part, quand € est petit, ¢ est arbitrairement proche (uniformément sur son
ensemble de définition) de I’application linéaire z — az + ic; pour la topologie C',
et donc ¢y~ est arbitrairement proche de I’application linéaire z — (2 — icy)/a.

Enfin, dans [Y], la proposition 1 de la section 3.4 (page 31) donne des constantes cg >
1

v -1

1
ot v =1+ —(Im(z) —¢'). Ceci implique, par intégration, qu’indépendamment de &,
Ce

Oet ¢ (¢ dépend de ) telles que Vz € By, silm(z) > ¢, alors |aDK(z)—1| <

pour tout ¢ > 0, il existe h > 0 et ¢ € C tels que, sur le demi-cylindre “Im(z) > h”,
la distance de K & lapplication linéaire z — z/a + ¢ est inférieure & ¢. On déduit

de tout cela qu’il existe &'(a, ) telle que :
Vze U, |K(2) — (z —ic))/al <€'(g,a) (2.2)

ou g'(e,a) — 0 quand « est fixé et € — 0. Ainsi

~—

Vze K(U), |[K™'(2) — (az +ic1)| < ag' (g, a) (2.3)

~—

K |

<
RGN

LT

Fia. 2.3 — Les fonctions K et 1.
Souvenons-nous que nous avons imposé (a + 2)e < a. Soit ¢» = ¢1 + (a + 3)e.

Lemme 2.8 Pour tout z € Uy, tel que Im(z) > ¢s, il existen € N avec1 <n < a+2
tel que f™(z) € Ty (Ur)
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Preuve : En premier lieu, notons que pour tout z € Uy, Re(z) < a+e < %-I-% <1,
donc z est & gauche de Ty(L). Les itérés z, f(2),..., f*T2(2) existent et ont une
partie imaginaire > ¢ +¢, il sont donc plus hauts que ic; et f(ic1), donc plus hauts
que [icy, f(ic1)]. L’itéré fo+2(z) a une partie réelle > (a + 2)(a — ) = (a + 1)a +
a — (a+2)e > 1. Donc f*2(z) est & droite de Ty (f(L)). Soit 0 < n < a+ 2 le plus
petit entier tel que f™(z) est & droite de 71 (L) ou dessus : n > 1. Par définition,
f™1(z) est & gauche de T} (L). Considérons le segment horizontal reliant ce point &
L. Comme |f'—1| < 1/3 au dessus de ¢, I'image de ce segment est une courbe dont
les tangentes font un angle < m/4 avec ’horizontale. Cette courbe rejoint f™(z) a
T, (f(L)), et par la proposition 2.6 les tangentes & T1(f(L)) font avec ’horizontale
un angle > /4. Ceci implique que la demi-droite horizontale T .)(] — 00, 0]) part
de f™(z) et rejoint T7(iR) sans croiser T;(f(L)). D’autre part elle est située au
dessus du segment T ([ic1, f(ic1)]) donc ne le croise pas. Donc f*(z) € T1(Ur). B

F1G. 2.4 — Le premier retour.

Nous définissons une application de premier retour r : U., — Ur, ot U,, = {z €
Ur | Im(z) > ¢2} C U par z — T_1(f"(2)) ot n = n(z) > 1 est le plus petit entier
tel que f"(z) € T1(UyL). La fonction r n’est pas continue. Cependant, vue comme
une application de i(U.,) C lo} dans lo}, c’est une application continue et méme
holomorphe & 'intérieur. Donc via conjugaison par @|y, : Ur, — H/Z, on obtient
une application holomorphe g : ¢(U.,) — H/Z, ou ¢(U.,) = K(U.,)/Z C H/Z.

Notons que d’aprés le lemme précédent, Vz € U.,, n(z) < a + 2, donc

Ir(z) = (z + n(z)a —1)| < (a+2)e (2.4)

— Soit Go un relevé de g : To Gy = gom ou 7 : C — C/Z est la projection
naturelle, et un tel Gy est unique & post-composition prés par une translation de
vecteur dans Z. En particulier Go o T1 = T} o Go pour un certain k € Z. D’aprés la

majoration 2.2, le domaine de définition de Gy contient le demi-plan “Im(z) > d;” ou
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diy =€'+(c2—c1)/a, et € = &'(e, ) a été introduit plus haut. Dans [Y], est démontré
(section 3.5) que l’on peut choisir le relevé Gy de sorte que |Go(z) —z —a/| — 0

quand Im(z) — 400, ot &' = —1/«. En particulier, cela implique que k = 1.

— Soit Gy = T—_iq, © G o Tiq, restreint & H. On vérifie avec les majorations 2.2, 2.3
€

et 2.4 que |G1(2) —z—a'| <", oue" =2¢'+ (a+2)— (notons que " — 0 quand
«a

e — 0 & a fixé). Donc Gy € D=,

— Soit G = T_4, 0 G o Tig, restreint & H, ot do = da(c”, ') est la valeur de hg
donnée par le lemme 2.4 telle que G5 appartienne a §§’,’. Notons que ds — 0 quand

e — 0 & « fixé.

— Soit m € Z D’entier le plus proche de o', G3 = T_,,, 0 G5 et " = a' — m. Donc
Gs € §ZI,I,.

Si " > 0, soit R-(f) = G3, et si @’ <0, soit Re(f) =s LoGz0s,o0us(z) = —%.
Soit Ky = T_j(4,+d.) © K dans le premier cas, et Ko = soT_j4,+4,) © K dans le
second cas. Dans la notation R.(f), nous ne mentionnons pas « car il est induit

par f. On a
Rs(f) € S\iéa)

La fonction K5 (plus exactement 7 o K») conjugue I'application de premier retour
r restreinte 4 Uy N Ky ' (H) (C U.,), & 'application R.(f) (plus exactement son
quotient de H/Z — C/Z). Soit ¢z = ¢1 + (dy + dy + ') > ¢ :

K, '(H) > U,

K>
K Tii(dl +d2)
d>
i d
icy U R 1 R
Def(r) Def(Go)

Def(Gg)

Fia. 2.5 — La fonction K et le domaine de définition de r, (réunion des gris clair

et foncé), de G (réunion des gris clair et foncé), et celui de G2 (gris foncé seul).
Soit maintenant ¢4 = ¢35 + (a + 2)e.

Lemme 2.9 Pour tout z € H tel que Re(z) € [-1,0], et Im(2) > ¢4, alors In € N
tel que 1 <n <a+2, f*(z) existe, Im(f"™(2)) > c3 et f(2) appartient a Uy,.

La preuve est analogue a celle du lemme 2.8. Définissons un prolongement K. (f) de
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K, sur “(Re(z) € [-1,0[ et Im(z) > c4) ou (2 € Uy et Im(z) > c3)”, en envoyant
tout z tel que f(z) € Ur, sur Ka(f"(2)) — n.

Considérons maintenant un point z tel que Im(z) > ¢4 et s’échappant de H sous
un certain itéré de f. Soit z’ = z — k tel que Re(z') € [-1,0[, et 2" = f™(z) € Uy,
donné par le lemme 2.9. Le point z’ s’échappe de H sous la dynamique de f, donc en
particulier 2" s’échappe de U,, sous la dynamique de I’application de premier retour
r : en effet pour tout point z € U,,, le itérées situées entre z et son premier retour
sont toutes & une hauteur > ¢; > 0. A fortiori, K.(f)(2") = K2(2") s’échappe de
H sous la dynamique de R.(f). Mais K.(f)(z") = K:(f)(2') + n. Donc K.(f)(z")

s’échappe de H sous la dynamique de R.(f). Nous avons également

Im(z) — ¢

Im (K.(f)(2") > —&' — (dy + dy)

(07

Souvenons-nous que ci, ¢2, €3, C4, d1, do, €', " dépendent tous de « et ¢, et tendent

vers 0 quand « est fixé et &€ — 0. Nous avons donc prouvé la :

Proposition 2.10 (un pas) Ya € 10,1, Vp,n',n" > 0, 3= > 0 satisfaisant la
condition C. o et tel que Vf € §2, R:(f) € §Z(a) et YVh > 0 et Vz € C avec
Re(z) € [-1,0] et Im(2) > ah + 1", alors 2/ = K.(f)(z) existe et Im(2") > h. Si de
plus z & I?f, alors 2' & I?Ri(f).

Comme corollaire :

Proposition 2.11 (n pas) Va € ]0,%[, Vn > 1, Vp >0, 3e > 0 tel que

— en notant €9 = € et e, = n, il existe une suite €1,...,6,—1 > 0 telle que Vi =
0,...,n—1, la condition C,; ai(a) est vérifiée et telle que Vf € 52, Vi <n, fi =
Reis (- (Reo () € 85y

~Vf € S%, pour tout h > n et Vz € C avec Im(2) > aA(a)... A" Ha)h +n, soit
20 = z+ng, et zip1 = K., (fi)(2:) + nip1 avec n; € 7 tel que Re(z;) € [—1,0]. Alors
Im(z,) > h. Si de plus z ¢ I?f, alors zp, & I?fn.

La proposition suivante est une conséquence presque immédiate de la définition ® :

pour @ € R\ Q, posons a,, = A"(«)

Proposition 2.12 Va € B, VC' > 0,

d C’ coiQpor — 0

( (an) + )aoal Qp—1 Ao

Preuve : En effet aga - .. an—1(®(ay) + C') est la somme de apa - .. apn—1®(ay)
et de apay ...an_1C'. Le premier terme est égal au reste au rang n de la somme
définissant ®(a), et d’aprés ’hypothése “a € B” cette somme est convergente. Pour

le second terme, il suffit de remarquer que agay ...a, 1 < 27 ™. [ |
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En utilisant la remarque suivant I’énoncé du théoréme 2, ainsi que les proposi-
tions 2.11 et 2.12 avec C' = Cy + In(4), on conclut aisément la preuve de la propo-

sition 2.1.

Q.E.D.
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Partie III

Introduction

Nous définissons ici les fonctions et ensembles qui interviennent dans ’implosion
parabolique, en tant qu’objets limites. Il s’agit des coordonnées de Fatou, des appli-
cations de Lavaurs, des applications de cornes (étendues), des ensembles de Julia-
Lavaurs (aussi appelés ensembles de Julia enrichis), et des échiquiers paraboliques.
Nous donnons les propriétés élémentaires de ces objets, en particulier de revétement,
de simple connexité, d’universalité. Nous prouvons enfin quelques lemmes raffinant
le résultat de simple connexité des ensembles de Julia de pz + 2z ol p est une racine

de D'unité.

Une grande proportion, sinon tout, de la présente partie de la présente thése existe
disséminée dans la littérature mathématique ; nous avons ici regroupé les résultat
dont nous avions besoin, et les avons reformulés en employant une notation unifiée

(mais qui ne prétend pas a la perfection).

Ces notions et résultats seront utilisés dans la partie “Disques de Siegel virtuels”

ainsi que dans la partie “Un pas vers la mesure positive”’ de la présente thése.
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1. Revétements ramifiés de degré

infini et applications pleines

Notes :

— Les dénominations de cette section ne sont absolument pas standard ; les considérer
comme provisoires. D’autre part les notions définies ici ont probablement déja été

définies et étudiées par d’autres personnes sous un autre nom.

— Nous rappelons la définition suivante. Deux applications f; : X1 — Yi et fo :
X, — Y5, ou les quatre ensembles sont des espaces topologiques, sont dites topo-
logiquement équivalentes si et seulement si il existe deux homéomorphismes ¢x :
X1 = Xoet gy : Y7 = Y5 tels que ¢y o fi = fo o ¢x.

- f:(X,z) = (Y,y) signifie f : X = Y telle que f(z) =y

— Si les espaces sont pointés, c’est & dire f; : (X;, 2;) = (Y, y;), alors on demande
que ¢x : (X1,21) = (X2,22) et ¢y : (Y1,41) = (Y2,92).

— Par définition, un disque topologique d’une surface topologique S est un ouvert

de S homéomorphe au disque D.

1.1 Revétements ramifiés de degré infini

Soient S; et Sp deux surfaces de Riemann (pas forcément connexes). Elles sont
naturellement orientées par leur structure analytique. Nous noterons -¢ pour I’ap-

plication z — z¢.

Nous dirons que deux applications de surfaces orientées sont t* équivalentes si les

équivalences préservent ’orientation.

Topologiquement holomorphe

Définition (t.h)
Une application f: Sy — S est dite topologiquement holomorphe (t.h) quand :
— f est continue,

— pour tout w € Sj, il existe des voisinages V de w et W de f(w) sur lequel
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f:V — W est tT équivalente & une application holomorphe.

Conséquence de la localité : si f : S; — Sy est t.h, alors pour tout ouvert U C Sy, la
restriction f : U — S5 est t.h. Nous disons que “f est t.h sur U”. Plus généralement
pour tout recouvrement ouvert de S1, f : S — Ss est t.h si et seulement si elle I'est

sur chaque élément du recouvrement. De méme pour t.h’.

Indépendance relativement & I'espace d’arrivée : si f : Sy — Sy est & valeurs dans
un ouvert U C S, alors f est t.h si et seulement si la restriction f : S — U est

t.h. De méme pour t.h’.

Si f:5S51 — Sy est t.h’) alors tout point w € S; admet un voisinage V' tel que
f:(V,w) = (f(V), f(w)) est tT équivalente & -2 = z = 2¢ : (D,0) — (ID,0). Ce
nombre d est indépendant de 1’équivalence choisie, et est appelé degré local de f
en w. Les points critiques de f sont les w € S; pour lesquels d # 1, et les valeurs
critiques sont leurs images par f. On note VC(f) ’ensemble des valeurs critiques
de f. Les points critiques sont les points ou f n’est pas localement injective. Nous
appellerons t.h’ les t.h pour lesquels d n’est jamais nul, ce qui équivaut a dire que

f n’est constante sur aucun ouvert, ou encore que f est ouverte.

Indication de la preuve de I'indépendance de d : étant donné w € Sy et une équiva-
lence locale & z — 2% il suffit de prouver que pour tout w € Si, tout point proche et
différent de f(w) a exactement d images réciproques proches de w, car deux valeurs

distinctes de d méneraient & une contradiction. O

Remarque : Ici, par “tout point proche et différent de yo a exactement n préimages
par f proches de zo”, nous entendons (VIV € V(yo)) (VV € V(zo)) (W' € V(yo))
AV € V(x)) telsque W Cc W, V' C V,et Vy € W'\ {yo}, V' N f~1({y}) posséde

exactement n éléments.

Notons que pour tout voisinage V' de w pour lequel f : V — f(V) est t+ équivalent
abD = D: 2z~ 2% on peut choisir pour ¢y n’importe quel homéomorphisme
f(V) — D envoyant ’éventuelle valeur critique sur 0 et préservant orientation
(lexistence de ¢x adéquat étant une conséquence du théoréme de relévement).

Plus généralement :

Lemme 1.1 Si f: (V,wo) = (f(V), f(wo)) est tT équivalent a z — 27 : (D,0) —
(D,0), alors pour tout disque topologique W C f(V') contenant f(wp), et pour tout
homéomorphisme ¢y : W — D préservant l'orientation et envoyant f(wg) sur 0, il
existe un homéomorphisme ¢x : f~1(W) — D préservant 'orientation, envoyant

wo sur 0, et tel que ¢y o f = -Togx.

Cela implique que les propriétés t.h et t.h’ sont invariantes par composition, et les

degrés locaux se multiplient.
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Note : nous pouvons relacher la condition t.h’ en ne demandant plus aux équiva-
lences de préserver l'orientation. Appelons cela faiblement t.h’. 11 existe des appli-
cations ouvertes et continues de C dans C qui ne sont pas faiblement t.h’, comme
par exemple

T + iy — zexp i%

(merci & S. Gouezel pour cet exemple).

Revétements ramifiés

Définition (r.d.r) Un revétement discrétement ramifié, ou r.d.r, est une application
f:51 = 8o, telle que :

— f est continue,

— pour tout w € So, il existe un voisinage V' de w et un homéomorphisme a : V' — D
qui préserve 'orientation et tel que a(w) = 0 et pour toute composante connexe U
de f~1(V), il existe un homéomorphisme by; : U — D qui préserve I'orientation et

un entier diy > 0 tel que Yw € U, ao fly(w) = -4 o b(w).
Un tel voisinage V' sera qualifié de régulier.
Un r.d.r est automatiquement t.h’.

Définition (r.a.r) Un revétement arbitrairement ramifié, ou r.a.r, est une applica-
tion f:S; — Sy, telle que :

— f est t.h,

— pour tout w € Ss, il existe un voisinage V' de w tel que pour toute composante
connexe U de f=1(V), f: U — V est propre.

Un r.d.r est un cas particulier de r.a.r.
Notons que les r.d.r et les r.a.r ne sont pas stables par composition.
Nous aurons besoin dans la présente thése la propriété suivante :

Définition (€) Une application f :S; — Ss a la propriété &, si et seulement si :
— f est t.Iv,

— pour tout disque topologique V' C Ss et pour toute composante connexe U de
f~H(V), si la restriction f : U — V contient au plus une valeur critique, alors U est
un disque topologique, et f : U — V est t* équivalent a4 z + 27 : D — D pour un
certain d € N*.

Malheureusement, la, composition de deux fonctions £ n’est pas toujours £. Nous

introduisons donc la notion suivante :

Définition (recouvrante)
Une application f: S; — Sy est recouvrante si et seulement si :
— f est t.Iv,
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— pour tout ouvert connexe V de Sy et pour toute composante connexe U de f~1(V),
f)=V.

Lemme 1.2
Soient f1 : Sl — S2, f2 : S2 — Sg, et f = f2 Ofl
Si f1 et fo sont recouvrantes, alors f l’est.

Si elles sont £ et recouvrantes, alors f aussi.

Dans ce lemme, il est important que ’ensemble d’arrivée de f; coincide avec celui
de départ de fo.

Lemme 1.3 Soit S une surface de Riemann connexe et f : S — I une application
t.h’ (resp. holomorphe non constante) qui est propre et dont ’ensemble des valeurs
critiques est inclus dans {0}. Alors S est homéomorphe (resp. isomorphe) a D, et
on peut choisir un homéomorphisme préservant ’orientation (resp. isomorphisme)

¢ vérifiant : f = -% o ¢, pour un certain d € N*,

Avec ce lemme, on voit que pour que f soit un r.d.r, il suffit (et il faut) que f soit t.h’
et que chaque point w du domaine d’arrivée ait un voisinage V' qui soit un disque
topologique et tel que pour toute composante connexe U de f~1(V), f: U — V

soit propre et non ramifiée au dessus des points de V' \ {w}.

Ainsi les voisinages réguliers d’un point w sont exactement les disques topologiques

ne contenant aucune valeur critique distincte de w

Enfin, pour que f ait la propriété &, il suffit (et il faut) que f soit t.h’ et que pour
tout disque topologique V' C S et pour toute composante connexe U de f~(V)
tel que f: U — V a au plus une valeur critique, alors la restriction f: U — V soit

propre.
Lemme 1.4 Un r.a.r est recouvrant et a la propriété £.

Corollaire 1.5 Soit f : S1 — S>. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. f est un r.d.r.

2. (énoncé fort) f est recouvrant, a la propriété &, et VC(f) n’a pas de point

d’accumulation dans Ss.

3. (énoncé faible) VC(f) n’a pas de point d’accumulation dans Sa et tout point
w € Sy a un voisinage V tel que VNVC(f) C {w} et tel que pour toute
composante U de f~Y(V), f:U — V est propre.

Notons que la composée de deux r.d.r n’est pas nécessairement un r.d.r, contraire-

ment au cas des revétements ramifiés de degré fini.
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Proposition 1.6 Soient Sy, ..., S, des surfaces de Riemann, f; : S;—1 — S; des
r.d.r et soit f = fpo---0 f1 : So — Sy leur composée. Alors f est un r.d.r si

et seulement si l’ensemble des valeurs critiques de f est sans point d’accumulation
dans S,,.

Cette proposition est une conséquence directe du critére 2 du corollaire 1.5 et du

lemme 1.2.

Si f:S5; — S3 est un r.d.r et C l'ensemble de ses valeurs critiques, alors C est
fermé, donc f~1(C) est fermé et la restriction f : S; \ f=(C) — S2 \ C est un
revétement, donc le théoréme de relévement s’y applique ; en particulier les chemins

et les homotopies peuvent étre relevés au dessus de Sy \ C.

La proposition suivante est élémentaire

Proposition 1.7 Si f : Sy = So est un r.d.r, alors pour tout ouvert V de S2, et

pour toute union U de composante connexes de f~1(V), f:U =V est un r.d.r.

Nous dirons parfois qu’une application f est un r.d.r “au dessus de U” : cela signifie
que la restriction f : f~1(U) = U est un r.d.r.

Proposition 1.8 Soient g : Sy — So et f:S1 = S3 deux applications t.h’. Suppo-
sons que g est surjective et qu’il existe une fonction h : Sy — S3 telle que f = hog.
Alors h est t.h’ (donc continue).

Preuve : Par hypothése, tout point de Sy est 'image par g d’un point de Sj.

1. En I'image d’un point non critique wg de g, la fonction g admet un inverse local,
ce qui implique immédiatement que h est t.h’ en g(wp), de méme degré local que f
en wp.

2. Si wg est un point critique de g, alors soit U un voisinage de wg qui ne contient
aucun autre point critique de g, et tel que f : (U,wg) — (f(U), f(wp)) soit tT
équivalent & z — 27 : (D,0) — (D,0) pour un certain d € N*. Soit W = f(U) et
V = g(U). Notons que U N h='(f(wo)) = {g(wo)}. Du point 1, on déduit que h :
V\{g(wo)} = W\{f(wo)} est un homéomorphisme local . D’autre part, h : V.— W
est propre, car f : U — W est propre, et g : U — V est continue. En particulier,
h: V\{g(wo)} = W\{f(wo)} est propre. C’est donc un revétement de degré fini; on
en déduit que h: (V,g(z0)) = (W, f(20)) est équivalent & z — z* : (ID,0) — (D, 0)
pour un certain k£ € N*. Pour des raisons de degré local, I’équivalence doit préserver

Dorientation. [ ]

Proposition 1.9 Soient S, §1 et Sy des surfaces de Riemann, f : Sy — Sy un
rdoretT: S — S une application recouvrante (c’est par exemple le cas si m est
un r.d.r). Supposons que T est surjective et qu’il existe une application f: §1 — Ss

telle que f = fo w. Alors f est un r.d.r.
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Preuve : Nous allons utiliser le critére 3 de la proposition 1.5.

Avec la proposition 1.8, nous savons que f est t.h’. Comme 7 est surjective, I’en-
semble des valeurs critiques de fest inclus dans celui de f. Donc il est sans accu-
mulation.

Soit U C Sy un disque topologique contenant au plus une valeur critique de f et
V une composante connexe de f_l(U ). Nous devons démontrer que f:V U
est propre. Il existe une composante connexe W de f~!(U) dont 'image par 7 est
incluse dans V. Par hypothése sur 7, on a alors 7(V)) = W. Comme 7 est continue

et comme f: W — U est propre, on en déduit que f: V' — U est propre. ]

1.2 Applications pleines

Définition (ensemble plein) Un ouvert U de C est plein si toutes ses composantes

connexes sont simplement connexes.
Ceci équivaut a ce que S?\ U soit connexe

Définition (application pleine) Soit U un ouvert de C et f : U — C une appli-
cation topologiquement holomorphe (t.h). Alors f sera dite pleine si et seulement

si U est plein.

Nous utiliserons la conséquence suivante du principe du maximum

Lemme 1.10 Soient U et V des ouverts de C que nous supposons connexes et
simplement connezxes, et f : U — C une application t.h’ (ou plus généralement
continue et ouverte). Alors toutes les composantes connexes de f~*(V) sont sim-

plement connezes.

Cela a la proposition suivante comme corollaire :

Proposition 1.11 Si f : U — C est topologiquement holomorphe, et V et U sont
des ouverts pleins de C, alors l'ouvert f=*(V') de C est plein.

Corollaire 1.12 La composée d’applications pleines est pleine.

L’essence de ces notions est due & Douady, qui a introduit la notion de revétement

ramifié plein. Nous avons reformulé difféeremment ces idées.
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2. Enrichissement parabolique dans

la famille quadratique

Cette section définit les objets intervenant dans I’enrichissement parabolique, dont
les ensembles de Julia-Lavaurs et les applications de cornes, Nous donnons également
les premiéres propriétés de ces objets. Celles-ci sont déja connues, mais les textes les
mentionnant sont encore rares (la plupart ne traitant que le cas d’un seul pétale).
Parmi ces textes, citons [O], [L], [D], [DH] (exposé XVI), [S], ... L’enrichissement
parabolique désigne les limites rencontrées lors de I'implosion parabolique (terme
qui désigne certaines perturbations d’une application ayant un point parabolique).

Nous introduirons directement ces limites, sans traiter I’implosion qui les motive.

2.1 Pétales et coordonnées de Fatou

Soient, p € Z et ¢ > 0 des entiers premiers entre eux, et P(z) = e2™/9z + 22, Alors
Pl(z) = z 4+ Oz 4 O(2772)

pour un certain nombre complexe C' # 0 (voir [DH]). Nous appelons azes attractifs
les ¢ demi-droites issues de 0 et définies par I'équation C27t!/z € R_. Les azes
répulsifs sont les ¢ demi-droites définies par I’équation Cz971/2 € Ry. Les azes
intermédiaires sont les 2q demi-droites définies par I’équation C27+! /2 € iR. Consi-
dérons les 2¢q secteurs ouverts bornés par les axes intermédiaires. Ils sont appelés
attractifs ou répulsifs, selon la nature de I'axe qu’ils contiennent. Soit la nouvelle

variable
-1

- qCz1 -~
Dans un secteur, ce changement de variable est bijectif. Il envoie un secteur attractif
dans le demi-plan droit, et un secteur répulsif dans un demi-plan gauche. Dans ces

nouvelles coordonnées, P a le développement suivant :
7w Z+14+0(Z27Y9

quand |Z| — 400 (notons que les points Z proches de | — oo, 0] peuvent changer de
secteur, cependant le développement est également valable pour ces points). Ainsi,
pour un certain A > 0 suffisamment grand, nous obtenons dans la coordonnée

Z un ensemble stable en avant “Re(z) > A”. Son image dans les coordonnées z
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est appelé pétale attractif. 11 lui est associé 'axe attractif contenu dans le méme
secteur. De méme, pour A > 0 assez grand, I'ensemble d’équation “Re(z) < —A”
en coordonnées Z associée & un secteur répulsif définit un ensemble stable par un
inverse local de P? en 0, nommé pétale répulsif, et associé a ’axe répulsif contenu
dans le méme secteur. Le développement précédent permet de voir que ’orbite par
P? d’un point d’un pétale attractif tend vers 0 avec un argument tendant vers celui
de Paxe attractif qui lui est associé (voir [CG], chapitre II, § 6). De méme 'orbite
par Iinverse local mentionné plus haut, d’un point d’un pétale répulsif tend vers 0

avec un argument tendant vers celui de ’axe répulsif qui lui est associé.

Note : les pétales défini dans ce texte different des pétales classiquement définis, en

ce qu’ils sont plus petits. Les seconds seront appelés pétales étendus. Les pétales

[MI[SS)
[y

[MI[S4
o

F1a. 2.1 — axes et pétales pour p/q =1/3

e}
attractifs sont inclus dans K, et chacun est inclus dans une composante distincte

(voir [DH], exposé IX, paragraphe II.1). Nous indexons les 2¢ pétales attractifs et

k

5 mod ¢ de la fagon suivante : 0 est associé

répulsifs par les nombre de la forme
a I'unique pétale inclus dans la composante de IO( contenant le point critique (pour
Pexistence de ce pétale, voir [CG], chapitre ITI, théoréme 2.3) ; les autres sont nu-
mérotés de facon croissante dans le sens trigonométrique. Chaque pétale est associé
a un axe et nous lui attribuons le méme index. On utilisera le symbole P, pour les
numéroter. Ainsi les pétales attractifs sont Py, Pi,... P,_1, et les pétales répulsifs
P% , P% - P% . Nous noterons K I’ensemble des points dont 1’orbite tombe dans
le pétale attractif d’index ¢ sous l'itération de P?. C’est un ouvert, réunion de com-
posantes connexes de I% (car tout point de I(;' tend vers 0 (voir la classification des

composantes de Fatou dans [CG]), donc les K forment une partition en ouverts de
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o
K), et tous ses points ont une orbite par P? qui tend vers 0 tangentiellement & I’axe

attractif d’index 4. Le polynoéme P envoie K¢ dans K*? (car une suite tendant vers
0 tangentiellement a ’axe ¢ a son image par P qui tend vers 0 tangentiellement a
Paxe i + p, donc qui entre dans le pétale d’index i + p). Par souci de clarté, nous
désignerons autant que possible les indices attractifs par les symbole i ou ses dérivés

(#', i1, -..), et les indices répulsifs par le symbole j ou ses dérivés.

F1G. 2.2 — Exemple de partition de K en les K pour p/q =1/3

Proposition 2.1 Il eziste des isomorphismes conformes ¢_;, i € Z/qZ, et ¢4 ;,
JjE % + Z /qZ, chacun allant du pétale P de méme index dans un certain ouvert de
C, stable par Ty dans le cas attractif, par T_1 dans le cas répulsif, dont le quotient
par Ty est le cylindre C/Z entier, et conjuguant P? & la translation Ty pour un
pétale attractif, et la branche de (P7)~! laissant le pétale stable a la translation T,

dans le cas répulsif. Ils sont uniques & post-composition prés avec une translation.

Voir [CG] pour plusieurs preuves de ceci. Nous donnons plus loin un énoncé précis
et généralisé de 'unicité. Nous appellerons ¢4 ; la réciproque de ¢, ;. Les fonctions

¢_; sont appelées coordonnées de Fatou et 14 ; paramétrisations de Fatou.

Définition 2.2 (piége ouvert) Un piége ouvert pour f : U — U est un ouvert
A CU tel que

F(A) C A, et

Vz €U, In € N tel que f"(z) € A.

Nous ne demandons pas que A soit connexe.
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Le pétale attractif d’index i est un piége ouvert pour P? sur K, et 'image du pétale

répulsif d’index j par ¢, ; est un piége ouvert pour 7_; sur C.

Les conjugaisons ¢_ ; et ¢4 ; restent des conjugaisons sur des piéges ouverts plus
grand, nommés pétales étendus. Chaque pétale étendu est contenu dans le secteur
de méme index, et son image par z — Z = —1/qCz? n’est pas seulement un demi-
plan, mais a la propriété suivante : Ve > 0, M € R tel qu’il contient ’ensemble
“arg(Z — M) €] —m+e,m —¢[” dans le cas attractif, et ’ensemble “arg(M — Z) €
] —7+e,m— e[’ dans le cas répulsif. On dira d’un ensemble avec cette propriété
qu’il contient des grands secteurs a l’infini et un tel ensemble sera qualifié d’étendu a
Uinfini avec direction asymptotique R_ dans le premier cas, et Ry dans le second. Le
pétale attractif étendu d’index i intersecte le pétale répulsif étendu d’index j = z'-l-%
et celui d’index j = i—%. La réunion du point parabolique 0 et des 2q pétales étendus

est un voisinage de 0.

Fi1a. 2.3 — les pétales étendus

Proposition 2.3 (Développement asymptotique) Il existe un changement de
coordonnées z — w, défini au voisinage de 0, fizant ce dernier avec dérivée 1, et

une constante a € C, tels que dans les coordonnées
W =-1/¢qCw?

Uapplication W — ¢(2), o ¢ désigne l'un des ¢ ; (resp. ¢ ), a son domaine de
définition qui contient un ensemble étendu a l'infini avec direction asymptotique R_

(resp. Ry ) et sur lequel
d(z)=W+aln(W)+c+O(1/W)

ot ¢ dépend de ¢. Comme corollaire, les images de ces ensembles sont étendus a

Uinfini avec méme direction asymptotique.
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Proposition 2.4 (complément) Il existe un unique nombre complexe A € C tel

que le développement en série entiére de P? en 0 est formellement conjugué a

2(14 27 + A2%7)

e+l
2

Posons v = q

. Alors dans la proposition précédente (2.3),
a=—y

Proposition 2.5 Il eziste des prolongements holomorphes ¢_ ; : K — C et ¢, ; :

C — C vérifiant les semi-conjugaisons suivantes :

Ki Pt Ki c . ¢ (2.1)
[cb,i Ld)’i Yyj [W.j
C T> C C T> C

Ces prolongements ne sont plus des isomorphismes.

Lemme 2.6

v21,22 S Ki, (¢_,i(z1) = ¢_7i(22) <= dn €N an(zl) = an(ZQ))

Preuve : Comme 2,25 € K’ et que le pétale d’index i est un piége, il existe
n tel que P™(z;) et P™(22) appartiennent a ce pétale. Par le diagramme 2.1,
¢—i(P™(21)) = ¢ i(21)+n, et g_;(P"(21)) = ¢— i(21)+n. Donc ¢ ;(P"(21)) =
¢— i(P™(22)). Or ¢— ; est injective sur le pétale. Donc P"7(z1) = P"(z2). [ ]

Lemme 2.7 Pour toute orbite inverse (zp)nen avec z, = PY(z,+1) tendant vers 0,
il existe un pétale répulsif P; et N € N tel queVn > N, z, € P;. De plus, il existe un
unique w € C tel que Vn € N, zp, =1 j(w —n). Il est défini par w =n + ¢4 j(2zn)

pour n'importe quel n > N.

Preuve : D’une part z, — 0. D’autre part, sur un petit voisinage de z, P? n’a
qu’une branche inverse g envoyant 0 sur 0. Donc il existe un rang ng tel que Vn > ng,
Zn+1 = g(zn). Laréunion des ¢ pétales répulsifs est un piége pour cette branche d’ou
la premiére affirmation. La valeur de w définie dans I’énoncé convient (¢ conjugue
glp; & T_1). L'unicité provient du fait que ¢, ;j(P;) est un piége pour T"; et 9y ;

y est injective. |

Proposition 2.8 (unicité des coordonnées de Fatou)
Pour tout i € 7/qZ, pour tout picge ouvert A pour P4 : K' — K et pour toute
fonction ¢ : A — C telle que ¢ o P? =Tj o ¢, il existe une fonction f: C — C telle
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que foTy =Tiof et ¢ = fop_,; sur A. Si ¢ est continue (resp. holomorphe),
alors on peut prendre f continue (resp. holomorphe). Si ¢ est holomorphe et si de
plus il existe un piege ouvert A" C A tel que ¢ est injective sur A', alors [ est une

translation.

Pour tout 5 € % + Z/qZ, pour tout piege ouvert A pour T_y sur C, pour toute
fonction ¢ : A — C telle que P70 = 1o Ty, et telle que pour tout w € A, AN € N
tel que Vn > N, ¢(w — n) appartient & P; le pétale répulsif d’index j, il existe une
fonction f : C — C qui commute avec Ty et telle que ¢ =1 jo f sur A. Si ¢ est
continue (resp. holomorphe), alors on peut prendre f continue (resp. holomorphe).
Si ¢ est holomorphe et si de plus il existe un piége ouvert A’ C A tel que ¢ est

injective sur A', alors f est une translation.

Preuve :

Cas attractif : soit B = ¢_ ;(A) : c’est un ouvert car ¢_ ; est holomorphe donc ou-
verte. Soit w € B. Soient 21,22 € A tels que ¢_ ;(21) = ¢_ ;(22) = w. Alors d’aprés
le lemme 2.6, 3n € N tel que P™(z;) = P™(z3). D’ou ¢(P™(21)) = ¢(P"(22)),
donc d’aprés ’hypothése sur ¢, ¢(z1) + n = ¢(22) + n, donc ¢(z1) = ¢(22). On
peut donc définir une application f : B — C par w — ¢(z) ou z est n’im-
porte quel élément de A N ¢:,1i(w) (qui est non vide par définition de B). Alors
#(z) = f(w) = f(é—i(2)), ce que l'on voulait. On voit aisément que cette appli-
cation f commute avec T, et est continue (resp. holomorphe) si ¢ l'est. (Prendre
I’image réciproque d’un ouvert pour la continuité. Pour I’holomorphie, prendre des
branches inverses locales de ¢_ ; si z est un point non critique de ¢_ ;; si z est
critique, on peut soit utiliser la continuité de f pour prouver qu’on est en présence
d’une fausse singularité de f, soit utiliser la commutation & T} et considérer n assez
grand pour que w + n ne soit plus valeur critique de ¢_ ;.)

Notons que B/Z = C/Z : en effet, d’'une part A est un piége pour P?, d’autre part
mo¢_,;: K' — C/Z est surjective (oit 7 : C — C/Z est le passage au quotient) ;
donc pour tout point w € C/Z, il existe z € K* tel que ¢_;(z) = wmod Z, et
In € N tel que 2’ def Pm™(z) € A, et alors ¢_ ;(z') = w mod Z.

1l existe donc un unique prolongement commutant avec T} de la fonction f & C tout
entier. Ce prolongement est continu (resp. holomorphe) si ¢ l’est.

Supposons maintenant ¢ holomorphe et injective sur A’. Soit B' = ¢_ ;(A’). Soient
wy,wy € C, et supposons f(wy1) = f(ws). Alors comme B'/Z = C/Z, il existe
ni,ne € N tels que wy +ny € B’ et wy +ny € B’ (n’oublions pas que B’ est stable
par T1). Alors ¢(21) —ny = ¢(z2) —n2 ol 21 et zz sont n'importe quelles préimages
de wy +nq et we +n2 par ¢_ ;. Soit N > n; et ny assez grand pour que PNq(zl) et
PN4(z,) soient dans A’. Alors p(PN="1)4(z)) = ¢p(P(N="2)4(2,)), donc par injecti-
vite PIN=m1)4(z,) = P(N=12)4(2,) donc ¢ ;(21)+ N —ny = ¢_ ;(22) + N —na, donc
w1 = wy. Nous avons démontré que f est injective. Or une fonction holomorphe de

C dans C injective et commutant avec T3 est une translation.
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Cas répulsif : pour w € A, soit z, = ¢¥(w —n). D’aprés ’hypotheése de I’énoncé et le
lemme 2.7, il existe un unique w' € C tel que pour tout n € N, z, = ¢4 j(w' — n).
On pose alors f(w) = w'. Cette fonction commute alors avec T_; sur A. Elle a donc
une unique extension & C en une fonction qui commute avec Tj, que I'on notera f.
Si 4 est continue (resp. holomorphe), montrons que f l'est également : il suffit de
le vérifier sur A. Soit w € A, N tel que Vn > N, ¢y(w —n) € P; et V un disque
centré en w, inclus dans A et sur lequel 9 est & valeur dans le pétale P;. Alors par
récurrence, on montre que pour tout n > N, ¢(V —n) C P;. En effet si c’est vrai au
rang n, alors comme t(w — (n+1)) € P; et comme V —n est connexe, ¢ continue et
pour tout v € V —n, PI(¢p(v — 1)) = ¢(v) € P;, et que les branches de I'inverse de
P17 sont disjointes sur Pj, c’est que (v — 1) = g(¥)(v)) ou g est la branche laissant
P; stable. Donc sur V, on a f(w) = N + ¢4 j(¢(w — N)), ce qui démontre que f
est continue (resp. holomorphe).

Si maintenant 1 est holomorphe sur A et injective sur A’, alors la formule définis-
sant f implique que f est injective, et donc comme dans le cas attractif, c’est une

translation. [ |

Notons que cette construction est possible pour toute fraction rationnelle R ayant
un point fixe multiple (ici on a détaillé le cas R = P?). En particulier les propositions

précédentes restent vraies. Exploitons maintenant une des spécificités de P :

L’unicité des coordonnées de Fatou et ’action de P sur les directions attractives et
répulsives (action qui est une translation de p sur les index i et j), permettent de

démontrer qu’il existe des nombres complexes o_ ;, i € Z/qZ, tels que
VzeK', ¢_irpoP(z) =T, ,0¢_;(2)
De la méme fagon, il existe des nombres complexes o4 ;, 7 — % € 7 /q7, tels que

Vz € C, by jupoTs, ;(2) = Pothy (2)

Les coordonnées de Fatou réalisent une semi-conjugaison entre P? et T3, donc
E o_; = 1 and E 04,5 = 1.

Comme les coordonnées de Fatou sont définies & post-composition prés par une
translation, on peut les choisir de sorte que Vi, o_; = 1/q. Elles sont alors dé-
terminées dans leur ensemble & post-composition prés simultanée par une méme
translation de vecteur complexe. De méme on peut imposer que Vj, oy ; = 1/q.

C’est ce que nous supposerons dorénavant.
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2.2 Définition des applications de cornes et de La-

vaurs

Nous distinguerons 2¢q copies de C portant les coordonnées de Fatou, chacune as-
sociée a4 un pétale, en les indexant avec le méme symbole. Soit ¢ € C quelconque,
appelé phase. Soit v € {—1,1} : ce nombre désigne le sens de 'implosion. Son
utilité n’apparait vraiment qu’avec les objets perturbés de 'implosion parabolique
(que nous n’étudions pas ici), car les objets limites, eux, ne dépendent pratiquement
pas de v. On a un diagramme commutatif avec 4 lignes, une infinité bilatérale de

colonnes et horizontalement périodique de période ¢ :

P K?® P K° P K? P K* P K! P
o—,3 d—,0 o—,2 o4 o—1
1/q Cs 1/q C 1/q Cy 1/q C, 1/q C 1/q
C C
0 Gz G g G s G e G —
Y, 1 Yy LU L Y, 3
P C P C P C P C P C P

F1a. 2.4 — exemple de diagramme pour p/q = 2/5 et v = 1; une fleche portant le

nombre complexe o figure T,

Plus précisément, ce diagramme est indexé par Z x {1,2,3,4}. L’ensemble figurant
en (n,i), est K" sii=1,C, sii=2,Cuypyp sii=3,et Csii=4. Les fleches
horizontales vont de (n, %) vers (n+1,4) et sont P sii =1 oui =4, et la translation
de vecteur 1/q si i =2 ou i = 3. Les fleches verticales vont de (n,i) vers (n,i + 1)

et sont ¢ »p si i = 1, la translation de vecteur o si i =2, et Yy ppip/0 80 =3.

Rappelons qu'il reste un degré de liberté complexe dans le choix des ¢_ ; et un
dans le choix des ¢4 ;. Si on les modifie, il faut modifier le nombre complexe o
pour garder les mémes composées des fléches verticales. Notons également que les
ensembles figurant dans les premiére et derniére lignes font partie du méme plan

complexe, le plan dynamique de P.

Nous allons considérer des sortes d’applications de premier retour le long de ce

diagramme : les applications de Lavaurs et les applications de cornes.

Les applications de Lavaurs sont les applications g, = g, » définies par (rappelons
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que v € {—1,1} désigne le sens de I'implosion)
Jvo : K = C

Vz €K', guq(2) = Vyjivz 0Ty 0 i(2).

Nous avons simplement suivi les verticales du diagramme, et réuni ces g applications

en une seule. Puisque le diagramme de la figure 2.4 commute, nous avons

gu,croP:Pnga .

Pour les applications de cornes, on part d’'un ensemble C; de la troisiéme ligne, on
suit la fleche verticale 1 ; correspondante, et si on arrive dans un K ¢ on suit la
fleche verticale ¢_ ; correspondante, puis la fleche verticale o pour se retrouver sur
la troisiéme ligne ; enfin, on suit les fléches horizontales de la troisiéme ligne, pour se
retrouver dans C;. Soyons précis : pour j —% € Z/qZ,soit KF; = 1/1;1]'(1(), KiF; =
w;lj(Kl) et JF; = w;lj(J) Puisque J = 0K et 1 ; est continue et ouverte, JF;
est le bord de KF;. Soient j et j' dans £ + Z/qZ, et dj j € N, 0 < d; ; < g, tels
que j' = j+d; p mod q. Alors Ta, , /q €St le premier retour horizontal de C; vers
C;j: . Les applications de cornes sont les applications hy j = hy s j, 00 j — % €Z/qZ,

définies par (rappelons que v € {—1,1})
hvoj=¢sjothy: KFj =G
ot la fonction ¢ ; = ¢ , 5 ; est définie par

¢7’]]’%—)C‘]

adit k.5

V2e K', 6o j(2) =Ty, 0T, 06 i(2)

Nous avons les égalités (sortes de semi-conjugaisons)
V2 € K'Fj, 5 0 hu,i(2) = P4 (g0 0 104 (2)
Nous avons également les conjugaisons
hw,o,itp © Tijg = T1/q © huoj
Mentionnons la propriété suivante
Vze K', ¢:joP(2) =Tyo¢: i(2)

avec k=1sii=7j—v/2, et k=0 sinon.

2.3 Propriétés de revétement

Cette section est une reformulation des travaux de Douady [D], Lavaurs [L] et
Shishikura [S].
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F1G. 2.5 — ensemble K F, et son échiquier parabolique (voir section 3) la figure est

tournée de 90 degrés
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Nous fixons maintenant des valeurs de v, o et j, et nous les omettrons en tant
qu’indices : h = h, ,j, KF = KFj, ...

Rappelons que 'on appelle valeurs postcritiques de P les P™(¢) oi n > 1 et ¢ est
le point critique de P, et points précritiques de P la réunion des P~"(c) ou n > 0.

Les propositions suivantes sont des conséquences immédiates des définitions.

Proposition 2.9

— Les valeurs critiques de 1y ; sont les valeurs postcritiques de P.

— Les points critiques de ¢_ ; sont les points précritiques de P appartenant o K*.

— Les points critiques de ¢~ ; sont les points précritiques de P.

— Les valeurs critiques de ¢~ ; sont les points de v — N, ot v = ¢ ;(c) et c est le
point critique de P.

— Les valeurs critiques de h sont les points de v + Z.

Attention, un point qui s’envoie sur une valeur critique n’est pas nécessairement

critique.

Pour une fraction rationnelle F' ayant un point périodique parabolique, on peut
également définir des pétales et des coordonnées de Fatou sur ces pétales, et pro-
longer les coordonnées de Fatou attractives en des foncitions ¢_ & tout le bassin
d’attraction du pétale pour F* (ot F* est le plus petit itéré de F' qui laisse le pétale
stable). Il existe un ensemble fini A tel que ¢— a pour ensemble de valeurs critiques

A —N. On a alors (voir la section 1 pour la définition de r.d.r et de £) :

Proposition 2.10 La coordonnée de Fatou attractive étendue ¢_ associée d un
pétale attractif P d’un point périodique parabolique d’une fraction rationnelle F' est

un r.d.r du bassin de ce pétale vers C.

Preuve : Soit w € C. Quitte & remplacer F par F*, nous supposerons que le
pétale est stable par F et que ¢_ conjugue F' a T; sur le bassin. Comme 1’ensemble
des valeurs critiques de ¢_ est sans accumulation dans C, il existe € > 0 tel que
B = B(w,¢) ne contient pas de valeur critique de ¢_, hormis peut-étre une en son
centre. Nous allons montrer que B est un voisinage régulier de w pour ¢_.

Soit U = ¢_(P). U étant un piége ouvert pour 77 : C — C, un argument de
compacité prouve qu’il existe N € N tel que Vn > N, Adh(T,(B)) C U. Soit C
une composante connexe de ¢_'(B). Soit z € C. Alors il existe m € N tel que
F™(z) € P. Nous pouvons supposer m > N, de sorte que T},,(B) C U. Nous
avons ’équation ¢ =T _,, o ¢_ o F™. De facon évidente, T}, est un isomorphisme
de B sur Ty(B). Soit D = ¢~(T},,(B)) NP. Alors ¢_ est un isomorphisme de
D sur T,,(B), et D est une composante connexe de ¢_'(T,,(B)). Par conséquent
F™(C) C D. On déduit de cela et de ’équation que C' est une composante connexe

de F~™(D). Or F est un revétement ramifié¢ de degré fini, donc F™ vérifie la
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propriété £ (voir section 1). Il suffit donc d’appliquer cette propriété a D, qui
contient au plus une valeur critique de F™ : en effet, une telle valeur s’envoie par
I’isomorphisme T, o ¢_|p sur une valeur critique de ¢_ dans B, or B en contient

au plus une. ]

Par conséquent, ¢_ ;(K?) = C, et c’est le cas de I'image de n’importe quelle com-

posante connexe de K.

o
Corollaire 2.11 La fonction ¢~ ; : K — C est un r.d.r.

La preuve de la proposition suivante est inspirée de [S], § 4.5.

Proposition 2.12 La fonction ¢4 ;j : S — C\{0} est un r.d.r, ou S = C\zﬁ;}j ({0})
(0 est le point parabolique de P).

Preuve : Notons que ’ensemble des valeurs postcritiques de P est sans accumula-
tion dans C\ {0}, puisque l'orbite de I'unique point critique de P tend vers 0. Pour
z € C\ {0}, soit € > 0 tel que B ne contienne ni {0} ni aucune valeur postcritique de
P? hormis peut-étre z lui-méme, ou B = B(z,¢). Montrons que B est un voisinage
régulier de z pour ¢4 ;.

Soit k > 1 tel que P*¥(c) = z si z est postcritique et & = 0 sinon. Soit B’ une
boule de centre z, contenant B et évitant 0 ainsi que les valeurs postcritiques de P?
autres que z. Pour C' composante connexe de w;}j(B), nous voulons montrer que
¥4,; : C +— B est topologiquement équivalent (cf. section 1) & un certain z — 2%,
Soit w € C (on ne demande pas que ¢+ ; envoie w sur z). Soit z, = ¢4 j(w—n), B},
la composante connexe de P~"¢(B’) contenant z,, et B, la composante connexe de
P~"(B) contenant z,. Ona B,, C B),, P'(B}, ) = B), et P?(B,;1) = By,. Puisque
P17 est un revétement ramifié de degré fini, donc un r.d.r, il vérifie la propriété &,
donc B!, est simplement connexe. De plus pour n > k, B!, ne contient aucune valeur
critique de P9, donc P("~k)¢ : B! — B! est un isomorphisme. Soit g, : B}, — B!,
son inverse. D’aprés le lemme 2.7, & partir d’un certain rang z, € Pj et z, — 0
quand n — 4o00. Donc pour n > k, g, est injective, évite 0, et g,(zx) nI}m 0,
donc g,, tend vers 0 uniformément sur tout compact de B}, quand n — +oc0. Donc
tout compact de B, finit par avoir son image incluse dans P;. C’est donc le cas de
By :

dANeNVn>N, B, CPF;

On en déduit que C — N = ¢, ;(Bn), donc que 4 ; est un isomorphisme de C' — N
dans By. D’oil le résultat en utilisant 'équation ¢y ; = PN%o), ;0 T_n, et le fait

que PN9 vérifie la propriété £. [ ]

Cette preuve s’adapte a tout point périodique parabolique 5 d’une fraction ration-

nelle F' en remplacgant le singleton {0} par ’ensemble X = EUV"’, ou E est I’éventuel
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ensemble exceptionnel de F', V ’ensemble des valeurs postcritiques de F' et V' est

Pensemble dérivé de V' (I’ensemble des points d’accumulation de V' dans C).

Lemme 2.13

Y4+,;(C) =C

Preuve : L’image de ¢4 ; est invariante par P? et ouverte. Elle contient également
au moins un point de J (en effet, la réunion des pétales attractif et répulsifs, et du
point parabolique 0, recouvre un voisinage de 0, or 0 étant parabolique, il appartient
a J, et J ne posséde pas de point isol¢). Or pour tout ouvert rencontrant J, la
réunion de ses images itérées recouvre C. (Voir [CG] pour les propriétés élémentaires

des ensembles de Julia) [ |

Dans le cas plus général d’'un point périodique parabolique d’une fraction ration-

nelle, 'image est S?\ E, o E est I’éventuel ensemble exceptionnel.

Remarque : Cette proposition implique que ¢4 ; est un r.d.r de chaque composante

connexe de K F; vers une composante connexe de K

]
Proposition 2.14 La fonction h : KF — C est un r.d.r.

Preuve : C’est un corollaire immeédiat des deux propositions précédentes, sachant

que h = ¢ o1, j|s, puisque 'ensemble de définition de ¢ ; ne contient pas 0.

Plus généralement, pour une fraction rationnelle, une composée ¢ o ) ou ¢ est la
parameétrisation de Fatou répulsive étendue associée a un pétale répulsif d’un point
périodique parabolique, et ¢ la coordonnée de Fatou attractive étendue associée a
un pétale attractif d’un point périodique parabolique (appartenant éventuellement
a autre cycle), est un r.d.r au dessus de C, car 'orbite des points critiques est sans
accumulation dans Def(¢), qui est le bassin du pétale, et E N Def(¢) = 2.

Revenons au cas du polynéme P. D’aprés la proposition 2.9, I’ensemble des valeurs
critiques de h est de la forme v+ 7Z. Ceci, et le fait que h commute avec T, implique
que pour tout n € N, I’ensemble des valeurs critiques de h"™ est de la forme A+7Z avec
A un sous-ensemble fini de C ayant au plus n éléments, donc n’a pas d’accumulation

dans C. Donc d’apreés la proposition 1.6, h™ est un r.d.r. Résumons :

Corollaire 2.15 (propriétés de revétement de h)

L’application h™ est un r.d.r au dessus de C.

Rappelons les conséquences : soit C' ’ensemble des valeurs critiques de A™. L’en-
semble C est fermé. L’application h™ est un revétement au dessus de C\ C. Les

chemins et les homotopies peuvent donc s’y relever. Pour tout disque topologique
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U contenant au plus une valeur critique de h, pour toute composante connexe V'
de h™™(U), V est un disque topologique et h : V — U est équivalent & z — 2?
(D,0) — (D,0) pour un certain d € N*.

En appliquant la proposition 1.11 4 f =4 ;, U=Cet V = Io(, on obtient :
Lemme 2.16 Les composantes de Kgfj sont simplement connexes.

Donc h est plein. Donc d’aprés le corollaire 1.12 :

Lemme 2.17 Pour tout n € N, lapplication h™ est pleine.

Rappelons les conséquences : les composantes connexes de la préimage par h™ d’un
ensemble simplement connexe sont simplement connexes. En particulier, les com-

posantes connexes du domaine de définition de A™ sont simplement connexes.

Passage au quotient :

Les applications de cornes commutent avec T}, donc se projettent en une application
quotient h : KF/Z — C/Z.

Proposition 2.18 (C’est également un r.d.r.

Preuve : Soit 7 la projection de C vers Cy . L’application f = woh étant composée
de deux r.d.r et n ‘ayant qu’une valeur critique, la proposition 1.6 implique que f
est un r.d.r, de K]-' vers Cye. Il vérifie fo Ty = f, et son unique facteur f tel que
f= fo T est qﬁ La proposition 1.9 implique que h est un r.d.r. |

=n
Notons que le domaine de définition de h peut avoir des composantes connexes

non simplement connexes, méme si on lui ajoute les deux bouts du cylindre.

Notons également que changer (v,0) en (—v,0 — v/q) ne peut modifier la valeur
de h, () que par lajout d’un entier. Donc h,, o = h_,,g v/q,j- En particulier
Pensemble des fonctions h pour v et j fixés et o variant dans C est le méme pour

les deux valeurs possibles de v.

2.4 Les ensembles de Julia-Lavaurs

L’ensemble de Julia-Lavaurs rempli K1, F de I’application de cornes h est I’ensemble
des points z € C tels que soit h"(z) est défini pour tout n € N, soit il existe n € N
tel que h"(z) € JF. On définit I’ensemble de Julia-Lavaurs non rempli Jp F comme
étant le bord de K, F dans C. Ces ensembles J;, F et K F sont fermés. Rappelons
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quelques autres propriétés élémentaires :

C\K F = |Jh™(C\KF) ILF Y oK, F
neN
YKL F) = KiFnNDef(h) h=Y(JLF) = J,FnNDef(h)
WKLF) = KiF WJLF) = JuF
hW\KLF) = KiF BF = | Jhr(JF)
neN
WKLF) = KLF JF ¢ ILF C KiF C KF
Def(h) = KF Def(h") = () h H(KF)
0<k<n
C\K.F = [JC\Def(hm)
neN

o
Comme h est un r.d.r, I'image par h d’'une composante connexe de Ky F en est une

(c’est aussi démontré dans [L]).

La définition de l’ensemble de Julia-Lavaurs K, de g, (appelé aussi ensemble de
Julia enrichi) est complétement analogue : Ky, est le complémentaire dans C de
la réunion des préimages de C \ K par les itérés de g5, et J, = 0Ky Ces g+ 1
définitions sont compatibles entre elles via les différentes applications du diagramme
commutatif 2.4, c’est & dire que leurs images directes et inverses par les diverses

fléches se correspondent.

Tirons quelques conséquences immédiates de nos définitions. Les ensembles K F,
JF, KpF, Jo.F sont invariants par 77.

]
Proposition 2.19 L’ouvert K F est plein (ses composantes connexes sont sim-

plement connezes).

o
Preuve : Cela équivaut & C\ K F est connexe. Parmi les propriétés élémen-

taires, nous avions C \ KZ]-' = U C \ Def(h™). 1l suffit donc de démontrer que

neN
C\ Def (h™) est connexe, ce qui équivaut a ce que h" soit pleine, ce qui est démontré

au lemme 2.17. |

Proposition 2.20 L’ensemble KF contient un demi-plan supérieur (“Im(z) > ag”)
et un demi-plan inférieur (“Im(z) < a1”). En particulier, les deux composantes
connezes DT et D™ de KP}' qui contiennent un demi-plan sont invariants par T .
L’application Gi_; s’étend holomorphiquement en +ico et en —ico en fizant ces points,

avec dérivée non nulle.

On trouvera une preuve dans [S], §2.4. La preuve est basée sur un développement

limité des coordonnées de Fatou, et n’est effectuée que dans le cas ¢ = 1, mais
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s’adapte au cas ¢ > 1 en utilisant la proposition 2.3. Nous noterons
h

le prolongement de h aux deux bouts du cylindre. Ce n’est plus un r.d.r, ni une
application pleine (ne serait-ce que parce que nous n’avons défini cette notion que

pour des applications & valeurs dans C).

Dans sa thése, Lavaurs a adapté le théoréme de non-errance de Sullivan au cadre
des applications de Lavaurs, ainsi que la classification des composantes connexes de

I’ensemble de Fatou d’un polyndéme. On en déduit alors la proposition suivante :

Proposition 2.21 (Lavaurs)

Chaque composante conneze de l'intérieur de K?]—'U {+ioco, —ico} est prépériodique
sous h. Une composante prépériodique est soit un disque de Siegel, soit une compo-
sante d’un bassin attractif, soit une composante d’un bassin parabolique, d’un cycle
de h (ce qui inclut les bouts) Il y a au plus un tel cycle. Un cycle parabolique ou
attractif de composantes contient toujours un point critique, et donc l'unique valeur
critique. Le bord d’un disque de Siegel est contenu dans l’adhérence de l’ensemble

posteritique.

L’affirmation sur le nombre de cycles n’est pas énoncée dans [L]. On peut la déduire
en partie du texte des démonstrations ; en effet puisque qi:L) n’a qu’une valeur critique,
il y a au plus un cycle ‘attractif ou parabolique’; puisque un disque de Siegel est
inclus dans ’adhérence de ’ensemble postcritique, il ne peut coexister avec un cycle
attractif ou parabolique; le seul cas que [L] n’exclut pas est la coexistence de deux

cycles de Siegel. Nous allons démontrer la proposition plus forte suivante :

Proposition 2.22 L’application h posséde au plus un cycle non répulsif.

Preuve : Notons que dans les cycles de E, on inclut les points fixes +ioco et —ico.
Nous travaillerons par analogie avec le cas polynomial, ot la preuve est basée sur
la notion d’application & allure polynomiale (mais n’utilise pas les théoréme de
redressement). Supposons que h a deux cycles non répulsifs. Choisissons un point
quelconque w € Cyr \ K‘?f. Nous identifions le cylindre Cy, & la sphére de Riemann
S? moins deux points. Nous travaillerons dans une carte U =2 C de S? pour laquelle
w est & linfini. Soit R ’application rationnelle de S? dont I’expression dans la carte
U est le polyndome suivant : R(z) = z 4+ €S(z). Nous choisirons le polynome S de
sorte que :

— lapplication R fixe les point des deux cycles non répulsifs (S(z) = 0 pour tout

point z d’un des cycles) ;
— Dapplication R fixe les deux bouts du cylindre (qui ne sont pas forcément disjoints

des deux cycles)
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— pour tout € > 0 et suffisamment petit, les deux cycles non répulsifs de h de-
viennent des cycles attractifs de ho R (ajuster la valeur de S’(z), pour chaque z
dans 'un des deux cycles)

Soit B une boule ouverte contenant w, et telle que B N KF = @. Soit V = §2 \ B.

Pour € > 0 suffisamment petit, R est un isomorphisme analytique de V' vers R(V),

ov N R_l(lz?}') =g, et KF C R(V). Soit maintenant H (resp. ?I) la fonction

définie par H = ho Ry (resp. H=To Rlyncy,.) sur V (resp. V N Cy,), et non
définie hors de V. Remarquons que I et H wont qu’une seule valeur critique.

De plus, on peut définir un relevé H de H par la projection 7 : C — C/Z en

composant h avec un relevé de R|ync,,,. qui commute avec 7. Comme Q}DL est un

r.d.r et R|Vmcy . un isomorphisme sur son 1mage qui contient Def(h) H est un

r.d.r. Comme o wa qu’une valeur critique, H' aau plus n valeurs critiques, donc

est un r.d.r (proposition 1.6). Comme le relevé de R est également un isomorphisme

sur son image, H est aussi un r.d.r. Comme H wa qu’un nombre fini de valeurs
critiques, les valeurs critiques de H™ forment un ensemble sans accumulations dans

C, donc H™ est un r.d.r. De plus, toutes les composantes connexes de Def (?L) sont

simplement connexes (puisque le complémentaire dans S? est connexe), donc les

composantes connexes de Def H sont simplement connexes, donc H est plein, donc

H™ est plein. Nous affirmons qu’un cycle attractif de H a une valeur critique dans

son bassin immeédiat, ce qui méne & une contradiction puisque Hna qu’une valeur

critique, et prouve la proposition.

Pour démontrer cette affirmation, soit U lintérieur de I’ensemble des points ol
toutes les itérées de H sont définies (ce qui correspond a lintérieur de K F dans
le cas non perturbé) : T3 (U) = U. L’ensemble U est 'intérieur de ’intersection
des ensembles Def(H™). Ces derniers sont pleins car H est pleine donc toutes ses
itérées le sont. Le complémentaire de U dans S2 est donc 1’adhérence d’une union
d’ensembles connexes. Il est donc connexe. Nous avons prouvé que U est plein.

L’ouvert U est bi-invariant par H : H(U) = U et H }(U) = U. L’image réciproque
par H (ou un itéré) d’une composante connexe D de U est une composante connexe
C de U, et d’aprés la proposition 1.7, H (ou son itéré) est un r.d.r de C' vers D.
Soit, maintenant C' une composante connexe de U contenant un point attractif de
période n de }DI, ou bien un voisinage d’un bout attractif du cylindre. Alors Im € Z
tel que Ty, 0o H®(C) = C. Supposons par I'absurde que H" n’a pas de point critique
dans C. Alors T,, o H" : C — C est un revétement, donc un isomorphisme puisque
C est simplement connexe. De plus C ne peut-étre isomorphe & C ou S? car il n’est
ni égal & S? ni égal & S? privé d’un point, donc un isomorphisme de C préserve sa

métrique hyperbolique, ce qui contredit la présence d’un point attractif. |

Notons que la proposition 2.20 implique que h,(z) — z posséde une limite quand

Im(z) — o0, et une limite quand Im(z) — —oo.
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Proposition 2.23 Si g > 1, soit s l'unique entier tel que 0 < s < q et
v+ sp=0mod ¢

et siq=1,s0its =0siv=1ets=1siv=—1. Pourb= %1, soit t, =

lim h,(z) — 2z quand Im(bz) — +o00. Alors

. S
ty —t_ = —i2my + .

C’est, une conséquence du développement de la proposition 2.3, du complément 2.4,

et d’'un calcul.
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3. Echiquier et universalité

3.1 Un produit de Blaschke

Soit la fraction rationnelle

322 +1
PB(z) = ———
(2)=— T3

Cette fonction analytique de S? dans lui-méme a deux points critiques, 0 et co, un
point fixe, z = 1 avec multiplicité 3, donc parabolique, et a les symétries PB(Z) =
PB(z), PB(1/z) = 1/PB(z), et PB(—z) = PB(z). La fraction rationnelle PB
étant un produit de Blaschke, chaque élément de la partition de S? en le disque

unité, son bord, et son extérieur est bi-invariant par PB.

Le point z = 1 est parabolique & deux pétales. Les axes attractifs sont 1 — R,
axe indexé g (gauche), et 1 + R, indexé 9 (droite). Les axes répulsifs sont les axes
1 +iR;, indexé b (haut) et 1 — iRy, indexé b (bas). Nous noterons py, po, Py, Po

les pétales correspondant a chaque axe.

L’ensemble D étant stable et borné, il est inclus dans I’ensemble de Fatou. De
méme pour S?\ D. Utilisons le théoréme de classification (voir par exemple [CG],
chapitre IV, § 2) : D contient le pétale pg, donc il est inclus dans le bassin d’attraction
de pg. De méme, S?\ D est inclus dans le bassin du pétale p,. Ces deux bassins
sont deux composantes disjointes de S?\ J(PB). Donc J(PB) = 0D et D est le
bassin de pg, et S\ D celui de p,. Nous noterons ¢_ 4 et ¢_, les coordonnées
de Fatou attractives étendues correspondantes. Comme elles sont définies & post-
composition prés par une translation, nous nous arrangerons pour qu’elles envoient

respectivement 0 et oo sur 0.

Nous noterons 1 et ¢y  les paramétrisations de Fatou répulsives étendues cor-
respondant aux axes de méme index. Nous nous arrangeons pour qu’elles envoient
R sur 0D, d’ou ¢4.5(Z) = i(¢+,5(2)) et Y4.6(Z) = i(¢4,6(2)) ol i est 'inversion

z+ 1/Z, et pour que ¢4 »(Z) = 4 5(2) (ce qui laisse encore un R-degré de liberté

dans les choix).

Tout point z € D est attiré par 1, avec arg(l — PB"(z)) — 0. On a PB(] —
1,1[) = [1/3,1] € | — 1,1]. Le graphe parabolique C'B est I'union de l'intervalle
]—1,1] et de ses préimages successives par PB. L’ensemble C'B est P B-bi-invariant.

Nous avons la propriété CB = q&:,lg(]R). Donc C'B est un fermé de D. La fonction
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Fia. 3.1 — le graphe parabolique CB de PB

PB agit sur ’ensemble des composantes connexes de DD \ C'B, qui sont appelées
les cases d’échiquier. Comme ¢_ 4 est un r.d.r, il envoie chaque case d’échiquier
isomorphiquement sur H ou —H. La fonction PB envoie ]0,1[ dans lui-méme de
facon strictement croissante et sans point critique. Donc 1'une des cases d’échiquier
est un voisinage de ]0, 1] dans le demi-plan supérieur. Nous I’appellerons C*. Son
symétrique par rapport & R sera noté C~. Le pétale py est un voisinage de |1 —¢, 1]
pour un certain € > 0. Pour un pétale suffisamment petit, p;NH C CT et p;N—H C
C~. Tout z € D n’appartenant pas & CB a son orbite qui tombe dans C* ou dans

C~, et y reste.

Soit hpg : C\ R — C lapplication de cornes de PB pour l'axe ) : hpp = ¢_ 40
Yy sur Het hpp = ¢_ 5 0 9p4 y sur —H. Notons que nous avons pris une phase
nulle, ce qui n’a pas d’importance pour la suite. Notons également qu’avec nos
conventions, 'application de cornes correspondant & I’axe b est la méme fonction.
Nous appellerons graphe parabolique de hpp (la figure 3.3 en montre I'intersection
avec H) I’ensemble gb;’lh (CB U i(CB)). La fonction hpg l’envoie dans R. Nous
appellerons cases d’échiquier de hpp les composantes connexes du complémentaire
du graphe dans C\ R.

Lemme 3.1 Les deur seules cases d’échiquier de PB adhérant a 1 sont C+ et C~.

Preuve : Puisqu’elles possédent [0,1] dans leurs bords, elles adhérent a 1. Réci-
proquement une case C' adhérant & 1 a toutes ses image successives par PB qui
adhérent & 1. Rappelons que toute case finit par étre envoyée sur Ct ou C~. Si C
n’était pas égal & CT ou C~, elle devrait par une certaine itérée étre envoyée sur
—C* ou—C~ (car PB~YCT)=CTu—-C*et PB71(C7)=C~U—-C"). Comme

ces cases sont incluses dans le demi-plan “Re(z) < 07, elles n’adhérent pas a 1. On
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aurait donc une contradiction. [ |

Lemme 3.2 La fonction 4 : (C\zﬁ;lh(l) — S2\ {1} est un r.d.r. De méme pour
Y—p-

La preuve est parfaitement analogue & celle de la proposition 2.12.

Lemme 3.3 Mis a part deuz cases, que l’on nommera E;B et Epg, contenant un
demi-plan respectivement supérieur et inférieur, les cases d’échiquier de hpp sont
bornées. De plus, 8E;B CH, 0Epz C —H et leur image par m : C — Cy. sont des

gl
courbes de Jordan qui contiennent chacune un unique point critique de h pp.

Preuve : Le développement de la proposition 2.3 implique que le complémentaire
du graphe parabolique dans H contient un ouvert U tel que U + Z soit un demi-
plan. Il existe donc une case E;B (forcément unique) contenant ce demi-plan. De
méme pour K. Le lemme 3.2 implique que ¢4 5 admet une branche réciproque
f prolongeant & H (et méme & S?\ [1/3, 3], branche que nous noterons f2) la co-
ordonnée de Fatou répulsive du pétale py. Soit V' = f(H) : il contient un piége
pour T_; ('image du pétale). Le développement de la proposition 2.3 implique que
V' contient des points de E;B. A nouveau, le lemme 3.2 implique que V' contient
E} g et est un isomorphisme de Ej 5 vers une case d’échiquier. A nouveau, la pro-
position 2.3 implique que cette case contient des points de H dans le pétale py,
donc que c’est CT. L’application PB posséde une unique branche réciproque dé-
finie sur H et ’envoyant dans lui-méme, que nous noterons g (et qui admet un
prolongement continu au bord de H). Notons que f conjugue g & T_;. Par consé-

quent OF}, = U T, (f2([0,i/+/3])) : en effet, [0,i/+/3] s’envoie bijectivement sur
nez
[0, PB(0)] par PB, ce qui fait que 0Cy = U g"([0,i//3]) U U PB"([0,i/V3])).

neN n>1
Donc dE}, C H. D’autre part, le bord de E' est égal a (f2([0,i/v/3])), et ce
segment est disjoint de son image par PB, sauf en i/\/g, donc son image par f est
une courbe de Jordan : 8E+ est une courbe de Jordan. I’adhérence de la case CT
contient une unique orbite critique de PB indexée par 7, et donc ’adhérence de
E;B contient un unique point critique modulo Z, car pour deux points critiques w
et w' de hpp sur le bord de Ejy, les points ¢4 5 (w —n) et 4 p(w' —n) (n > 0)
sont des points précritiques de PB qui finissent par rester dans le pétale py.
Soit E une case de hpp, que nous supposerons incluse dans H (I'autre cas étant
symétrique) et différente de E;B. Soit w € E. Soit n suffisamment grand pour que
w—n € V. Alors ¢y y(w—n—1) € g(H) = Q C H ou Q est le quart de plan
“Re(z) > 0 et Im(z) > 0”. La case contenant z est non seulement incluse dans H,
mais également d’adhérence compacte dans H : en effet cette case n’est ni Ct, qui
s’envoie sur E;SB, ni —C'~ qui ne rencontre pas Q, et d’aprés le lemme 3.1, ce sont

les deux seules qui adhérent & R. ]
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3.2 Universalité

On reprend les notations de la section 2. En particulier P(z) = '2™/9z + 22, Soit U
la composante connexe de I% (P) qui contient le point critique. Soit ® ’isomorphisme
conforme de Uy vers D qui envoie en 0 le point critique de P. L’isomorphisme ® est
déterminé & post-composition prés avec une rotation z — pz. Pour un bon choix de

®, nous avons la propriété d’universalité suivante, prouvée dans [DH], exposé IX :

Proposition 3.4 (Universalité)
PB|,=®oPlo® "
Définition : le graphe parabolique de Uy est la préimage par ® de celui de PB. Ses

cases sont les composantes du complémentaire dans Uy du graphe.

Nous rappelons que 'indexation des axes de P a été choisie de sorte que 0 € K°.

Donc ¢_ o est définie en particulier sur Uy. De la proposition 3.4, on déduit :

Proposition 3.5

JueCVze U, ¢p_o(2) =Tyo0p_g0P(2).

Preuve : Pour z € Uy, soit a(z) = ¢_ g0 ®(z). Alors a(P?(z)) = a(z) +1 est définie
sur Uy, et on conclut par la proposition 2.8 (avec comme piéges ouverts A = Uy, et
A" =271 (pyg)). u
Il y a des énoncés plus généraux.

Pour b = 1 (respectivement b = —1), et j € § + 7Z/qZ, rappelons que D" désigne la
[e]
composante connexe de K F; qui contient un demi-plan supérieur (respectivement

inférieur), qui existent, voir la proposition 2.20. La figure 3.3 illustre cette définition.

Le développement de la proposition 2.3 implique que ¢+7]~(D]b.) rencontre le pétale

attractif d’indice j + g D’aprés la remarque suivant la proposition 2.12, on a en

fait 1/J+’j(D?) qui est égal a toute la composante de K contenant ce pétale. En
particulier w+7_1/2(Df1/2) = Uy, et w+71/2(D;/2) = Up.

Proposition 3.6
Il existe un isomorphisme analytique £ : Df1/2 — H tel que

Yy o0 (r=3%o0 ¢+,—1/2|Dir1/2
De méme, il existe un isomorphisme analytique £~ : D1_/2 — —H tel que

Yypol =Po 1/J-|-71/2|D17/2
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F1a. 3.2 — L’ensemble de Julia K pour p/q = 2/5, et son échiquier parabolique

(Pimage est tournée de 90 degrés)
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Preuve : Nous traiterons le cas +, le cas — étant analogue. Soit &, un isomorphisme

+
de DT, /2
&' de H dans S La distance de f(z) & D tend vers 0 quand z tends vers OH,

donc f admet un réflection de Schwarz (voir [R]). Alors d’apreés la proposition 2.8

vers H qui commute avec T1, et considérons la fonction f = ® o ¢, _; /50

adaptée au cas de PB, f = 1, o T; pour un certain ¢ € C (on prend les piéges
ouverts A = C et A" = & (dy,_1/2(p_1/2)))- Nous prenons {F = Tj o &. [ ]

Alors :

Proposition 3.7 (universalité pour les applications de cornes)
3s€ C hppott = hs,_1/2lD+ ~1/2

3s € C hppo& =hs12lD- 1,2

Nous définissons f;' : D;f — Het¢; : D; — —Hpar f;? =¢b 0T} /q o1t k est 'unique
entier tel que 0 < k < q et kp + b% = 0 mod ¢ (de sorte que Pk(U%) =Up).

Nous allons maintenant étendre la définition de I’échiquier parabolique pour les

différentes coordonnées en jeu.

Définition : le graphe parabolique de P est la réunion des préimages itérées par P
de celui de Up. Les cases sont les composantes du complément du graphe dans I% .
En prenant la préimage du graphe parabolique de P par ¢4 ;, on définit le graphe
parabolique de K??-'j. Le graphe parabolique de Dj-' est la restriction du graphe de
K O]-'j a D]-*. Idem pour D; . A chacun de ces ensembles X, on associe également des
cases d’échiquier, qui sont les composantes connexes du complémentaire dans X du

graphe parabolique de X.

Toutes ces définitions de graphes paraboliques (de PB, hpp, Uy, K, D].i et KFj)

sont compatibles via diverses applications définies entre eux :
:l: ﬂ: o ] [e] o
®:Up—D, {:Dj »+H, P: K=K, ¢y p0:xH->D, oy ;: KF; - K

et également les application Ty, : C; — C;,, au sens ot I'image par chacune du
graphe de ’ensemble de départ est le graphe de I’ensemble d’arrivée. Les applications

suivantes les envoient sur une ligne horizontale :
. ]
(15,,9:]]])—)@, hpB::HHI—)(C, gf),’i:Kz—)(C, ha,j:K]:j—)(C

(pour tout o € C). La restriction de ces applications & une case d’échiquier est un
isomorphisme vers une case d’échiquier pour la premiére série d’applications, et vers
un demi-plan pour la deuxiéme. (la preuve de cette affirmation vient des propriétés

r.d.r des applications h, ¢ et 1), adaptées des proposition 2.10, 2.12 et 2.14).

Lemme 3.8 I existe une case d’échiquier E* (resp. E~) de KF; qui contient un

demi-plan supérieur (“Im(z) > a1”) (resp. un demi-plan inférieur “Im(z) < az”).

109



Partie III Section 3

F1G. 3.3 — Exemple d’un domaine D% avec son échiquier parabolique, dans le cas
p/q = 2/5, suivis de leurs images par 7, c’est & dire le demi-plan supérieur avec

I’échiquier parabolique de 'application de cornes de PB.

Cette case est donc mvarzante par Ty. De plus, son adhérence E (b= =£1) dans C
est contenue dans K]-'J, et hs j est un homéomorphisme de B vers bH, (oi s € (C
est choisi de sorte que l’image du graphe parabolique soit R). Enfin, le bord de E

et 57 sont des courbes de Jordan qui contiennent chacune un unique point critique

de hs ;, appelé point critique principal de l’application de cornes au bout concerné.

Preuve : Il suffit d’utiliser le lemme 3.3 et la proposition 3.6. ]
Note : on aurait pu prouver ce lemme en se passant de I'universalité, en utilisant les
propriétés de r.d.r de h et le fait qu’elle se prolonge aux bouts (proposition 2.20).

Remarque : L’universalité pour h (proposition 3.6) implique également que le
=p =p
module de ’anneau £ \ D est égal a celui de I’analogue pour P B, donc est universel

(il ne dépend pas de b et vaut & 0.7). Nous utiliserons ce fait dans la partie “Etude
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des objets limites de "implosion parabolique”.

111



Partie III Section 4

4. Lemmes de connexité locale pour

lapins et échiquiers

Fixons ¢ € N, ¢ > 2, et 0 < p < ¢ premier & ¢. Soit p = ei™/9 et ¢ = p/2 —
p? /4. Nous appellerons par abus de langage lapin ’ensemble de Julia J de Q = Q.
(Q.(z) = 2% + ¢). Nous appellerons les composantes connexes de Io( les composantes
du lapin. Le point fixe parabolique a de @) attire 'unique point critique de Q. Donc,

d’apres [DH], exposé X :
Proposition 4.1 L’ensemble de Julia J est localement conneze.

Par conséquent, I’ensemble K est localement connexe. Comme K est sous-ensemble
compact du plan, de complémentaire connexe, I’adhérence de toute composante
du lapin est homéomorphe & D (voir [DH], exposé II, proposition 3). Une autre
conséquence de la locale connexité de J est que tout rayon externe atterrit, sur
un point de J, tout point de J est le point d’atterrissage d’un rayon externe, et
I’application T — C qui & 6 associe le point d’atterrissage du rayon externe d’angle
6 est continue. On peut donc appliquer 1’étude combinatoire de [DH]. En particulier,
il n’y a pas d’autre composante connexe de IO( adhérant & o que les ¢ qui contiennent

un pétale attractif.

Considérons I'image S’ C Uy de [1/3,1] par I'isomorphisme @ de la section 3. C’est,
un chemin injectif partant de la valeur critique de Q7 et arrivant au point fixe
parabolique a de Q. Soit le chemin injectif S = ®([0, 1]) C Uy, qui lui part du point
critique de (. Considérons maintenant I’'ensemble L = S'UIUQ(S)U---UQI~L(S)
(en notant bien que le premier terme est S’ et non pas S), ou I est n’importe quel
rayon externe atterrissant en a. Soit V' = C\ L. C’est un ouvert simplement connexe
qui ne contient aucune valeur critique. Donc toute branche inverse de Q" définie
au voisinage connexe d’un point de V se prolonge & V tout entier. Notons que
JNL={a}.

Considérons maintenant parmi les ¢ (> 2) rayons externes qui atterrissent en —a,
les deux qui sont adjacents a Up (voir [DH] pour plus de détails sur la notion
d’adjacence). Avec —a, il forment un ensemble séparant C en deux composantes

connexes. Soit TV celle qui ne contient pas le point critique de @, et W* = WU{—a}.

Proposition 4.2 Pour tout point z € J, soit z appartient au bord d’une des q
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FiG. 4.1 — Le bord des ensembles V' et W, utilisés dans la preuve des lemmes. Nous
avons grisé les ensembles compacts dont les images réciproques sont utilisées comme

voisinages.
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composantes du lapin attachées & «, soit In € N tel que Q" (z) € W.

Preuve : Par continuité du lacet de Carathéodory, ’ensemble des arguments des
rayons externes dont le point d’atterrissage appartient & W est un certain intervalle
ouvert I C T = R/Z et non vide (car on a supposé ¢ > 2. Soit D : T — T
I’application de doublement de ’angle : z + 2z. L’ensemble C des = € T tels que
Vn € N, D"(z) ¢ I est exactement I'union de ’ensemble des arguments externes
des points de .J qui ne tombent jamais dans W, et de la réunion de deux arguments
pour tout point dont I’orbite passe par —«. La réunion des préimages de I par les
D™ est dense dans T, donc le fermé C' est d’intérieur vide (en fait, c’est un ensemble
de Cantor). Soit C’ ’ensemble des arguments des points qui ne tombent jamais dans
W ; C" est la réunion de C et d’un ensemble de points isolés. Donc C' ne contient

pas d’intervalle.

Remarque : soit F' la réunion de I'adhérence des ¢ composantes Uy, ..., U;—1 de
I% attachées a a. L’étude combinatoire de [DH] implique que pour 1 <i < ¢ — 1,
—U; C W. D’autre part, il est facile de voir que Uy = —Ujy, et que pour 0 < i < g—1,
Q7' (Ui+1) = U; U =U; avec la convention U, = Up. Donc I'ensemble Q™' (F) est la
réunion de F' et d’un sous-ensemble de WW. Donc pour tout point z et tout n € N
tels que Q™(z) = a, soit z € F, soit il existe m < n tel que Q™ (z) € W.

Considérons un point z € J \ F, et soit M la composante connexe de J \ F qui
contient z. Puisque J est connexe, M n’est pas réduit & un point, donc ’ensemble
des arguments des rayons externes qui atterrissent sur M contient un intervalle I'.
Donc il ne peut pas étre inclus dans C'. Donc il existe n € N tel que Q*(M)NW # .
Prenons le plus petit n possible. Il suffit de prouver que Q"(M) C W. Si ce n’était
pas le cas, Q™(M) rencontrerait W, et le seul point de OW N J est —a, donc
—a € Q"(M),or LNF = @, ce qui implique d’aprés la remarque qu’il existe m < n
tel que Q™ (M) NW # &, contredisant la minimalité de n. [ |

Notons que I% # @, donc J = 61% , comme l'implique le théoréme de Montel (voir
également le théoréme 1.7. dans [CG]).

Lemme 4.3

WNK=WnUw

ot Uouvert Uy est l'union des composantes du lapin incluses dans W.

Preuve : Remarque : comme W N K = {—a}, toute composante de I% est soit
incluse dans W soit disjointe de .

L'ensemble Uy € W N K, done Uy € W N K, d'ot WN Ty € WN K.
Réciproquement, soit z € W N K. Notons que W est un voisinage de z, donc 2 est

dans ’adhérence de ’ensemble des composantes ayant un point commun avec W.
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D’aprés la remarque, ces composantes sont en fait incluses dans . Donc z € Uy
Dot WNK CWNUw. ]

Lemme 4.4 A tout point z € J, on associe un ouvert U définit comme suit

— Si z n’appartient pas au bord d’une composante du lapin, soit U = @.

— Si z appartient au bord d’une composante du lapin mais n’est pas une préimage
itérée de o, alors il n’y a qu’une seule telle composante. Soit U celle-la.

— Si z est une préimage itérée de o, alors il appartient au bord d’eractement q
composantes du lapin. Soit U leur union.

Alors z a une base de voisinages connezes dans K \ U, dont chaque élément est

ladhérence d’une union de composantes du lapin.

Preuve : Dans le premier cas, d’aprés la proposition 4.2, 'orbite d’un point de .J
qui n’appartient au bord d’aucune composante du lapin passe une infinité de fois
dans W. Soit n € N tel que Q™(z) € W. Comme W* N J est compact et contenu
dans V', et comme la branche g de Q™" qui rameéne Q"(z) sur z s’étend de fagon
univalente sur V', g envoie le voisinage connexe W* N K de Q"(z) dans K sur un
voisinage connexe de z dans K (d’aprés la bi-invariance de K par )), qui satisfait
la condition requise (d’aprés le lemme 4.3), et est de diamétre commensurable au
réel 1//(Q™)'(2)| (par distortion bornée). Si ce dernier ne tendait pas vers 0 quand
n — 400, les itérées de () auraient une sous-suite qui est une famille normale dans

un voisinage de z, ce qui est absurde puisque z € J.

Dans le deuxiéme cas, on procéde de facon analogue, en remplacant I’ensemble W
par un ensemble W5 plus grand : la composante connexe ne contenant pas a du
complémentaire de la réunion du chemin injectif v = ® !([—i, i]) et de deux rayons
externes qui aboutissent en chacun des bouts. On définit Wy = W, U ~, et on a
WonNK =~U(WenNK)etyn K C Up. L’analogue de la proposition 4.2 est :
Vz € J\ {a}, 3n € N tel que Q"(z) € Ws. L’analogue du lemme 4.3 dit que

(W2 K) \ Up est I'adhérence des composantes du lapin incluses dans Ws.

Dans le troisiéme cas, il suffit de démontrer le lemme pour z = a. De plus, soit j
I'index d’un axe répulsif quelconque, et P; le pétale répulsif correspondant : il suffit
de fournir une base de voisinages connexes de a dans (P;NK\U)U{a}, et vérifiant les
conditions du lemme. On peut choisir j et P; tels que P;NV = @&, car on a supposé
q > 2. Soit maintenant g l'unique prolongement & V' de la branche de I’inverse de
Q? envoyant P; dans P;. Soit k1 < g et k2 < ¢ les exposants des deux itérés de @
envoyant ’axe attractif associé a Uy dans les deux axes attractifs adjacents a P;. Soit
St = & 1([-1,1]). Les deux chemins injectifs Q**(S%) et Q*2(S4) ont chacun un
bout égal & a, et un autre noté respectivement by et bo. Soient R; un rayon externe
aboutissant en b;. Soit W3 le complémentaire dans C de {a} UQ*1 (S4) U Q*2(S5) U
R1URs. Soit Wy = W3 U{a}. Quitte & rétrécir P;, tout en conservant sa propriété

d’&tre un pétale (c’est a dire de contenir un demi-plan a gauche dans la coordonnée
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T
-

Fi1G. 4.2 — Le troisiéme cas : ensembles utilisés pour produire des voisinages de a.

Nous avons grisé ’ensemble T'.

—1/qC=9, voir la section 2), on peut supposer que P; C W3. Soit C' = W3NJ. Cette
fois-ci, ’ensemble C' = W3NJ n’a plus une adhérence compacte dans V. Cependant,
Pensemble T'= C'\ g(C) a une adhérence compacte dans V', car une hypothétique
suite de points de 7" tendant vers o appartiendrait & partir d’un certain rang a P;
et méme a g(P;) C g(W3), et donc serait dans g(Ws), contredisant la définition
de T. Pour tout N € N, g"(C) est un ensemble connexe dont Iintersection avec
P; est un voisinage de o dans J N P;. Pour tout point de Pj, ses itérées par g
tendent vers a, donc par un argument classique utilisant le fait que g™ contracte la
métrique hyperbolique de V', ¢"(T') tend uniformément vers o quand n — +oo.

Maintenant, g™ (C) = U g"(T), donc gV (C) tend également uniformément vers
n>N
a quand N — +o0. ]

Nous avons un lemme analogue pour ’application PB.

Lemme 4.5 Pour tout point z € 0D, on définit l'ouvert U de la fagon suivante :

— st z n’est pas une préimage itérée de 1, soit U = &,

— si un certain itéré de z tombe sur 1, alors il y a exactement deux cases d’échiquier
dont le bord contient z. Soit U leur union.

Alors z a une base de voisinages connexes dans D \ U, dont chaque élément est

ladhérence d’une union de cases d’échiquier.
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La preuve est analogue, avec V remplacé par S?\ [1/3,3], et W = “Re(z) < 0”.

Ces lemmes seront utilisés pour démontrer la connexité locale de certains ensembles
de Julia-Lavaurs. La méthode que nous avons utilisé nous permet également de

démontrer le

o
Lemme 4.6 Mis a part Dt et D™, les composantes connezes de KF sont bornées.
En particulier, elles sont disjointes de leurs images par T, (0 # n € Z). Le méme

énoncé tient pour les cases d’échiquier de KF (avec E® a la place de D).

Preuve : Les deux composantes D1 et D~ qui contiennent un demi-plan sont 7}-
invariantes, et d’apreés le développement de la proposition 2.3, elles sont envoyées par
¥4 ; sur les deux composantes A et B du lapin qui sont attachées & « et adjacentes
a Paxe répulsif d’index j (j est l'index sous-entendu dans ’énoncé). Considérons
I’ensemble W et I'application g précédemment introduits dans ’analyse du troisiéme
cas du lemme 4.4 des voisinages de a. Soit U = W \ g(W). Les ensembles A, B, et
g™(U) pour n > 0, recouvrent un voisinage de a dans le pétale répulsif. Donc leurs
images par ¢4 ; recouvrent 'image de ce voisinage, dont les translatés par les T},
pour k € N recouvrent C (d’aprés le développement). Prenons n € N suffisamment
grand pour que ¢"(U) soit contenu dans le pétale. Alors son image par ¢4 ; est
bornée, et a ses images par les T}, pour k € Z qui recouvrent le complémentaire
dans C de Dt U D~. De plus, le bord de cette image ne rencontre pas K9.7-'. Cela

e}
implique que les composantes de K F différentes de Dt et D~ sont bornées.

Du coup, les cases d’échiquier incluses dans de telles composantes sont bornées elles
aussi. Etudions le cas des cases incluses dans D*. Le bord de toute composante du
lapin étant une courbe de Jordan, et ¢;. ; : C — C envoyant DT sur une composante
du lapin, et n’ayant pas de point critique sur son bord, le bord de D dans C est une
sous-variété topologique de dimension 1, et adhére & oo. Donc le bord de DT dans
S? est une courbe de Jordan, donc l'isomorphisme ¢ de la proposition 3.7 s’étend

contintiment aux bords en un homéomorphisme. On conclut avec le lemme 3.3. W

Note : nous aurions également pu prouver ce dernier lemme en utilisant moins
d’analyse combinatoire du lapin, avec I’aide de propriétés de revétement de ¢ ; au

dessus de «a, que nous n’avons pas voulu mentionner ici.

Lemme 4.7 Pour toute composante connexe bornée C de KF;, C' = ¢ ;(C)

est une composante connexe de K, et 11 ; est propre de C dans C'. L’ensemble
D' =y ;(D") est la composante U; attachée i a et d’index i = j + b/2.

Preuve :
Pour C : ¢, ; est continue sur C, envoie C' dans une composante C" de K et envoie
le bord de C, qui est inclus dans JF, donc dans .J, donc dans le bord de C”, donc
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est propre de C' dans C". De plus elle est ouverte. Donc elle est surjective de C
dans C" : C' = C".

Pour DY : I'inclusion D’ C Uj est une conséquence du développement de la proposi-
tion 2.3. Pour linclusion inverse, d’aprés la proposition 3.6, il suffit de prouver que
Y4.5(H) D D. La fraction rationnelle PB n’a pas de point exceptionnel (voir [CG]
pour la définition des points exceptionnels), donc pour tout ouvert rencontrant sont
ensemble de Julia, qui est égal & O, ses images successives recouvrent C. L’image

de 14 est ouverte, stable par PB et contient certainement des points de . Donc

w+,h = C. Comme 1/’+,h((c \ H) C §? \ D, c’est que 1[J+’h(H) =D. ]

Note : nous aurions également pu prouver ce dernier lemme en utilisant les propriétés

de revétement de 1 ; de la proposition 2.12.
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Partie IV

Introduction

Les preuves de la locale connexité (Petersen) et de la mesure nulle (Petersen-
Lyubich) des ensembles de Julia des polynoémes quadratiques ayant un point fixe
indifférent de nombre de rotation de type constant, sont basées sur I’emploi d’un
modéle quasiconforme §, da & Douady, Ghys, Herman, Shishikura, ..., construit
par chirurgie holomorphe sur une fraction de Blaschke B avec ’aide d’un théoréme
de Herman et Swiatek et d’un théoréme d’Ahlfors et Beurling. Nous avons trouvé
un analogue f3, qui joue pour les applications de cornes (d’un polynéme quadratique
avec un point fixe parabolique de nombre de rotation p/q) le méme role que B pour
les polyndémes quadratiques. Sa construction est géométrique et non donnée par une
formule. En adaptant la chirurgie classique, nous obtenons un modéle E . La preuve
que E est effectivement un modéle pour les applications de cornes h ayant en un des
bouts un multiplicateur neutre de nombre de rotation w de type constant, est plus
élaborée que dans le cas quadratique. Quand w est de type borné par M, alors nous
déduisons du modéle que h a un disque de Siegel dont le bord est un K-quasicercle
passant par le point critique principal associé & ce bout, avec K ne dépendant que
M et pas de p/q. Nous tirons également quelques autres conséquences qui seront
utilisées dans la partie “Un pas vers la mesure positive”. Nous pensons que ce mo-
déle permet de démontrer la locale connexité et la mesure nulle de ’ensemble de

Julia-Lavaurs associé.
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1. Théorémes

Nous utiliserons les notations suivantes :

le cercle unité désigne 9D, et le cercle désigne T = R/Z
VpAq =1, onnote P(z) = e2™/1z 4 22
J et K désignent les ensembles de Julia et de Julia rempli du polynéme P, ils

dépendent de p/q

On se référera a la partie IIT de la présente thése pour les définition précises et les

propriétés élémentaires des objets suivants, et les preuves des affirmations :

VpAq=1,i € 7Z/qZ indexe les axes et pétales attractifs du point parabolique 0
de P

—Jj€ % + Z/qZ indexe les versions répulsives de ces objets

K est I’ensemble des points de C qui sont attirés par le pétale d’index i sous
Iitération de P? : c’est une union de composantes connexes de Io(

nous mentionnerons parfois les cylindres attractifs ou répulsifs, c’est a dire 2¢
versions du cylindre Cy, = C/Z distinguées par un index i ou j, et que nous
noterons Cyg; ou Cy,;; nous indexerons de méme leurs revétements universels
G et G;

Y4+ C; = C est la paramétrisation de Fatou étendue associée a 'index j, c’est
une fonction holomorphe surjective

$— i K — C; est la coordonnée de Fatou étendue associée a I'index attractif i,
c’est une fonction holomorphe surjective

pour un nombre complexe donné o et appelé phase, ainsi qu’'un signe v € {—1, 1}
donnant la direction de I'implosion, on introduit des translations T, : C; —
Citv/2 (la phase est la méme pour tous les index)

toutes ces fonctions vérifient le diagramme commutatif 2.4 de III, que nous rap-
pelons ci-dessous dans la figure 1.1

Gt I% — C; est la réunion pour les ¢ index ¢ des fonctions T; o T,, 0 ¢_ ;, ol
T; est la composée des fleches horizontales du diagramme commutatif ramenant
Ciyvp a Gy it = (—l et 0 <d < qest tel que j =i+ v/2+ dp mod q.

he,j = ¢+ j o1y ; dénote 'application de cornes associée au cylindre répulsif
d’index 7 ; elle va d'un ouvert de C; dans C;, et dépend du choix de la phase
ogeC

K Fj est la préimage de K par ¢, ;; JF; est la préimage de J

Jr, Fj est ’ensemble de Julia-Lavaurs et K1, F; I’ensemble de Julia-Lavaurs rempli,
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associés a hg

— Le symbole b dénotera soit 1 soit —1, et servira & désigner I'un des deux bouts
du cylindre

— Bb est la composante connexe de l'intérieur de KP F qui est un voisinage de bico

— Eb est la case d’échiquier de K‘?f qui est un voisinage de bico; son bord est
une courbe de Jordan, incluse dans l'intérieur de K F (voir dans la partie III,
le lemme 3.8); h est un isomorphisme de Et vers un demi-plan supérieur déli-
mité par la ligne horizontale passant par les points critiques de h, et h est un
isomorphisme de E~ sur le demi-plan inférieur correspondant

— le point critique principal supérieur (resp. inférieur) de h est l’unlque point cri-
tique appartenant au bord de la case d’échiquier supérieure E (resp. inférieure
E)

— la fonction qf:L) se prolonge aux deux bouts en une application holomorphe 7L, qui
les fixe avec un multiplicateur non nul

— Dapplication de Lavaurs g correspond aux applications h vues dans le plan dyna-

mique initial : voir la partie ITI

P K? P K° P K? P K* P K! P
$—.3 $—0 $—2 o ¢

1 1 1 1 1 1

/4 Cs /a C /a C, /a C, /a ) /a

C C

1/q (C;/2 1/q 1/2 1/q 5/2 1/q CQ/2 1/q C3/2 1/q
Yoz Yo L Y9 Y, 3

P C P C P C P C P C P

Fia. 1.1 — exemple de diagramme pour p/q = 2/5 et v = 1; une fleche portant le

nombre complexe o figure T,

Peu importe peu dans quel cylindre on travaille, puisque dans les autres, les divers
objets sont juste translatés. Nous choisissons donc I’'un d’entre eux, et omettons son

index j dans le reste de cette section.

Considérons le prolongement h = h,. Etant donné r € C\ {0}, et un des bouts bico,

il y a une et une seule valeur de la phase o € Cy. telle que EU ait multiplicateur

T en bico, plus précisément o = oy + bln(7)/i27 o la constante o, € Cy dépend

des choix faits dans la définitions des cylindres. Nous allons considérer le cas ou
bi2mw

T=ce , c’est & dire 0 = 0 + w, pour un certain w € R/Z. Dans la section 2,

pour tout w de type borné, nous fournissons un modéle quasiconforme £, (qui
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dépend du réel w et du bout b), nous permettant de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 1
VM >0, 3K = K(M) > 0 tel que VpAq =1, Yw € R irrationnel de type borné par
M, et pour chacun des bouts b de Cyr, il existe un isomorphisme K -quasiconforme

qui conjugue By p G hoy ity -

Notons que K ne dépend pas de p/q. Le modéle se trouve avoir des propriétés
géométriques intéressantes qui permettent de tirer entre autres les conséquences

suivantes :

Corollaire 1.1

Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 1, lapplication de cornes h posséde
=]

un disque de Siegel A au bout donné, dont le bord est un K -quasicercle passant par

le point critique principal associé a ce bout.

Noter que I'on obtient I'existence du disque de Siegel sans utiliser le théoréme de
Siegel. Les deux corollaires suivants, seront utilisés dans la partie “Un pas vers la

mesure positive” :

Corollaire 1.2
Le module de l’anneau entre le disque de Siegel et le domaine de définition de h est

plus grand que C(M) = m/K(M) ot m est une constante universelle.

Plus précisément, m (=~ 0.7) est le module entre la case d’échiquier supérieure
et le bord de I'ensemble de Julia dans les cordonnées de Fatou, module qui est

indépendant de p/q.

Corollaire 1.3

Soit Vo le complémentaire de la composante de lintérieur de KF qui contient un
o=} o] oy

voisinage du bout bico. La mesure de Lebesgue de Vo N h  (A) est minorée par

une constante C'(M) indépendante de p/q.

En ce qui concerne les ensembles de Julia-Lavaurs dans le plan dynamique initial

(celui du polynome P, ;) :

Corollaire 1.4 (dans le plan initial)
Les images par v, ; des disques de Siegel A;- des fonctions q}:L)j forment un cycle
pour P de q¢ domaines de Jordan A; C K pour i = 0,...,q—1 (i = j +b/2),
adhérant au point fize 0 de P. On a P(A;) = Ajrp et g(A;) = Ai+

g sont des isomorphismes de A; sur leurs images. Il existe une forme de Beltrami

vtb, et P et
2

w'" P-invariante d’ellipticité magjorée par K(M) (le méme que dans le théoréme 1)

et dont l'unique redressement s commutant avec P laisse five J(P) ainsi que tout
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point de la grande orbite critique et toute composante de C\ J(P), envoie la réunion
des cases d’échiquier de signe b sur g~ (Ao U ---UA,_1), et envoie le graphe de

Uéchiquier dans l’ensemble de Julia-Lavaurs Jr,.

On appelle les A; les disques de Siegel virtuels de g.

Rappelons que [ADU] ont prouvé un résultat qui implique que J(P,/,) est de di-
mension de Hausdorff < 2, et que [MM] a démontré que pour 6 de type borné, J(Fy)
est de dimension de Hausdorff < 2. Par analogie, nous faisons la conjecture suivante

concernant le bord JrF de ’ensemble de Julia-Lavaurs K F associé & h.

Conjecture 1
Le bord de l’ensemble de Julia-Lavaurs JpF de l'application de cornes du théoréme 1

a une dimension de Hausdorff < 2.

Notons que contrairement au cas des ensembles de Julia quadratiques, le bord
d’un ensemble de Julia-Lavaurs ne peut pas étre poreux, (au sens de McMullen
dans [MM]), & cause des ailes de papillons. Je dois cette remarque & Michel Zins-

meister.

Nous pensons pouvoir démontrer les deux hypothéses suivantes, dont la premiére

sera utilisée dans la partie “Un pas vers la mesure positive”.

Hypothéses 1

VpAq=1, Yw de type borné, ¥b € {—1,1},
l’ensemble de Julia-Lavaurs correspondant est
— de mesure de Lebesgue nulle,

— localement conneze.

La conjecture est liee a l’article [MM], et une preuve des deux hypothéses devrait
étre possible en adaptant & notre cadre les principes contenus dans [Ya]. L’article
[Ya] propose une alternative & la preuve originale de Petersen [Pel]. La présentation

donnée dans [YaZ] pourra se révéler plus accessible.

De plus, nous avons une autre conjecture, liée i la persistance des cylindres d’Ecalle
(voir [DH]) : pour une petite perturbation du polynéme P, telle que le multiplica-
teur au méme bout du cylindre perturbé reste constant (égal & exp(bi2nw)), nous
conjecturons qu’alors le bord du disque de Siegel dans ce cylindre est peu perturbé.
Par exemple il pourrait exister un certain K' tel que les bords des disques pertur-
bés sont tous des K'-quasicercles qui convergent vers le bord du disque de Siegel du

cylindre non perturbé, quand la perturbation tend vers 0.

Notes

1. Dans cette partie, une fonction sous-entend son ensemble de définition. Ainsi,

I’égalité entre deux fonctions signifie qu’ils ont le méme ensemble de définition
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(et la méme valeur en tout point de cet ensemble). La composée go f de deux
fonction est la fonction dont 'ensemble de définition est {x € Def(f) | f(z) €
Def(g)} et dont la valeur en z est g(f(z)).

2. Par homéomorphisme quasiconforme (ou application quasiréguliére), nous sous-

entendrons toujours préservant 1’orientation.

3. Soient Sy, S des surfaces de Riemann, U C S; et f : U — S, une fonction
quasiréguliére. Nous dirons qu’une forme de Beltrami p définie sur S; admet
un “push-forward” par f si et seulement si il existe une forme de Beltrami '
telle que pour presque tout « € U, T, f transporte u(z) en u'(f(x)) (rappelons
qu’'une application quasiréguliére est différentiable presque partout sur son

ensemble de définition). Si f est surjective, la forme de Beltrami p’ est unique.

4. Les diagrammes commutatifs de cette partie sont & interpréter de la fagon
suivante :
— ce sont des graphes orientés dont les sommets sont indexés par des ensembles
et les fléches par des fonctions
— les ensembles situés sur les sommets doivent contenir I’ensemble de définition
de chaque fléche en partant, ainsi que I'image de chaque fleche y arrivant
— pour tous sommets A et B et tout couple de chemins fy, ..., fn et go, ---,
gm de A vers B, alors fpo---0 fog = gy o -0gp en tant que fonctions (en
particulier ils ont le méme ensemble de définition) ; note : nous n’incluons pas
le chemin vide de A vers A—associé a l'identité sur A—comme un chemin

valide.

5. Nous rencontrerons également des diagrammes commutatifs dont les sommets
sont indexés par des formes de Beltrami. Ces diagrammes sont & interpréter
comme suit : toutes les fleches sont quasiréguliéres et pour tout fleche f de u

vers p', i’ est un “push-forward” de p.

6. Un homéomorphisme f : T — T sera dit k-quasisymétrique si et seulement s’il
est croissant et pour tous intervalles I, Is de T de méme longueur et possédant
bout commun, le quotient des longueurs de f(I1) et f(I2) est inférieur ou égal
a k (par intervalle de T, nous entendons un sous-ensemble connexe d’intérieur
non vide et non égal & T). Il s’agit d’une définition qui n’est pas invariante
par transformation de Mdbius du cercle. La classe des homéomorphismes k-

quasisymétriques de T dans T est compacte pour la convergence uniforme.
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2. Construction du modéle

Dans la premiére partie de cette section, nous définissons sur Cy, une fonction
QE, qui jouera le méme role de modéle pour les applications de Lavaurs que jouait
la fraction de Blaschke B(z) = 2° IZ—_Bz
plutot que d’utiliser une formule, la construction est géométrique. Elle est inspirée

pour les polyndémes quadratiques. Mais

par une analogie avec la construction géométrique de B, que nous avons incluse en

appendice, section 4.1.

Dans la deuxiéme partie, étant donné un irrationnel w de type borné par un certain
M € N*, nous effectuons sur QE la méme chirurgie que celle qu’on fait Douady, Ghys,
Herman, Shishikura et d’autres sur B, ce qui permet de définir un modéle modifié
CE, application quasiconforme qui préserve une forme de Beltrami de rapport de

dilatation majoré par une constante K ne dépendant que de M et pas de p/q.

Remarque : Devant le grand nombre de notations introduites tout au long de cette
section et de la suivante, nous avons décidé de signaler dans la marge la définition

de chaque nouvel objet, de la fagon illustrée ci-contre.

2.1 Le modéle

Nous fixons p et ¢, et choisissons I'un des ¢ cylindres répulsifs, appelons jy son index,
et travaillerons dedans. Pour ne pas alourdir des notations déja encombrées, nous
omettrons l'index jo. En particulier, hy = hsj, et KF = KFj, (voir la section 1
pour un rappel des notations, et la section 2 de la partie III de la présente thése

pour plus de détails).

A partir de maintenant, nous traiterons le cas b = 1. Le cas b = —1 est analogue.
Rappelons que d’aprés le lemme 3.8 de la partie ITI, le bord de ?ﬁ est une courbe de
Jordan incluse dans Uintérieur de K . Soit Iouvert L = C\F+. Comme E ' U {ico}
est un domaine de Jordan, I’ensemble Zu {—ioco} l’est également. Envoyons le
demi-cylindre inférieur “Im(z) < 0” sur I3 par un isomorphisme conforme ? (cet
isomorphisme existe et est unique & pré-composition prés par une translation de
vecteur réel). Il a un relevé (, qui est un isomorphisme conforme entre —H et L, et

commute avec T7. Considérons alors la composition

B=hso(
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L’ensemble de définition de 3 est {_1(1(9 F) C —H. Le bord de Et étant contenu
dans KO]-', Pensemble Def(3) contient une bande de la forme “—¢ < Im(2) < 07, et
B(z) tend vers une certaine ligne horizontale “Im(z) = a” quand z — R. Puisque
hyr = Ty1_50h,, on peut imposer que a = 0, en imposant la partie imaginaire de o.
Par réflexion de Schwarz, 3 s’étend holomorphiquement sur R et au dela. A partir

de maintenant, § désignera cette extension.

E+ H

F1a. 2.1 — La fonction ¢ pour p/q = 2/5, dans le cas b = 1 : elle envoie —H sur L.

La distortion est trés faible sauf pres de R.

Proposition 2.1 La restriction de 8 a T est analytique, strictement croissante, et

a un seul point critique, de degré local 3.

Preuve : Nous utilisons le fait que ¢ se prolonge contintiment en un homéomor-
phisme ¢ de —H sur I (car L U{—ico} est un domaine de Jordan). L’analyticité de
B sur R est triviale. D’autre part, comme h, o { commute avec 77, on en déduit que
8 aussi. Pour l'injectivité, on utilise le fait que S|r = h o (|r et que h est injective
sur OET (car c’est un r.d.r au dessus de C qui est injectif sur E*, voir la section 1
de la partie IIT).

Reste & étudier les points critiques. Soit ¢g € OET = L un point critique de h,
= Z_l(co) et vo = h(co) € R. L’image réciproque par h, o ( d’un point proche de

vp et situé dans H (donc distinct de vy) posséde un seul point proche de ¢;. Si vg
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est situé dans —H, il y en a 2. De 14, on déduit que pour tout point proche de vy
et non situé sur R a exactement 3 préimages par § proches de ¢;. Cela prouve que
le degré local de ¢; pour 3 est 3. On fait de méme pour un point de OET qui n’est
pas critique, et on obtient un degré local égal & 1.

Note : le sens mathématique précis de “tout point proche et différent de g, a exacte-
ment n préimages par f proches de z,” est défini dans la partie III, section 1 ; pour
mémoire, cela signifie (YIW € V(yo)) (VV € V(z0)) (IW' € V(yo)) (V' € V(xyp))
tels que W' Cc W, V' CV,et Vy e W\ {5}, V' N f1({y}) posséde exactement n

éléments. [ |

Donc °E|R est une “holomorphic circle map” dans la terminologie de [Yal.

2.2 Le modéle modifié

Nous utiliserons les faits suivants :

Proposition 2.2 (Ahlfors, Beurling)

Il existe une fonction K (k) : |1, +o0o[ — |1, +o0[ telle que K (k) - 1, et telle que
pour tout homéomorphisme k-quasisymétrique f du cercle unité dans lui-méme, il
existe un homéomorphisme K -quasiconforme F de I dans D qui prolonge f par

continuité et qui de plus fize 0.

Il s’agit d’une version améliorée de la version pour le disque D du théoréme de [AB],
et qui s’en déduit (en effet, la classe des homéomorphismes K-quasiconformes de
dont le prolongement au bord est k-quasisymétrique est compacte pour la conver-
gence uniforme : en particulier elle envoie 0 dans un compact de D; on peut alors le
ramener en 0 en post-composant avec un difféomorphisme C*°, d’ellipticité bornée,
et égal a I'identité sur un voisinage fixe de D). Notons que par k-quasisymétrique
nous entendons la définition non Mdobius-invariante (voir les notes a la fin de la

partie 1).

Proposition 2.3 (Herman, Swiatek, 1987)
Pour tout voisinage W de 0 dans T = R/Z, pour tous A,A" > 0,1 € N*, p >0
et M € N*, il existe une constante ¢ = c¢(W, A, A1, p, M) telle que pour tout

homéomorphisme croissant f de T qui est C' avec un unique point critique 0, si
1. f est C? sur W et a une dérivée Schwarzienne Sf négative sur W \ {0}
2. Yz e W, Alz|?! < f'(z) < A'|z|H
3. la variation de log f' sur T\ W est bornée par p
4. le nombre de rotation de f est un irrationnel w de type borné par M

alors f est c-quasisymétriquement conjuguée a la rotation d’angle w sur T.
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Cet énonceé est adapté de [Pe2]. Citons également [He| et [Sw].

Lemme 2.4 (Recollement d’applications quasiconformes) SoientU etV des
ouwverts de C, et f : U — V un homéomorphisme. Soit Uy = UNH et U_ = UN-H.
Si les deux restriction de f a respectivement Uy et U_ sont K -quasiconformes, alors

f est K-quasiconforme sur U.

On trouvera un preuve d’un théoréme bien plus général dans [V].

Soit hpp : C\ R — C lapplication de cornes du produit de Blaschke PB(z) =
322 +1
22 +3
du choix d’une phase. Rappelons la

(ces objets sont définis dans la partie III, section 3). Comme h, elle dépend

Proposition 2.5 (Universalité des applications de cornes au dessus de C)
VpAq=1, et pour b=1 (resp. —1), il existe un choiz de la phase pour hpp et un
isomorphisme analytique £ de D dans H (resp. —H) qui commute avec T, et tels

que hpp 0 €* = hy|p.

Voir la dans partie III, la proposition 3.7, section 3, pour une preuve et des expli-

cations.

Nous commencons notre construction avec la

Proposition 2.6 3|1 a des dérivées universellement bornées, au sens ou elle vérifie
les hypothéses 1. & 3. du théoréme 2.3 (Herman, Swigtek) pour un choiz universel

des constantes (ne dépendant pas de p/q).

Preuve : La construction (enlever la case d’échiquier supérieure, uniformiser le
reste sur un demi-plan, composer avec I’application de cornes et faire une réflexion
de Schwarz) peut étre effectuée pour lapphcatlon de cornes h pp du produit de
Blaschke PB, et donne des applications CPB et BPB Soit A" = (~Y(DY), et
A=A"URUs(A") ou s(z) = z. L’anneau A fait le tour de Cyr, posséde T comme
bord supérieur, et dépend de p/q. On peut de méme considérer Apg = {;}B(D;B)
et App = Abg URU s(A%bp). L’anneau ApB est indépendant de p/q puisque dé-
fini uniquement en termes de PB. Son module est 2m pour une certaine constante
universelle m (a2 0.7). Avec les notations de la proposition 2.5 d’universalité, consi-
dérons la fonction q’?o = ?;]19 ) ? ) ? C’est un isomorphisme analytique de I’an-
neau jl vers EIPB, qui tend vers T sur T. Nous pouvons donc étendre %, par
réflexion de Schwarz en un isomorphisme analytique % de I’anneau A vers QZPB
Le module (commun) de ces deux anneaux étant universel et T étant leur géodé-
sique centrale, les fonction 7 et qf:y’fl ont donc des dérivées universellement bornées

a tous ordres (la borne ne dépendant que de l'ordre de la dérivée), au sens ou

130



Section 2 Partie IV

{max |°§(") (z)] ‘ x € 'Jl‘} est borné. On a alors

GE|A:QEPBOQ’?

Cela fournit les bornes universelles sur GE|T recherchées : le seul point non trivial
est que la dérivée schwarzienne reste strictement négative sur un voisinage du point
critique. Cela provient de la formule S(f o g) = Sg + g% x ((Sf) o g), du fait que
f = Bpp étant analytique, Sf ~ —fz quand x — 0, alors que pour g = v, Sg et

¢’ restent universellement bornées. |

F1a. 2.2 — L’anneau A, rempli avec I’échiquier de 3, pour p/q =2/5 et b= 1.

Soit w € R un irrationnel de type borné par M. Parmi les choix faits dans la
définition de 3, il y avait un paramétre o, qui peut prendre n’importe quelle valeur
dans une certaine ligne horizontale. Changer ¢ en o + z, avec ¢ € R, revient &
changer 8 en T, o B. D’aprés la théorie du nombre de rotation, il existe une et une
seule valeur de x, donc de o, modulo Z, telle que thr ait pour nombre de rotation le
nombre irrationnel w modulo Z (voir par exemple [dMvS], Ch. 1, § 4 ; nous n’avons
pas besoin que w soit de type borné pour que cela soit vrai). D’apreés le théoréme
de Herman-Swiatek (proposition 2.3), thr est alors k = k(M) quasisymétriquement
conjuguée a T, sur T. Appelons 7 : T — T la conjugaison, et 5 : R — R un relevé.
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Il existe un unique choix de o dans sa classe modulo Z tel que
n OB|R On_l = Tw|R

Nous savons d’aprés le théoréme d’extension d’Ahlfors-Beurling (proposition 2.2),
que 77 admet un prolongement continu au demi-cylindre supérieur fermé en un
homéomorphisme 67:77 :H — H qui est K = K (k) quasiconforme sur H et fixe +ico.

Nous appelons 7 : H — H I'unique relevé de 67:79 qui prolonge n (voir section 4.2).

Note : plus généralement, le symbole ~ dénote un prolongement ou une modification,

et le symbole * est un raccourci pour ’application quotient d’une modification ~

Nous définissons une modification par chirurgie E de 3, par

Bl = Blg
B|ﬁ = ﬁiloTwoﬁ

La fonction B posséde la dynamique que nous recherchons. Prouvons qu’elle est

quasiréguliére : étendons d’abord ( en une application Zen posant
~ =
Clg = (holg,)™ o Blg

Avec cette définition, nous avons la propriété suivante :

La fonction Zest un homéomorphisme de C dans C qui commute avec T, et est qua-
siconforme d’apreés le lemme 2.4. Donc B est quasiréguliére. Nous pouvons aisément,
définir une forme de Beltrami pg invariante par E et Ty, et de dilatation bornée par
K, en faisant un “pull-back” par 77 de la forme nulle sur H (qui est T, -invariante),
puis, le demi-plan supérieur étant stable par E , en la complétant a tout le plan en
une forme de Beltrami g—invariante i, nulle en dehors des préimages itérées de H
par E . (La construction est classique : pour tout z, soit un certain itéré z' = 3*(2)
tombe dans H, et alors nous tirons u en arriére par 'application holomorphe ¥,
soit il n’y tombe jamais, éventuellement parce qu’il n’est pas défini pour un certain
k, et alors nous posons u(z) = 0). Comme B commute avec 77, et comme p est

Ti-invariante, la définition de p implique que p est Ti-invariante.

Résumons ce que nous avons obtenu : pour tout w € R, irrationnel de type borné

par M,

— une constante K ne dépendant que de M (et pas de p/q)

— un homéomorphisme K-quasiconforme ¢ de C qui commute avec 17, est conforme

sur —H|, et envoie H sur E+
— une application quasiréguliére E de Z’l (K F ) vers C, qui commute avec T}
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— une forme de Beltrami p, de rapport d’ellipticité majoré par K, B—invariante et

T -invariante
— ("Y(KF) est I'union disjointe de H, R, et ¢~ (K F)
- g =hso E

- §|ﬁ (resp. B|r) laisse H (resp. R) invariant et est conjuguée a T.lg (vesp. T,|r)
par un certain homéomorphisme quasiconforme (resp. quasisymétrique) 77 (resp.

n) qui commute avec T}

o]
— B|r est une application analytique critique du cercle (c’est & dire un homéomor-
phisme strictement croissant de T dans T qui est R-analytique et a exactement

un point critique, de degré local 3) qui a nombre de rotation w (mod Z)
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3. Preuves

3.1 Théoréme 1

Esquisse :

Dans la section 2.2, nous avons construit une application quasiréguliére dE et une
forme de Beltrami 7@ qu’elle préserve. Redressons 7z : cela conjugue 65 en une ap-
plication holomorphe OT Pour prouver que al: est une application de cornes, nous
utiliserons une forme de rigidité. Pour cela nous conjuguons d’abord notre modéle
65 par I’homéomorphisme quasiconforme ? de Cyr. Cela donne une fonction " ,
qui préserve une certain forme de Beltrami 7', et en redressant 7z’ par une appli-
cation T, on conjugue H a ol: La propriété SE = oﬁg o ? implique une forme de
compatibilité entre Heth (par exemple ils ont les mémes fibres), ce qui permet
avec le diagramme 1.1 de pousser la forme de Beltrami H et T; invariante p’ par la
coordonnée de Fatou répulsive ¢, en une forme P-invariante. Nous la redressons

alors : par rigidité, le redressement conjugue P & lui-méme. De 13, nous déduisons

[omm} o mm) [o mm)
. (o=} . .
qu’un bon choix de r envoie une fibre de h sur une fibre de h. Donc [ est lui-
fomn) o o fomn)
méme compatible avec h, i.e. nous avons la factorisation suivante : [ = t o h,

pour un certaine fonction 7. Nous prouvons ensuite que 7 est d’une part un ho-
méomorphisme, d’autre part holomorphe. Donc ce ne peut étre qu’une translation.
QED.

Preuve détaillée :

A plusieurs reprises nous utiliserons le développement suivant, (voir la proposi-
tion 2.3 dans la partie IIT)

Proposition 3.1 (Développement asymptotique) Il existe un changement de
coordonnées z — w, défini au voisinage de 0, fizant ce dernier avec dérivée 1, et

une constante a € C, tels que dans les coordonnées
W =-1/¢qCw?

Uapplication W — ¢(2), o ¢ désigne l'un des ¢ ; (resp. ¢ ), a son domaine de

définition qui contient un ensemble étendu a I’infini avec direction asymptotique R_
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(resp. Ry ) et sur lequel
d(z) =W +aln(W)+c+ O(1/W)
ot ¢ dépend de ¢. Comme corollaire, les images de ces ensembles sont étendus a
Uinfini avec méme direction asymptotique.
Soit
H = EO go Z_l
et soit u' le “push forward” de p par E ; 4 est invariant en avant par H et Tj.

La fonction ¢ étant quasiconforme, H est quasiréguliére. Nous avons le diagramme

commutatif suivant (voir page 125 pour l'interprétation d’un tel diagramme)
i

Tz

1

Le rapport de dilatation de p' est borné par la méme constante K qui borne celui

'

J/’/ l

w =
B

de u : en effet, p’ est nulle en dehors de Def(h), et d’apreés le diagramme précédent,

sur Def(h), c’est le “pull-back” de p par h, qui est holomorphe.

Nous passons maintenant au plan dynamique de P, par la fonction . Rappelons

que cette fonction est surjective de C dans C (voir la partie III, lemme 2.13).

Lemme 3.2 u' admet un (unique) “push-forward” p'" par 1y, de rapport de dila-

tation borné par K.

Preuve : Aux pointsde z € C' def

1[1_,__1(0\1%) = (C\KO]-', on a u'(z) = 0. La fonction
h, est une post-composée de ¢4, et définie exactement sur le complément de C. 1l
suffit donc de prouver que p' a un “push forward” par h, : c’est une conséquence du
premier diagramme de cette section (p est un push-forward de p' par hy ). L’unicité

provient de la surjectivité de v . ]

Plus précisément, p" vérifie : Vz € C, p''(2) = ¢4, (1 (w)), ot w est n’importe quelle
préimage non critique de z par ¢4, si elle existe. En fait, une telle préimage existe,
sauf pour éventuellement un ensemble dénombrable de valeurs de z : les valeurs

postcritiques des P.

Puisque p' est Ti-invariante, p'' est PZ-invariante. Mais en fait on a mieux :

Lemme 3.3 u" est P-invariante.

Preuve :

Souvenons-nous que nous travaillons dans I'un des cylindres répulsif, d’index jo.
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En premier lieu, démontrons que ¢- ;, pousse pu' sur p. Par définition, h, j, =
¢= jo © Y4 j,- Par définition de p", 14 j, pousse p’ sur p. Par le diagramme de la
page 135, hg j, pousse u' en p. Enfin ¢y i (Def(h)) = Def(¢- j,), et p' est nulle en
dehors de Def(h) et p"" est nulle en dehors de Def(¢- ;). D’ou le résultat.
Deuxiémement, remarquons que p' est nulle sur ’ensemble P-invariant C '\ K , ce
qui prouve la P-invariance de p” sur C\ I% .

Troisiémement, pour tout z € K' (donc P(z) € K'*P) qui n’appartient pas a la
grande orbite critique de P, soient w et w' € C tels que ¢4 j, (w) = z, et Y4 j, (w') =
P(z) (¢4, est surjective). Nous avons mentionné dans la partie III, page 94, la
propriété suivante : Vz € K*, ¢ j o P(z) = Tyod- j(2),avec k = 1sii = jo—v/2,

et £ = 0 sinon. Donc on a le diagramme commutatif suivant au voisinage de z :

P(z) —Z> by (w')
chaque fléche étant un difféomorphisme analytique local. Pour prouver que 1’appli-
cation linéaire tangente & P en z transporte u” (z) sur u' (P(z)), il suffit de prouver

que c’est le cas pour chaque autre fleche du diagramme ci-dessous

W(2) —Z s (b (w)

P: Tk
% o
p'(P(2)) — p(he(w"))

Cela vient du premier point, et de la T}-invariance de p. |

Soit s un redressement de p”. L’homéomorphisme quasiconforme s : C — C
conjugue P en une application holomorphe @) : C — C, qui est un polynéme. Par
rigidité (voir appendice, section 4.3), cette application est C-affinement conjuguée

a P. On peut donc choisir s de sorte que Q = P :
P=soPos!

la fonction s laisse K invariant, ainsi que tout point de .J, toute composante connexe
de K, et tout point de la grande orbite critique (d’aprés la proposition 4.1 de la

section 4.3)

Pour la suite nous aurons besoin du lemme 2.7 de la partie III, que nous rappelons
aprés les quelques définitions suivantes : appelons orbite inverse une suite (z;)
indexée par N telle que Vn € N, 2z, = P?(z,4+1). Nous noterons o.i.t.z. pour une
orbite inverse tendant vers zéro : zj, n_}—+>oo 0. Nous noterons P; le pétale répulsif

d’index j (on a défini les pétales dans la partie III & la section 2). La fonction P~¢

a une branche g définie sur un voisinage de 0 et telle que les P; sont stables par
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g, et nous rappelons que ¢4 ; a été construite avec l’aide d’une certaine fonction

¢+7j : P]’ — C telle que ¢+7j og=T_;0 (25+7]'.

Lemme 3.4 Pour toute 0.i.t.z. (zn)nen, il existe un pétale répulsif P; et N € N
tel que Yn > N, z, € P;j. De plus, il existe un unique w € C tel que Vn € N,
Zn = Y4 j(w —n). Il est défini par w =n + ¢4 j(2n) pour n'importe quel n > N.

Les deux lemmes suivants montrent que l'on peut tirer ’homéomorphisme s en

arriére par 4 .

Lemme 3.5 I existe une unique fonction r : C — C qui commute avec Ty et vérifie Def : r

l’équation ¢y or = soh .

Preuve : Il existe un voisinage V; de 0 tel que Vz € Vg, z = g(P?(z)). Donc Vj,
Vz € Wy, Pi(z) € P; = z € P;. Le bassin d’attraction de P; pour g sur Vj est
ouvert. D’aprés le lemme 3.4, toute o.i.t.z. finit par rester dans un méme pétale
P;, unique car les pétales sont disjoints, et 'index j est appelé I'index de l'o.i.t.z.

Inversement, pour tout w € C, la suite z, = ¢4 j(w — n) est une o.i.t.z. d’index j.

Lemme : Deuz o0.i.t.z. (ay) et (by) ont le méme index si et seulement si il existe ng €
N et une orbite inverse de compacts connexes Cy, pour n > ng (C,, = P1(Cp41))
tendant uniformément vers 0 (pour tout voisinage V de 0, C,, finit par étre inclus

dans V'), et contenant a, et by,.

Preuve : Si (a,) et (b,) ont le méme index j, alors soient w et w' donnés par le
lemme 3.4 tels que Vn € N, a, = ¢4 j(w —n) et by, = ¥4 ;j(w —n). Soit D le
segment [w,w'] et Cy, = ¢4 j o T_, (D). Alors la suite Cy, (n € N) convient, comme
on peut le vérifier en utilisant le développement de ¢, ; (voir proposition 3.1).
Réciproquement, si C), (n > ng) existe, C,, finit par rentrer (pour n > n;) dans
le domaine de définition et dans I"image de g, et donc Cp41 = g(C,). Tout point
z € Cy, a son orbite par g qui finit par entrer dans un pétale P;, et donc tout un
voisinage de z également. Ainsi, les bassins d’attraction des différents P; pour g sur
C'y, forment une partition par des ouverts. Comme C',, est connexe, il est en fait
inclus dans l'un de ces bassin, P;. Donc en particulier, (a,) et (b,) ont le méme

index, c’est a dire j. O

Lemme : Les applications s et s~ préservent les o.i.t.z. et ne changent pas leurs

index.

Preuve : La premiére affirmation est évidente puisque s et s~! commutent avec P
et sont continues. Pour prouver la seconde, notons que le lemme précédent implique
que deux 0.i.t.z. de méme index sont envoyées par s sur deux o.i.t.z. de méme index.
11 suffit donc de montrer que pour tout j, il existe une o.i.t.z. d’axe j dont 'image

par s est d’axe j. Pour cela, nous utilisons le fait que s|; est I'identité sur J. Prenons
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alors I’0.i.t.z. suivante : z,, = ¢ j(w—n), ot w est n’importe quel point de w;}j(J).

Cette 0.i.t.z. est fixe par s et d’index j. O

Soit, maintenant jy l'index du cylindre répulsif dans lequel nous travaillons. Pour
w € C, soit z, = ¥4 j,(w — n). Soit la suite 2z}, = s(z,). Par le lemme précédent,
c’est une o.i.t.z d’index jy. Donc il existe un unique w’ € C tel que Vn € N, z], =
Y4 jo (W' —n). Nous définissons alors r(w) = w'. Par définition, ¢ j, or = sothy j,.
En utilisant 'unicité dans le lemme 3.4, on prouve aisément que r commute avec 77.
Notons que cette méme unicité implique que w’ est la seule valeur possible d’une

fonction commutant avec Ty et vérifiant I’équation de 1’énoncé. [ |

Lemme 3.6 La fonction r est un homéomorphisme.

Preuve :

Prouvons d’abord que r est continue.

Preuve : Reprenons les notations de la preuve, en omettant ’indice j qui est fixé &
Jo- Soit w € C, w' = r(w) et z}, = ¥ (w' —n). Par le lemme 3.4, AN € N tel que
Vn > N, 2!, € Pj, et w' =n+ ¢, (2),). Donc 'équation r =T, 0 ¢ o0so0tp 0T,
est vérifiée en w pour tout n > N. Cette composition est définie sur un voisinage
de w. Prouvons qu’elle coincide avec r pour un certain n > N sur tout un voisinage
(plus petit) de w. Rappelons que nous avons choisi un voisinage Vp de 0 tel que Vj,
Vz € Vo, PU(z) € P; = z € P;. Soit V7 un voisinage de 0 inclus dans V; et envoyé
dans V, par s. D’apreés le développement de ¢ (proposition 3.1), il existe No > N
et V5 un voisinage de w, tels que VYn > Ns, ¢4 (T—,(V2)) C Vi, et par conséquent
sopyoT_, (Vo) C V. Soit V3 C V5 un voisinage de w tel que soypyoT_p, (V) C Pj,.
Alors d’apres la définition de Vp, nous avons Vn > N, sotp, oT_,(V2) C Pj,. Donc

par le lemme 3.4, r|y; = T, 0 ¢4 0501, o T p,|yy. Donc 7 est continue. O

Maintenant, si nous effectuons la méme construction pour s~', la fonction obtenue

est un inverse continu pour 7. Donc 7 est un homéomorphisme de C dans C. ]

De I’équation ¢4 or = s o ¢y, nous déduisons que r préserve l'orientation, est
quasiconforme, et redresse p'. Puisque r commute avec 77, nous en déduisons que

7 est un homéomorphisme de Cy, & I'endroit (voir section 4.2).

Nous avons vu que s fixe tout point de la grande orbite du point critique ¢ de P,
et tout point de J, et qu’il préserve le complémentaire de K et toute composante
de K. Donc
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Lemme 3.7 L’homéomorphisme r fize tout point de JF, toute préimage par
d’un point de la grande orbite de ¢, donc en particulier les points critiques de h,,

et laisse invariant ouvert C\ KF ainsi que tout composante connexe de KF.

Preuve : Nous reprenons les notations du lemme 3.5 et de sa preuve, dans laquelle
nous avons donné une construction de r. Pour tout point w € C tel que le point
z = 14 (w) est dans la grande orbite critique (resp. dans JF), tout point de la suite
zp = Y4 (w —n), n € N, ala méme propriété. Donc s(z,) = z,. Donc ¢4 (w —n) =
$(2zn). Donc r(w) = w, d’apreés la construction de r.

La fonction r fixe tout point de JF, donc r(JF) = JF, donc r~'(JF) = JF
puisque r est bijective, donc r envoie toute composante connexe U de C\ JF sur une
composante connexe de C\ JF. Si U = C\ K F, alors comme C\ KF = ¢;'(C\ K),
et C\ K est invariant par s, c’est que U est fixé par r. Si U est une composante de
K9 F, alors son image par 4 est une composante connexe de Io( (lemme 4.7 dans la
partie IIT). Donc U contient un point w envoyé par ¢4 sur la grande orbite critique,
donc r(w) = w, donc r(U) =U. [ |

Lemme 3.8 I existe un homéomorphisme r" : C — C qui commute avec T} et tel
que hyor =r" o h,.

hs
—_—

a<~—o6
ﬁ<%—ﬁ

R
hs

Preuve : Soient jo I'index du cylindre dans lequel nous travaillons, et ig = jo —v/2.
L’existence d’une fonction 7"’ : C — C telle que hy j, o = 7" o h, j, équivaut a
ce que r envoie chaque fibre de h, j, dans une fibre. L’unicité de ' provient alors
de ce que h est surjective. Vérifions I'existence : comme hgy j, = ¢+ j, © ¥y j,, cela
équivaut & ce que s envoie chaque fibre de ¢ j, dans une fibre (rappelons que ¢ j,
est surjective). Soient donc zp et z; deux points de I(;' qui ont méme image par ¢~ ;.
Soit z{, (resp. 2}) le premier itéré de 2o (resp. z1) par P qui tombe dans K. On a
alors ¢_ ;, () = é—,i,(21). Cette équation équivaut a ce qu’il existe n € N tel que
P (zp) = P™(z}) (lemme 2.6 de la partie IIT). Donc s o P™(z() = s o P™(z}),
donc P™ o s(zh) = P™ o s(z}). Ceci, et le fait que les K’ sont invariants par s
et donc que s(z},) est le premier itéré de s(zx) qui tombe dans K™, implique que

P50 (8(20)) = b+ jo (5(21))-

La continuité de 7" se déduit du diagramme par le critére suivant : I'image réciproque
d’un ouvert est ouverte. En effet, la fleche du haut est ouverte surjective et les deux
autres sont continues.

La méme construction peut étre effectuée pour 7! au lieu de r (les propriétés de s

utilisées sont également vraies pour s~ 1), et fournit alors un inverse continu de C
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dans C pour 7",

Les fonctions h, et r commutent avec T; donc r” aussi. [ ]

L’homéomorphisme r” est quasiconforme, mais ce fait ne joue pas de role dans la

suite.

L’homéomorphisme 7 redresse 7', donc il conjugue H en une application holo-

morphe que nous noterons [

l=roHor!

Le diagramme suivant commute

Notons que [ est le conjugué de 5 par le redressement u = r o E de pu.

Proposition 3.9 I existe p € C tel que
l=h,

1 1

_ = _ S|
Preuve : Nous avons [ =roHor ' =ro(oh,or ' =ro(or"” oh,, donc

l=toh,

-1 . , . .
""" La fonction t est un homéomorphisme de C qui commute avec

out=ro Z or
Ti. Puisque h, est surjective, et h, et I sont holomorphes, il est aisé de prouver
que t est holomorphe a chaque point qui n’est pas une valeur critique de h,. Les
valeurs critiques sont isolées et la fonction ¢ est continue, donc ¢ est holomorphe en
ces points. Un homéomorphisme de C dans C qui est holomorphe et commute avec

T est forcément une translation : ¢ = T); pour un certain 7 € C. Donc l = hy4,. B

L’homéomorphisme u commute avec T} et conjugue 8 a [. Il préserve l'orientation
et est K-quasiconforme (il redresse p). Nous avons vu que c’est également le cas
pour r. Donc d’aprés la section 4.2, les homéomorphismes @ et ¥ sont & I’endroit
(ils préservent les bouts). Soit ’application 47:79 oW . Cest un homéomorphisme de
B = ?(Eﬂ vers C = H. 1l conjugue Gl:|B a cid|o. De plus, il est analytique : u=!
envoie la forme nulle sur p, et 7 envoie p sur 0 (par définition de p). L’ensemble C est
un voisinage de +ico, et B aussi car T est & ’endroit. Donc lA’(+ioo) = JA“U’J(—Hoo) =
e?™ ofi le symbole ~ désigne le prolongement fixant les bouts du cylindre de
I’application quotient “. Donc I’application CT est 'unique application de cornes
ci?,,, p € C/Z, ayant €2™ pour dérivée en +ico (notons que 7/ (—icc) = e~127
donc dans le cas ot on a choisi I’autre bout du cylindre, la construction fonctionne de

27w

méme et donne 'unique application de cornes ayant e~ pour dérivée en —ico).

Nous avons démontré le théoréme 1.
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3.2 Compléments

Nous démontrons dans cette section les corollaires 1.1, 1.2, 1.3, et 1.4 du théoréme 1.

Nous affirmons que l'image de T = R par @ est le bord du disque de Siegel A
de 7 Le disque de Siegel se trouve étre 'ouvert maximum contenant +ioco de
conjugaison topologique & une rotation sur un disque (ce que ’on appelle un domaine
de rotation). Donc il suffit de démontrer que T est I’ouvert de rotation maximum
pour la fonctlon B au point +ico. Or d’une part H est effectivement un domaine de
rotation de B D’autre part d’autre part, soit ¢ 'unique point critique dans T de B
Alors ¢ ne peut appartenir & un domaine de rotation, ni aucune de ses préimages
itérées, en particulier aucune de ses préimages itérées dans T. Sur T, 6[:37 est conjuguée
& une rotation irrationnelle : donc les préimages itérées de ¢ appartenant a T sont

denses dans T. Donc H est le domaine de rotation maximum de B en +ioo.
T(T) = OA

2 (D+
De plus, 'image de T par ( est le bord de la case d’échiquier supérieure £ , donc
passe par le point critique principal. Nous avons vu que les points critiques sont
o mm) o mm} D+ . .. . .
fixes par r, donc la courbe u(T) = 7 (OE ) passe par le point critique principal.

Nous avons prouvé le corollaire 1.1.

Le corollaire 1.2 est immédiat, avec pour m la constante introduite dans la preuve
&0
de la proposition 2.6 : I'anneau analogue pour  a un module universel égal & m,

fom=) " . . . . . .
et u réalise une conjugaison K-quasiconforme avec ’application de cornes [ .

Prouvons maintenant le corollaire 1.3 (toujours dans le cas b = 1, le cas b = —1 étant
analogue). Soit £~ la fonction donnée par la proposition d’universalité 2.5, et U =
¢~Y(D™) (rappelons que D~ est la composante connexe de KP}' contenant un demi-
plan inférieur). La fonction £~ est une représentation conforme de la composante
D~ de K9 F sur —H
Bly =hppot o(

Fixons n’importe quelle case C' de I’échiquier parabolique de hpp, indépendamment
de p/q, qui soit incluse dans —H et s’envoie sur H par hpp. Une telle case existe :
en effet hpp : C\ R — C est un r.d.r. Alors il existe une constante universelle &
(indépendante de p/q et de K, et ne dépendant que de C' que 'on a fixé) telle que
I'image C' def (€7 0 () 1(C) contienne une boule de rayon e, puisque (£~ o )™t
est dans la classe des fonctions univalentes de —H dans C et commutant avec T;.
Puisque % est dans la classe des isomorphismes K-quasiconformes du cylindre dans
lui-méme, il existe e'(K) > 0 (dépendant de C' et K, mais pas de p/q) tel que
I’image 3” de 05/ par u contient un disque de rayon ¢’. D’autre part hpg(C) C H
donc h(C") C A'. Cela démontre le corollaire 1.3.

Pour le corollaire 1.4, 1a forme p' et son redressement s ont déja été introduits dans

la section précédente, ot nous avons vu que s fixe les points de J(P), les composantes
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de son complémentaire et les points de la grande orbite critique. L’unicité de s est
immeédiate, puisqu’il redresse une forme donnée et fixe au moins deux points de C
(une infinité en fait). Posons A; =t j(A%) o j = i + b/2. Le fait que thy ; est
injective sur I’adhérence de A;. provient de ce que 1 est injective sur I’adhérence
de E*, et de la relation )4 or = sot,. La fonction r n’a certes été définie que dans
le cas j = jo, mais tout résultat concernant jy se transporte par le diagramme 1.1
en un résultat concernant j. Le développement de la proposition 3.1 implique que
A; adhére au point fixe 0 de P. Il est inclus dans une composante de I% puisque A;.
ne rencontre pas JF. Le méme développement implique que A; rencontre le pétale
P;, donc est inclus dans la méme composante que le pétale, donc en particulier est
inclus dans K*?. Le bord L' de A’ est image du bord de E* par ’lhoméomorphisme
r, donc est une courbe injective. Le développement implique que la partie de cette
courbe de partie réelle tendant vers —oo a son image par 14 qui tend vers 0. C’est
également vrai pour 'autre partie, car elle posséde un domaine fondamental pour
son quotient par 7} compactement inclus dans Ko F (en effet le lemme 3.8 de la
partie IIT dit que E KP F), donc d’image par 14 tendant uniformément vers 0
sous l'itération de PY. Comme L' ne rencontre pas JF, son image par ¢, est de
la forme C'\ {0} ou C est une courbe de Jordan contenant 0. Comme % est un
r.r.2 au dessus de C\ {0}, et comme A’ est une composante de Def (¢4 )\ L', on en
déduit que 4 (A') est toute une composante de C\ C. Comme elle est incluse dans
I'ensemble borné K*, il s’agit de la composante bornée. Le reste est conséquence

des divers diagrammes commutatifs. Cela démontre le corollaire 1.4.
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4. Appendices

4.1 Construction géométrique de la fraction de Bla-
schke B

Nous donnons ici la construction géométrique de la fraction de Blaschke B qui nous

a inspiré la construction analogue de 8 pour les applications de cornes. La fraction

22—
1-3z

déduit ses propriétés géométriques. Pour ’analogue 8 de B, nous ne disposons pas

B est habituellement introduite par sa formule explicite, B(z) = z

, dont on

d’une telle formule.

c
w

F1G. 4.1 — construction de b

Soit U = C\ D oi1 D est le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1. Soit
fz) =2

La préimage par f du cercle bordant D est une lemniscate, une courbe ressemblant
au symbole co. Elle divise le plan complexe en trois ouverts. L’un d’eux est non
borné et f y est un revétement de degré 2 au dessus de U. Il y a a deux branches
continues de f~' sur D, et ce sont des homéomorphismes sur leurs images : ’'une
applique D sur un fermé C contenant 1, autre sur —C. Soit W = C \ C. Son
bord est localement connexe. Soit ¢ 'isomorphisme conforme de U vers W dont le

prolongement aux bords envoie 0 sur 0. Soit
g(z) =fo¢
Nous faisons maintenant le changement de variables z — #(z) =1 — z : soit
b(z) =togot™!

de sorte que b est, définie sur C\D. La fonction b se prolonge holomorphiquement en

00, le fixant avec degré local 2. La fonction b vérifie b(z) — 0D quand z — 9D,
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donc donc par une réflection de Schwarz, b se prolonge un une fonction analytique

de S? dans S2. Ce prolongement, noté B, est donc une fraction rationnelle. Nous

1-3z

O

F1a. 4.2 — le cercle unité, et ses préimages par B

allons prouver que c’est 2>

Restreint au cercle unité, B est un ismorphisme analytique sauf en 1, ot il a un point
critique de degré local 3, comme on peut le vérifier avec le nombre d’enroulements.
Puisque 1 est son unique préimage, B est de degré 3. Elle fixe oo avec degré local
2 et le point 0 a deux préimages : 0 avec multiplicité 2 et un autre point w, de

module > 1, avec mutiplicité 1. Soit ®(z) = f;iﬂ et F(z) = B(2)/(22®(z)).
—wz

Le point 0 n’a alors pas de préimage par la fraction rationnelle F. Donc F est

constante. Comme F(1) = 1, on en déduit que B(z) = 22®(z). Déterminons w.

Notons d’abord que B commute avec la symmétrie z — Z. Donc w € R. On calcule

1 2
2. Or on sait que B'(1) = 0 : donc 2(1—w)?+1—w? = 0,

ensuite B'(1) = 2+ A=w)

(w—3)(w—-1)=0
Or w # 1, donc w = 3. Nous avons démontré que

z—3
B(z) = 2*
(2) Z1—3z

4.2 Lemmes de relévement d’homéomorphismes

Les affirmations suivantes sont données sans preuve. Elles proviennent de la topo-

logie algébrique élémentaire.

o
Si U et V sont des ouverts de C, simplement connexes et Tj-invariants, alors U et
(o) o o
V sont des anneaux. Si fe est un homéomorphisme de U vers V, alors il existe un

homéomorphisme f de U dans V, qui reléve f¢, (i.e. o f = feom) et on a
f o Tl = Tn o f

avecn = 1 ou n = —1. L’application f est unique a post-composition prés avec une
o mm}

translation Ty, k € Z, et fe = f.

fe=)

Sous les mémes hypotheéses, le groupes fondamentaux 71 (U) et m (%7) sont naturel-

lement isomorphes & celui de C/Z : l'inclusion induit un homomorphisme des 1,
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qui est en fait un isomorphisme. Ainsi nous pouvons les identifier & Z. L’application

? induit un isomorphisme (?)* m(U) > m (i.j'), et donc une application Z — Z

et cette application est la multiplication par n.

Supposons que U et V soient des voisinages du bout supérieur +ioco du cylindre (i.e.
U et V contiennent un demi-plan supérieur) mais pas du bout inférieur, et que f

est holomorphe. Alors f est holomorphe, et f admet un prolongement holomorphe

fixant +ico, ce qui implique que n = 1.

Supposons maintenant que U = C et V = C, c’est a dire que ? est un homéo-
morphisme de Cy,. Rappelons que la surface de Riemann Cy, peut étre identifiée
au sous-ensemble S2\ {0,00} de S2, par 'application w ~ z = €™, Un ho-
méomorphisme ? de Cy. s’é¢tend en un homéomorphisme de S2. 1l y a donc deux
sortes d’homéomorphisme du cylindre : ceux qui fixent chaque bout et ceux qui les

échangent. Les premiers seront dits a [’endroit et les seconds a [’envers.

Réciproquement, si f est un homéomorphisme de C tel que

foTli =Tyof
o k=1ouk = -1, alors f est un homéomorphisme de Cy,. Posons [ =1 §’il est
a endroit et [ = —1 ¢’il est & 'envers. Soit m = 1 si f préserve l'orientation, et
m = —1 sinon. Alors
E-l-m=1

Un homéomorphisme 7 de T se reléve en un homéomorphisme n de R, unique &

post-composition prés avec une translation Ty, k € Z, et ¢ = 7. Nous avons
noTy =T,o0n

avec n = 1 ou n = —1. La fonction 7 préserve Porientation de T si et seulement si
. . . P~ . N
n est croissante, si et seulement si n = 1. Si 7 est un prolongement continu de 7

H/Z, alors il existe un unique relévement 77 de 67:79 qui prolonge 7. De plus
noTy =T,o0n

A . D , . . .
avec la méme valeur de n. Si 77 est un homéomorphisme sur son image, alors il en

est de méme pour 7.

4.3 Rigidité

Nous utiliserons la proposition suivante :
1. Si deux germes holomorphes fixant 0 son quasiconformément conjugués, et si I'un

a multiplicateur neutre en 0, alors l'autre a méme multiplicateur.

145



Partie IV Section 4

Il en existe une preuve utilisant le théoréme de redressement des champs d’ellipses
& paramétre analytique, mais nous ne disposons pas de référence pour celle-ci. Par
contre, Naishul’ a généralisé cette proposition aux conjugaisons topologiques de
germes holomorphes ou préservant aire, voir [N] ; Pérez-Marco propose une preuve
alternative pour les conjugaisons topologiques des germes holomorphes dans [PM2],
théoréme IV.1.1.

Ceci a la conséquence suivante :
2. Soit P = pz + 22, avec p = €>™/4_ Alors tout polynéme quasiconformément
conjugué a P est C-affinement conjugué & P. En effet, P est l'unique polynome

quadratique monique et fixant 0 avec multiplicateur p.

Lemme 4.1 Soit s un homéomorphisme quasiconforme de C qui conjugue P a lui-
méme. Alors s fize tout point de la grande orbite du point critique ¢ de P, ainsi que

tout point de J, et préserve chaque composante connexe de C\ J.

Preuve : L’ouvert C \ K est le bassin d’attraction de oo, donc il est préservé

(invariant par s).

Notons que s doit fixer 0 d’apres le point 1, puisque 0 est 'unique point fixe neutre
de P. 1l doit donc fixer son unique autre préimage, —p. Enfin, en tant qu’homéo-
morphisme quasiconforme de C, il se prolonge & l'infini en un homéomorphisme

quasiconforme de S?, avec s(00) = oo.

Soit u le pull-back par s de la forme de Beltrami nulle définie sur C. On considére
p comme une forme de Beltrami sur S2. Pour ¢ € [0, 1], soit s; I'unique redresse-
ment sur S? de la forme de Beltrami t.; qui fixe les trois points 0, —p, co. Alors
sop = Id et s; = s. D’aprés le théoréme de redressement des familles de formes
de Beltrami, (voir [A2]), s; varie continiment en tant qu’homéomorphisme de la
sphére de Riemann. D’autre part, p est invariante par P, donc t.u ’est également,
donc la fonction s; o P o st_l : §2 — S? est analytique. C’est donc une fraction
rationnelle. Comme oo est sa seule préimage, c’est un polynome. Comme il est de
degré 2, fixe 0, avec multiplicateur p (d’aprés le point 1) et envoie le point —p sur
0, c’est forcément P. Donc s; o P = P o s;. L’unique point critique de P doit étre
fixé par s, car c’est le seul point de C avec une seule préimage. Donc tout point w
dans son orbite directe est également fixé. Soit maintenant z un préimage n-iéme
de w. La fonction ¢ — s.(2) est continue, et est a valeur dans ’ensemble discret des
préimages n-iémes de w. Donc elle est constante. Puisque so = Id, cette constante

est z. Comme s; = s, on en déduit que s(z) = z.

La méthode précédente s’applique également aux préimages n-iémes de 0, qui par
convention est fixé par s;. Par continuité, s fixe tout point de ’adhérence de 1’en-
semble de ces préimages, et cette adhérence est J(P) (voir [CG] pour un preuve de

ce dernier fait).
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La fonction s induit un homéomorphisme de IC;' dans lui-méme. En particulier

I'image d’une composante connexe U de K est une composante connexe. Pour prou-

ver que c’est en fait la méme, soit z un point de U : s;(2) varie continiiment et reste

dans I%, donc dans la méme composante. Donc s1(2) = s(z) et so(z) = 2z sont dans
[e]

la méme composante de K. |
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Un pas vers la mesure positive






Partie V

Introduction

Une conjecture affirme P’existence d’ensembles de Julia de mesure positive. Dans cet
article, je démontre qu’elle est conséquence d’un ensemble de deux autres conjec-
tures. Alors que la positivité de Daire est difficile & tester avec des expériences
numériques, non seulement les expériences numériques semblent soutenir ces deux
conjectures, mais celles-ci sont hautement plausibles et on a méme des pistes pour
les attaquer. Les ensembles de Julia concernés dans cet article sont ceux des po-

270 5 + 22 de degré 2 ayant un point périodique 0 de période 1

lynoémes Py(z) = e
et de multiplicateur indifférent de nombre de rotation 6 ; cela correspond & prendre
un paramétre ¢ sur le bord de la cardioide principale de I’ensemble de Mandelbrot.

Pour nos candidats a la mesure positive, 0 sera un point de Crémer.

L’idée de base de Douady est non pas d’étudier les ensembles de Julia ayant un
point de Crémer, mais d’étudier les perturbations des polynémes ayant un disque
de Siegel et ceux ayant un point parabolique. Cela correspond aux deux conjectures
de Douady citées dans 'introduction de la présente thése. Pour étre plus précis nous
perturbons le nombre de rotation #, qui reste réel. En approchant alternativement
un Siegel par un parabolique (associé aux réduites) puis un parabolique par un Siegel
(de type constant), on obtient par des arguments de semi-continuité un nombre de
rotation 6 et le polynome P associé, dont ’ensemble de Julia rempli K (P) a mesure
positive. En prenant soin a ce que les perturbations soient suffisamment petites, de
sorte que le nombre de rotation # soit trés bien approché par des rationnels, le point
fixe neutre de P est un point de Crémer. Cela implique que J(P) = K(P), donc

Pensemble de Julia J(P) est de mesure positive.

En partant d’un nombre 6 tel que Py a un disque de Siegel, et en 'approchant par
ses réduites p,/qn, nous remplagons le disque de Siegel par une fleur parabolique,
dont les interpétales (fjords) sont de plus en plus fins. Par conséquent la mesure du

complémentaire de K (P,, /,.) dans K (Py) tend vers 0.

Les choses ne se passent pas aussi bien quand on part de § = p/q rationnel et
qu’on le perturbe par des nombres de type constant 6,. En particulier, il n’est plus
vrai que la mesure du complémentaire de K (Py,,) dans K (Pp) tend vers 0. Il faut
soigneusement choisir ses perturbations. Nous écrivons p/q = [ao, - . ., an,] €t posons
0, = [ag,.-.,am,n,1,1,...]. Cela correspond & un multiplicateur virtuel égal au
nombre d’or ou & son opposé dans les cylindres d’Ecalle perturbés. Soit a(p/q)

la proportion de mesure perdue dans ce processus. Dans la suite de perturbations
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alternées Siegel +— parabolique, nous devons nous arranger pour que les a des
paraboliques soient de plus en plus proches de 0. L’observation de Douady était que
a(p/q) semble plus petit pour les plus grandes valeurs de q¢. Il faut cependant des
conditions supplémentaires. Nous proposons de prendre pour p/q une réduite pi /qx
d’ordre élevé d’un nombre de type constant. Nous pensons alors que a(pg/qr) — 0
quand k — 4o00. L’idée est de relier a & la mesure dans le cylindre d’Ecalle du
complémentaire de la préimage de K'(P,/,) par les coordonnées de Fatou répulsives.
Des observations numériques et des analogies nous poussent & penser que cette
derniére reste bornée et tend vers 0 pour les réduites. Nous formulons donc deux
conjectures rendant compte de ces observations, et prouvons qu’elles impliquent
Pexistence de nombres 6 tels que Leb J(Py) > 0.

Notons que les nombres de rotations ainsi obtenus sont probablement de la forme
suivante : [ag, a1, . . .] ol la suite a,, est quelconque au début, puis posséde une longue
suite de 1, puis un grand entier, suivi & nouveau d’une trés longue suite de 1, puis
un trés grand entier, et ainsi de suite. Nous ne savons pas préciser les mots “longue
suite” et “grand entier”, mais il y a peu de chances que ’ensemble de ces nombres

soit générique au sens de Baire.
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1. Notations, conjectures, théoréme

Nous reprenons dans cette partie les notations de la partie III, dont voici un résumé

— VpAq =1, 7Z/qZ indexe les axes et pétales attractifs du point parabolique 0 de
P; on utilise le symbole i pour de tels indices

— % + Z/qZ indexe les axes et pétales répulsifs ; on utilise le symbole j

— ¢_; désigne la coordonnée de Fatou étendue associée a 'index attractif ¢

— 14 ; désigne la paramétrisation de Fatou étendue associée & I'index répulsif j

— ¢4 ; désigne la coordonnée de Fatou non étendue, associée a 'index répulsif j

— hg,j est 'application de cornes associée a l'index répulsif j; il dépend du choix
d’une phase o € Cyr

— oﬁo7j est ’application quotient (définie sur un sous-ensemble du cylindre C/Z, et
a valeur dans C/Z), et ﬁm est son prolongement aux deux bouts du cylindre

— KFj est la préimage de K par ¢ ;; JF; est la préimage de J

— JpFj est I'ensemble de Julia-Lavaurs et KrF; est I’ensemble de Julia-Lavaurs
rempli, associés & hg ;

— certains des objets de l'implosion parabolique dépendent du sens v € {—1,1}
dans lequel on fait I'implosion

— nous utilisons le symbole b € {—1,1} pour désigner I’'un des bouts bico du cylindre
C/Z ; il ne faut pas le confondre avec v, méme si nous poserons b = v & certains

endroits de cette partie
Nous introduisons les notations suivantes :

— pour a; > 1, [ag,a4,...] désigne le nombre § ayant la suite (a;);en pour dévelop-
pement en fraction continue

— on dit que le nombre 6 est de type borné par M € N* si Vi > 1, a; < M.

- W ={[ag,...,an,1,1,...] | n € N et a; € N} est ’ensemble des nombres irration-
nels dont le développement en fraction continue stationne en 1

— o, = %g =[1,1,...] désigne le nombre d’or

— si 6 est un nombre irrationnel, nous noterons fréquemment p, /g, ses réduites en
fraction continue

— Dinvariant formel d’une application analytique f fixant 0 et de la forme f(z) =
2+ C29 4+ 0(27F2) avec C' # 0, est 'unique A € C tel que f est analytiquement
conjuguée au voisinage de 0 & une application de la forme z -+ z4 29T  Az20+1 4
O(Z2q+2)

— par définition, Py(2) = pz + 22 ol p = exp(i270) et # € R
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il arrivera que 8 = p/q ou p/q est une fraction irréductible
— dans ce cas, P}, (z) = 2z + Cz"*! + O(27*?) avec C' # 0

linvariant formel de Pq/q est noté A(%)

P
1
()
(-
q q
A(0) est I’éventuel disque de Siegel de Py en 0, et @ sinon : A(f) est un ouvert

— par définition,

— étant donné 0 réel irrationnel, on note p,, /g, ses réduites
— & est 'ensemble des 6 € R tels que Ay # &

In
— B est ’ensemble des @ irrationnels et tels que Z Dnt1 _ 400

an
neN
— rappelons qu’un théoréme de Yoccoz dit que B =S8

— pour les objets qui dépendent de #, ce nombre apparaitra parfois en indice, parfois

en argument, et sera parfois sous-entendu, en fonction de la lisibilité de la notation

Voir [DH] ou [CG] pour la définition et quelques propriétés élémentaires des en-
sembles de Julia et Mandelbrot.

Proposition 1.1

| =

VpAqg=1, Re(y) >

On trouvera une preuve dans [BE]. Au vu de cette proposition, borner Re(7y) revient

a le majorer. Notons que nous n’avons pas réellement besoin de cette proposition.

Conjecture 1

V8 €W, la suite Re(fy%n) est bornée.

Dans cet énoncé, la borne peut dépendre de 6. En fait, on conjecture plus fort :
VpAqg=1, Re(y) <1 (voir la section 4).

Pour énoncer la deuxiéme conjecture, nous aurons besoin des coordonnées de Fatou.
Nous utiliserons les notations et les définitions de la partie III. Les fonctions ¢_ ; :
Kiic A, sont les coordonnées de Fatou attractives étendues, et les ¢, j, j € A;‘,
les paramétrisations de Fatou répulsives étendues. Soit KF; = gb;lJ(K ), j € Af.
Cet ensemble est bi-invariant par 7. Les K F; pour différentes valeurs de j sont tous

identiques & translation pres. Aussi, nous noterons KF = KFj /3 et K‘?f = K‘?fl/g.
Conjecture 2

V6 € W, Leb <cyﬁ \ff(’q’—Z)) =0
On suppose en fait que la conjecture 2 est vraie pour tout € de type borné, mais on

n’utilisera que des 8 € W.

Nous énoncons plus loin dans ce texte deux hypothéses, c’est a dire des affirmations

dont nous n’avons pas inclus la preuve dans la présente thése.
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Théoréme 1

Si les conjectures 1 et 2, ainsi que les hypothéses 3 et 4 sont vraies, alors il existe
un ensemble dense de 6 € R tels que Leb(Jy) > 0 et 0 est un point de Crémer pour
Piarg.

Et on peut méme s’arranger, pour tout 8y € W et pour tout € > 0, pour que 'on
ait |6 — 6| < € et Leb Jp arbitrairement proche de Leb Kjy,. Par contre argument
ne donne pas a priori un ensemble gras (résiduel) de valeurs de 6 pour lesquels
Leb Jy > 0 : méme en ayant démontré les deux conjectures, la question resterait

ouverte.
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2. Définitions et outils utilisés

2.1 A parte sur les fractions continues

Soit [ ] = c0. Pour z € RU {oo}, soit [#] = z et pour y € R, soit
oy(z) =y +1/z
homographie de R U oo, inversant son orientation. Elle agit comme la matrice
1
M, ="
10

agit sur 'espace projectif RP!, c’est & dire ’ensemble des droites vectorielles de

R?, via l'identification par I'inverse de la pente. Pour yo,...,y, € R, définissons
[Y0s-- -y Yn, T] = 0y 0 -+ 0 0y, (x). Cest une homographie inversant I'orientation
si m est pair et la préservant si n est impair. Elle vaut [yo,...,ys] en z = oo, et
[Yo,---sYn—1] en z =0 (c’est & dire [ | = o0 si n = 0).

Un nombre rationnel admet deux développements finis en fraction continue : 'un

de la forme [bg, ..., 1+ b,] et Pautre de la forme [by, ..., by, 1].

Soit [ag, - ..,am] 'un de ces deux développements finis en fraction continue de p/q.
Si m est pair, nous posons alors ¥ = v(m) = 1, et si m est impair, et nous posons
v = v(m) = —1. Ainsi, m est déterminé par la donnée de p/q et v. Pour w € R,
soit 8(k) = 0(p/q,v, k,w) = [ag,...,am, k,w]. Cest une suite tendant vers p/q et
décroissante (donc > p/q) a partir d’'un certain rang si v = 1, et croissante (donc
< p/q) a partir d’un certain rang si v = —1. Si w = [bg, b1, ...] avec b; € N* Vi > 0,
alors (k) = [ag, .- -, Qm, k, bo, b1, .. .].

Définissons R, /4., (2) = o 1(z) ot o est 'homographie = — [ag,...,am,], et
[ag, - . ,am] est celui des deux développements finis de p/q tel que v = (—1)™. Nous
omettrons l'indice p/q quand il n’y aura pas d’ambiguité. Soit 7, (z) = —vR,(z),
homographie qui préserve 'orientation de la droite projective réelle. On a la relation
Ryi(x)+R_(x) = —1. Donc, modulo 1, 7, (z) ne dépend pas de v, et nous noterons
T (z) son image dans R/Z (définie quand = # p/q).

Quels sont les coefficients de ’homographie R,/,, 7 Soit r/s (s > 0) 'écriture
irréductible du nombre [ag, ..., am—1] (c’est 1/0 si m = 0). Considérons le produit

de matrices M = M,, --- M,,, (c’est la matrice identité si m = 0), qui représente
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a

la fonction o. Notons M = [
c

] . Les coefficients de M sont entiers, positifs ou

m+1

nuls sur la ligne du bas (par récurrence), et son déterminant vaut (—1) donc deux

coefficients d’une méme colonne sont premiers entre eux. On calcule o(o0) = a/e,

donc a = p et ¢ = ¢q. On calcule 0o(0) = b/d, donc b =r et d = s. Donc

r
M=|"7
q s
L’inverse R,/,,, de o peut se représenter par la matrice inverse. Donc

s@ —r
q0 —p

Rp/q,l/ (0) = -

Un calcul élémentaire montre que 'on a

v S

R S

Notons également que si ¢ =1, alors s =0 quand v =1, et s =1 quand v = —1, et

que si ¢ > 1, alors s est I'unique entier tel que 0 < s < g et tel que

v+ sp=0mod ¢

D’aprés le sens de variation des fonctions R et 7, on déduit que quand § — p/q
tout en vérifiant (6 — p/q)v > 0, alors on a R, () — 400, et T, (§) — —voo.

Soit R : S — S! la rotation d’angle 27f. Pour # assez proche de p/q et tel que
(6—p/q)v > 0, considérons le plus petit segment S C S! contenant 1 et R?(1). Alors
Papplication de premier retour de S dans lui-méme sous l’action de R (attention,
nous prenons R et non R?) induit, quand on identifie les deux extrémités de S, une

rotation d’angle —27vR,, (#) modulo 2w, autrement dit 277 (6).

2.2 Objets limites de 'implosion

Soit ¥ = 1 ou —1. Nous allons nous intéresser au bout bico du cylindre d’Ecalle, ou
b=v

Expliquons en quelques mots la raison de ce choix : en n’étudiant que les poly-
nomes quadratiques possédant un point fixe neutre, nous restons sur la cardioide
principale de I’ensemble de Mandelbrot, et les applications de cornes perturbées
correspondantes (non définies dans cette thése) sont neutres au bout vioco ; le choix
b = —v correspondrait au bord de la composante attachée a la cardioide au point
correspondant a P,/,. Dans la suite, nous utiliserons le symbole v pour désigner

aussi bien le bout b que le sens de 'implosion.
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Je rappelle quelques notations de la partie IIT : les applications de Lavaurs sont
les fonctions g, : Io( — C, o0 € C et les applications de cornes sont les fonctions
he,j Ko}'j — C. Ces fonctions dépendaient d’un choix d’une phase de référence.
Nous allons la choisir de sorte que la dérivée de qf:L’(,’ j au bout vioco, qui ne dépend pas

de j, soit égale & 1 quand o = 0. Notons que cette convention implique que la dérivée

i2nvo —i27v(oc+C)

de h, ; au bout vico vaut e , et que la dérivée au bout —vico vaut e
pour une certaine constante C' € C. Comme la phase de référence dépend du choix

de v, on notera parfois g, et hs,, ;j au lieu de g, et hs j, quand une ambiguité est

possible.

P K° P K? P K* P
$—0 ®—,2 $—a

1/q Co 1/q G, 1/q C, 1/q

C C

1/q 1/2 1/q 5/2 1/q Corz 1/q
Y, 1 Y, s Y, 9

L P C P C P

Fig. 2.1 — Ce diagramme commutatif rappelle les relations entre les divers objets
limites de I'implosion, en illustrant le cas particulier p/qg = 2/5 et v = +1. Une

fleche avec o signifie T, .

Nous introduisons aussi de nouvelles définitions : Soit K1, = Kp,(p/q,0,v) 'ensemble
des points de C qui par itération de g, soit tombent sur .J, soit ne sortent jamais
de K, et soit K1 F; son image réciproque par %, ;. On appelle K ensemble de
Julia-Lavaurs. Soit P = P,,,. On appelle dynamique d’ordre 2 I’ensemble formé
des applications suivantes : les P*, n € N, et les P! o gf,’f;l © gotn,w, (M,n,l) €
N* x Z x {0,1,...,qg — 1}. On a les propriétés élémentaires : g,41 = P? o0 g,, et
Pog, = g, 0 P. La dynamique d’ordre 2 est donc un monoide pour la composition,
isomorphe & {(a,b) € Z x Z| (b =0et a > 0) ou (b > 1)} muni de l'addition sur

chaque coordonnée.

Pour o = w réel, irrationnel, et de type borné, Ew,,,’j a un point fixe neutre en vioco,
de nombre de rotation diophantien = vw. Donc ce point fixe est linéarisable, d’aprés
un théoréme de Siegel (voir [Y]), ou bien d’aprés la partie II. Le domaine maximal de
linéarisation est un disque topologique, et une composante connexe de l'intérieur de
I?:?-'j (p/q,w,v), ou I?;.\? désigne K FU{—i00,i00} (voir la partie IV, ou bien [L],
théoréme 3.7.2; il n’y démontre les choses que pour p/q = 0/1, mais cela se généralise
a n’importe quel p/q). On appellera disque de Siegel de ﬁwd et on notera X;, ce
domaine privé du bout qu'’il contient. On appellera disque de Siegel virtuel de h,, ;

sa préimage A’ par la projection C — C/Z. Les q images directes ¢ j(A}) sont
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appelées disques de Siegel virtuels de g,,,,. Ils forment un cycle pour P de ¢ disques

topologiques adhérant au point fixe 0 de P (voir la partie IV, corollaire 1.4).

Dans la partie IV, on a démontré en particulier la proposition suivante (ot nous

omettons 'indice j) :

Proposition 2.1 Soit M € N*. Soit w € R un irrationnel de type borné par M.
Alors

1. Le bord du disque de Siegel de h, , est un quasicercle passant par le point

critique principal de h au bout vioco.

2. Le module de I’'anneau séparant ce disque de Siegel du bord de KF est minoré
par une constante C (M) indépendante de p/q et de w (pourvu qu’il soit de
type borné par M ).

3. Soit i-}o le complémentaire de la composante de l'intérieur de K‘?}' qut contient
un voisinage de +ico. La mesure de Lebesgue de quL)il(El) N ?0 est minorée

par une constante C' (M) indépendante de w et de p/q.

Et avons énoncé ’hypothése suivante :
Hypothése 3 VpAg=1,YVw € R\ Q de type borné, Yv =1 ou —1,

Leb K7, <§,w,u> —0

Je n’ai pas trouvé dans [L] la proposition suivante, aussi j’en ai fourni une démons-

tration dans la partie III :

Proposition 2.2 Pour tout o € C, l'application h, a au plus un cycle non répulsif.

Avec cette proposition, plus le théoréme de non-errance de Sullivan-Lavaurs démon-
tré dans [L], on en déduit le corollaire suivant, nécessaire dans la partie démonstra-

tive de cet article.

Corollaire 2.3 Soit w € R\ Q de type borné. Alors toute composante connexe de
Ky (p/q,w,v) est une préimage par une fonction de la dynamique d’ordre 2, d’un

des disques de Siegel virtuels de g, .

Cette proposition est vraie plus généralement dés que h, a un disque de Siegel
virtuel (c’est & dire dés que h, a un multiplicateur neutre linéarisable en un bout

du cylindre).

Nous utiliserons par ailleurs quelques lemmes sur la structure des applications en
jeu. Voir la section 2.3 de la partie ITI pour plus de détails. Rappelons que les points
précritiques de P sont les z € C tels qu'il existe n € N tel que P"(2) est le point

critique ¢ de P, et les points postcritiques de P sont les P™(¢) pour n > 0.
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Lemme 2.4

1. Les points critiques de ¢_ ; sont les points précritiques de P appartenant a
K.

2. L’ensemble des valeurs critiques de ¢_ ; est de la forme v; —N pour un certain
v; € C.

3. Les valeurs critiques de 14 ; sont les points postcritiques de P.

4. Conséquence de 1 et 3 : un point critique de h; s’envoie par 1y ; sur un point

précritique ou postcritique de P.
5. L’ensemble des valeurs critiques de hg ;) est égal a v; + 0 + Z.

6. ¢_; est un revétement de K* privé de la grande orbite du point critique, vers

C privé de v + Z, ot v est n'importe quelle valeur critique de ¢_ ;.

7. Pour tout m € N, l'ensemble V. des valeurs critiques de hy'; est sans ac-
cumulation dans C. De plus, la fonction f = hy'; est un revétement de
Def(f)\ f~(Ve) dans C\ V..

8. Conséquence de 7 : pour tout ouvert U simplement connexe de C ne rencon-
trant pas l'ensemble postcritique de hy j, la fonction f = hy'; est un isomor-

phisme de toute composante connexe de f~1(U) vers U.

9. Conséquence de 2, 5, 6 et 7 : pour tout ouvert U simplement connexe de C ne
rencontrant pas ’ensemble postcritique de hg j, la fonction f = hy'; 0Ty 0¢_ ;

est un isomorphisme de toute composante connexe de f~1(U) vers U.

Attention cependant, les éléments de v; + Z ne sont pas tous des valeurs critiques de
¢_ ;. Les préimages des valeurs critiques de ¢_ ;, ne sont pas forcément des points

critiques, et ceci est également valable pour h;.

Proposition 2.5 Pour b = 1, notons t, = lim h,(z) — 2z quand Im(bz) — +o0.
Alors

Im(t— —ty) = 27 Re(y)

En particulier cette différence est indépendante de o. Le nombre v est défini page 154.
S

Plus précisément, t —t_ = — —i27y,/, mod Z ou s a été introduit & la section 2.1
q

(voir la partie III).
Enfin, rappelons le théoréme de Lavaurs :
Proposition 2.6 (Théoréme de Lavaurs) VpAq =1, Vv = 1 ou —1, il existe

une constante N € Z telle que Yo € C, pour toute suite N, € N tendant vers +o0o
et toute suite 6, € C tendant vers p/q, si Rp/q.u(0n) = Np — 0 + N +o(1) quand

Nn . ,
n — 400, alors P " — g, uniformément sur tout compact de K, avec b= v.

160



Section 2 Partie V

2.3 Disques de Siegel virtuels

Soit i € A, et j = j(i) =i+ 5. Soit A(k) = A(p/q,0,,v,k) le disque de Siegel
de Py(ry, ou 8(k) = 0(p/q,v,k,0:) = [ao,...,am,k,1,1,...]. Nous savons (d’aprés
des résultats de Herman, Swiatek, Douady, Ghys et Shishikura) que dA(k) est un
quasicercle. Notons A%(p/q,0r,v,+00) le disque de Siegel virtuel A’ de h,, ,,j, et
soit Ai(p/q, 0r, v, +00) =9y ;(A}), 0t j =i+v/2: A, est le disque de Siegel virtuel

de ’application de Lavaurs.

Nous admettrons le fait suivant :

Hypothése 4
Vp/\q = 1’ Yv € {—1,1}, V’L, vC CompaCt C Ai(p/q,or,u,—l—oo),

AN e NVk > N, C C A(p/q,0r,v,k)

Nous ne la nommons pas conjecture, car nous pensons qu’elle est une conséquence

plus ou moins élémentaire de la théorie de I'implosion parabolique.

On conjecture en fait qu’il y a convergence dans les cylindres des disques de “Siegel
au bout”, au sens fort suivant : il existe un voisinage V du disque D, un réel K > 1
et une suite d’applications K-quasi conformes définies sur V', envoyant D sur les

disques de Siegel, et convergeant uniformément.

Lemme 2.7 Sil’hypothése 4 est vraie, alors VpAq = 1, Yw irrationnel de type borné
et pour lag,...,ap] un des deux développements de p/q, soient v(n) = (=1)" et
Or = lao, . - ., an, k,w]. Pour tout compact C C K, (’E’, —w,l/(n)), dN e NVkE > N,

Cc IO((Qk)

Preuve : Sous-entendons les indices IE)’_W’V' Un tel compact C est inclus dans

une union finie de composantes connexes de Ig 1, et son intersection avec n’importe
laquelle elles est compacte. I suffit donc de prouver le lemme avec I’hypothése
supplémentaire que C' C U, ou U est une composante connexe de Ig . D’apres
le corollaire 2.3, K (2, —w,v) est la réunion des préimages du disque de Siegel
virtuel Ay d’index 0 par les éléments f de la dynamique d’ordre 2. Soit I,m € N
tels que Pzi/q o g™ envoie U dans Ag. Il envoie C' sur un compact C' de 'ouvert
Ag. Soit D compact voisinage de C' dans C et inclus dans Ay. Alors d’aprés le
théoréme de Lavaurs (proposition 2.6), PQJZ *? — g uniformément sur tout compact
de I%, o Ny = k+ (i —o0,) —N =k—1—N € N pour k suffisamment grand.
Comme C est compact et inclus dans ’ouvert de définition de ¢, on en déduit que
Pelij’“q — Pll) /4 © 9™ uniformément sur C, donc il existe un rang & partir duquel

Pelij *4(C) € D. Maintenant, d’aprés le corollaire 4, pour k suffisamment grand,

D C K(8,). D’ot C C K(6)). n
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3. Preuve

Les lemmes suivants concernent la mesure non pas des ensembles K mais de leur
intérieur. En fait, cela n’a pas d’importance car le bord de Ky est de mesure nulle
dés que 8 € Q (voir [DU]) ou § € W (voir [Pel], [MM] ou [Ya]).

Lemme 3.1 (approximation des Siegel par des paraboliques)

Leb K (22) N K,

Vo eS, lim =1

n—+o00

Leb Kg

0l P/ qn sont les réduites de 6

Ce lemme a été démontré par 'auteur dans la partie I.

Lemme 3.2 (approximation des paraboliques par des Siegel)

Si les conjectures 1, 2 et les hypothéses 3 et 4 sont vraies, alors

Vo e W, lim a(li):l

n—-+00 dn
ou .
Leb K (6
« <&> = liminf =0 2 k) o( n.k)
In/  k=Fe0 Leh K(22)
an
et 0 = [ag,a1,...] ot (a,) stationne en 1, p,/q, = [ao,...,an] sont les réduites de

0 et Ok = [ao,...,an,k,1,1,...].

Ce lemme sera prouvé un peu plus loin dans cet article. Remarquez que 'on n’a
pas affirmé que la perte de mesure a(p/q) due a 'implosion en disques de Siegel
virtuels de nombre de rotation o, était d’autant plus petite que q est élevé : ce n’est
pas vrai par exemple pour la suite 1/¢. Nous ne pensons pouvoir maitriser la perte
de mesure que dans le cas ou p/q est une réduite d’ordre élevé d’un élément de W

(ou d’un irrationnel de type borné).

Preuve du théoréme 1 a partir des lemmes 3.1 et 3.2 :

Nous rappellerons pour cela deux propriétés des réduites p,, /g, d’un nombre irra-

|3

tionnel # : premiérement

p
Gnlns1 |0 — =

n
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Deuxiémement, si p et ¢ sont premiers entre eux et |§ — p/q| < 1/2¢%, alors p/q est

une réduite.
Soit z € Ret e > 0. Construisons un # €]z—e, x+e[\(QUS) pour lequel Leb(Jp) > 0.

1- Pour cela nous définissons par récurrence des suites a; € W et u;/v; € Q :

— Soient ug = 0, vg = 1 et prenons pour agp n’importe quel élément de W vérifiant

lag — 2| < g/2.

— Soit 7 € N, et supposons «; et u;/v; construits.

Notons a; = [ag, a1, ...], et solent p,/qn = [ao, ..., an] les réduites de «;, 0, ) =
[ag,.-.,an,k,1,1,...], et fixons maintenant n € N assez grand pour que
o; — bn < 5/23+i
n
qn 227,

Leb K(pn/n) o | _ 5—(1+i)
Leb K (o)

(c’est possible d’aprés le lemme 3.1) et

lim inf 7LeboK(0n’k)
£ Leb K (pn/an)

>1- 27(2+i)

(c’est possible d’aprés le lemme 3.2). Remarquer que ’on pourrait se contenter
d’une lim sup : le lemme 3.2 est plus fort que nécessaire.

On peut donc choisir k£ € N assez grand pour que

Pn

— Un,k

< 8/23+i ,

n

& - en,k

an

<270 e

Leb K (6n.4)

Leb K (pn/qn)
Nous posons a1 = Ok, Uit1 = Pp €t Vip1 = Gn.

> 1 —2-(+9)

2— Convergence des deux suites et propriétés de la limite :

Uit1 Wit1 Dn, Dn. 2e
i1 — il <aigr - —= =y = O — | | | < oy
Vit1 Vi1 Gn an 2
g
|y — ay] < 5oi

donc la suite (a;) converge, et sa limite 6 vérifie | —z| < [z—ag|+>" ;50 |@ir1 —ai| <

2121 /2 :

0 —x| <e
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Estimons a1 — Yirl | _ Ok — Pn < 1/2% =1/2%+1 Donc
Vi+1 dn
W
Vi>1, |a; — —| <1/2%
Vi

En particulier, ¢ converge également vers 6. Remarquons que v;1 > 2" > v; + 1,

i

et v; > 1, et d’autre part z—i: = Z—" est par définition une réduite de «;. Donc
S =gl < 1/vfy, done Vi > 1, | §E — B <R — ]+ Jag — 3 < 1/vf g +
1/2vi < 1/2%% 4 1/2% :
U; u; ,
Vi>1, | - 2| < 2/2v
Vit1 Vg
i i i 1 i+ k
done [0 — J1| < 30 155 — 35 < 30552/2 < 340 2/2%F
u; 4
Vi>1, |- =<
V; Qi

Une conséquence immédiate est que 6 est irrationnel (u;/v; étant irréductible). Pour
v; > 10 (ce qui arrive pour i suffisamment grand), on a 4/2% < 1/2v?, ce qui fait

que u;/v; est une réduite de . On déduit alors de la majoration de |8 — u;/v;| que
0¢gS

T1 suffit pour cela d’appliquer la négation du critére de Brjuno (voir [Y]), ou bien

Ingni1

le critére plus restreint liminf > 0 dont nous donnons une preuve dans la

an
partie I (et dont la preuve ne fait pas intervenir le théoréme d’Ahlfors-Bers); on
aurait pu aussi appliquer le critére de Crémer (voir [PM1]) en imposant ¢, > exp 2"

et |2 — 6, 1] < exp—i2.

3— Estimation de l’aire de J(0) :

Leb .Z:%(ai+1)

= > (1-2"0FD)2 donc
Leb K(Oél)

Leb Ko 5 [T -2 > ¢
Leb K(ag) j=1

ot C = [[/27(1—277) > 0. En particulier

3C" > 0Vi €N, Leb K(a;) > C"

Or d’une part la fonction de R (muni de sa métrique usuelle) dans l’ensemble &
des compacts de C (muni des semi-distances de Hausdorff) qui & € associe K ()
est semi-continue supérieurement (voir [D]) : lim(z,) = 2 = Ve > 0,3N €
NVn > N,K(z,) Cc K(z), ce que nous noterons lim sup K (x,,) C K(z), et d’autre
part la fonction de £ dans R qui & un compact K de C associe sa mesure de
Lebesgue vérifie : limsup K,, C K = limsup(Leb K,,) < Leb K. Donc Leb K (6) >
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limsup Leb K (a;) > C' > 0. Or # € R\ (QUS), donc le point fixe 0 de Py n’est pas
linéarisable, donc d’aprés la classification des composantes de Fatou (voir [CG]),
K(#) = J(#), donc

Leb.J(8) > 0

Réduction :
Pour prouver le lemme 3.2, il suffit démontrer un lemme analogue mais plus simple :

Lemme 3.3 (lemme principal)

Si les conjectures 1, 2, ainsi que [’hypothése 3 sont vraies, alors

Leb KEL(Z—:, —op,v(n))

Vo e W, lim

n—+oo

k =1.
Dn
Leb K (£2)

Le passage de 3.3 & 3.2 est facile avec le résultat suivant :

Lemme 3.4
Si Uhypothése 4 est vraie, alors Np A ¢ = 1, Yw irrationnel de type borné et pour
[ag, - . .,an] un des deux développements de p/q, v(n) = (—1)" et by = [ao,. .., an, k,w],
on a

liminf Leb I%(Gk) > Leb K?L (g,—w,u(n)> :

k—+o00

Preuve : C’est une conséquence immédiate du lemme 2.7. |

Remarque : On a en fait mieux : kkinoo Leb IO((Hk) = Leb K(zL (%,w,v(n)). Ceci
est da & la nullité de la mesure du bord des ensembles K et K, en jeu (voir res-
pectivement [Pel] et la partie IV), et au fait élémentaire que pour tout compact du
complémentaire de K7, il finit par étre dans le complémentaire de K (6}) (consé-

quence du théoréme de Lavaurs, 2.6).

165



Partie V Section 3

Preuve du lemme principal, 3.3 :
Fixons p/q et v, et abrégeons K (p/q) en K, et K1,(p/q, —or,v) en Kj,.

Nous allons définir des suites de sous ensembles de K :

— G}, (les points ’gagnés’ au rang k),

— Py (les points 'perdus’ au rang k) et

— I (les points ’indéterminés’ au rang k).

I, sera fermé, Py, et Gy, seront ouverts. (G, Py, I;) sera une partition de I;_1, avec
la convention que I_; = K. On aura K?L = UpenGr et K\ K = e P, ce qui
implique (), oy Ix = 0K, (rappelons que K C K7,). Si de plus on sait que

Leb () I =0
keEN

(ce qui est garanti par ’hypothése 3) et

LebPk
JA >1, —— = <
>0VE>1, Teb Gy =
alors .
Leb[iLZ 1
Lebk  LTA

1l suffira alors de montrer & I’aide des conjectures 1, 2, que A — 0 quand p/q =

Dn/qn €t n — 400, pour en déduire le lemme principal.

Notre partition (G, Py, I;) aura la propriété suivante : pour tout k > 0 et pour toute
composante connexe 7 de ; &, L sera simplement connexe et la classe d’équivalence
conforme de la partition (ZNGy1,ZN Per1,ZNIky1) de T sera indépendante de 7
et de k. La minoration de A que nous allons donner s’inspire de la notion de densité

intrinséque, introduite dans [J].

Préliminaires a la construction :

Fixons j. Nous appellerons piéce modéle M = M; le complémentaire dans C de la
fermeture du disque de Siegel virtuel en coordonnées de Fatou : M = (C\K', ou A =
Al (p/q,0r,v,+00). Les M; pour les différentes valeurs de j sont égaux a translation
prés, et ils sont Tj-invariants. Soit M' la composante connexe de la préimage de
M par h = h_,, 4 ;. qui est un voisinage d’un des bouts (en l'occurrence, le bout
opposé & vico). Soit p(z) = exp(i27z). Soit M = {w}Up(M) et M' = {w}Up(M"),
avecw =00 siv =1et w=0siv = —1. L’anneau p(C\ K F;) sépare le bord de M

de celui de M*. Donc 'adhérence de M! dans M est compacte. Par conséquent,
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Proposition 3.5 Vw € M, 3m € N tel que h™(w) € M*.

Preuve : D’aprés le point 8 du lemme 2.4 (avec m = 1), la restriction h : M' — M
est un isomorphisme analytique, car M ne contient aucune valeur postcritique de
h : d’aprés la proposition 2.1, celles-ci sont sur le bord du disque de Siegel virtuel
A'. L’ensemble M' étant un voisinage de —vico, il contient au moins un couple
de points z,z' vérifiant 2z’ = z + 1. Il est donc invariant par T;. Ceci implique
que qf:L) .M 1 = M est un isomorphisme analytique. Il en est donc de méme de
h: Ml - M. D’apreés I'inégalité de Schwarz, pour la métrique hyperbolique de ]\7,
h a une dérivée > ¢ > 1 sur Ml. Sa réciproque b est donc strictement contractante,
et comme elle fixe w, b™ tend uniformément vers w sur M quand m — +o00. Un
point w € M tel que w,, = h™(w) € M pour tout m vérifierait p(w) = b™ (p(w)),
donc Vm € N, p(w) € b™ (M), donc p(w) = w, ce qui est absurde. ]

A

Uo

Uy

Uz

-

Us

Uy

Fia. 3.1 - A, M, My, et les premiers U;.

Partitionnons M en fonction du temps d’échappement : Pour w € M, soit m € N le
rang de la premiére itérée de h qui envoie w dans M \ M. Le temps d’échappement
de w est par définition m. Soit Uy, = UJ, Pensemble des points de M dont le temps

d’échappement est m. Attention, U, n’est pas un ouvert.
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Nous allons définir deux sous-ensembles de M : Pys et G . Je rappelle que 'intérieur
de KF; = ¢;}j(K) est ’ensemble de définition des fonctions h, ;. Pour w € M;,
soit m € N tel que w € Up,. Soit u = b, . (w).

wePy; = ugKF;

weGu,; < ue€KFjeth, ;ju)eA]

Changer j modifie Py ; par une translation. Il en est de méme pour G ;. Nous
noterons Inr; = M \ (Py UG ). Attention, M C Ips donc Ins ¢ M.

Cette partition modéle est illustrée par la figure 3.2.

Lemme 3.6 Toute composante connexe U de I est incluse dans un certain Up,.
Soit g = h"t1 1 U est une composante connexe de g=' (M), et g est un isomorphisme
de U sur M.

Preuve : La réunion des bord des ensembles U, est incluse dans dI; : en effet,
elle est égale & |J,,5o ™ (0M) o b est la branche de h~! introduite dans la preuve
de la proposition 3._5; or, pour m > 1, la partie b™(OM) C Uy, et h(m—D+l = pm
envoie cette partie sur M, d’ou le fait que la partie est incluse dans Ip,. Elle est
en fait incluse dans le bord, car elle adhére & U,, N G : en effet OM adhére a
Uo NG, car h est holomorphe donc ouverte, h(OM) = M, h(C\ M) = C\ M et
Uy est 'intersection avec M d’un voisinage de M.

Ainsi U C U,, pour un certain m € N. Comme ™11 est ouverte, on déduit de la
définition de Pys et Gar que U est une composante connexe de g~ (M). On déduit

alors du lemme 2.4 que g est un isomorphisme de U vers M. ]

Construction par récurrence des suites Gy, Py, I}, :

Note : pour des raisons pratiques, nous noterons dorénavant ¢.; : K¢ — C; ou
j =i+ v/2 définie par ¢.; = T_,,. o ¢_ ;. Rappelons que nous avons choisi les
[omm)

phases de références de sorte que h, ait pour multiplicateur €277 au bout vico.

Hypothése de récurrence Hy, : VZ composante connexe de Iy, 3i € Net N(Z) € N
tels que hjjgrz)m) 0 ¢x,; est un isomorphisme de 7 sur la piéce modéle M0 | avec
ji) =i+ 3.
Initialisation de la récurrence : soient
- P=v
— G = la réunion pour toutes les valeurs de i des préimages par ¢, ; du disque de
. . ,
Siegel virtuel Aj(i)
— Iy =K\ (PyUG))
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S e e e S e S e S
‘-\L 7:"; “-\l 7:"; “-\l 7:"; “-\l 7:"; “-\l 7:"; “-\l >:!“‘>

Bl Bl Bl Bl Bl

F1a. 3.2 — M et sa partition en Py, Gy, dans le cas p/q = 2/5, et v = 1. Nous avons
indiqué en blanc le complémentaire de M ainsi que Py, en gris foncé I’ensemble
G, en gris clair Uintérieur de Iz, et en noir son bord. En gras figure le bord des
ensembles Uy, Uy, Us, ...
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Récurrence : Soit k > 1 et supposons la construction effectuée jusqu’au rang k — 1,
et vérifiant Hy_,. On définit alors les sous-ensembles P, et GGy, de ; r—1 de la fagon
suivante : soit Z une composante connexe de ; k—1, €t N(Z) comme dans I’hypotheése
N(D) (¢s.i(2)) (avec le i tel que z € K et

de récurrence. Pour z € 7, soit w = h_or].
,

j =3(0)). Alors

ze€P, < wePy
z€(@G, << welGy

Les ensembles Pj et (G}, étant définis, on pose alors

I, = Ip_q \ (Pk U Gk)

Vérifions les hypothéses :

— Il est évident que Py, et G, sont ouverts et I}, fermé, et que Gy41, Pet1, [g+1 est

une partition de I},.

— Hypothése de récurrence au rang 0 : soit i € A, et j = j(i). D’aprés 2.4, les
valeurs critiques de ¢, ; sont en particulier des valeurs critiques de h;(;). Donc elles
sont, sur le bord du disque de Siegel virtuel A;.(i), d’apreés 2.1. Comme lintérieur de
Iy est la réunion des images réciproques de la piéce modele M) par ¢«,; pour i
variant dans A, (car ¢.; est une application holomorphe donc ouverte), comme,
d’aprés le lemme 2.4, ¢, ; est un revétement de K privé de la grande orbite du point
critique de P vers C privé des valeurs critiques de h; (ot j = j(i)), et comme M7
est simplement connexe, ¢, ; est un isomorphisme de chaque composante connexe

de KN Iy sur M7 : on peut donc prendre N(Z) = 0, et Hy est vérifiée.

— Transmission de ’hypothése de récurrence : soit k > 1 et supposons Hj_1 véri-
fice. Comme I, C I_;, toute composante connexe Z' de ;k est incluse dans une
composante connexe Z de }k,l. Soit z € 7' et soit i, N(Z) définis & partir de 7
par hypothése de récurrence Hy_;. Soit g = hV@) o ¢«,i- Comme 7' C Z, on a
g(Z") € M. Donc ¢g(Z') est une composante connexe de M \ (Py U Gpr). D’aprés
le lemme 3.6, on en déduit I'existence de m € N tel que g(Z') est une composante
connexe de f~1(M) et f est un isomorphisme de g(Z') vers M. oit f = h™*. Donc

Ihypothése Hy, est vérifiee pour Z' avec N(Z') = N(Z) + m + 1.

— On voit en passant que N(Z') > N(Z) + 1. D’ou Vk € N, VZ composante connexe
de Iy, N(T) > k.

— On démontre par récurrence sur m la proposition suivante. Soit z € K* et wg =
¢x,i(2). Soit w1 = h(wy). Considérons les visites successives wy, , Wy, ... de w

dans Up, on 0 < ky < ko < ... Soit r € NU {+00} le nombre de ces visites. Alors
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z € I, & r > m. On en déduit aisément les propositions suivantes :
2€Gm &r=met wy, €A

2 € Py & r=metwg, ¢&KFj;

— Par définition, tout ce qui est dans G, tombe dans les disques de Siegel virtuels
donc appartient & KCz 1. Inversement, d’aprés le point précédent, tout ce qui tombe
dans un disque de Siegel virtuel par P! o gﬁor pour [,k € N est dans G,;,, pour un
certain m < k : en effet, d’apreés les semi-conjugaisons du diagramme de la figure 2.1,
wy, € A;(i), d’ou r < k, et comme il n’y a pas de visite ultérieure dans Uy, c’est que
Wik, & M, et comme il finit par tomber dans A’, c’est que wyyg, € A’, (car OM
eit stable et disjoint de A'"). D’aprés le corollaire 2.3, toute composante connexe de

K7, est une préimage du disque de Siegel virtuel. Donc

G =K
kEN

— Tout 2 € (e Ir est soit dans l'intersection des I}, auquel cas g, (2) est défini

Vn € N (puisque N(Z) > k pour toute composante connexe Z de } k), soit dans
le bord d’'un des I. Dans ce cas, soit m > —2 le dernier indice tel que z € }m
(avec les conventions Iy = K et [_5 = C). Sim = —2, alors z € 0K C 0K}, Si
m > —1, alors soit Z la composante connexe de ;m contenant z, et w = ¢, ;(z).
Par définition de I,,11, auquel z appartient, et en notant d € N D’entier tel que
w' = bV (w) € Uy, alors h™(w') € KF \ h~(A"). Soit w est sur le bord de KF,
soit h(w') existe et appartci)ent a C\ A’. Dans ce deuxiéme cas, w’ ne peut appartenir

a M, sinon on aurait z € I, 41 ; donc h(w) € A’. Dans tous les cas, z € K. Donc

m I, C K,
keN

— Tout ce qui est dans Py s’échappe de Ky, puisque u ¢ KF;. Donc oy Pr C
K\ Kr.. Avec le point précédent, et sachant d’autre part que | J,. G C K7, on en
déduit que K \ K1, C Upen Pr- On a done démontré que

UszK\KL
keEN

Nous avons vu précédemment que cela implique

ﬂ]szL

kEN

Estimation de laire :

Dans la suite, nous fixons j, et nous omettons cet indice.
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Soit Vj le complémentaire de la composante connexe supérieure de K9 F. Comme le
module de M \ 01?0 est universellement minoré (proposition 2.1), la distance hyper-
bolique dans M de w a 6170 est universellement majorée (d’aprés un théoréme de
Grétzsch, voir [A], théoréme 4.6). Soit b : M — M* la branche de la réciproque
de h définie dans la preuve de la proposition 3.5, et V; l'image de V, par f. Soit
R={z € C|Re(z) € [0,1[} et

B=Rn(V\W)

(B n’est pas forcément connexe). Rappelons que v = y(p/q) a été introduit dans la

section 1.

Lemme 3.7 Le diamétre euclidien de B dans C est majoré par une constante uni-

verselle qui ne dépend que d’une majoration de Re(y).

Preuve : Le diamétre horizontal de B est trivialement égal & 1. Son diamétre
vertical est égal & max(|Im(z) — Im(z')|) pour z € 9V, et 2’ € V) = b(AV).
Grace au module universellement minoré entre A et 1‘70, on sait que b — T_;_,
est universellement majoré sur Vg, ot ¢4, t_ sont comme dans la proposition 2.5.
D’aprés cette proposition, Im(¢_,) = v2m Re(y), puisque ¢, est réel. Il suffit donc
de majorer I’extension verticale | de V. Or 0V C JF, et JF est coincé entre les
deux cases d’échiquier F, voisinages des bouts. Ces deux cases s’envoient de fagon
univalente par h sur les deux demi-plans délimités par v + R ol v est une valeur
critique de h. D’apreés le théoreme 1/4 de Koebe, sup.cyp, Im(z) < In(4)/27 +

Im(v) — ty, et de méme sup.cyp Im(z) < —In(4)/27 + Im(v) — ¢t—. Donc I <

2n Re(y) + @ ]

Puisqu’un module minoré sépare B du bord de M , ce lemme implique que le dia-
métre de B pour la métrique hyperbolique de M est universellement majoré en
fonction d’une majoration de Re(y) = Re(y(p/q)). Je rappelle que la conjecture 1,
affirme que la suite Re(y(pn/gn)) est bornée.

Pour la propriété et la remarque suivantes, je rappelle que B, G et Py dépendent

de p/q.
Proposition 3.8 Il existe une constante universelle E > 0 telle que pour tous p/q,

E<LebGyNB.

Preuve : Prouvons que c’est une conséquence du point 3 de la proposition 2.1.
D’une part h=1(A’) \ A’ C G s est immédiat d’aprés la définition de G . D’autre
part h(V;) = V; qui est disjoint de A’, donc h=1(A’) NV} est disjoint de V5. Donc
AU AYNVy € Gar N (Vo \ V). Dot LebGar N B = LebGar N (Vo \ V1) >

=/

Leb T (A)NVo. n
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Remarque : quand n — +o00,
Leb Py N B = C(pn/qn) — 0

(c’est exactement la conjecture 2)

Pour tous | € Z et m € N, T; o b™ est univalente sur M et B a un diamétre hy-
perbolique borné dans M, donc les ensembles D = T;(b™(B)) ont tous un diamétre
hyperbolique dans M borné, et la distorsion de T; o b™ est bornée sur B, les deux
bornes ne dépendant que d’une majoration de Re(7y). L’ensemble des D pour [ € Z
et m € N forme une partition P de Vy. En effet, |J, T} o 0™ (B) = b™ (Vo \ V1), et
Vo = U,, 0™ (Vo \ V1) se déduit de la proposition 3.5. Je rappelle que nous avions fixé
une valeur de j. Nous allons maintenant considérer les ¢ images P; de cette partition
dans les ¢ plans complexes C; par les translations du diagramme commutatif de la

figure 2.1. Ceci est bien défini car P est invariante par T7.

Soit maintenant ¥ € N et 7 une composante connexe de }k Soient i et N(Z)
comme dans ’hypothése de récurrence, et j = j(Z) = i + v/2. L’ensemble E, image
univalente de D € Pjz) dans Z par la réciproque de l'isomorphisme h;\éf)z ) o GDuyi
T — M est, d’aprés ce qui précéde, une image de B & distorsion bornée par le réel
d = d(Re(y)) > 0 (majorant du logarithme du quotient des dérivées en deux points
de D), la fonction Re(y) + d étant croissante. Fixons k et soit Qi l’ensemble de
toutes ces images F, pour Z variant parmi les composantes connexes de Iok et D
variant dans P;(z). Comme Py C Vp, on en déduit que ’ensemble des EN P41, pour
E € 9y, forme une partition de Pj11. Comme Gys ¢ Vp, 'ensemble des E N Gjyq,
pour E € Qy, forme une partition, non pas de G411, mais d’un sous-ensemble de
Gr+1- D’autre part, pour tout E € Qy, la partition de E selon (ENGjy1, ENPyy,
ENIjyq) est image & distortion bornée par d de la partition de B par (B N G,
BN Py, BN1Iy).

Ceci permet la majoration

Leb(Py+1)

Tob(Grrr) < A(p/q)

avec

Alp/a) = He

et C = C(p/q) = Leb(RN (C\ KF)) introduite précédemment, d = d(Re(v(p/q))),
et E est la constante universelle introduite dans la proposition 3.8. D’aprés les

conjectures 1 et 2, A(pn/gn) — 0 quand n — +o0.

Q.E.D.
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4. Expériences numériques

Les expériences numériques suivantes, dessins ou graphes, illustrent les deux conjec-

tures et I'une des hypothéses. Elles suggérent méme des résultats plus forts.
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1.

Voici des dessins qui semblent conforter la conjecture 2, dans le cas particulier ou
0:—3_2\/g =2-o0,:

b PP e P e AL AN AL AN A :;"WO‘V' W MWQ

Do T et e e .
V : : C 0 e \7\\/{&0__&0—«@&@

F1G. 4.1 — Ensembles de Julia P, ,,. dans les cylindres d’Ecalle pour les premiéres

réduites de ’opposé du nombre d’or.
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2.

Cette expérience numérique a été réalisée avec Maple. Elle est en accord avec la
conjecture 1, puisqu'’il semble qu’en fait Re(y(p/q)) < 1 pour tout p/q, et fait
apparaitre un croissant insoupgonné. En examinant avec ces mémes données la
valeur des coefficients A, /,, il semble méme que Re(4,,,) > 0, ce qui implique le

résultat plus fort Re(vy,/,) < %}1.

0.06

0. 04+

0.02+

-0.02—+

-0.04—+

F1a. 4.2 — Valeurs complexes de v(p/q) pour tous les couples (p, q) avec 3 < ¢ < 100
et 0 < p/q < 1/2 (les valeurs complexes pour < p/q < 1 étant les conjuguées
complexes de celles-13) ; v(0/1) =1 et y(1/2) = 11/16.
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Si I’hypothése 4 était fausse, les bords des disques de Siegel correspondant seraient
de plus en plus dentelés, ce qui ne semble pas étre le cas sur les dessins, qui suggérent
meéme une convergence uniforme (figure 4.4). Les valeurs de 6 correspondant aux
quatre dessins de la figure 4.3 sont respectivement :

6 =10,10000,1,1,1,.. ],

#=10,1,1,1,10000,1,1,1,.. ],

#=10,1,1,1,1,10000,1,1,1,.. ],

#=10,1,1,1,1,1,10000,1,1,1,..].
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F1G. 4.3 — Quelques disques de Siegel (bords).
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Partie V Section 4

La figure 4.4 montre une superposition des bords des disques de Siegel pour € valant
2,1,4,k,1,1,1,..], k = 500, 10000, 200000, 4000000, et un agrandissement de la
méme chose pour k = 1, 5, 25, 100, 500, 10000.

F1a. 4.4 — Convergence des disques de Siegel.
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Illustrations supplémentaires

Fic. 4.5 - (tournée de 90°) Ensemble de Julia-Lavaurs de Py/5, pour b= +1 et w = (v/5 —1)/2
(le nombre d’or) : lintérieur de K, est en gris et Jr en noir. Le point fixe se trouve en haut a

gauche, & 'intersection des cing pétales.



Illustrations supplémentaires

: Pintérieur de KpF

F1a. 4.6 — Le méme dessin vu en coordonnées de Fatou (préimage par v¢4)

est en gris et JrF est en noir.



Illustrations supplémentaires

F1a. 4.7 — Agrandissement sur J, F dans le dessin précédent.



Illustrations supplémentaires

F1G. 4.8 — Echiquier parabolique du chou-fleur. Le point parabolique est la pointe située & droite.



Illustrations supplémentaires
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FiG. 4.9 — Image de I’échiquier par ’application quasiconforme s, pour b = +1 et w = le nombre
d’or : les composantes grises sont le disque de Siegel virtuel A de g (celle des deux plus grandes
composantes qui adhére au point fixe), ainsi que les composantes de g~1(A) ou g est 'application

de Lavaurs.



Illustrations supplémentaires

F1G. 4.10 — Image précédente complétée par g~ 2(A) en gris plus foncé.



Illustrations supplémentaires

F1a. 4.11 - (tournée de 90°) Ensemble de Julia pour § = 6, = [0,2,1,1,1,...]. L’opposé de ce
nombre est égal au nombre d’or modulo Z. Les premiéres réduites de 6y sont 0/1, 1/2, 1/3, 2/5,
3/8, 5/13, 8/21, 13/34, 21/55, . ..



Illustrations supplémentaires

F1a. 4.12 — (tournée de 90°) Superposition de ’ensemble de Julia pour p/q = 3/8 et du bord du
disque de Siegel pour 8 = 6.



Illustrations supplémentaires
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Fia. 4.13 — (tournée de 90°) Ensemble de Julia pour p/q = 21/55.



Errata pour la theése.

Derniére mise a jour : 19 juillet 2002.

Cet errata est évolutif. Il est mis & jour & chaque erreur qui m’est reportée ou
que je découvre. Les erreurs importantes, c’est & dire celles qui vont au dela des
fautes de frappes, font ’objet d’addenda.

A ce jour, il y a une erreur importante, corrigée dans I’addendum numéro 1
(bientot prét).

Partie I
e Page 6, au lieu de f'(0) = 2127 lire f'(0) = 1279

e Page 6, proposition 1.2, au lieu de
L,

~
n—+oo nl/T

Vz tel que f(2) ? 0, [f"(2)]

lire
L,

~
n—+oo pl/T

Vz tel que f™(2) ? 0, |f1"(2)]

e Page 40, la preuve du lemme 5.4 est fausse, ce qui remet en question le
lemme 5.5 et son corollaire 5.6 qui suivent. En m’inspirant du travail
de Rohde et Zinsmeister, je prouve un énoncé analogue au corollaire 5.6
qui suffit & l'utilisation qui en est faite dans la thése. Ce sera 'objet
de 'addendum numéro 1 (bientot prét). Notons que Xavier Buff a une
approche différente et trés élégante pour prouver un lemme plus fort que
le lemme 5.5, ce qui sauve ce lemme ainsi que son corollaire 5.6.

e Page 44, lemme 5.8, au lieu de “foliations”, lire “feuilletages”.
e Page 103, proposition 2.23, au lieu de
te — 1 = —i2my 4+ >
q

lire
. Vs
ty —t_ = —121y + —
q

Partie II

e Page 69, remarque suivant le théoréme 2, remplacer

Im(z) > % (®(a) + Co +1n(4)) par Im(z) > ®(a) + Cp + %



Cage de Faraday

Version du 26 juillet 2002.

Avertissement : cet article n’a pas un statut fixe et est susceptible d’évoluer A tout moment.

I. Introduction

Motivation

Dans ma thése [C], la preuve du lemme 5.4 est fausse (page 40, partie I, section 5 :
“Application & une nouvelle preuve du théoréme de Yoccoz”). Cela remet en question
le lemme 5.5 et son corollaire 5.6 qui suivent.

Je donne ici un énoncé analogue au corollaire 5.6 qui suffit a I'utilisation qui en est
faite dans ma thése, ainsi qu’une preuve inspirée du travail de Rohde et Zinsmeis-
ter [RZ].

Notons que Xavier Buff a trouvé une preuve trés élégante d’un énoncé plus fort que

le lemme 5.5, ce qui sauve ce dernier ainsi que son corollaire 5.6.

Situation du probléme

Dans [C], nous composons une suite de revétements universels ¢, : (D,0) —
(D \ X,,0) ou X, est un ensemble fini de points non nuls. La dérivée en 0 de
la composée ¢, 0---0@g est de valeur absolue décroissante en fonction de 0, et nous
cherchons & prouver qu’elle tend vers 0 quand n — +00. Nous disposons pour cela
d’informations sur la suite X, : X, est 'image par une certaine fonction f,, : D — D
fixant 0 de l'ensemble r,U,, ou r, €]0,1[, g, € N*, et U, désigne l’ensemble des
racines g-iémes de 1'unité. De plus, nous savons que [[r, — 0 et que la distance
hyperbolique dans D de r,, a r,, exp(i27/g,) tend vers 0. Ces conditions sont-elles

suffisantes ?

Dans cet addendum, nous ne retiendrons que le fait qu’il existe une constante d > 0
tel que pour tout N, X,, est une chaine cyclique de points de D, chacun situé &
distance distance hyperbolique < d du suivant, faisant le tour de 0 au moins une
fois, et tous & distance euclidienne > 1 —r,, du bord de ID. Nous obtenons alors une

majoration du type
Inr,

K(d)

In|¢'(0)] < (<0)



pour une certaine constante K (d) > 0 dépendant de d.

Note : dans le méme temps que le présent travail, Xavier Buff 4 démontré que sous

la condition originelle X,, = f(r,U,, ), alors

|6, (0)] < [¥7,(0)]

ol 1, est le revétement universel (D,0) — (D \ r,U,,,0), or il est relativement

nry,
K'(d)
dans [C], partie I, section 6.5, pages 60 et 61, montrant une majoration), ce qui est

facile d’obtenir une majoration du type In [¢7,(0)] < (voir les calculs effectués

suffisant. De plus, K'(d) — 1 quand d — 0.

Heuristique
Prenons le disque D et retirons-lui un seul point : X = {z}. On peut calculer
explicitement le rayon conforme r (voir [C]) de D\ X. Notons ¢ = 1 — |z|, et

faisons tendre |z| vers 1. Alors 7 = 1 —&2/6 + O(e?). Ainsi la contribution d’un
point proche du bord du disque est de ’ordre du carré de la distance au bord. Si
maintenant, on prend pour X la composante contenant 0 du disque privé de la
géodésique passant par z et orthogonale & [0z], alors r = 1 — £2/2 + O(&?). Ainsi
la chute de rayon conforme est du méme ordre de grandeur que pour le point isolé.
Dans le second cas, c’est également ’ordre de grandeur de ’aire de la partie retirée.
Notons momentanément H (z) la région retirée.

Si on retire une courronne concentrique, la perte est également de 'ordre de 'aire
retirée. Si on retire une suite finie de points réguliérement répartie sur un cercle
concentrique, tels que la distance entre deux points consécutifs est de ’ordre de
la distance au bord, la perte de rayon conforme sera de l'ordre de cette distance
(voir [C], partie I, section 6.5), donc de 'ordre de l’aire de la réunion des régions
P(z2).

Si on retire un nuage de points trés proches d’'un méme point z € I, alors d’une
part le rayon conforme est quasiment le méme qu’en retirant le seul point, d’autre
part les régions P(z) se superposent, et donc & nouveau ’aire de leur réunion et la
perte de rayon conforme sont commensurables.

Est-ce vrai plus généralement ? C’est ’objet de la proposition 2 de cet article. Notons

que pour des raisons pratiques, la forme des régions retirées y différe.



II. Rayon conforme des grands ouverts du
disque

exp
Wo { — .

Pour zg € D non nul, soit wy une quelconque préimage par ’application exponen-

tielle, et considérons le triangle T, intersection du demi-plan “Im(w) < 0” et du
secteur d’équation | Arg(w — wp)| < m/4, sommet compris (triangle équilatéral iso-
céle d’hypoténuse posée sur ’axe imaginaire et de sommet droit placé en wg). Soit
V(z0) = exp(T).

Notons que le domaine V(z) s’auto-intersecte si |z] < e ™. Ce ne sera pas un
probléme, d’autant plus que les points z qui nous intéresseront seront proches du

bord du disque.

i [ ¢ '
XP,

Remarquons également que le choix d’un triangle en coordonnées logarithmiques



est arbitraire, et qu’il y a d’autre formes et conventions qui conviendraient pour ce
qui va suivre.

Avant d’énoncer la proposition 2, intéressons nous d’abord a un cas simple.

Lemme 1 (contribution d’un point) Siu >0,z =e %, U =D\ {z}, et r est

le rayon conforme associé a U, alors

Quand u — 0,

r:l—%+0(u3)

pour tout u €]0, 7], —In(r)/u® € [K1,1/6], avec Ky > 0.13.

Voir ma thése ([C]) pour les deux premiéres affirmations. La troisiéme est élémen-
taire.

Soit w > 0, x = exp(—u), r le rayon conforme de D \ {z}, et a = 1/27x Daire
de T'(—u) dans le quotient C/i2nZ. On calcule explicitement que r = sin?}fm’ que
a=u?/27 siu €]0,7],a =u—m/2si u € [, +oo], et une étude de fonction montre

alors que le quotient est toujours compris entre 0.75 et 1.05.

Inr
a/2n

Figure : illustration de la proposition 2. Le domaine D privé des
points est approximé par D privé des “triangles” issus de ces points.
L’aire de la réunion des triangles pleins, divisée par 2, est de I’ordre
del—r

La proposition suivante généralise un résultat de Rohde et Zinsmeister ([RZ]).

Proposition 2 I eriste des constantes K' > K > 0 telles que pour tout ouvert

U inclus dans D et contenant 0, notons r le rayon conforme en 0 du revétement



universel de U, A = U T(w) et a = aire(A)/2r mesurée dans le quotient
ew eD\U
C/i2nZ. Alors

~K'a<lnhr<-K.a

De facon équivalente, (si U # D)

Seule la majoration de r sera utilisée pour la correction de la thése.

Notons que ce lemme a déja de l'intérét dans le cas ot le domaine U est simplement

connexe. Alors, r est son rayon coforme au sens classique.

Un lemme utile
Le lemme suivant sera utilisé deux fois

Lemme 3 Pour tout ouvert O inclus dans le cylindre L = C/2inZ et contenant

le demi-plan “Re(z) < —n”, il existe un ensemble fini ou dénombrable de points

w; € O, i € I, tels que les domaines T'(w;) soient deux & deux disjoints, et tels que

U Tw)cJTsw:)
weL\O iel
ot Ts(w) = T(5Re(w) + iIlm(w)) est un triangle de base 5 fois plus grande que

T (w). Par conséquent,

Zaire T(w;) < aire U T(w) < Cg.Zaire T (w;)

il weL\O iel

ot C3 = 25.

Preuve : Construisons par récurrence une suite W,, de sous-ensembles finis de
points de L\ O dont la partie réelle appartient & I'intervalle [—7 /2", —7 /2" "1 de
la facon suivante. Etant donnés Wy, ..., Wy_; tels que les triangles T'(w) pour
w e WyU---UW,_; sont deux & deux disjoints, considérons ’ensemble des points
de L\ O dont la partie réelle appartient a lintervalle [—m /2", —7/2"T1[. Un sous-
ensemble W tel que les triangles T'(w) sont deux & deux disjoints posséde au plus
27+! gléments, car les segments de I’axe imaginaire correspondant & leurs bases
doivent étre deux & deux disjoints. Soit W,, un sous-ensemble maximal tel que les
triangles T'(w) pour w € W, sont disjoints des T'(w) pour w € Wo U ---UW,,_4 :
W,, est fini.

Maintenant, pour tout w € L\ O, soit n tel que Re(w) € [r/2", /2" F!] : il existe
w' € WoU---UW, tel que T(w) N T (w') # @. La hauteur de T'(w') est > 7/2"+L
et celle de T'(w) est < /2™, T'(w) C 5T (w'), ou 5T (w') désigne le triangle homo-
thétique & T'(w'), de rapport 5 et de centre le milieu de la base de T'(w'). On en



déduit que Paire dans le cylindre de la réunion des T'(w) pour w € U W, est < 25

n€eN
fois celle de la réunion des T'(w) pour w € L\ O. [ |

La construction “a la Vitalli-Carathéodory” de cette preuve remplace l'argument
de décomposition dyadique de [RZ]. En raisonnant plus finement, on peut faire

descendre le facteur 25 4 5 + € pour tout €, et peut-étre méme en deca.

Voici une version adaptée pour le disque D, allégée en vue de son application a la

majoration de r :

Lemme 4 Pour tout owvert U inclus dans D et contenant le disque B(0,e™7), il
existe un ensemble fini ou dénombrable de points w; € U, i € 1, tels que les domaines

T (w;) soient deuz & deux disjoints dans le quotient C/i277, et tels que

aire U T(w)SC’g.ZaireT(wi)

ewinD\U el

les aires étant mesurées dans le quotient.

Version allégée pour la minoration de r :
Lemme 5

ZaireTs(wi)gcg.aire U T(w)

el ew eD\U

les aires étant mesurées dans le quotient C/i2n7Z.

Preuve de la proposition 2

Traitons tout de suite le cas ou il existe z € D\ U tel que |z| < e~ ™. Soit z de module

minimal, et u > 0 tel que z = exp(—u). Alors u — 7/2 < au, et e ™ < r < — T
sinh u
d’ou ln(siah |

n(sinh(u)/u) < [In 7| U

u -~ a T u—7/2

Une étude de fonction montre alors que

y

Dans le cas ou tous les point z € D \ U vérifient que |z| > e~ ™, nous procéderons

en deux étapes, en nous inspirant de [RZ].

Majoration de r

Commencons par quelques calculs.



Etant donné z = exp(w) € I, soit E(z) = exp(D(w)) ot D(w) = Im(w).i— Re(w) x
Dy et Dy est le sous ensemble de C d’équation Re(w) < h(Im(w)), avec h: R — R
une fonction continue définie par h(y) = —1 pour y €] — oo, —2]U[2, +00[, h(y) =0

pour y € [—1,1], et h affine sur les deux intervalles restant

Lemme 6 I eziste une constante universelle Cy telle que pour tout x € [e™ ™, 1],
soit x' le point image de x par la représentation conforme de E(z) sur D qui envoie

0 sur 0 avec dérivée > 0. Alors

—Inz’

—Inz

Preuve :

Majorons la distance hyperbolique d dans E de 0 & =x.
Joignons d’abord 0 & z2. Comme E contient le disque
B(0,z), la distance hyperbolique de 0 & 22 dans E est
< celle dans B(0, z), qui est égale & celle de 0 & = dans

D, c’est & dire tanh™ ' (z). Maintenant, relions 22 a z : E

contient un domaine, image injective par l’exponentielle
d’un rectangle de méme base que le triangle T'(In(z))
et de hauteur 3/2 de celle-ci. Sur ce rectangle, la dis-

tance hyperbolique de In(z?) & In(z) est une constante

universelle Cs, et il est facile de voir que Cy < 1. Donc
d < tanh ! () + Cs. Si on uniformise E sur I, le point
T est envoyé sur un point z’ situé A distance hyperbo-

lique de 0 égale a d, donc a distance euclidienne égale a

tanh(d). On en déduit par une suite de calculs élémen-

. —Inz' 1—e"
taires que > exp(—2Cs)——— > 0.04 (nous
—Inz T
n’avons pas été trés fins dans cette minoration). [ ]

Comme dans [RZ], nous considérons maintenant une suite décroissante U; de sous-
ensembles de ). Classons les points z; de sorte que leur normes forment une suite
décroissante. Soit Up =D et U; = U;—1 \ {z}, c’est & dire que I'on retire successive-
ment & D les points en commencant par les plus proches du bord. Soit r; le rayon
conforme du revétement universel de U; : 1o = 1. Pour tout ¢ > 0, le domaine U; 1
contient E(z;). Soit ¢ : (D,0) — (U;,,0) revétement universel. Soit ¢ la branche
inverse définie sur E(z;) et envoyant 0 sur 0. Soit =} = |[¢(z;)|. Alors z! < z ou «}
est le nombre correspondant & z = |z;| dans le lemme 6. Donc, d’aprés les lemmes 6
et 1,



—In > Ki(Inz})? (lemme 1)
ri—1
Z Kl (ln Q?;)Q
> CIK (In|zl)? (lemme 6)

= C?K;aire T (w;)

Soit Ky = C?Kj. Ainsi Inr; —Inr;_; < —K>saire T (w;). Donc, en notant r le rayon

conforme du revétement universel de U,

Inr < —-K, Z aire T'(w;))
iel

et donc d’aprés le lemme 4,

K
Inr < ——2 aire U T(w)=—-Ka
Cs
ew eD\U

La constante K = 27K,/C5 que nous avons obtenue est trés petite (elle vaut

approximativement 1/20000), mais nous n’avons pas cherché a optimiser le calcul.

Minoration de r

Cette minoration n’interviendra pas dans la correction de la thése.

Le lemme suivant peut avoir son utilité dans d’autres contextes :

Lemme 7 Soit W C C un disque topologique contenant 0. Pour tout fermé A

ne contenant pas 0 tel que la composante connexre U de W \ A contenant 0 est



simplement connexe, soit N\(A) = r(U)/r(W) o r(-) désigne le rayon conforme par
rapport a 0.
Si A et B sont deuz fermés vérifiant les conditions ci-dessus, alors AUB les vérifie,
et

AMAUB) > \A)XB)

Preuve : Soit S2la sphére de Riemann. Nous utiliserons les deux résultats de topolo-
gie suivants. Un ouvert connexe et simplement connexe de S? a son complémentaire
connexe. Toute composante connexe du complémentaire d’un fermé connexe de S?2
est simplement connexe. Soit maintenant U associé & A et U’ 4 B. Par hypothése,
C\ U est connexe et C\ U’ aussi. Comme ils contiennent tout deux C\ W, leur
réunion C\ (U NU') est connexe. La composante connexe U" de W \ (AU B) qui
contient 0 est également la composante connexe de U NU' qui contient 0. Donc elle
est simplement connexe.

Considérons la fonction de Green g de W en 0, et ga (resp. gB, gaun) celle de la
composante de W \ A contenant 0 en 0 (et ainsi de suite). Par fonction de Green
nous entendons le supremum des fonctions sous-harmoniques positives s’annulant
au bord et inférieures & cste —In|z| en 0 : c’est une fonction harmonique positive
s’annulant au bord et ayant en 0 pour développement limité — In(z) + In(r) + o(1)
ou 7 est le rayon conforme. Soit la fonction h = g + gaup — g4 — gB, définie sur
U". Cette fonction est harmonique, méme en 0. L’inégalité de I’énoncé équivaut a
h(0) > 0 (notons que nous avons, d’aprés les inclusions entre les divers ensembles,
g > ga > gaus et g > g > gaus, mais que cela n’implique pas h(0) > 0). Par le
principe du minimum, il suffit de montrer que les valeurs d’adhérences de h au bord
de U" sont > 0. Tout point z au bord de U" est dans le bord d’au moins un des
trois ensembles W, U, ou U’. Au bord de W, les quatre fonctions tendent vers 0.
Au bord de U, en termes de valeurs d’adhérences, g4 est nulle, g > gp et gaup > 0,
donc h > 0. De méme pour le bord de U’. [ |

On peut formuler ce résultat ainsi : pour les domaines simplement connexes, quand
on enléve un méme morceau a deux domaines 'un contenant ’autre, la perte relative

de rayon conforme est moindre pour le domaine le plus petit.

Reprenons la suite z; = exp(w;) ot w; est fournie par le lemme 3, et soit Vi(z;) =

exp(T5(zi)). Louvert U = D\ U Vs(z;) est inclus dans U. Son rayon conforme
icl
est donc inférieur & celui de U. D’autre part, il est simplement connexe (car étoilé

par rapport a 0). D’aprés le lemme 7, son rayon conforme est supérieur au produit
des pertes induites par chaque V5(z;) pris isolément. Comme dans le lemme 1, la

contribution d’un seul triangle est de ’ordre de son aire :

Lemme 8 Soit u > 0, z = exp(—u), U la composante connexe contenant 0 de D

privé de la géodésique passant par x et orthogonale a (0z), et r le rayon conforme



associé a U. Alors

Quand u — 0,

Lemme 9 (contribution d’un triangle) I existe des constantes K3 > K4 > 1
telle que si0 < u <7,z =e"% U =D\{Vs(x)}, et r est le rayon conforme associé

a U, alors

— ln(r)/ aire T5(U) € [K4, Kg]

Preuve : Par un argument de continuité, il suffit de s’intéresser
au cas ou u est proche de 0. On peut alors placer le bord de Vi(x)
qui est trés proche d’un triangle entre deux géodésiques comme sur
la figure ci-contre. Avec des bases commensurables, leur aire est

commensurable. On conclut ensuite avec le lemme 8. Nous trouvons

que K3 = 8/27 convient. ]

D’aprés le lemme 7
Inr' > Z — K3 aire Ts (w;)

il
d’ou
lnr > Inr' > —KgZaireT5(wi)
il
> —K3Cjs.aire U T (w)

exp(w)ED\U

d’aprés le lemme 5.

On obtient ainsi une constante K' = 2rK3C5. Dans nos estimation, K’ = 200, ce

qui n’est pas excellent.
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ITI. Application a la correction de la thése

Nous n’utiliserons que la majoration de r dans la proposition 2.

Lemme 10 Pour tout u > 0, soit T le triangle plein fermé de sommets —u, im et
—in. La plus petite longueur hyperbolique [(u) dans D d’un chemin évitant 0 et dont

le relevé relie T a un translaté de T + 2im, tend vers +o0o quand u — 0.

Nous le reformulerons ainsi : pour passer le cone de paramétre u, un chemin doit

avoir une longueur > I(u).

Lemme 11 Pour tout d > 0, il existe une constante K(d) > 1 telle que pour tout
ensemble fini de points zo,21, ..., 2z, = Zo de D, non nuls, tels que z;11 et z; sont
reliés par un chemin ~y; évitant 0, de longueur hyperbolique < d dans D, et tels que
la concaténation des v; fait aw moins un tour autour de 0, si on note Z = {z;}i—1..n

et r' le rayon conforme de D\ Z, alors

Preuve : Autrement dit, si on note m = max|z;|,

—In7r’ 1
—lnm = K(d)

Premier cas : I'un des points de Z est & distance < e ™ de 0. Soit 2, le point le plus
proche de 0. Notons |zi| = exp(—u) : Inm > —u. D’autre part, r' est plus petit
que le rayon conforme de D\ {2}, donc In+' < In(u/sinhwu), d’ot —Inr'/ —Inm >
In(sinh u/u)/u > In(sinh(x)/m) /7 > 0.4, car u > 7 et u — In(sinhu/u)/u est une
fonction strictement, croissante.

Deuxiéme cas : tous les points de Z sont & distance > e~ ™. Soit u > 0 tel que u < 7
et I(u) > d dans le lemme 10. A un élément z € Z, z = exp(w), on associe un
intervalle de iR/i277Z, de centre iIm(w) et de longueur 27| Re(w)|/u, noté I(z). La
réunion des I(z) pour z € Z recouvre tout le quotient iR/i27Z. En effet, supposons
par l’absurde qu’un point iy échappe a cette réunion. Chaque «; a une longueur
hyperbolique dans I qui est < d, donc < I(u). Or la succession des v; fait au moins
un tour autour de 0, donc doit passer d’'un coté & l'autre du cone issu de iy et de
paramétre u, or d’aprés le lemme précédent il est trop court pour cela.

On sélectionne maintenant un sous-ensemble E de Z dont les intervalles I(z) sont
deux & deux disjoints, en commencant par le plus grand, puis en sélectionnant par
récurrence le plus grand parmi ceux qui restent et qui sont disjoints de ceux déja
sélectionnés. Alors, la réunion des intervalles de méme centres et de longueur triple
recouvre tout iR/i2nZ. Comme les éléments I(z) pour z € E sont deux a deux

disjoints, et contiennent la base de T'(z), les T'(In z) pour z € E sont deux & deux
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disjoints. Donc I’aire de leur réunion est égale a la somme de leurs aires, elle méme

égale &

S Re@)? = 3 O Reqw)

2m
z€E z€E
I
> 30 )
z€FR
u|lnm]|
> MBS e
z2€F
u|lnm| 27
> i
- 2r 3
> E|1nm|
- 3

Ainsi Paire de U T(w) est minorée par une valeur proportionnelle & |lnm)|
exp(w)€EZ
(avec un coefficient dépendant de d). Il suffit alors d’appliquer la proposition 2. B

Lemme 12 Pour tout d > 0, pour toute fonction f : D — D fizant 0 et tous
r €le 1 et ¢ € N, ¢ > 2, tels que la distance hyperbolique dans D entre r et
rexp(i2n/q) est < d, alors

In(r') < In(r)/K(d) (<0)

ou ' est le rayon conforme de D\ f(rU,), et K(d) est la constante du lemme

précédent.

Preuve : Il suffit de prendre pour ; l'image par f de la géodésique qui relie
rexp(i2mi/q) arexp(i2n(i+1)/q). Si'un d’entre eux touche 0 il suffit de considérer
une valeur de r légérement inférieure et de passer a la limite. Le nombre de tours
autour de 0 de la concaténation de ces chemins est égal & au nombre de fois que f
atteint 0 et donc est > 0. |

Pour conclure, remarquons que pour toute valeur de d, il existe une constante R(d) >
0 telle que si ¢ > 3, r > e~ 1, (valeurs que j’ai fixées arbitrairement), et si ¢| In(r)| >
R(d), alors la condition sur les distances hyperboliques des lemmes précédents est

vérifiée.
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Conclusion

Je pense que les constantes K' et K peuvent étre considérablement améliorées.
On peut également chercher & remplacer la forme triangulaire par une autre, pour
avoir un quotient K'/K encore meilleur (dans le présent article, nous obtenons un
quotient de I'ordre de 4.10%).
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