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vi ABSTRACT
Abstra
t
We de�ne the asymptoti
 size of a paraboli
 �xed point, that enables to prove a
onje
ture of Douady and to give a new proof of a theorem of Yo

oz.We give a geometri
 
onstru
tion of a holomorphi
 map, that extends to horn mapssome results that the Blas
hke fra
tion z2 z � 31� 3z gave for quadrati
 polynomialswith an indi�erent �xed point of bounded type rotation number.We state two 
onje
tures and two hypotheses, and prove that they imply the exis-ten
e of a � 2 R n Q su
h that the polynomial P (z) = �z + z2 with � = exp(i2��)has a Julia set J of positive Lebesgue measure.Key words : holomorphi
 dynami
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vii
Introdu
tion
L'obje
tif de 
ette thèse est d'étudier la question de l'existen
e d'une fra
tion ra-tionnelle R ayant un ensemble de Julia J(R) di�érent de la sphère de Riemann S2et de mesure de Lebesgue stri
tement positive. Notre opinion est qu'il en existe,et la dernière partie de la présente thèse donne des arguments en sa faveur. Nousnous intéressons plus pré
isément aux polyn�mes quadratiques possédant un point�xe indi�érent irrationnel en 0 : P (z) = �z + z2 ave
 � = ei2�� et � 2 R n Q (dans
ette introdu
tion, nous noterons P = P�). On note K(P ) l'ensemble de Julia rem-pli. Nous avons formulé deux 
onje
tures (que des expérien
es numériques et desanalogies semblent appuyer), et deux hypothèses, (dont nous pensons avoir une dé-monstration, mais qui n'est pas en
ore é
rite), qui à elles 4 impliquent le résultatsuivantMP : existen
e d'un ensemble dense de valeurs de � tels que P a un point de Crémeren 0 et tels que la mesure de Lebesgue de J(P ) est > 0.La méthode pour obtenir un ensemble de Julia de mesure positive est basée surune idée de Douady qui se résume en deux 
onje
tures et une proposition, que nousénonçons vaguement :Conje
ture a. Quand on approxime un irrationnel de type 
onstant � par ses réduites�n = pn=qn, alors la limite inférieure de l'aire de ÆK(Ppn=qn) est supérieure ou égaleà 
elle de ÆK(P�).Conje
ture b. Soit ! un irrationnel de type 
onstant. Quand on approxime un ra-tionnel p=q par des irrationnels �n �! � ayant un disque de Siegel de multipli
ateurvirtuel égal à ! dans les 
ylindres d'É
alles persistant, alors sous 
ertaines 
ondi-tions, le quotient de la limite inférieur des aire de ÆK(P�n) par l'aire de ÆK(Pp=q), estsupérieur à une 
onstante k < 1 qui tend vers 1 quand q �! +1 et ! est �xé.Proposition Si les deux 
onje
tures pré
édentes sont vraies, alors il existe un en-semble de Julia de mesure positive (du type dé
rit pré
édemment).Les 
onje
tures de Douady sont basées sur l'observation de dessins d'ensembles deJulia.Nous avons démontré la 
onje
ture a. Il se trouve que l'hypothèse sur le type del'irrationnel est super�ue : elle est vraie pour tout � irrationnel (bien sûr elle n'ad'intérêt que quand ÆK n'est pas vide, i.e. que quand 0 n'est pas un point de Crémer).



viii INTRODUCTIONNous avons é
rit la démonstration de la proposition.Nous avons pré
isé des 
onditions dans lesquelles on peut espérer que la 
onje
ture bfon
tionne. Nous avons formulé un ensemble de deux 
onje
tures, appelées 
onje
-tures 1 et 2, qui impliquent la 
onje
ture b, et é
rit 
ette impli
ation. La preuveutilise également deux hypothèses, qui sont des lemmes dont nous n'avons pas é
ritla preuve : une de semi-
ontinuité, et une de mesure nulle de 
ertains ensembles deJulia-Lavaurs.Des
ription de 
haque partieDans la partie 1 : �Explosion des points �xes paraboliques dans la famille quadrati-que�, on introduit la notion de taille asymptotique La d'un point parabolique, qui estun point �xe multiple, que l'on relie à la vitesse d'explosion du point �xe multipleen un 
y
le, dans le 
as du point 0 de la famille P = �z + z2. On démontre alorsun théorème reliant la taille asymptotique du point 0 de Ppn=qn au rayon 
onformeinterne en 0 du disque de Siegel �. Cela nous permet de démontrer la 
onje
ture a,en nous basant sur un travail préliminaire de Jellouli, ainsi que quelques lemmessupplémentaires que nous formulons et prouvons. En parti
ulier nous démontronsun lemme de fuite des points �xes. Nous obtenons également une nouvelle preuved'un théorème de Yo

oz : si � ne respe
te pas la 
ondition de Brjuno, alors 0 estun point de Crémer de P�.Dans la partie 2 : �Semi-
ontinuité dans le théorème de Siegel-Brjuno, par la mé-thode de Yo

oz�, nous démontrons une proposition qui est peut-être déjà 
onnue,et dont nous pensons qu'elle implique l'hypothèse de semi-
ontinuité. Notre preuvese base dire
tement sur les méthodes de renormalisation de Yo

oz.Dans la partie 3 : �Étude des objets limites de l'implosion parabolique�, nous in-troduisons 
es objets, et donnons ses propriétés élémentaires, en nous basant surles travaux de Lavaurs et Shishikura. La plupart des résultats de 
ette partie sontdéjà 
onnus. Elle sert essentiellement d'introdu
tion aux deux parties suivantes.Nous y démontrons les propriétés de revêtement des appli
ations de 
ornes d'unpolyn�me P = �z + z2 ave
 � une ra
ine de l'unité, l'universalité de son é
hiquierparabolique�qui joue un r�le 
lef dans les deux parties suivantes�des lemmes
on
ernant la géométrie de l'ensemble de Julia de P et de son é
hiquier en 
oordon-nées de Fatou, et des ra�nements de la lo
ale 
onnexité de J(P ) (destinés à unefuture preuve de l'hypothèse de mesure nulle).Dans la partie 4 : �Disques de Siegel virtuels�, nous adaptons la 
hirurgie de Douady,Herman, et al, pour modéliser 
ertains disques de Siegel dans la famille quadratiqueau 
as des appli
ations de 
ornes de Pp=q . Nous avons trouvé une 
onstru
tiongéométrique d'un analogue � de la fra
tion de Blas
hke B(z) = z2 z � 31� 3z . Nous ef-



ixfe
tuons ensuite la 
hirurgie, prouvons qu'elle donne bien une appli
ation de 
ornes,et démontrons quelques lemmes qui seront utilisés dans la partie 5. En parti
ulier,le bord du disque de Siegel virtuel est un quasi
er
le qui passe par le point 
ritiqueprin
ipal de l'appli
ation de 
ornes.Dans la partie 5 : �Un pas vers la mesure positive�, nous formulons pré
isément la
onje
ture b de Douady. Nous démontrons que les 
onje
tures a (démontrée dans lapartie 1) et b (toujours ouverte) impliquent MP. Nous formulons les 
onje
tures 1et 2, ainsi que les deux hypothèses, et nous démontrons qu'ensemble elles impliquentla 
onje
ture b, en nous basant sur les résultats de la partie 4 ; il faut pré
iser quela philosophie de 
ette impli
ation est la notion de densité intrinsèque, étudiée parJellouli dans sa thèse, bien que nous n'utilisions pas ses résultats. Nous montronségalement quelques expérien
es numériques semblant 
onforter les 
onje
tures 1et 2, ainsi que l'hypothèse de semi-
ontinuité.



x NOTATIONS
Notations
Les notations suivantes sont plus ou moins 
lassiques :� le plan 
omplexe est noté C� la translation de ve
teur 
 2 C est notée T
� D désigne le disque unité de C� B(z; r) la boule de 
entre 0 et de rayon r dans C� on note �i� le nombre 
omplexe et �i� l'index� N� désigne N privé de 0 ; il en est de même pour Z�, R� , C � . . .� pour deux ensembles A et B d'un ensemble X , A nB désigne la di�éren
e, 
'està dire l'ensemble des points de A qui n'appartiennent pas à B� le bord d'un sous ensemble A d'un espa
e topologique est noté �A, et son adhé-ren
e A, ou parfois Adh(A) pour des raisons de pla
e au dessus de A� la sphère de Riemann est notée S2� le demi-plan supérieur �Im(z) > 0� est noté H , le demi-plan inférieur �H� si X � Y sont des ensembles, f : X ! Y une appli
ation, et A � X , on diraque A est stable si f(A) � A, qu'il est invariant si f(A) = A, qu'il est stable enarrière si f�1(A) � A qu'il est invariant en arrière si f�1(A) = A, et qu'il estbi-invariant si f(A) = A = f�1(A).� Leb désigne la mesure de Lebesgue sur C .� un disque topologique d'une surfa
e topologique S est un ouvert 
onnexe homéo-morphe à D� rappelons qu'un ouvert de C est un disque topologique si et seulement si il estnon vide, 
onnexe et simplement 
onnexe� un disque topologique U d'une surfa
e de Riemann S est soit analytiquementisomorphe à D soit à C , les deux 
as étant ex
lusifs ; dans le premier 
as, on ditqu'il est hyperbolique� rappelons qu'un disque topologique C est hyperbolique si et seulement si il estdi�érent de C



xi� le disque unité est muni de la métrique hyperbolique induite par la métrique Rie-mannienne jdzj1� jzj2 ; tout disque topologique hyperbolique U d'une surfa
e deRiemann est muni de la métrique dU induite par l'uniformisation de Riemann, etappelée métrique hyperbolique sur U� le rayon 
onforme (interne) en z 2 C d'un disque topologique hyperbolique U deC , 
ontenant z, est l'unique r > 0 tel qu'il existe un di�éomorphisme analytique� de U vers rD ave
 �(z) = 0 et �0(z) = 1� pour ai � 1, [a0; a1; : : :℄ désigne le nombre � ayant la suite (ai)i2N pour dévelop-pement en fra
tion 
ontinue : � = a0 + 1=(a1 + : : :)� on dit que le nombre � est de type borné par M 2 N� , si 8i � 1, ai �M� si � est un nombre irrationnel, nous noterons fréquemment pn=qn ses réduites enfra
tion 
ontinue� pour un point x d'un espa
e topologique X , nous noterons V(x) l'ensemble desvoisinages de x dans X� la restri
tion d'une fon
tion f à l'ensemble U est notée f jU� si X est un ensemble et f : X ! X une appli
ation, la grande orbite d'un pointx 2 X est l'ensemble des points y 2 X tels que 9m;n 2 N fn(y) = fm(x)� s'il existe une notion de point 
ritique, les points post
ritiques sont les pointsfn(
) où n � 1 et 
 est 
ritique ; les points pré
ritiques sont les points z tels qu'ilexiste n � 0 tel que fn(z) soit 
ritiqueLes notations suivantes viennent de la dynamique holomorphe.� soit S une surfa
e de Riemann, U � S un ouvert et f : U ! S une appli
ationholomorphe� à un point �xe z de f on peut asso
ier une notion de dérivée f 0(z) 2 C� z est dit répulsif si jf 0(z)j > 1, attra
tif si jf 0(z)j < 1, indi�érent si jf 0(z)j = 1� z est dit linéarisable s'il existe un voisinage de z sur lequel f est analytiquement
onjuguée à sa partie linéaire sur un voisinage de l'origine (rappelons que 
'esttoujours le 
as si jf 0(z)j 62 f0; 1g)� le disque de Siegel asso
ié à un point �xe indi�érent linéarisable z est la réuniondes ouverts U tels que z 2 U , f(U) = U et sur lesquels f est analytiquement
onjuguée à la rotation R : D ! D ou R : C ! C de même angle que sa partielinéaire ; le disque de Siegel est un disque topologique, invariant par f , et surlequel f est analytiquement 
onjuguée à R : D ! D ou R : C ! C



xii NOTATIONSOn trouvera des dé�nitions et des propriétés élémentaires des ensembles suivantspar exemple dans [CG℄, ainsi que dans [DH℄.� K(P ) l'ensemble de Julia rempli du polyn�me P� J(P ) son ensemble de Julia� M l'ensemble de MandelbrotLes notations suivantes sont spé
i�ques à 
e do
ument� �8p ^ q = 1� signi�e �pour tout 
ouple (p; q) 2 Z2, ave
 q > 0 et p et q premiersentre eux�� A�q est l'ensemble des entiers modulo q, et A+q est l'ensemble des nombres de laforme n+ 12 , modulo q ; Z agit sur 
es deux ensembles par translation ; on 
hoisirade préféren
e i pour noter les indi
es dans A�q , et j les indi
es dans A+q� la surfa
e de Riemann quotient C =Z est homéomorphe à un 
ylindre, et notéeCYL� le 
ylindre CYL est isomorphe à la sphère de Riemann privée de deux points parl'appli
ation z 7! ei2�z ; on peut don
 
ompléter CYL en une surfa
e de Riemannisomorphe à la sphère de Riemann S2, en ajoutant un point à 
haque bout (etdes 
artes supplémentaires), que nous noterons +i1 et �i1 et qui 
orrespondentrespe
tivement aux points 0 et 1 de S2.� on notera � : C ! C =Z la proje
tion ; le 
ontexte permettra de ne pas le 
onfondreave
 le réel � = 3; 14 : : :� la proje
tion �(A) à CYL d'un sous ensemble T1-invariant A de C sera égalementnotée A ; on évitera d'utiliser 
ette notation si A n'est pas T1 invariant� une fon
tion f dé�nie sur un ensemble T1-invariant A de C et satisfaisant 8z 2 A,f(z + 1)� z 2 Z admet une proje
tion en une fon
tion de f : A ! CYL, 
'est àdire telle que f Æ � = � Æ fAttention : les 
onventions 
on
ernant le polyn�me P ne sont pas les mêmes dansles di�érentes parties de 
e do
ument. Dans la partie �Explosion des points �xesparaboliques . . . � on a P� = e�z + z2, alors que dans les parties �Étude des objetslimites . . . �, �Disques de Siegel virtuels� et �Un pas vers la mesure positive� on aP� = ei2��z + z2.



Première partie
Explosion des points �xesparaboliques dans la famillequadratique





Partie I
Introdu
tion
Le but premier de 
ette étude est de démontrer une 
onje
ture de Douady. Consi-dérons P = �z + z2 où � est un multipli
ateur neutre de nombre de rotation �irrationnel de type borné. Ce polyn�me a un disque de Siegel en 0. Quand onrempla
e � par ses réduites pn=qn, donnant un polyn�me Pn, le point 0 devientparabolique ave
 qn pétales. La 
onje
ture de Douady était que l'ensemble de Juliarempli Kn de Pn tendait à remplir l'intérieur de l'ensemble de Julia K de P , enterme de mesure de Lebesgue. Plus pré
isément, l'aire du 
omplément de Kn dansÆK tend vers 0.L'étude du problème a 
ommen
é dans la thèse de Jellouli. Il manquait 
ependantla notion de taille asymptotique d'un point parabolique (
'est à dire une estimationd'un 
oe�
ient du développement en série de P qnn en 0). Nous avons pu mener àterme la preuve de la 
onje
ture, et 
onstaté que l'hypothèse �de type borné� sur lenombre de rotation était super�ue.La méthode employée nous a également permis de trouver une nouvelle preuve duthéorème suivant de Yo

oz : si la 
ondition de Brjuno sur � n'est pas véri�ée, alorsle polyn�me quadratique P est non linéarisable en 0.NotationsSauf mention 
ontraire, nous utiliserons les notations suivantes :Soient � 2 C , � = e� et 
 = �2 � �24 .On dé�nit les polyn�mes P�(z) = e�z+ z2 et Q
 = z2+ 
. Ils sont 
onjugués par latranslation de ve
teur �=2.Quand � = i2�� ave
 � 2 R, �(�) désignera le disque de Siegel (ouvert) de P� en0 s'il en a un, et ? sinon. On notera r(�) le rayon 
onforme (interne) de �(�) en0 dans le premier 
as, et r(�) = 0 dans le se
ond 
as. On notera S l'ensemble des� 2 R tels que r(�) > 0.Remarque : Notons que nous n'utiliserons pas i
i la 
ara
térisation de Brjuno-Yo

oz de S par les réduites de �. 3



Partie IThéorèmesThéorème 1 Pour tout � 2 S, soient pnqn ses réduites et �n = i2�pnqn :1. Pour tout 
ompa
t K � �(�), 9N 2 N tel que 8n � N , l'itéré P qn�n n'a pas depoint �xe di�érent de 0 dans K.2. Leb ÆK(P�n) \�(�) �!n!+1 Leb �(�)Habib Jellouli a démontré dans sa thèse (Chapitre II, Théorème 3) que l'on déduitdu point numéro 2 du théorème 1 la 
onje
ture suivante de Douady :Théorème 2 Leb ÆK(P�n) \ ÆK(Pi2��) �!n!+1 Leb ÆK(Pi2��)Remarques :� Dans 
e théorème il est important de 
onsidérer ÆK(Pi2��) et non K(Pi2��), 
ar onne sait pas en
ore s'il existe � 2 R tel que Leb �K(Pi2��) > 0, et notre analysene s'applique qu'à ÆK(Pi2��).� Il est par 
ontre indi�érent de 
onsidérer ÆK(P�n) ou K(P�n), 
ar Douady etHubbard ont prouvé que le bord de K(P�n) a mesure nulle.� Le théorème reste vrai pour K(Q
n) et ÆK(Q
), ave
 
n 
orrespondant à �n et
 à i2��. En e�et, pour tout ouvert O de C (et plus généralement pour toutborélien de mesure �nie), Leb (O+ z) X O �!z!0 0, où AXB désigne la di�éren
esymétrique de A et B.Théorème 3 Soit � 2 R tel queXn2N ln qn+1qn = +1Alors � 62 S.Ce théorème a déjà été démontré par Yo

oz en 1988 (voir [Y℄) mais nous en donnonsune preuve 
omplètement indépendante.Dans le 
as où lim sup ln qn+1qn > 0, la preuve est nettement plus simple et nouspermet de démontrer que le point �xe 0 de Pi2�� est a

umulé par des orbitespériodiques de Pi2��, 
e que l'on appelle des petits 
y
les.En utilisant 
e dernier résultat et le théorème de R. Pérez Mar
o (voir [Pm℄ ; il yest démontrée une équivalen
e, et nous parlons de l'impli
ation la moins di�
ileà prouver, 
elle qui n'utilise pas la réversion d'une pro
édure de renormalisation)4



Partie Idisant que si X ln ln qn+1qn < +1, alors 0 est soit linéarisable soit a

umulé pardes petits 
y
les (
e théorème est valable pour tout germe holomorphe de point �xeindi�érent ayant 
e nombre de rotation, et est l'analogue du théorème de linéarisa-tion de Brjuno), on obtient une alternative 
omplète à la preuve par Yo

oz de laprésen
e de petits 
y
les :Théorème (Yo

oz, 1988) Soit � 2 R tel queXn2N ln qn+1qn = +1Alors le point �xe 0 est a

umulé par des orbites périodiques de Pi2��.

Fig. 1 � Le bord du disque de Siegel de Pi2��, ave
 � = 3�p52 (dont une réduite est38 ), superposé à l'ensemble de Julia de Pi2� 38
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Partie I Se
tion 1
1. La taille asymptotique d'un pointparabolique
Soit f une appli
ation holomorphe dé�nie sur un voisinage U de 0, telle que f(0) = 0et parabolique en 0, 
'est-à-dire telle que f 0(0) = zi2�� ave
 � = p=q un irrationnelé
rit sous forme irrédu
tible. Il est démontré dans [DH℄, au 
hapitre IX, quesoit fq(z) = z au voisinage de 0, soit fq(z) = z + Czr+1 + Oz!0(zr+2)ave
 C 2 C � et r = �q où � 2 N� .Dé�nition 1.1 Nous appellerons taille asymptotique de f au point parabolique 0le nombre réel La = ���� 1rC ���� 1rSous la dynamique de f , 0 attire tout point d'un piège V ouvert et non vide, appelé�eur de Leau, telle que 0 2 V et 8z 2 V , (8n 2 N, fn(z) 2 V ) et fn(z) �!6= 0 quandn �! +1. La taille asymptotique tire son nom de la proposition suivante :Proposition 1.2 8z tel que fn(z) �!6= 0; jfn(z)j �n!+1 Lan1=rCelle-
i a pour 
orollaire laProposition 1.3 Soit � un 
hangement de variable holomorphe dé�ni au voisinagede z, g = � Æ f Æ ��1 la 
onjuguée de f par �, et L0a la taille asymptotique de g enz0 = �(z). Alors L0a = j�0(z)jLa

6



Se
tion 1 Partie IDans [DH℄, 
hapitre IX, proposition 6, il est démontré que si f est un polyn�me, �est inférieur ou égal au nombre de points 
ritiques de f . Comme P� n'en a qu'un,nous avons laProposition 1.48p ^ q = 1; 9C 2 C � tel que P qi2� pq (z) = z + Czq+1 +O(zq+2)Nous noterons La�pq� = ���� 1qC ����1=q la taille asymptotique de Pi2� pq en 0.

7



Partie I Se
tion 2
2. Explosion des points �xesparaboliques dans la famillequadratique
Rappelons la proposition suivante, dont une preuve est esquissée dans [DH2℄, Cha-pitre I, � 1, au troisième paragraphe suivant la proposition 3.Proposition 2.1 (Douady) Le polyn�me z2 + 
 possède au plus un 
y
le nonrépulsif.Soit pq une fra
tion irrédu
tible donnée (nous autorisons 01 ). Soit �0 = i2�pq . D'aprèsla proposition 1.4, P q�0(z) = z + Czq+1 + O(zq+2) ave
 C 6= 0. Soit P l'ensembledes � 2 C tels que P q� a un point �xe multiple, 
'est à dire tels qu'il existe un pointz 2 C véri�ant P q�(z) = z et (P q� )0(z) = 1. En parti
ulier, �0 2 P . Soit R = R(p=q)la distan
e de �0 à P n f�0g. Soit r = R1=q , B = B(p=q) = B(�0; R), et o = e�0 .Proposition 2.2 (suivi de l'explosion) Il existe une fon
tion analytique � : rD !C , un entier k 2 N et des fon
tions analytiques �1; : : : ; �k : B ! C telles que :� Pour tout Æ 2 rD non nul et pour � = �0 + Æq, les points �xes de P q� sont lesk + 1 + q points distin
ts suivants : �1(�), . . . , �k(�), le point 0, et les points du
y
le suivant de P� : (�(Æ), �(oÆ), . . . , �(oq�1Æ)). Ce sont des point �xes de P qde multipli
ité 1.� Pour Æ = 0 et � = �0, les points �xes de P q� sont les k + 1 points distin
tssuivants : �1(�), . . . , �k(�) ave
 multipli
ité 1, et �(0) = 0 ave
 multipli
ité q+1.� �0(0)q = � qC (en parti
ulier, �0(0) 6= 0)Preuve : Soit � 2 B. La multipli
ité des points �xes de P q� est 1 quand � 6= �0, 
arun point �xe est multiple si et seulement si son multipli
ateur est égal à 1. Quand� = �0, alors le point 0 a multipli
ité q + 1 et 
'est le seul point parabolique.Soit F (�; z) = (P q�(z)� z)=zune fon
tion analytique de deux variables � 2 C et z 2 C � qui se prolonge analyti-quement par F (�; 0) = eq� � 1 à C 2 tout entier. Pour tout � 2 C , �F (�; z) = 0� est8



Se
tion 2 Partie Il'équation des points �xes de P q� auxquels on �te une multipli
ité en 0. SoitA = �(�; z) 2 C 2 �� F (�; z) = 0	Pour (�; z) 2 A, si z 6= 0, on 
al
ule ��zF (�; z) = (m� 1)=z oùm = m(�; z) = (P q�)0(z)et si z = 0, alors m = 1. D'après le théorème des fon
tions impli
ites, si m 6= 1,alors '�' est une 
oordonnée (analytique) lo
ale pour A au voisinage de (�; z). Pardé�nition de R, pour tout � 2 B n f�0g, et z 2 C tel que (�; z) 2 A, alors m 6= 1.Soit A0 = �(�; z) 2 A �� � 2 B	et notons �1(�; z) = � et �2(�; z) = z. Sur A, '�' est une 
oordonnée lo
ale tantque m 6= 1. Sur A0, 
ela arrive seulement pour � = �0 par dé�nition de B. Auquel
as z = 0 
ar P� a au plus un 
y
le parabolique or (0) en est un pour � = �0. Aupoint (�0; 0), ���F = q 6= 0, don
 'z' y est une 
oordonnée lo
ale. Don
 A0 est unevariété analytique 
omplexe lisse (de dimension 1). La fon
tion �1 : A0 ! B estpropre, 
ar il existe un rayon d'é
happement R(�) pour P�, dépendant 
ontinûmentde �. Elle est analytique, et non rami�ée en dehors de (�0; 0). Don
 A0 est une union�nie d'ouverts Ui, i � k, k 2 N, analytiquement isomorphes à D par �1 : Ui ! B,et d'un ouvert V sur lequel �1 est un revêtement rami�é analytique de degré �ninoté n, ave
 un unique point de rami�
ation (�0; 0). Ce revêtement rami�é estdon
 analytiquement isomorphe à z 7! zn : D ! D . Ce
i implique qu'il existe unisomorphisme � : rD ! V tel que �1(�(Æ)) = �0 + Æn. De plus (�2 Æ �)0(0) 6= 0,puisque z est une 
oordonnée lo
ale en (�0; 0). Développons F en (�0; 0) :F (�0 + "; z) = q"+ Czq +O("z) +O(zq+1)En substituant �(Æ) à (�; z), on déduit que n = q. Soit � = �2 Æ � et �i = �2 Æ(�1jBUi)�1. La substitution pré
édente implique également que �0(0)q = �q=C. Ondéduit de tout 
e
i, la présente proposition à une a�rmation près : que lorsque� 6= �0, (�(Æ), �(oÆ), . . . , �(oq�1Æ)) est un 
y
le de P�. Il su�t pour 
ela dedémontrer que 8Æ 2 rD , �(oÆ) = P�(�(Æ)). Le deuxième membre est une fon
tion fde Æ. C'est un point �xe non nul de P q� , don
 égal par 
ontinuité à l'une des fon
tions�i ou �(ojÆ). Comme elle vaut 0 en 0, 
ela ne peut pas être l'une des fon
tions �.En 
al
ulant les dérivées en 0, on en déduit que j = 1 (mod q). �On peut aisément expli
iter la valeur de k : k = 2q � q � 1, mais 
ette valeur nejouera au
un r�le dans la suite.
9



Partie I Se
tion 2La dérivée j�0(0)j représente la vitesse d'explosion du 
y
le (par rapport à la ra
ineq-ième de la perturbation). Noter que le dernier point de la proposition permet derelier 
ette vitesse à la taille asymptotique du point parabolique 0 de P�0 :j�0(0)j = q2=qLa�pq�Ces deux nombres sont don
 
omparables pour de grandes valeurs de q puisqueq2=q �!q!+1 1Remarque : Des arguments heuristiques (en parti
ulier le 
al
ul ���m = �q2 en�0) indiquent que l'é
helle naturelle du membre Mp=q atta
hé en �0 est 1=q2. Si on
al
ule la vitesse d'explosion en termes de la ra
ine q-ième de q2(���0), on trouveexa
tement La(p=q). Cette égalité (taille asymptotique = vitesse d'explosion parrapport à la ra
ine q-ième de la perturbation dans un système de paramètres 
 telque j�m=�
j = 1) est d'ailleurs vraie pour des familles plus générales.Théorème 2.3 (minoration du rayon paramétrique)Il existe une suite (Rq)q2N telle que 8p ^ q = 1, R�pq� � Rq etRq � 
steq3Remarque : Nous 
onje
turons que l'on peut en fait prendre Rq � 
steq2 . Ce seraitle 
as si dans l'inégalité de Yo

oz, on avait une majoration en 1=q2 au lieu de 1=q.Nous 
onje
turons également que 
'est le meilleur équivalent possible.Le reste de 
ette se
tion est dédié à la preuve du théorème 2.3. Nous introduisonsd'abord quelques notations et résultats 
lassiques.Dé�nition 2.4 Nous noterons M� = �� 2 C �� 
 2 M	Rappelons que '
' est lié par dé�nition à �.Proposition 2.5L'ensemble M� est 
onnexe, fermé et 
ontient le demi-plan �Re(z) � 0�.8p ^ q = 1, M� nni2� pqo possède deux 
omposantes 
onnexes. L'une 
ontient ledemi-plan �Re(z) < 0� l'autre est appelée membre p=q, et notée M pq .Voir [T℄, 
orollaire D.5, pour une preuve. Notons que notre dé�nition de membreex
lue sa ra
ine, i2�p=q.Proposition 2.6 (Yo

oz) Le membre p=q est in
lus dans le disque fermé derayon ln 2q , tangent à l'axe imaginaire iR en i2�pq , et situé à droite de 
elui-
i.10



Se
tion 2 Partie I
Fig. 2.1 � L'ensemble � et quelques 
er
les de Yo

oz (on a tourné la �gure de 90Æ)Cette proposition est illustrée par la �gure 2.1. Voir [H℄ pour une preuve. On ytrouve également (proposition 4.2, p. 477) la preuve de laProposition 2.7 (Yo

oz, �pas de membre fant�me�) M� est la réunion dudemi-plan �Re(z) � 0� et de ses membres.On peut également 
onsulter [T℄, théorème D.3 appliqué à 
0 = 1=4.Proposition 2.8 8p ^ q = 1, 8� 2 M pq , si le polyn�me P� a un point paraboliquez de période k, alors soit k > q, soit k = q et alors (P q�)0(z) 6= 1.Preuve : Cette proposition m'a été 
ommuniquée par Adrien Douady. Comme jen'ai pas trouvé de référen
e é
rite, j'ai in
lus une preuve appendi
e 6.2. La preuvede Douady repose sur les arbres de Hubbard, 
elle que nous proposons sur les rayonsexternes. �Preuve du théorème 2.3 :Soit � 2 C di�érent de �0 = i2�pq , et supposons que P q� a un point �xe multiple :alors d'après la proposition 2.8 soit � = i2�r=q ave
 r 2 Z, soit � est dans unmembre M km , d'ordre m < q. Dans le premier 
as,dist(�; �0) � 2�qDans le deuxième 
as, q > m � 1, don
 q � 2, et d'après la proposition 2.6
e membre est in
lus dans un disque fermé Ck=m de rayon ln(2)=m et tangent eni2�k=m à iR. Minorons la distan
e de �0 à 
e disque : d'après le théorème dePythagore (voir �gure 2.2),dist�i2�pq ; Ck=m� =s�2�� km � pq��2 +� ln 2m �2 � ln 2m11



Partie I Se
tion 2
R

ln(2)mi2� kmi2� pq
Fig. 2.2 � Cadre dans lequel on utilise le théorème de PythagoreOr ���� km � pq ���� � 1qm , don
dist�i2�pq ; Ck=m� � s� 2�qm�2 +� ln 2m �2 � ln 2m =4�2q2m s4�2q2 + ln(2)2 + ln 2!Puisque m � q � 1,dist�i2�pq ; Ck=m� � eRq def= 4�2q2(q � 1) ln(2)0�s� 2�q ln 2�2 + 1 + 11ASoit Rq = min�eRq ; 2�q � = eRq pour q � 2, et R1 = 2�. Alors Rq 
onvient etRq �q!+1 2�2q3 ln 2Ce qui démontre le théorème 2.3 �

12



Se
tion 3 Partie I
3. Appli
ation à l'étude de la tailleasymptotique

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1Fig. 3.1 � Graphe des La(p=q) en fon
tion de p=q, pour q � 200Rappellons que r(�) désigne le rayon 
onforme interne en 0 du disque de Siegel dePi2�� s'il y en a un, et 0 sinon. Nous allons démontrer le théorème suivant :
13



Partie I Se
tion 3Théorème 3.1 8� 2 R; lim suppq!6= � �La�pq�� = r(�) (3.1)8� 2 R n Q; limn!+1�La�pnqn�� = r(�) (3.2)où pn=qn sont les réduites de �.Pour 
ela, il su�t de démontrer les deux inégalités suivantes :8� 2 R; lim suppq!6= � �La�pq�� � r(�) (3.3)8� 2 R n Q; lim infn!+1�La�pnqn�� � r(�) (3.4)3.1 Inégalité 3.3 : la borne supérieureConsidérons la fon
tion � donnée par la proposition 2.2. Comme elle dépend de p=q,nous la noterons �p=q . Nous utiliserons le théorème suivant :Théorème 3.2 (théorème de 
onvergen
e de Carathéodory)(version adaptée) Soit Un une suite dé
roissante d'ouverts 
onnexes et simplement
onnexes de C , 
ontenant 0, et �n : rnD ! Un (rn 2 ℄0;+1℄) l'isomorphismeanalytique qui envoie 0 sur 0 ave
 dérivée 1 en 
e point. Alors rn est une suitedé
roissante. Soit I = \Un. Si 0 62 ÆI, alors rn �! 0 et la suite de fon
tionsD ! C : z 7! �n(rn:z) tend vers 0 uniformément sur tout 
ompa
t. Si 0 2 ÆI, soitU 0 la 
omposante 
onnexe de ÆI qui 
ontient 0. Alors l'ouvert U 0 est simplement
onnexe. Soit � : rD ! U 0 l'isomorphisme 
orrespondant (�(0) = 0, �0(0) = 1,r 2 ℄0;+1℄). Alors rn �! r et �n �! � uniformément sur tout 
ompa
t de rD et��1n �! ��1 uniformément sur tout 
ompa
t de U 0.On trouvera une preuve de 
es énon
és très 
lassiques par exemple dans [P℄. Fixonsmaintenant � 2 R. Notons que si 0 est linéarisable pour Pi2��, alors �(�) est la
omposante 
onnexe de ÆK qui 
ontient 0 ; si 0 n'est pas linéarisable, alors 0 2 �K.Considérons l'équipotentielle E de Pi2�� de potentiel ". Elle sépare C en deux 
om-posantes 
onnexes, et nous appellerons V" la 
omposante bornée. Soit �" l'isomor-phisme de V" vers s"D (s" 2 ℄0;+1[) qui envoie 0 sur 0 ave
 dérivée 1. CommeK(Pi2��) = \">0V"on déduit du théorème de Carathéodory ques" �!"!0 r(�)14



Se
tion 3 Partie Iet 
e même si r(�) = 0. Notons que l'on pourrait utiliser au lieu de V" n'importequelle autre suite dé
roissante de voisinages ouverts simplement 
onnexes de Ktendant vers K.Proposition 3.3 (Douady) La fon
tion � 7! K(P�) de C dans l'ensemble des
ompa
ts non vides de C est semi-
ontinue supérieurement pour la semi-distan
ede Hausdor� d+ (
'est à dire 8�0 2 C , 8" > 0, 9� > 0 8� 2 C , j� � �0j < � )d+(K�;K�0) < ").Cette semi-distan
e est donnée pour tous 
ompa
ts non vides K et L pard+(K;L) = supz2K dist(z; L)On trouvera une preuve de 
ette proposition dans [D℄. Fixons maintenant " > 0.L'ouvert V" 
ontient K(Pi2��). Il existe don
 un voisinage W de i2�� pour lequel8� 2 W , K(P�) � V". Attention : K dépend de � mais pas V". Quand pq �!6= �,alors q �! +1 (nous supposons impli
itement que p^ q = 1). Don
 le diamètre dudisque paramétrique B(p=q) (dé�ni page 8) tend vers 0. Don
 
e disque est in
lusdans W pour p=q su�samment pro
he de �, 
e que nous supposerons maintenant.Pour tout Æ 2 R1=qq D , �p=q(Æ) est un point périodique de P� don
 appartient àK(P�), ave
 � = i2�pq + Æq 2 B(p=q). Don
 �p=q(Æ) 2 V" puisque � 2W . Soit�p=q;" = �" Æ �p=q : R1=qq D ! s"DCette fon
tion envoie 0 sur 0, don
 d'après l'inégalité de S
hwarz,����0p=q;"(0)��� � s"R1=qqOr �0p=q;"(0) = �0p=q(0) et j�0p=q(0)j = q2=qLa(p=q). Don
La(p=q) � s":(q2:Rq)�1=qQuand q �! +1, Rq � 
ste =q3, don
 (q2:Rq)�1=q �! 1. Don
lim suppq�!6= � La�pq� � s"Ce
i étant valable pour n'importe quelle valeur de " > 0, on en déduitlim suppq�!6= � La�pq� � r(�)Ce qui démontre l'inégalité 3.3. 15



Partie I Se
tion 33.2 Inégalité 3.4 : la borne inférieure pour les ré-duitesLa preuve de 
ette borne inférieure vient d'une analyse di�érente, e�e
tuée parHabib Jellouli dans sa thèse (voir [J℄). La proposition suivante est une 
onséquen
edire
te se 
ette analyse. Soit pn=qn la suite des réduites de � 2 RnQ , et �n = i2�pnqn .Proposition 3.4 (Jellouli) Supposons r(�) > 0. Soit � : �(�)! r(�)D l'isomor-phisme 
onforme envoyant 0 sur 0 ave
 dérivée 1. Soit F� = � Æ P� Æ ��1. Alorspour tout 
ompa
t C de r(�)D , 9N 2 N tel que 8n � N , les qn premières itéréesde F�n sont dé�nies sur C et ne sortent pas de r(�)D . On a de plus une 
onstanteK > 0 (dépendant de C) telle que 8z 2 C, 8n � N , et 8k 2 N,si k � qn alors ��F k�n(z)� ek�n :z�� � Kjzjkq2nEn parti
ulier F qn�n �! Id uniformément sur tout 
ompa
t de r(�)D .Nous donnons une preuve en appendi
e 6.3, d'après la thèse de Jellouli.Lemme 3.5 Soit Gn : Dn ! C une suite de fon
tions holomorphes ayant en 0 unpoint �xe de multipli
ité �nie notée qn. Soit Ln la taille asymptotique de Gn. Noussupposons que :� la suite qn �! +1� pour tout 
ompa
t de D , il existe un rang à partir duquel Dn 
ontient 
e 
ompa
t,et la suite Gn est bornée sur 
e 
ompa
tAlors lim infn!+1 Ln � 1Preuve : Développons Gn :Gn(z) = z + Cnzqn+1 +O(zqn+2)où Cn 6= 0 et Ln = ���� 1qnCn ���� 1qn . Fixons r < 1. Soit N 2 N tel que pour tout n � N ,Gn soit dé�ni sur rD , et notons M un majorant de la suite jGnj sur rD . D'après laformule de Cau
hy, Cn = 1i2� Zr�D Gn(z)z2+qn dzDon
 jCnj � Mr1+qnDon
 Ln � r� rqnM�1=qn �!n!+1 r16



Se
tion 3 Partie IDon
 lim infn!+1 Ln � rCe
i étant valable pour tout r < 1, on en déduitlim infn!+1 Ln � 1 �Remarque : d'après la proposition 1.3, pour tout a 2 ℄0;+1[, 
ette propositionest vraie plus généralement si on rempla
e le domaine de dé�nition D par aD et la
on
lusion par � lim inf Ln � a�.Comme �0(0) = 1, on a d'après la proposition 1.3La(F�n) = La(pn=qn)D'après la proposition 3.4, on peut appliquer la remarque suivante le lemme 3.5 àla suite Gn = F qn�n : une suite tendant vers l'identité est en parti
ulier bornée surtout 
ompa
t. On en déduit lim infn!+1 La(pn=qn) � r(�)Ce qui démontre l'inégalité 3.4.
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Partie I Se
tion 4
4. Appli
ation à la 
onvergen
e de lamesure de l'intérieur de l'ensemblede Julia
4.1 Dynamiques normalisées au disque unitéDans 
ette se
tion, nous étudions les suites de fon
tions (Gn) véri�ant les hypothèsesdu lemme 3.5, 
'est-à-dire : 0 2 Dn � D , Gn : Dn ! C est holomorphe, a en0 un point �xe de multipli
ité �nie notée qn (
es qn n'ont pas besoin d'être lesdénominateurs des réduites d'un réel), qn �! +1 et pour tout 
ompa
t de D , ilexiste un rang à partir duquel Dn 
ontient 
e 
ompa
t et la suite (Gn) est bornéesur 
e 
ompa
t. On appelle Ln la taille asymptotique de Gn. D'après le lemme 3.5,quand n �! +1, lim inf Ln � 1.Lemme 4.1 Il existe une suite rn 2 ℄0; 1[ telle que rn �! 1, Gn est dé�nie surrnD , et la fon
tion Fn : D ! C : z 7! r�1n Gn(rnz) véri�e les mêmes hypothèses queGn et de plus tend uniformément vers l'identité.Preuve : Soient r et r0 deux réels tels que 0 < r0 < r < 1. Pour n su�sammentgrand, la suite Gn est dé�nie sur rD et y est bornée par un 
ertaine 
onstante M .La fon
tion Gn(z)� z est bornée parM +1 sur rD et s'annule à l'ordre 1+ qn en 0.Par le lemme de S
hwarz, (Gn(z)� z)=zqn+1 est don
 majorée par (M + 1)=rqn+1et don
 jGn(z) � zj � (M + 1)jz=rjqn+1. En parti
ulier, sur r0D , jGn(z) � zj �(M +1)(r0=r)qn+1, borne qui tend vers 0 quand n �! +1. Ce
i étant valable pourtous r et r0 tels que 0 < r0 < r < 1, on en déduit le lemme. �Nous ferons dorénavant l'hypothèse supplémentaire suivante :(H) Ln �! 1Cela signi�e que le terme en Cnzqn+1 dans le développement de Gn n'est pas troppetit, et on espère le voir dominer la dynamique.Lemme 4.2 Faisons l'hypothèse Ln �! 1. Pour tout r 2 ℄0; 1[ et n 2 N, soit Nn(r)le nombre de points �xes non nuls de Gn situés dans rD , 
omptés ave
 multipli
ité :Nn(r) =n!+1 o(qn)18



Se
tion 4 Partie IPreuve : La suite rn du lemme 4.1 tendant vers 1, il su�t de démontrer le présentlemme pour la suite Fn donnée par 
e lemme.Nous supposerons don
 que 
haque fon
tion Gn est dé�nie au voisinage de D et quela suite Gn tend uniformément vers l'identité, don
 en parti
ulier est bornée, disonspar M .Adoptons les mêmes notations que dans la preuve du lemme 3.5. Pour n � N etr 2℄0; 1℄, soit Nn(r) le nombre de points �xe non nuls de Gn dans rD 
omptésave
 multipli
ité, et (�n;i)i=1;:::;Nn(r) 
es points. Il existe une fon
tion analytiquegn(z) : D ! C telle que Gn(z)� zzqn+1 = gn(z)Nn(1)Yi=1 z � �n;i1� z��n;iPuisque (z � �n;i)=(1 � z��n;i) a module 1 quand jzj = 1, le prin
ipe du maximumimplique que gn est bornée sur D par M + 1. Maintenant,Cn = gn(0)Nn(1)Yi=1 ��n;iFixons un réel r 2 ℄0; 1[ : jCnj � (M + 1)rNn(r)ln jCnj � ln(M + 1)�Nn(r)j ln rj
ar ln(r) < 0, et don
 Nn(r)qn � ln(M + 1)� ln jCnjqnj ln rjOr les hypothèses qn �! +1 et Ln �! 1 impliquent que 1qn ln jCnj �! 0. Don
Nn(r)=qn �! 0. �Remarque : En 
hoisissant soi-même Nn(1) et les �n;i, i = 1; : : : ; Nn(1), et enposant gn(z) = 1, on peut 
onstruire diverses fon
tions Gn ave
 la formule dela preuve. Pour que Ln �! 1, il faut et su�t que 1qn Nn(1)Xi=1 ln j�n;ij �! 0 quandn �! +1. Par exemple, pour tout r 2 ℄0; 1[ et pour toute suite an = o(qn), ilexiste une suite Gn pour laquelle Ln �! 1 et Nn(r) = an. En parti
ulier l'hypothèseLn �! 1 n'implique pas que les points �xes non nuls doivent �nir par sortir de tout
ompa
ts. Ceux-
i peuvent même être de plus en plus nombreux et tendre vers 0.Lemme 4.3 Faisons l'hypothèse Ln �! 1. Supposons de plus que pour tout 
om-pa
t C de D , 9N 2 N 8n � N , Gn n'a pas de point �xe non nul dans C. Soit Anl'ensemble des points de D dont l'orbite future par itération de Gn est dé�nie à toutrang, ne quitte jamais D , et tend vers 0 sans l'atteindre.Leb D nAn �!n!+1 019



Partie I Se
tion 4Nous prouvons 
e lemme dans la se
tion suivante. Notons qu'An est ouvert, 
ar uneorbite qui tend vers un point parabolique sans tomber dessus doit �nir par entrerdans un pétale attra
tif.4.2 Preuve du lemme 4.3Dans un premier temps, on remarque à l'aide du lemme 4.1 et de l'hypothèse de fuitedes points �xes qu'il su�t de démontrer le lemme 4.3 pour les suites Gn véri�anten plus : 
haque Gn est dé�nie au voisinage sur D , la suite Gn tend uniformémentvers l'identité sur D , et n'y a pas de point �xe non nul.Changement de 
oordonnées :Nous posons z = ew. Soit L le demi-plan gau
he �Re(w) < 0�.Soit l la bran
he du logarithme dé�nie sur 1 + D et envoyant 1 sur 0. Pour toutn 2 N su�samment grand, jGn(z) � zj < 1 sur D , et s'annule en 0, don
 d'aprèsle lemme de S
hwarz, ��(Gn(z) � z)=z�� < 1, 
'est-à-dire j1 � Gn(z)=zj < 1. Nousposerons don
 dn : D ! C , dn(z) = l�Gn(z)=z�C'est une fon
tion holomorphe sur D , qui tend uniformément vers 0 quand n �!+1. Soit Hn(w) : L ! C , dé�ni parHn(w) = w + sn(w)sn(w) = dn(ew)La fon
tion Hn 
ommute ave
 la translation de i2� et on a la semi-
onjugaisonsuivante : 8w 2 L, exp ÆHn(w) = Gn Æ exp(w)Il existe une fon
tion hn dé�nie sur D , qui ne s'annule pas et telle que 8z 2 D ,dn(z) = zqnhn(z)La fon
tion hn tend uniformément vers 0 et vaut Cn en 0 (notons que les multiples
hangements d'é
helle éventuels rn e�e
tuées ont modi�é la valeur de Cn, qui tendmaintenant vers 0, ainsi que de Ln, qui tend toujours vers 1). Comme hn ne s'annulepas, hn = exp Ækn où kn est une fon
tion holomorphe de D dans C . Ainsi,sn(w) = exp(ln(w)) oùln(w) = qnw + kn(ew)20



Se
tion 4 Partie ILa fon
tion sn représente le pas �Hn(w) � w�. Intéressons-nous à sa dire
tion :Arg sn(w) = Im(ln(w)) (mod 2�)nous posons don
 an(w) def= Im(ln(w)) = qn Imw + Im kn(ew)Nous allons démontrer que le terme Imw est dominant.Pour n su�samment grand, jhnj < 1, don
 kn est à valeur dans L. Comme exp(kn(0)) =Cn et Ln �! 1 (don
 C1=qnn �! 1), on en déduit que quand n �! +1,Re(kn(0)=qn) �! 0Restri
tion à un sous-disqueFixons maintenant " > 0. Nous allons nous restreindre à l'étude de la dynamiquedes fon
tions Hn sur le demi-plan L" dé�ni par l'équation �Re(w) < �"�. Soitr = e�" < 1. Alors, uniformément sur rD quand n �! +1,jdnj = o(rqn)Re(kn=qn) �! 08m � 1; k(m)n =qn �! 0Les deuxième et troisième lignes viennent de l'énon
é suivant, appliqué à la fon
tionz 7! kn(z)=kn(0) : pour tout 
ompa
t C de D , et pour tout m 2 N, il existe M > 0tel que pour toute fon
tion holomorphe f : D ! \Re(z) > 0" envoyant 0 sur 1,maxz2C jf (m)(z)j � M . Soit don
 N 2 N tel que 8n � N , jk0n=qnj � 14 sur rD . Noussupposerons dans la suite de 
ette se
tion que n � N . Cal
ulonsl0n(w) = qn + ewk0n(ew)Don
 en parti
ulier, sur L", ���� l0nqn � 1���� < 14 (4.1)En parti
ulier, jArg l0n(z)j < �1 = ar
sin 14 (4.2)L'inégalité 4.1 implique également que an est stri
tement 
roissante sur 
haqueverti
ale, de dérivée � 3qn=4 et � 5qn=4. Sur une hauteur de 2�, elle augmented'exa
tement 2�qn. 21



Partie I Se
tion 4Les iso
linesPar analogie ave
 les 
hamps de ve
teurs, nous appellerons iso
lines les 
omposantes
onnexes des ensembles �w 2 L" �� an(w) = 
ste	. Il se trouve que 
es derniers sontdéjà 
onnexes, et que 
e sont des graphes au dessus de ℄�1;�"[, de fon
tions x 7! yde pente inférieure à tan(�1) = 1p15 . Ces a�rmations sont une 
onséquen
e duthéorème des fon
tions impli
ites et de l'inégalité 4.2. Nous noterons I� = a�1n (�)\L" l'iso
line d'angle �. Nous dirons que w 2 C est en dessous (resp. au dessus) del'iso
line d'angle � si Re(w) < �" et an(w) < � (resp. > �).

Lemme 4.4 La distan
e d entre deux iso
lines, d'angles respe
tifs � et �, véri�e
d � 45 j� � �jqn

Preuve : Soit w 2 I� et w0 2 I� . Si on avait jw � w0j < 45 j���jqn alors d'aprèsl'inégalité 4.1, on aurait jln(w)�ln(w0)j < j���j, don
 j���j = jan(w0)�an(w)j =j Im(ln(w0))� Im(ln(w))j < j� � �j, 
e qui est absurde. �
PiègesNous allons 
onstruire des pièges pour la dynamique de Hn sur L".22
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Fig. 4.1 � Exemple de pièges ave
 " = 0; 8U0;n :Soit U0;n l'ensemble des points w 2 L" tels que an(w) 2 ℄�=2; 3�=2[ mod 2�.Lemme 4.5 Pour n su�samment grand, U0;n est un piège pour Hn. La partieréelle de l'orbite de tout point de U0;n tend vers �1.Preuve :Une 
omposante 
onnexe U0;n est de la formeU0;n;k = �w 2 C �� Re(w) < �" et �2 + k2� < an(w) < 3�2 + k2�	pour un 
ertain k 2 Z.Soit w 2 U0;n;k et montrons que w + sn(w) 2 U0;n;k : il y a deux 
onditions àvéri�er.1. Comme Arg(sn(w)) = an(w) 2 i�2 ; 3�2 hmod2�, on a Re(sn(w)) < 0, don
Re(w + sn(w)) < �"23



Partie I Se
tion 42. Soit dn = 45 j�=2� �1jqn la borne inférieure donnée par le lemme 4.4 
orrespondantà � = �=2 et � = �1 = ar
sin(1=4). Soit N 2 N tel que 8n � N , rqn � dn. Soientles angles �0 = k2� + �2 , �1 = k2� + � � �1, �2 = k2� + � + �1, �3 = k2� + 3�2 .On a �0 < �1 < �2 < �3. Nous distinguerons selon que an(w) 2 ℄�0; �1℄, ℄�1; �2[ ou[�2; �3[ :� Si w est au dessus de l'iso
line �1, alors 
omme la taille du pas jsn(w)j est < rqndon
 < dn � dist(I�0 ; I�1). Don
 Hn(w) est au dessus de l'iso
line �0.� De même, si w est au dessous de l'iso
line �2, alors Hn(w) est au dessous del'iso
line �3.� Si an(w) 2 ℄�0; �1℄, alors la dire
tion du pas sn(w) appartient à 
e même intervalle,don
 à l'intervalle plus grand ℄�1; � � �1[. Il est de plus au dessus de l'iso
line �0qui est un graphe au dessus de ℄�1;�"℄ dont les tangentes font un angle inférieurou égal à �1 ave
 l'horizontale. Don
 Hn(w) = w + sn(w) est également au dessusde l'iso
line �0.� De même, si an(w) 2 [�2; �3[, alors Hn(w) est au dessous de I�3 .U0;n;k est don
 un piège.Remarque : on a un peu mieux. Tout point w tel que an(w) 2℄�0; �1℄ véri�ean(Hn(w)) 2℄�0; �1℄. Tout point w tel que an(w) 2 [�2; �3[ véri�e an(Hn(w)) 2[�2; �3[.Montrons maintenant la deuxième a�rmation : sur U0;n;k, Re(sn) < 0 don
 la partieréelle de l'orbite (wm)m2N d'un point w0 de U0;n est stri
tement dé
roissante. Sielle 
onvergeait, alors Re(sn(wm)) �! 0, don
 an(wm) doit tendre vers f�=2 +k2�; 3�=2 + k2�g, 
e qui est impossible d'après la remarque. �U1;n :L'ensemble U1;n est dé�ni à partir de U0;n 
omme suit : soit k 2 Z ; à partir du pointa�k (resp. a+k ) du bord de L" tel que an(w) = �=2+k2� (resp. 3�=2+k2�), on tra
ela demi-droite issue de a�k (resp. a+k ), 
ontenue dans L" et de pente 1 (resp. �1).Elle 
roise, entre autres, l'iso
line d'angle �=4+k2� (resp. 7�=4+k2�) en un uniquepoint b�k (resp. b+k ), puisque la pente des iso
lines est < 1. Nous avons omis l'indi
en dans 
es points w pour alléger les notation. Soit 
1 la portion de l'iso
line d'angle�=4 + k2� située entre �1 et b�k , et 
2 la portion de l'iso
line d'angle 7�=4 + k2�située entre �1 et b+k . Soit U1;n;k l'ensemble des points de L" situés au dessus de
1 [ [b�k ; a�k ℄ et en dessous de 
2 [ [b+k ; a+k ℄. On dé�nit U1;n 
omme la réunion pourk 2 Z des U1;n;k.Lemme 4.6 Pour n su�samment grand, pour tout k, U1;n;k est un piège pour Hnsur L". 24



Se
tion 4 Partie IPreuve : Démontrons que les points de U1;n n U0;n ont leur image dans L". Unpoint w 2 U1;n;k dont l'image sort de L", est à distan
e eu
lidienne inférieure à l dea�k ou de a+k (disons a�k pour �xer les idées), où l = Re(sn(w))p2 (
ar les bords deU1;n et U0;n dans L" ont une pente de valeur absolue inférieure ou égale à 1 
e quifait que w appartient au se
teur �Arg(a�k � z) 2 [��=4; �=4℄�) : 0 < jw � b�k j � l.Don
 d'après l'inégalité 4.1, ��an(w)� an(b�k )�� � 54qnlOr an(b�k ) = �2 + k2�. Par 
onséquent,l = jsn(w)j 
os(an(w))p2 � jsn(w)j5p24 qnlOr l > 0 : 1 � qnjsn(w)j5p24Or jsnj = o(rqn ) uniformément sur L". L'inégalité ne peut don
 plus être véri�éepour n supérieur à un 
ertain rang, qui ne dépend pas de w ni de k. Les pointsw 2 U1;n ont alors leur image dans L".Le reste est analogue à la preuve du lemme 4.5 : si w 2 U1;n;k est situé en dessousde U0;n;k, alors son image est au dessus de 
1[ [b�k ; a�k ℄ 
ar 
ette 
ourbe a une pente
omprise entre �1 et 1, et en dessous de I3�=2+k2� don
 de 
2 [ [b+k ; a+k ℄ pour desraisons de taille du pas et de distan
e entre les iso
lines. De même si w est situé audessus de U0;n;k. �Vn;k :Les Vn;k que nous allons dé�nir seront des pièges pour la dynamique inverse de Hn.Soit Vn;k dé�ni par w 2 L" et an(w) 2 ℄��=2 + k2�; �=2 + k2�[. La fon
tion Hnest inje
tive sur �Re(z) < 0�, don
 en parti
ulier sur Vn;k. L'ouvert Vn;k 
ontient lespoints b�k et b+k�1.Lemme 4.7 Pour n su�samment grand, pour tout k 2 Z, Hn(Vn;k) � Vn;k.Preuve : L'ensemble Hn(Vn;k) est l'image 
ontinue d'un 
onnexe don
 est 
onnexe.Il 
ontient des points de Vn;k : en e�et un point su�samment à gau
he sur l'iso
line0 a un pas sn(w) de module inférieur à la distan
e de Ik2� à I�=2+k2� et I��=2+k2� ,qui est non nulle d'après le lemme 4.4.L'adhéren
e de Vn;k dans L 
oïn
ide ave
 son adhéren
e dans C . De plus, la restri
-tion de Hn à Vn;k tend vers 1 en 1, et Hn est un homéomorphisme de L sur sontimage. On en déduit que �Hn(Vn;k) = Hn(�Vn;k).Le domaine Hn(Vn;k) est don
 un domaine de Jordan dans S2, adhérant à 1 : le
omplémentaire dans C de son bord a deux 
omposantes 
onnexes, dont Hn(Vn;k).25



Partie I Se
tion 4L'image de l'iso
line �=2 + k2� est au dessus d'elle-même, l'image de l'iso
line��=2 + k2� est en dessous d'elle-même, et l'image du segment [a+k�1; a�k ℄ est àdroite du bord de L". Don
 Vn;k \ �Hn(Vn;k) = ?. Don
 le 
onnexe Vn;k est in
lusdans une des deux 
omposantes 
onnexe de C n�Hn(Vn;k). Comme l'une de 
es deux
omposantes est Hn(Vn;k) qui 
ontient des points de Vn;k , on en déduit le lemme.�Soit g la ré
iproque de HnjL" (qui rappelons-le est inje
tive). La fon
tion g envoieHn(Vn;k) dans Vn;k � Hn(Vn;k). En parti
ulier, g envoie Vn;k dans g(Vn;k) � Vn;k,don
 elle 
ontra
te la métrique hyperbolique dVn;k de Vn;k.Lemme 4.8 p24(1 + p24 ) �qn � jb�k � a�k j � p24(1� p24 ) �qn45 �qn � ja�k � a+k�1j � 43 �qn0; 19 � jb�k � a�k jja�k � a+k�1j � 0; 69des inégalités similaires tiennent en remplaçant jb�k � a�k j par jb+k�1 � a+k�1j.Preuve : Le segment [b�k ; a�k ℄ est de pente 1. Soit l sa longueur :�2 = an(a�k )� an(b�k ) = Im Z[0;1℄ l1 + ip2 l0n�(1� t):b�k + t:a�k �dtDon
 d'après l'inégalité 4.1, �4 = l: Im �1 + ip2 qn(1+r:ei�)� ave
 � 2 R et r 2 [0; 1=4℄.l = �p24qn(1 + r:p2 sin(� + �=4))d'où la première ligne.La deuxième ligne est une 
onséquen
e dire
te de 4.1 et la dernière ligne s'obtientà partir des deux premières. �Note : en fait on a de meilleures inégalité, 
ar si au lieu d'1=4 on prend une bornearbitrairement petite dans l'inégalité 4.1, alors on obtient dans le lemme pré
édentdes bornes arbitrairement pro
he de respe
tivement pour 
haque ligne des valeursp24 �qn , �qn et p24 .Lemme 4.9 Il existe �2 < �=4 tel que pour tout n su�samment grand, pour touttout k 2 Z, le segment [b�k ; b+k�1℄ fait ave
 la verti
ale un angle � �2. Ce segment aune longueur majorée par la longueur de [a�k ; a+k ℄.Preuve : C'est une 
onséquen
e dire
te de la troisième inégalité du lemme 4.8, etdu fait que 0; 69 <p1=2 
omme illustré sur la �gure 4.2, page 27. �26



Se
tion 4 Partie I

a�k

a+k�1

0; 17

0; 17
0; 690; 690; 707::: �2 1

Fig. 4.2 � Illustration du lemme 4.9 (sur 
e dessin, nous avons exagéré la distan
eentre la pointe 0:707 et le point 0:69)Note : en fait 
et angle tend vers 0, 
ar si au lieu de prendre 1=4 dans l'inégalité 4.1on prend une valeur arbitrairement petite, alors �2 est arbitrairement petit.D'après le lemme 4.4, les points b�k et b+k�1 sont à distan
e � �5qn des iso
linesbordant Vn;k. Notons que 
'est aussi le 
as de tous les points du segment [b�k ; b+k�1℄,
ar sa dire
tion di�ère d'au plus �=4 de la verti
ale, alors que la pente des iso
linesest inférieure à �1 = ar
sin(1=4).Lemme 4.10 Pour tout n su�samment grand, pour tout k 2 Z,K1qn � �"�Re(b�k ) � K2qnoù K1 > 0 et K2 > 0 sont des 
onstantes universelles (rappelons que Re(a�k ) = �").Preuve : C'est une 
onséquen
e dire
te de la première ligne du lemme 4.8. �Lemme 4.11 Pour n su�samment grand, dVn;k (b�k ; b+k�1) � A, où A est une
onstante universelle.Preuve : D'après le lemme 4.8, tout point du segment [b�k ; b+k�1℄ est à une distan
eeu
lidienne � �(4 +p2)qn du bord de L" et d'après le lemme 4.4, à distan
e � �5qndes iso
lines bordant Vn;k. Don
 ils sont à distan
e � �(4 +p2)qn du bord de27



Partie I Se
tion 4Vn;k. Don
 jjdwjjUjdwj � (4 +p2)qn� . Ave
 le lemme 4.9, on en déduit dU (b�k ; b+k�1) �4(4 +p2)3 . �U1;n :Considérons le segment 
�k reliant b�k à Hn(b�k ), et le segment 
+k reliant b+k àHn(b+k ). Notons que 
es deux segment sont in
lus respe
tivement dans les segments[b�k ; a�k ℄ et [b+k ; a+k ℄ pour n su�samment grand (la borne supérieure rqn sur le pasétant négligeable devant la borne inférieure 
ste =qn de la longueur de 
es segments,voir le lemme 4.8) don
 dans respe
tivement Vn;k et Vn;k+1. Considérons la 
ourbeC = � [m�1 gm(
�k )� [ [b�k ; a�k ℄ [ [a�k ; a+k ℄ [ [a+k ; b+k ℄ [ � [m�1 gm(
+k )�Lemme 4.121. C \ U1;n = ?2. La partie C� de la 
ourbe C située avant b�k est in
luse dans dans Vn;k. Lapartie C+ située après b+k est in
luse dans Vn;k+1.3. Par 
onséquent, C est située entre les iso
lines ��=2+k2� et �=2+(k+1)2�.4. Les parties C� et C+ sont des graphes au dessus de respe
tivement ℄�1;Re(b�k )℄et ℄�1;Re(b+k )℄, de tangentes faisant ave
 l'horizontale des angles inférieursà �=4 + �n, où �n est une suite indépendante de k et tendant vers 0.5. La 
ourbe C est inje
tive.Preuve : Les segments [b�k ; a�k ℄, [a�k ; a+k ℄ et [a+k ; b+k ℄ sont disjoints de U1;n. CommeU1;n est un piège pour Hn, son 
omplémentaire dans L" est un piège pour g, 
e quiprouve le point 1.Les Vn;k étant des pièges pour g, et toute portion gm(
�k ) s'envoyant par un itéréde Hn sur [b�k ; a�; k℄ � Vn;k, on en déduit le point 2. Le point 3 est dire
t à partirde 
ela.On démontre 
omme pour Vn;k, que la partie de L" située entre les iso
lines �=4+k2�et ��=4 + k2� est un piège pour g.Étant de diamètre (majoré par rqn) négligeable devant le minorant 
steqn de distan
ede b�k au bord de Vn;k, le segment 
�k a un diamètre hyperbolique dans Vn;k majorépar une suite dépendant de n et tendant vers 0. Don
 les itérées gm ont toutes sur
�k une distortion arbitrairement faible quand n est su�samment grand.Cela implique dans un premier temps que pour n su�samment grand, g(
�k n fb�k g)est en dessous de l'iso
line �=4 + k2�, 
ar la pente des iso
lines est < �1 =ar
sin(1=4) et �=4+�1 < �=2, et au dessus de l'iso
line ��=4+k2�, 
ar le majorant28



Se
tion 4 Partie Idu pas est négligeable devant le minorant de la distan
e séparant b�k de 
ette iso-
line. Don
 tous les mor
eaux gm(
�k ), m � 1, sont situés entre 
es deux iso
lines,don
 les segments joignant leurs extrémités font un angle < �=4 ave
 l'horizontale.On déduit alors le point 4 de la distortion arbitrairement petite.Ainsi parties C�[ [b�k ; a�k ℄ et C+[ [b+k ; a+k ℄ sont inje
tives. Pour prouver le point 5, ilreste à montrer qu'elles ne se ren
ontrent pas (il est évident qu'elles sont disjointesde [a�k ; a+k ℄). Or elles sont piégées respe
tivement par U1;n;k et U1;n;k+1 qui sontdisjoints. �Tendant vers l'in�ni aux deux bouts, la 
ourbe C est une 
ourbe de Jordan de S2adhérent à 1 : sont 
omplémentaire dans C a deux 
omposantes 
onnexes. L'uned'entre elle, que nous appellerons U1;n;k, doit 
ontenir U1;n;k, puisque 
e dernierest un 
onnexe ne ren
ontrant pas C.Alors U1;n;k � L" : en e�et, l'ouvert O = \Re(z) > �"" est disjoint de la 
ourbede Jordan bordant U1;n;k ; or le segment ℄a�k ; a+k [ a un voisinage à gau
he in
lusdans U1;n;k et un voisinage à droite in
lus dans O ; don
 O et U1;n;k sont dans deux
omposantes disjointes du 
omplémentaire de C.Pour k 6= k0, U1;n;k et U1;n;k0 sont disjoints : en e�et leurs bords dans C sontdisjoints et adhèrent à O, 
e qui fait que le bord 
ha
un de 
es ouverts est in
lusdans l'extérieur de l'autre ouvert.La 
ourbe C étant située entre les iso
lines ��=2 + k2� et �=2 + (k + 1)2�, on endéduit qu'il en est de même pour U1;n;k (puisqu'il ne 
ontient pas O).Nous dé�nissons l'ouvert U1;n = [k2NU1;n;k.Lemme 4.13 Pour n su�samment grand, pour tout k 2 Z, U1;n;k est un piègepour Hn et tout point de 
et ouvert a la partie réelle de sont orbite qui tend vers�1.Preuve : L'image par Hn du bord de U1;n;k est in
luse dans l'adhéren
e de U1;n;k,U1;n;k est stable parHn puisque sont image 
ontientHn(U0;n;k) � U0;n;k � U1;n;k.Cet ouvert est simplement 
onnexe, et possède des points qui tendent vers �1 : 
esont les points de U0;n;k. C'est don
 le 
as pour tous ses points (
ar Hn 
ontra
tela métrique hyperbolique de U0;n;k). �Majoration de l'aire des points s'é
happantPour simpli�er, nous noterons V pour Vn;k, a� pour a�k , b� pour b�k , a+ pour a+k�1,b+ pour b+k�1, 
� pour 
�k et 
+ pour 
+k�1. On dé�nit wm = gm(b�). Tous 
espoints appartiennent à V ou au bord de V .29



Partie I Se
tion 4Lemme 4.14 La mesure de Lebesgue dans le quotient L"=i2�Z du 
omplémentairede U1;n tend vers 0 quand n tend vers +1.Preuve : Rappelons-nous que Hn est inje
tive sur L".
C QA

Fig. 4.3 � Le domaine RProuvons que le 
omplémentaire R dans V de U1;n est égal à la réunion du quadri-latère (fermé) Q de sommets (b�; b+; a+; a�) et des images gm(C) pour m � 1, oùC est la région fermée délimitée par la 
ourbe de Jordan [Hn(b�); b�℄ [ [b�; b+℄ [[b+; Hn(b+)℄ [Hn([b+; b�℄).� Prouvons d'abord que 
'est bien une 
ourbe de Jordan : l'inje
tivité sur la portion[Hn(b�); b�℄ [ [b�; b+℄ [ [b+; Hn(b+)℄ est due au lemme 4.9. L'inje
tivité sur laportion Hn([b+; b�℄) provient de l'inje
tivité de Hn. En�n, Hn(℄b+; b�[) est disjointede [Hn(b�); b�℄ [ [b�; b+℄ [ [b+; Hn(b+)℄ 
ar Arg(sn(w)) 2℄ � �=4; �=4[ quand w 2℄b�; b+[.� Soit la 
ourbe de Jordan de S2 : R =� [m�1 gm(
�)� [ [b�; a�℄ [ [a�; a+℄ [ [a+; b+℄� [m�1 gm(
+)�� Grâ
e au point 4 du lemme 4.12 et au lemme 4.9, on sait que pour n su�sammentgrand la 
ourbe R ne ren
ontre pas ℄b+; b�[.� Don
 ÆQ ne ren
ontre pas R. Soit R0 l'adhéren
e de la 
omposante 
onnexe deC n R qui 
ontient ÆQ : Q � R0.� R0 � R : en e�et, pour tout l 2 Z, l'ouvert ÆR0 est un 
onnexe ne ren
ontrant pas lebord du domaine de Jordan U1;n;l, don
 il est soit in
lus dans U1;n;l, soit disjoint30



Se
tion 4 Partie Ide U1;n;l. Or U1;n;l est un piège et ÆQ 
ontient des points qui s'é
happent de L",don
 ÆR0 et U1;n;l sont disjoints. Ce
i étant vrai pour tout l 2 Z, on a ÆR0 � R.Comme R est fermé et 
omme R0 = ÆR0, on a R0 � R.� �R � �R0 : en e�et, le bord de R = V n U1;n est in
lus dans V \ (�U1;n [ �V ).Les deux iso
lines bordant V étant in
luses dans U1;n, on en déduit �R � R.� Don
 R = R0 (sinon, R devrait 
ontenir tout le 
omplémentaire du domaine deJordan R0, don
 serait égal à C , 
e qui est absurde).� g(R) � R (don
 Hn(R) � R) : en e�et, Vn;k est stable par g, et U1;n est un piègepour Hn.� Le domaine A = R nQ a pour image A [ C par Hn : en e�et, A est délimité parla 
ourbe de Jordan� [m�1 gm(
�k )� [ [b�k ; b+k�1℄ [ � [m�1 gm(
+k�1)�qui a pour image par Hn la 
ourbe de Jordan� [m�0 gm(
�k )� [Hn([b�k ; b+k�1℄) [ � [m�0 gm(
+k�1)�qui est le bord du domaine de Jordan fermé A[C. Comme Hn(R) � R, et 
omme Rpossède des points de partie réelle arbitrairement petite, on en déduit que Hn(A)\A 6= ?.� Tout point w dans V , a une image située à droite de w, et (
omme dans la preuvedu lemme 4.5) l'orbite d'un point w de V doit sortir de V . Comme A � V , toutpoint w 2 A a son orbite qui �nit par sortir de A, don
 tombe dans C. Cela prouveque R = Q [ [m�1 gm(C)En adaptant le lemme 4.11 (en utilisant que le fait que le pas est de module né-gligeable devant 1=qn), on montre que le diamètre hyperbolique de C dans V estuniversellement majoré pour n su�samment grand, don
 les gm (dé�nies et inje
-tives sur V ) y sont à distortion bornée. Don
 il existe une 
onstante universelle Ktelle que Leb(gm(C)) � K Leb(C) ����sn(wm)sn(w0) ����2Pour n su�samment grand,LebC � 3jsn(b�)jjb� � b+j(en e�et, C est in
lus dans le trapèze dont une des bases est [b�; b+℄, de hauteurmax[b�;b+℄ jsnj négligeable devant la base, et dont les 
�tés sont à 45 degrés ; 
ette31



Partie I Se
tion 4hauteur est � exp(�=6)jsn(b�)j pour n su�samment grand : en e�et pour toutw 2 [b�; b+℄, jsn(w)=sn(b�)j = j exp(kn(ew) � kn(eb�))j, et 
omme jw � b�j � 4�3qn(d'après les lemmes 4.8 et 4.9) et jk0n=qnj � 1=4 sur rD , on en déduit jkn(ew) �kn(eb�)j est majoré par �=3 ; en�n exp �3 < 3 d'où l'a�rmation).Majorons l'aire de A \ L"0 où "0(> ") sera 
hoisi plus tard.Leb(A \ L"0) � 4K�qnjsn(w0)jX jsn(wm)j2la somme étant prise pour les m tels que gm(C) \ L" 6= ?. Notons que 
omme genvoie tout point de R sur un point de partie réelle inférieure, 
ette somme est lasomme pour m � m0 où m0 est un 
ertain entier.Fixons 0 < � < 1. Rappelons que sn(w) = qnw + kn(ew) et que Re(kn=qn) �! 0sur rD quand n �! +1. Pour n su�samment grand, on a don
 pour tout w 2 L",(1 + �)qn Re(w) � ln jsn(w)j � (1� �)qn Re(w). On en déduit quejsn(w0)j � exp �(1 + �)qn Re(w0)�jsn(wm)j � exp �(1� �)qn Re(wm)�On a vu (lemme 4.12, point 4) que les 
ourbes gm(
�), m � 1, sont entre lesiso
lines ��=4+ k2� et �=4+ k2�. En parti
ulier Arg(sn(wm+1)) 2 [��=4; �=4℄, 
equi implique Re(wm+1) +p1=2 exp((1 + �)qn Re(wm+1)) � Re(wm)Introduisons xm = qn exp �(1 + �)qnRe(wm))�On a xm 2 ℄0;+1[, et �(xm+1) � xmoù �(x) = x exp(x(1 + �)p1=2). La fon
tion �, qui ne dépend que de �, est unebije
tion 
roissante de ℄0;+1[ dans lui-même, et on a don
 8m � m0, xm � um oùum est une suite dé�nie pour m � m0 et telle que um0 = xm0 et um+1 = ��1(um)(
omme �(x) > x, on en déduit que um est stri
tement dé
roissante). On notera queum0 et x0 sont � qn exp(�(1 + �)qn"), majorant qui tend vers 0 quand n �! +1.On a jsn(w0)j � x0=qn et 8m � m0,jsn(wm)j � �xmqn � 1��1+� � �umqn � 1��1+�Ainsi Leb(A \ L"0) � 4K�x0q�n Xm�m0 u�m32



Se
tion 4 Partie IOù � = 21� �1 + � . Or pour um0 su�samment petit et pour une 
ertaine 
onstante K 0(
ela ne dépend que de �), on a Xm�m0 u�m � K 0u��1m0On 
al
ule que �� 1 = 1� 3�1 + � . On suppose dorénavant que � < 1=3.Il reste à estimer um0 : 
omme gm0(C) \ L"0 6= ?, on en déduit que Re(wm0) ��"0 + diam gm0(C). Soit w 2 gm0(C) \ L"0 : par distortion bornée,diam gm0(C) � K 00: diam(C) jsn(w)jjsn(Hmn (w))j� K 000qn : exp �� (1� �)qn"0 + (1 + �)qn"�don
 négligeable devant 1=qn pourvu que "0 > 1 + �1� � ". Ainsium0 � qn exp(�(1 + �)qn"0):vnoù vn �! 1 est une suite qui ne dépend que de n.En synthétisant tous 
es résultats, on a pour n su�samment grand,Leb(A \ L"0) � K(�):q�2n exp qn�� (1 + �) Re(w0) + (1� 3�)"0� (4.3)Une des 
onséquen
es du lemme 4.10 est que Re(w0) �! �" indépendamment dek, quand n �! +1 (rappelons que w0 désigne b�k ).Don
 d'une part, 
omme Re(a�) = �", et b� = w0, on a pour n su�samment grand,Re(w0) > �"0 (pourvu que "0 > "), en parti
ulier,Q\L0" = ?, don
 R\L"0 = A\L"0 .D'autre part, si "0 > 1 + �1� 3� ", alors pour n su�samment grand, �(1 + �) Re(w0) +(1� 3�)"0 < 0.Notons que la 
ondition "0 > 1 + �1� 3� " implique les 
onditions "0 > 1 + �1� � " et "0 > "pré
édemment requises.Sous 
es 
onditions, la mesure du 
omplémentaire de U1;n dans le 
ylindre quotientde L"0 par i2�Z, 
omplémentaire qui est in
lus dans la réunion des qn régions Vn;k,est majorée par qn fois le majorant de l'inégalité 4.3, et tend don
 (exponentielle-ment) vers 0.Quand à la partie située entre Re(w) = �"0 et Re(w) = �", sa mesure est inférieureà la mesure de 
ette partie, 
'est à dire 2�("0 � "). Comme � peut-être pris arbi-trairement pro
he de 0, "0 peut être pris arbitrairement pro
he de ", on a prouvé lelemme 4.14. �Quand on passe à l'exponentielle, dont la dérivée est de module inférieure à 1 surle demi-plan �Re(w) < 0�, on obtient que la mesure du 
omplémentaire dans rD de33



Partie I Se
tion 4exp(U1;n) tend vers 0. Le réel r = e�" pouvant être 
hoisi arbitrairement pro
hede 1, 
ela 
l�t la démonstration du lemme 4.3. Q.E.D.Notons qu'on a démontré plus que né
essaire : en parti
ulier non seulement l'airedu 
omplémentaire du bassin de 0 dans D tend vers 0 mais en plus son image en
oordonnées logarithmiques dans L0=i2�Z a également une aire qui tend vers 0,quand n �! +1.Nous avons le bonus suivant :Lemme 4.15 Pour tout " > 0 il existe une suite Dn �! 0 telle que 
haque 
om-posante 
onnexe du bassin de �1 pour Hn sur L" est in
lus dans une bande dehauteur Dn.Preuve : Ra�nons l'inégalité 4.1 : de l0n(w) = qn + ewk0n(ew), on déduit que pourtout w 2 L", jl0n(w)=qn � 1j � eRe(w)an où an �! 0. Cela implique que la variationde la hauteur d'une iso
line est inférieure ou égale à bn = Z �"�1 ar
sin(anex)dx. On
al
ule que bn � ane�" don
 qu'il tend vers 0. Nous a�rmons que Dn = 3�=qn+ bn
onvient. Il su�t pour 
ela de remarquer que les U1;n;k sont dans des 
ompo-santes distin
tes du bassin, 
ar alors toute 
omposante est 
omprise entre un 
er-tain U1;n;k�1 et U1;n;k+1 si elle 
ontient U1;n;k et sinon entre un 
ertain U1;n;ket U1;n;k+1. Or 
ette remarque est triviale puisque on a démontré que les U1;n;kétaient des pièges disjoints. �Les hypothèses du lemme 4.3 sont insu�santes pour assurer que Dn = O(1=qn). Ene�et, l'exemple kn(z) = pqn z � 1z + 1 donne pour l'iso
line passant par w une di�éren
ede hauteur (entre w et �1) égale à 2pqn Im 11 + ew .Conje
ture Dans le lemme 4.3, l'hypothèse de fuite des points �xes est super�ue.Cette 
onje
ture est motivée par le fait que les points �xes deGn sont rares 
omparésà qn (lemme 4.2). Cependant leur in�uen
e n'est pas for
ément négligeable.4.3 Appli
ations à la famille quadratiqueNous allons démontrer le théorème 1, que nous divisons i
i en deux parties.Soit � 2 S, pnqn ses réduites et �n = i2�pnqn . Nous allons e�e
tuer un 
hangement devariable : soit Gn(z) = r(�)�1F qn�n (r(�)z) où F� = �ÆP�Æ��1 et � sont données parla proposition 3.4. Par dé�nition, La(F qn�n ) = La(F�n). D'après la proposition 1.3,34



Se
tion 4 Partie ILa(F qn�n ) = r(�)La(Gn) et La(F�n) = La(P�n). Nous avons vu (théorème 3.1, équa-tion 3.2) que La(P�n) �! r(�). Don
 La(Gn) �! 1.Proposition 4.16 Pour tout 
ompa
t C � �(�), 9N 2 N tel que 8n � N , l'itéréP qn�n n'a pas de point �xe di�érent de 0 dans C.Preuve : Idée de la preuve : il su�t de prouver pour tout r < 1 que Gn n'a pas depoint �xe non nul dans rD pour n su�samment grand. Nous appliquons d'une partle lemme 4.2 qui implique que le nombre de points �xes non nuls de Gn dans rD estun o(qn), d'autre part la proposition 3.4 pour montrer que l'existen
e d'un point�xe non nul de P qn�n dans C implique l'existen
e d'un nombre N de points �xes deGn dans rD tel que N � s:qn pour un 
ertain s 2 ℄0; 1℄ indépendant de n (maisdépendant de r), en 
ontradi
tion ave
 le lemme 4.2. Notons que la proposition 3.4ne permet pas a priori de montrer dans tous les 
as que N � qn.Détail : soit C 0 = �(C) � r(�)D , et C 00 = 1r(�)C 0 � D . Comme C 0 est 
ompa
t, soitN1 la valeur de N 
orrespondant à C 0 dans la proposition 3.4. Comme C 00 est un
ompa
t de D , C 00 � r0D pour un 
ertain r0 2 ℄0; 1[. Soit r1 2 ℄r0; 1[. Reprenonsl'estimation de la proposition 3.4 :jF k�n(z)� ek�n :z�� � Kjzj kq2npour tout k � qn et z 2 C 0. Soit N2 � N1 tel que8n � N2; r0 + Kqnr(�) < r1Soit également s = min(1; 1=K) 2 ℄0; 1℄.Maintenant, pour tout n � N2 et pour tout z 6= 0 point de C qui est �xé parP qn�n , soit u = �(z). Pour k < qn, soit uk = F k�n(u), et vk = uk=r(�). Alors d'aprèsl'estimée, vk 2 r1D . De plus, vk est un point �xe de Gn. De plus uk, don
 vk, estnon nul, 
ar F qn�k�n (uk) = u 6= 0. Nous a�rmons que les vi pour i < s:qn, sont deuxà deux distin
ts, 
e qui donne un nombre Nn(r1) de point �xes non nuls de Gn dansr1D tel que Nn(r1) � s:qn.Nous appliquerons alors le lemme 4.2 : le nombre de points �xes non nuls de Gn surr1D est un o(qn). Soit don
 N3 � N2 tel que 8n � N3, 
e nombre soit < s:qn � 1.Alors 8n � N3, P qn�n ne peut pas avoir de point �xe non nul dans C.Démontrons l'a�rmation : pour tout n, les qn valeurs distin
tes de ek�n di�èrentd'au moins 4qn . Pour i < s:qn, K iq2n < 1qn . Don
 d'après l'inégalité triangulaire,pour k 6= k0 stri
tement inférieurs à qn,juk � uk0 j � ��ek�n :u� ek0�n :u��� ��ek�n :u� F k�n(u)��� ��ek�n :u� F k0�n(u)��� 4qn juj � 1qn juj � 1qn juj = 2jujqn > 035



Partie I Se
tion 4Ce qui 
l�t la démonstration. �Proposition 4.17 La mesure de l'ensemble (ouvert) des points z 2 �(�) dontl'orbite par P�n ne sort pas de �(�) et tend vers 0 sans tomber dessus, tend vers lamesure de �(�) quand n �! +1.Preuve : Nous avons vu que La(Gn) �! 1 et que les points �xes non nuls deGn fuient tout 
ompa
t. Nous pouvons don
 appliquer le lemme 4.3 à la suitede fon
tions Gn. Sa 
on
lusion se transporte trivialement à F qn�n : la mesure del'ensemble des points de r(�)D dont l'orbite future est in�nie et tend vers 0 sansl'atteindre et sans sortir de D tend vers la mesure de D . En fait, F�n est à valeursdans r(�)D , don
 F qn�n également, don
 avoir une orbite in�nie sous l'itération de F qn�nqui ne sort pas de r(�)D est équivalent à avoir une orbite in�nie sous l'itération deF qn�n , 
e qui est bien sûr équivalent à avoir une orbite in�nie sous l'itération de F�n .D'autre part, que 
ette orbite tende vers 0 pour F qn�n est équivalent à 
e qu'elle tendevers 0 pour F�n , 
ar 
ette fon
tion est 
ontinue et �xe 0, et à n �xé il n'y a qu'unnombre �ni d'itérations entre F�n et F qn�n . Ce
i se transporte ensuite à P�n j�(�) parl'isomorphisme �. �
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Se
tion 5 Partie I
5. Appli
ation à une nouvelle preuved'un théorème de Yo

oz
Avant de rentrer dans le détail des preuves, donnons-en quelques idées dire
tri
es.Dans le 
as simple, l'idée est que lors du passage d'une bonne réduite à �, le 
y
le issudu point parabolique n'a pas le temps de s'éloigner de 0. Cette distan
e se majoreainsi : son logarithme est grossièrement majoré par � ln qn+1qn . Plus pré
isément, le
y
le est donné par une fon
tion holomorphe de D dans C envoyant 0 sur 0, et quel'on évalue en un paramètre x 
orrespondant à �, dont le module a pour logarithmeapproximativement � ln qn+1qn . Si on sait que pour toutes les valeurs du paramètresdans D , le 
y
le reste dans un 
ertain domaine, alors on en déduit une 
ertainemajoration de la distan
e à 0.Dans le 
as général, l'idée est que les 
y
les qui ont déjà explosé gênent les suivants.Don
 l'e�et des termes ln qn+1qn se 
umule. Plusieurs di�
ultés surgissent : les pointsgênants ne sont pas �xes mais dépendent du paramètre, et il faut majorer le rayon
onforme du revêtement universel de leur 
omplémentaire. On ne peut alors plus
ontr�ler la distan
e à 0 de tout le 
y
le, mais uniquement le rayon 
onforme asso
ié,
'est à dire la distan
e à 0 du point du 
y
le le plus pro
he.5.1 Cas simpleThéorème 5.1 Soit � un nombre irrationnel et pn=qn ses réduites. Supposons quelim supn!+1 ln qn+1qn > 0Alors le polyn�me quadratique P (z) = ei2��z + z2 n'est pas linéarisable en 0. Deplus, il possède des petits 
y
les (
'est-à-dire : pour tout voisinage B de 0, il existeun 
y
le de P 
omplètement in
lus dans B n f0g).Preuve : D'après l'hypothèse, il existe � > 0 et un sous-ensemble in�ni J de N telque 8j 2 J; ln qj+1qj � �Supposons que P est linéarisable en 0. Soit � le disque de Siegel de P en 0. Soit� : �(�) ! r(�)D l'isomorphisme envoyant 0 sur 0 ave
 dérivée 1. Soient �" les37



Partie I Se
tion 5fon
tions de la se
tion 3.1. Notons D = r(�)D et D0 = e��=4D �� D. D'aprèsle théorème de Carathéodory, ��1" 
onverge uniformément vers ��1 sur D0. Enparti
ulier, 9"1 > 0 8" � "1, ��1" (D0) � �. Maintenant, puisque s" �! r(�) quand" �! 0, 9"0 > 0 8" � "0, e��=2s" < e��=4r(�). Soit " = min("0; "1). Pour toutn 2 N, soit Æn 2 C l'un des qn nombres 
omplexes tels quei2�� = i2�pnqn + ÆqnnD'après une propriété bien 
onnue des réduites8n 2 N; ����� � pnqn ���� < 1qnqn+1D'où jÆnj < � 2�qnqn+1�1=qnln jÆnj < 2�qn � ln qnqn � ln qn+1qnSoit Rq la suite introduite au théorème 2.3 et K > 0 telle que 8q, Rq � K=q3. Alorspour tout j 2 J ,ln jÆj jR1=qjqj < ln(2�) + 2 ln(qj)� ln(K)qj � � �!j!2J+1 ��Ainsi il existe j0 2 J tel que 8j 2 J et � j0, Æj 2 e��=2R1=qjqj D . Rappelons que lesfon
tions �p=q;" de la se
tion 3.1 sont dé�nies pour p=q su�samment pro
he de � etvont de R1=qq D dans s"D . Notons j1("0) 2 J tel que 8"0 > 0 et 8j � j1("0), �pj=qj ;"0est dé�nie. D'après l'inégalité de S
hwarz, quand j � max(j0; j1(")) et j 2 J , alors� def= �pj=qj ;"(Æj) 2 e��=2s"D � D0, don
 z def= �pj=qj (Æj) = ��1" (�) 2 �(�). Orz est un point périodique de P , don
 ne peut pas appartenir à �(�). C'est une
ontradi
tion.Nous savons don
 que 0 est un point de Crémer de P . Don
 r(�) = 0. Prouvonsmaintenant que P a des petits 
y
les. Pour tout " > 0, notons j(") = max(j0; j1(")).Soit zk(") = �pj(")=qj(") (okÆj(")) et �k(") = �"(zk(")), où o = ei2�pj(")=qj(") , et k =0; : : : ; qj(")�1. Les points zk forment un 
y
le de P . Comme pré
édement, les points�k véri�ent j�kj=s" < e��=2 par l'inégalité de S
hwarz. Or d'après le théorème deCarathéodory, la suite de fon
tions D ! C : z 7! ��1" (s"z) tend uniformément vers0 sur e��=2D quand " �! 0. Cela prouve que le 
y
le des zk(") tend uniformémentvers 0 quand " �! 0. �
38



Se
tion 5 Partie I5.2 Cas généralThéorème 5.2 Soit � un nombre irrationnel et pn=qn ses réduites. Supposons que+1Xn=0 ln qn+1qn = +1Alors le polyn�me quadratique P (z) = ei2��z + z2 n'est pas linéarisable en 0.Le reste de 
ette se
tion est dédié à la preuve de 
e théorème.Lemmes préliminairesNous noterons dD (z; z0) la distan
e entre z et z0, pour la métrique hyperbolique surD : dD (0; z) = tanh�1 jzj.Soit V un ouvert 
onnexe non vide de C et z0 un point de V . Soit eV p! V sonrevêtement universel abstrait. Il existe une unique valeur de r 2 ℄0;+1℄ telle qu'ilexiste un isomorphisme  : rD ! eV tel que p Æ  envoie 0 sur z0 ave
 dérivée 1.Nous appellerons r le rayon 
onforme du revêtement universel (r.
.r.u.) en z0 de V .Si r < +1, on notera �V : D ! V dé�nie par �V (z) = pÆ (rz) (le point z0 est sousentendu, dans la suite il sera systématiquement égal à 0) : �0V (0) = r. La fon
tion dépend du 
hoix d'un relevé de z0 dans eV , mais la fon
tion �V est indépendantedes 
hoix.Un revêtement universelLemme 5.3 Soit p 2 ℄0; 1[ et V = D n fpg. Alors� �V = s 7! w où w = v + p1 + pv , v = �eu, u = � ln(p)t, t = s+ 1s� 1 et s 2 D .� pour tout r0 < p, et pour tout point s 2 D , soit w = �V (s) : si dD (w; p) � dD (0; r0),alors jsj � s0 où s0 
orrespond à u0 = ln r0.On 
al
ule s0 = t0 + 1t0 � 1 = 1� 21� t0 où t0 = � ln r0ln p (< �1)don
 s0 = 1� 21 + ln r0ln p 2 ℄0; 1[Note : le rayon 
onforme du revêtement universel de V en 0 vaut�0V (0) = 2p�� ln p��1� p2 ="!0 1� "26 +O("3)39



Partie I Se
tion 5où " = 1� p.Un phénomène de 
age de FaradaySoit une 
ourbe de Jordan 
 dans C délimitant un ouvert U , z un point de U ,et u1; : : : ; un une dis
rétisation de 
ette 
ourbe. Si les points zi sont su�sammentserrés, le revêtement universel de la sphère de Riemann privé des zi aura un rayon
onforme en z (dé�ni de manière analogue au 
as des ouverts de C ) pro
he durayon 
onforme interne rU en z de U . Supposons maintenant que r 2 ℄0; 1[, et que0 2 U � rD � D . Alors rU < r < 1. Considérons r0 le rayon 
onforme en 0 durevêtement universel de V = D n fu1; : : : ; ung. Il est évident que rU < r0 < 1.On 
her
he une 
ondition pour que r0 ne soit pas sensiblement plus pro
he de 1que r n'est pro
he de 1. Pour 
ela il vaut mieux énon
er les 
hoses en terme delogarithmes : � ln(rU ) > � ln(r) > 0 et � ln(rU ) > � ln(r0) > 0. On 
her
he don
une 
ondition pour que j ln(r0)j=j ln(r)j > ", où " > 0 est un réel �xé à l'avan
e (pastrop grand).Nous 
onje
turons que pour tout réel d > 0, pourvu que r soit supérieur à une
onstante rd < 1, la 
ondition �8i, dD (zi; zi+1) < d� (où zn = z0) su�t pour une
ertaine valeur "d de ". De plus il est raisonnable de penser que "d �! 1 quandd �! 0.Le lemme suivant est une version faible de 
ette 
onje
ture. Il n'est pas optimisé.Lemme 5.4 Soient z0; : : : zn�1 2 D non nuls. Soit V = D n fz0; : : : ; zn�1g. Suppo-sons qu'il existe r 2 ℄0; 1[, un réel d > 0, et des 
hemins 
i reliant zi à zi+1, telsque :� r0 = tanh(d=2) < r� la longueur hyperbolique de 
i est � d� 
i est in
lus dans rD et évite 0� la réunion 
 des supports des 
i sépare 0 de �DAlors j�0V (0)j � rs0ave
 s0 = 1� 21 + ln r0ln r 2 ℄0; 1[Preuve : Soit U la 
omposante 
onnexe 
ontenant 0 de D n
 : 
omme 
 est 
onnexeet qu'il sépare 0 de �D , U est simplement 
onnexe. Notons que U � rD . Pour tout i,la fon
tion �V se fa
torise par le revêtement universel de Vi = D nfzig : �V = �Vi Æhioù hi : D ! D est holomorphe et �xe 0 (théorème de relèvement).Tout point z du bord de U appartient à 
, don
 est à distan
e hyperbolique inférieureoù égale à d0=2 d'un 
ertain zi. Si z 6= zi, soit a une préimage de z par �V , et b =40



Se
tion 5 Partie Ihi(a) : alors z = �Vi(b). D'après l'inégalité de S
hwarz, jaj � jbj. D'après le lemmepré
édent, jbj � s0 où s0 est asso
ié à r0. Don
 jaj > s0. Don
 ��1V (�U)\ s0D = ?.On en déduit que ��1V (U) � s0D (puisqu'il 
ontient 0). Don
 �V envoie s0D dansrD (et 0 sur 0). Don
 d'après l'inégalité de S
hwarz,j�0V (0)j � rs0 �Sans l'hypothèse demandant que 0 soit entouré, le lemme devient faux : si les zisont presque 
onfondus et à distan
e r de 0, le revêtement universel est très pro
hede 
elui du lemme 5.3, pour lequel j ln(r0)j est de l'ordre de j ln(r)j2 quand r �! 1,don
 j ln(r0)j=j ln(r)j �! 0.À r �xé, le lemme suivant a de l'intérêt quand q est su�samment grand. Nousnoterons Uq l'ensemble des ra
ines q-ièmes de l'unité.Lemme 5.5 Soit f : D ! D holomorphe telle que f(0) = 0. Soit q � 3 et r 2 ℄0; 1[.Soit V = D n f(rUq ). Soit � = ei2� 1q et d0 = dD (r; r�). Supposons que 0 2 V . Alorsj�0V (0)j � rs0ave
 s0 = 1� 21 + ln r0ln r et r0 = tanh(d0=2)Preuve : Notons que l'inégalité tanh(d0=2) < r est automatiquement véri�ée : ene�et, 
onsidérons le triangle hyperbolique re
tangle de D dont les sommets sont 0, ret le milieu m du segment hyperbolique [r; r�℄D . Comme q 6= 2, 
e milieu est distin
tde 0. La longueur hyperbolique tanh�1 r de l'hypoténuse [0; r℄D est supérieure à 
ellede 
haque 
�té, don
 à 
elle du 
�té [r;m℄D , qui vaut exa
tement d0=2.Soit wi = r�i et zi = f(wi). D'après l'inégalité de S
hwarz, jzij � r. Considéronsl'ar
 de géodésique reliant zi à zi+1. Sa longueur hyperbolique est égale à d0. Sonimage par f est un 
hemin 
i reliant zi à zi+1, et sa longueur est inférieure ou égaleà d0 
ar f est 
ontra
tante au sens large pour la métrique hyperbolique sur D . La
on
aténation de 
es ar
s est un 
hemin 
 dans D . L'inégalité de S
hwarz impliqueque 
 = f(r�D ) � rD .Supposons que 
 ne passe pas par 0. Alors 
 sépare 0 de �D : en e�et le nombre detours que 
 fait par rapport à 0 est égal au nombre de fois 
ompté ave
 multipli
itéque f atteint 0 dans rD , don
 est stri
tement positif. Don
 on peut appliquer lelemme 5.4.Maintenant si 
 passe par 0, il su�t de perturber légèrement les 
ourbes 
hoisies.�A nouveau, nous n'avons pas 
her
hé à optimiser l'énon
é suivant.41



Partie I Se
tion 5Corollaire 5.6 Reprenons les notations du lemme pré
édent et soient " = � ln r,r0 = j�0V (0)j et "0 = � ln r0. Si on fait les hypothèses suivantes : r � e�1 (i.e. " � 1),et q" � 400 (
e qui implique automatiquement que q � 3), alors � ln r0 � 4 et"0 � (1� ln(2))"Preuve : En e�et, une fois que l'on sait que � ln r0 � 4, alors, en appliquant lelemme pré
édent, r0 � r=s0, don
 ln r0 � ln r � ln s0, don
"0 � "+ ln(s0)Or s0 = 1� 21 + ln(r0)= ln(r) = 1� 2 ""+ j ln r0j � 1� " 2j ln r0j � 1� "2Don
 ln s0 � ln�1� "2� � � ln(2)"Cette dernière inégalité provenant du fait que "=2 2 ℄0; 1=2[ et que le graphe dex 7! ln(1� x) est au dessus de ses 
orde, appliqué à la 
orde au dessus de [0; 1=2℄ :8x 2 [0; 1=2℄, ln(1� x) � �2 ln(2)x.Prouvons maintenant que � ln r0 � 4. Cela équivaut à r0 � e�4. Soit r1 = tanh(d0).Rappelons que r0 = tanh(d0=2) et que tanh(2x) = 2 tanh(x)1 + tanh(x)2 . Don
 r0 �e�4 () r1 � 2e�41 + e�8 . Nous noterons K0 
ette dernière 
onstante.r1 = ���� r� � r1� r:r� ���� = r ���� 1� �1� r2� ����Or j1� �j � 2�q , r � 1 et j1� r2�j � j1� r2j � 1� e�22 ". D'oùr1 � 4�(1� e�2)q"Don
 dès que q" � K1 def= 4�(1� e�2)K0 = 2�(e4 + e�4)1� e�2 , alors r1 � K0 don
� ln(r0) � 4. On 
al
ule (arrondi par défaut) K0 = 396; 87 : : : Don
 K < 400. �Note : En étudiant plus �nement les inégalités, et quitte à éventuellement imposerr plus pro
he de 1, et à rempla
er la 
onstante (1� ln(2)) par une 
onstante moinsbonne (i.e. plus petite), on peut abaisser le seuil q" � 400 à une valeur arbitrai-rement pro
he de �p
osh(2)2 � 1 = 11; 39 : : : (
orrespondant à � ln(r0) = 2, i.e.d0 = 2 tanh�1(e�2) = 0; 27 : : :), mais on ne pourra pas le faire des
endre en deçà.La méthode utilisée dans le lemme 5.5 est don
 loin de l'optimum, puisque nous
onje
turons que l'on peut abaisser arbitrairement q", i.e. que l'on peut prendre d0arbitrairement grand. Voir l'appendi
e où nous donnons des exemples qui nous fontpenser qu'une telle 
onje
ture peut être vraie.42



Se
tion 5 Partie INote : 
onsidérons l'ar
 de 
er
le de 
entre 0 et reliant wi à wi+1. Sa longueurhyperbolique est exa
tement l0 = 2�rq(1� r2)Notons qu'elle ne di�ère pas beau
oup de la distan
e hyperbolique de wi à wi+1 si
ette dernière est petite, et qu'elle est nettement plus grande si 
ette dernière estgrande.Un lemme d'uniformisation ave
 paramètreSupposons que Vt soit le 
omplémentaire dans un ouvert U de n points distin
ts etdistin
ts de 0 qui dépendent analytiquement du paramètre t, et que 0 est un pointde U . Alors, pour tout t, la fon
tion �Vt est un 
hoix 
anonique de revêtementuniversel de Vt. Malheureusement, en général �Vt ne dépend pas analytiquementdu paramètre. Or la famille des revêtements universels abstraits eVt a une stru
-ture naturelle de variété analytique. Si on veut une représentation de 
ette famillerespe
tant 
ette stru
ture, il faut sa
ri�er la propriété de partir d'un ouvert ne dé-pendant pas de t (en l'o

urren
e D ). Quand les points bougent peu, on espère que
et ouvert bougera peu lui-même.Grâ
e aux théorèmes de Slodkowski et d'Ahlfors-Bers, on arrive dans 
ertains 
asà 
onstruire une famille dont on maîtrise dans une 
ertaine mesure les variations.Comme pré
édemment, le lemme suivant n'est pas optimal.Lemme 5.7 Soit zi(t) 2 D , i = 1; : : : ; q, t 2 D , q fon
tions holomorphes telles quepour tout t 2 D , et i 6= j, zi(t) 6= zj(t), et pour tout i, zi(t) 6= 0. Pour t 2 D , posonsVt = D n fz1(t); : : : ; zq(t)g.Alors il existe un ouvert 
onnexe U � C 2 et une fon
tion analytique � : U ! C telsque1. Soit �(z; t) = (�(z; t); t) : U ! C 2 . Alors � est un di�éomorphisme analytiquelo
al.2. Soit Ut = �z 2 C �� (z; t) 2 U	 et �t(z) = �(z; t). Pour tout t 2 D , �t : Ut ! Vtest un revêtement universel, et �t(0) = 0.3. Pour t = 0, U0 = D .4. Il existe un mouvement holomorphe (en la se
onde variable) � : C �D , tel quepour tout t 2 D , la fon
tion �t : z 7! �(z; t) est analytique en dehors de D , etenvoie D sur Ut.5. Pour tout t 2 D , Ut � (1 + 5jtj)D .Preuve : D'après le théorème de Slodkowski, le mouvement holomorphe �t dé�nisur C = �D [ fz1(0); : : : ; zq(t)g [ f0g par �t(zi(0)) = zi(t) et par �t(z) = z pourz 2 �D [ f0g se prolonge en un mouvement holomorphe de tout S2. Considérons43



Partie I Se
tion 5le 
hamp d'ellipses �t dé�ni sur V0 
omme le pull-ba
k par �t du 
hamp nul surVt. Il dépend de manière holomorphe de t. Soit �t le pull-ba
k de �t par �V0 . Nousprolongeons �t à toute la sphère de Riemann par 0 en dehors de D . Ce 
hampd'ellipses dépend de façon holomorphe de sa variable. Soit �t le redressement de
e 
hamp d'ellipses, normalisé par les 
onditions suivantes : �(0) = 0, �(1) = 1,�0(1) = 1. Alors �t est un mouvement holomorphe de C , paramétré par D . SoitU = �(z; t) �� z 2 �t(D )	 . La fon
tion � : U ! C dé�nie par �(z; t) = �t Æ�V0 Æ��1t (z)répond aux points 1 à 4 du 
ahier des 
harges : les points 2 à 4 sont immédiats,ainsi que l'inje
tivité lo
ale de l'appli
ation � du point 1 ; l'analyti
ité de � est une
onséquen
e du lemme 5.8 appliqué aux familles suivantes de surfa
es de Riemann :les horizontales �t = 
ste� et les 
ourbes Cz paramétrées par t 7! (�t(z); t). Véri�onsle dernier point : 
omme �t est analytique en dehors de D , on déduit du théorèmede Koebe que 8z 2 D , j�t(z)j � 4. Comme �0(z) = z, on en déduit que 8z 2 D ,j�t(z)� zj � 5jtj, d'où �t(D ) � (1 + 5jtj)D (
es estimations ne sont pas optimales).�Nous avons dans 
ette preuve utilisé le lemme suivant :Lemme 5.8 Si une appli
ation 
ontinue d'un ouvert de C 2 dans C est C -di�érentiablele long de deux familles transverses de foliations par des surfa
es de Riemann, alorselle est analytique.Pour une preuve de 
e dernier, voir l'appendi
e de Tan Lei dans l'arti
le [S℄, pp. 360à 362. La preuve du point 1 du lemme 5.7 en est également inspiré.Bonnes réduitesSoit Rq � C0q3 la suite du théorème 2.3. Soient C1 > C2 > 0 telles que 8q � 1,C2q3 � Rq � C1q3 . Soit Bn = B�i2�pnqn ; Rqn�Nous utiliserons les propriétés suivantes des réduites : la suite dn = ����pnqn � ����� estdé
roissante, qnqn+1dn 2 �12 ; 1�, et 8m < n, ����pmqm � pnqn ���� � dm2Lemme 5.9 Soit � tel que Xn2N ln qn+1qn = +1. Alors il existe une suite stri
tement
roissante d'entiers nk 2 N, dont l'ensemble sera noté K, telle que1. Xn2K ln qn+1qn = +1 44



Se
tion 5 Partie I2. ln qn =n�!2K+1 o(ln qn+1)3. 8n 2 K; i2�� 2 Bn4. 8m;n 2 K; m < n) Bn � Bm et 
entre(Bm) 62 BnPreuve : Soit Fn le n-ième nombre de Fibona

i (F0 = 0; F1 = 1). Pour tout C > 0,
onsidérons la 
ontribution des termes des rangs n � 2 pour lesquels ln qn+1 �C ln qn : Xn�2ln qn+1�C ln qn ln qn+1qn � C:Xn�2 ln qnqn� C:Xk�4 lnFkFk = C:A < +1
ar qn � Fn+2, et la fon
tion ln(x)=x est dé
roissante sur [3;+1[ et F4 = 3.On en déduit l'existen
e d'une sous-suite véri�ant les points 1 et 2. Le point 2s'énon
e de façon équivalente par 8l > 0, 1=qn+1 = o(1=qln) quand n �! +1 dansK. C'est en parti
ulier vrai pour l = 2, 
e qui permet de démontrer les points 3 et4 :Notons 
n le 
entre de Bn. D'après les propriétés des réduites, la distan
e j
n �i2��j = 2�dn est de l'ordre de 1=qnqn+1 don
 (
omme 1=qn+1 = o(1=q2n))dn = o(Rqn)(quand n �! +1 dans K), don
 i2�� 2 Bn pour n su�samment grand dans K.Pour tout m dans K, et pour tout n > m, Bn � B(
m; Rqn + j
n � 
mj) etRqn + j
n � 
mj � Rqm+1 + 2�dn + 2�dm � Rqm+1 + 4�dm = o(Rqm)don
 Bn � Bm dès que m 2 K est assez grand, indépendamment de n. En�n,Rqm+1 = o(dm) et d'après les propriétés des réduites, j
n � 
mj � �dm, don
Rqn � Rqm+1 = o(j
n � 
mj)don
 pour tout m 2 K su�samment grand, et pour tout n � m, le 
entre de Bmn'est pas dans Bn (notons qu'on n'a pas besoin de l'hypothèse n 2 K). Il su�t don
de restreindre K à ses éléments supérieurs à une 
ertaine 
onstante. �Nous nous plaçons dorénavant dans le 
adre du lemme pré
édent.45



Partie I Se
tion 5Les variables Æn et leurs relationsL'explosion des 
y
les n'est pas dé
rite en termes de � (dans e�z + z2), mais entermes d'une ra
ine q-ième. Nous appellerons don
 Æn une variable, 
orrespondantà � par : � = i2�pnqn + ÆqnnLe domaine de variation de Æn 
orrespondant à � 2 Bn est le disque R0nD oùR0n = R1=qnqn . Pour tout n 2 K, le paramètre �� = i2�� appartient à Bn n f
ng, don
il existe exa
tement qn valeurs de Æn 2 D 
orrespondant à ��. Nous en 
hoisissonsune, que nous noterons Æ�n. Pour m < n deux éléments de K, nous dé�nissons�m n : Æn 7! Æm par l'intermédiaire de la 
oordonnée � : la fon
tion �m n est la
omposée de Æn 7! � ave
 la bran
he de l'inverse sur Bn de Æm 7! � qui envoie ��sur Æ�m (
ette bran
he existe 
ar la valeur 
ritique 
m de Æm 7! � n'appartient pas àBn). La fon
tion �m n est dé�nie sur R0nD et est à valeur dans R0mD n f0g puisqueBn � Bm n f
mg.Nous allons normaliser les Æn pour que leur domaine de variation soit le disqueunité : soit Æn = Æn=R0nSoit �m n : D ! D les 
hangements de variable 
orrespondants : �m n(Æn) =�m n(R0nÆn)=R0m. Soit Æ�n = Æ�n=R0n.Lemme 5.10 Quand n �!2K +1,ln jÆ�nj � � ln qn+1qnIl existe deux suites de réels am < bm telles queam � bm � � ln qm+1qmquand m �!2K +1 et telles que 8m;n 2 K, si n > m alorsam < ln j�m n(0)j < bmIl existe une suite R00m telle que Xm2KR00m < +1et telle que 8m;n 2 K, si n > m alors le diamètre hyperbolique de Bn dans lerevêtement universel de Bm n f
mg est inférieur à Argth(R00m).Preuve :Rappelons que Æ�n = Æ�n=R0n, que i2�pnqn+(Æ�n)qn = i2��, que �n def= qn+1qn ����pnqn � ����� 2[1=2; 1℄, et que �q def= q3Rq 
onverge vers un réel > 0 quand q �! +1. Don
ln jÆ�nj = ln�2� ���pnqn � �����qn � ln(R0n) = � ln qn+1qn + ln(2��n=�qn) + 2 ln(qn)qn46



Se
tion 5 Partie IComme ln(qn) = o(ln qn+1) quand n �! +1 dans K, on en déduit le premieréquivalent.Estimons maintenant j
m�
nj : d'une part j
m�
nj � dm+dn � 2dm � 4�=qmqm+1.D'autre part, j
m � 
nj � dm2 � �2qmqm+1 . Don
 (pour tous n > m entiers),�2qmqm+1 � j
m � 
nj � 4�qmqm+1Maintenant j�m n(0)j = j
m � 
nj1=qmet don
 ln j�m n(0)j = ln(2��m;n)� ln(qm)� ln(qm+1)qmAve
 1=2 � �m;n � 4. Comme �m n(0) = �m n(0)=R0m, on en déduit queam < ln j�m n(0)j < bmoù am = � ln(qm+1)qm + ln(�=C1) + 2 ln(qm)qmbm = � ln(qm+1)qm + ln(8�=C2) + 2 ln(qm)qmSoient m < n dans K. Un revêtement universel de Bm n f
mg est donné par lafon
tion z 7! Rqm exp(z) + 
m dé�nie sur le demi-plan �Re(z) < 0�. L'appli
ationz 7! R:ez est di�érentiable de di�érentielle dRez = Rezdz. Comme Bn est dediamètre négligeable (indépendamment de n quand m �! +1) devant la distan
ed = j
m � 
nj séparant son 
entre et 
elui de Bm, et 
omme la fon
tion z 7! Rez ades bran
hes inverses dé�nies sur C privé de n'importe quelle demi-droite issue de0, on en déduit par les théorèmes 
lassiques de distortion (voir [P℄) que le disqueBn se relève par 
ette fon
tion en un ouvert simplement 
onnexe U , très pro
he dudisque de 
entre 
 = ln((
m � 
n)=Rqm) (on 
hoisit n'importe quel ln) et de rayonr = rayon(Bn)=j
n � 
mj. Par pro
he, nous entendons qu'il existe m0 2 K tel que8m;n 2 K, si n > m � m0, alors un relevé de Bn est in
lus dans B(
; 2r).2r � 2C1qmqm+1�q3n � 2C1qm�q2m+1�Re(
) � ln C2q3m � ln 8�qmqm+1 � ln qm+1quand m �! +1 dans K. Le diamètre de U pour la métrique hyperbolique dudemi-plan est don
 inférieur à Argth(R00m) ave
R00m = O� qmq2m+1 ln(qm+1)�En parti
ulier Xm2KR00m 
onverge. �47



Partie I Se
tion 5Nous nous servirons pas de la minoration par am.Revêtements su

essifsNous appellerons �n : R0nD ! C la fon
tion � de la proposition 2.2, qui suit enfon
tion de Æn l'explosion en un 
y
le du point parabolique 0 du paramètre i2�pn=qn.Soit nk la suite du lemme 5.9. On peut imposer que n0 � 3. Pour k � 1, soit
k = �nk-1 nk (0). Nous introduisons une nouvelle variable paramétrique tk, qu'ilfaut imaginer située �entre� Ænk et Ænk-1 . Soit �k : tk 7! Ænk-1 le revêtement universelde D dans D n f0g, qui envoie 0 sur 
k. Plus pré
isément �k(tk) = ei�+�0:h(tk),� = arg(
k), �0 = � ln j
kj et h(z) = z � 1z + 1 . La fon
tion �nk-1 nk se fa
torise àgau
he par �k : il existe �k : D ! R00nkD telle que �k(0) = 0 et �nk-1 nk = �k Æ�k, desorte que �k : Ænk 7! tk. Le lemme 5.10 implique en parti
ulier que �k(D ) � R00nkD .Nous allons e�e
tuer une série de 
hangements de variables dynamique, les nouvellesvariables étant notées wk, w0 
orrespondant à la variable dynamique initiale z. Ce
hangement de variable dépend de Ænk . La fon
tions 
orrespondante sera notée  k :(wk ; Ænk) 7! wk�1. L'explosion du 
y
le suivi dans la variable z par �nk : Ænk 7! zsera suivie dans la variable wk par une fon
tion notée fk : Ænk 7! wk. La fon
tionfk sera à valeur dans �kD pour un 
ertain �k > 0.La dé�nition se fait par ré
urren
e :� �0 = 4� pour tout Æn0 2 D , on dé�nit f0(Æn0) = �n0(Æn0), où Æn0 = R0n0Æn0� f0 : D ! �0D , et f0(0) = 0 : en e�et d'une part pour tout � 2 C , un 
al
ulélémentaire prouve qu'un nombre de module > 1 + je�j est attiré par l'in�nisous la dynamique de P�, don
 K(P�) est in
lus dans (1 + je�j)D , d'autre parttout 
y
le de P� est in
lus dans K(P�), et en�n dans le 
as qui nous intéresse(� = i2�p=q + Æq ave
 q � 3) on a Re(�) < R3 < 0:76. Don
 jf0j < 3:2 < �0.Rappelons que � peut prendre des valeurs pour lesquellesK(P�) n'est pas 
onnexePour k � 1,� soit �k : Uk ! D , Uk � C � D , la fon
tion donnée par le lemme 5.7 pour lemouvement holomorphe zi(tk) = ��1k-1fk-1(�i�k(tk)), i = 0; : : : ; q � 1. Soit alors�k = 1 + 5R00nk , 
omme suggéré par le lemme 5.7. Ainsi, pour tout Ænk 2 D , latran
he de Uk 
orrespondant à tk = �k(Ænk ) est in
luse dans �kD� soit  k : Vk ! �k-1D , Vk � �kD � D , dé�ni par Vk = �(wk ; Ænk) �� (wk; tk) 2 Uk	et  k(wk; Ænk) = �k-1�k(wk; tk)où tk = �k(Ænk) 48



Se
tion 5 Partie I� soit Hk(wk ; Ænk ) =  1; Æn1 Æ : : : Æ  k; Ænk (wk)où Ænj = �nj nk(Ænk). Pour tout Ænk 2 D �xé, la tran
he 
orrespondante de lafon
tion Hk est dé�ni sur un sous-ensemble de la tran
he 
orrespondante de Vk,et à valeur dans �0D .� la tran
he Ænk de Hk est notée Hk;Ænk : wk 7! Hk(wk; Ænk). C'est une 
om-posée de revêtements, don
 le revêtement universel en 0 de �0D privé de laréunion des 
y
les de période qn0 ; : : : ; qnk-1 
orrespondants aux paramètres Ænj =�nj nk (Ænk) se fa
torise à gau
he (pour la 
omposition) par 
ette même tran
hede Hk. Autre 
onséquen
e, ��wkHk 6= 0� alors fk : D ! �kD est dé�nie par l'équation 8Ænk 2 D ,Hk(fk(Ænk); Ænk) = �nk (Ænk)où Ænk = R0nkÆnk , et par la 
ondition fk(0) = 0. Le théorème des fon
tionsimpli
ites et le fait que les 
y
les de période qn0 , qn1 , . . . , qnk n'entrent pas en
ollision dans Bn garantissent l'existen
e de fkMajoration de la distan
e de 0 aux points périodique de P��Soit t�k = �k(Æ�nk ). H 0k;Æ�nk (0) = kYj=1 0j;Æ�nj (0)Don
 H 0k;Æ�nk (0) = �0 � � � �k-1 kYj=1 �0j;t�j (0)Majorons 
e produit :� Le produit des �k est 
onvergent (rappelons que �k > 1) : en e�et �k = 1 +R00nket Xn�0R00n 
onverge.� Majorons j�0j;t�j (0)j. Soit 
0 = 1 � ln(2) et rk = jÆ�nk j. D'après la se
tion sur lesvariables Æn, nous savons queln rk � � ln qnk+1qnk (�! 0)Don
 +1Xk=0 ln rk = �1d'une part, et d'autre part�qnk ln rk � � ln qnk+1 �! +1Don
 il existe un rang K0 à partir duquel pour tout k > K0, �qnk ln rk > 400 etrk > e�1. D'après le 
orollaire 5.6, on a alorsln j�0j;t�j (0)j � 
0 ln rk49



Partie I Se
tion 5Ainsi, quand k �! +1 dans K, H 0k;Æ�nk (0) �! 0Soit Vk = r0D privé de la réunion pour j = 0; : : : ; k � 1 du 
y
le de P�� donnépar �nj (Æ�njUqnj ). Considérons la fon
tion �Vk , revêtement universel de D vers Vkenvoyant 0 sur 0 ave
 dérivée réelle positive. Comme �Vk : D ! Vk se fa
torise àgau
he par Hk;Æ�nk , i.e. �Vk = Hk;Æ�nk Æ f ave
 f : D ! D , 0 7! 0, on en déduit que�0Vk (0) �! 0quand k �! +1 dans K. Or �0Vk est minoré par la distan
e de 0 au bord de Vk.On en déduit que 0 est a

umulé par des points périodiques de P�� . Q.E.D.D'autres polyn�mesNous 
her
hons à adapter 
e résultat aux polyn�mes zd + 
. La di�
ulté provientde 
e que nous ne savons pas démontrer le théorème 2.3 dans 
e 
adre, 
ar laproposition 2.8 n'est plus exa
te pour d � 3 : il y a exa
tement d � 2 valeurs de� dans l'analogue du membre p=q telles le polyn�me 
orrespondant P ait un pointparabolique z de période q à un pétale (
'est-à-dire (P q)0(z) = 1). Comme 
e nombrede 
ontre-exemples est majoré par une borne indépendante de q, on peut peut-êtres'en sortir en modi�ant la proposition 2.2. Peut-on plus généralement adapter lapreuve au 
as des fra
tions rationnelles dont tous les points 
ritiques, sauf un, estdans l'ensemble de Fatou ?
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Partie I Se
tion 6
6. Appendi
e
6.1 Un 
ontre exempleLe 
ontre exemple de 
ette se
tion est dans le 
adre des fon
tions Gn des se
tions 3.2et 4.1.Fixons q et " > 0. Nous allons montrer que l'absen
e de point périodique non nulpour f : D ! C holomorphe telle que jf � Id j < " et ayant un point �xe en 0de multipli
ité q n'est pas une 
ondition su�sante pour minorer l'aire du bassind'attra
tion de 0.
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-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
xFig. 6.1 � Le 
hamp de ve
teur V (z) et quelques iso
lines, 
elles formant le bordde W sont en trait plein 52



Se
tion 6 Partie IConsidérons le 
hamp de ve
teurs suivant :
V (z) = z2ezdzSoient I� et I+ les deux iso
lines d'angles respe
tifs ��=2 et �=2 
ontenues dans labande �y < 3��. Leur équation est �x = y tan y2 � ave
 y 2 respe
tivement ℄�3�;��[et ℄�; 3�[. Soit W l'ensemble des points situés en dessous de I� ou au dessus deI+. Pour tout z 2 W , z = x + iy a une traje
toire qui véri�e soit x �! +1, soitx �! �1 quand le temps t �! +1.Preuve : Nous supposerons z au dessus de I+, l'autre 
as étant symétrique. Les
omposantes 
onnexes des iso
lines situées au dessus de I+ sont des graphes defon
tion 
roissantes R ! R : x 7! y. Sur toute verti
ale, l'angle a du 
hamp deve
teur est une fon
tion 
roissante de y. Les bandes d'équation a 2 [�2 ; 3�2 ℄ sontdon
 des pièges. Une traje
toire qui y rentre aura sa partie réelle dé
roissante, et
omme le 
hamp de ve
teur n'a pas de point �xe (autre que 0), elle tend vers �1.Une traje
toire qui n'y rentre jamais véri�e a 2 ℄ � �2 ; �2 [, et don
 sa partie réelleest 
roissante, et tend vers +1 pour la même raison. �Le 
hamp V n'a pas de traje
toire périodique autre que 0.Preuve : Supposons qu'une telle traje
toire T existe. Le 
hamp V ne s'annulantqu'en 0, T est non 
onstante. C'est don
 une 
ourbe de Jordan, et d'après la topo-logie algébrique élémentaire, elle doit entourer un point p0 tel que V (p0) = 0, Lepoint p0 ne peut être que 0. Mais R�+ et R�� sont deux traje
toires de V . Une orbitepériodique ne peut don
 pas entourer 0. Cela 
onduit à une 
ontradi
tion. �Fixons a > 0 quel
onque, et 
onsidérons le domaine P1 = \x < a", h = ha l'isomor-phisme de P1 dans 2D qui envoie 0 sur 0 et ave
 une dérivée réelle positive en 0, etV2 l'image h�(V ) du 
hamp V par h. Alors tout point de D \ h(W ) �nit par sortirde D sous le �ot de V2. L'aire de l'ensemble D nh(W ) tend vers 0 quand a �! +1.Prenons maintenant le �ot f� : D ! C de V2 sur une durée � su�samment petitepour que f� soit dé�nie sur tout D et jf�� Id j < ". Le 
hamp de ve
teur V2 n'a pasde traje
toire périodique hormis la traje
toire 
onstante 0. Don
 la fon
tion f� n'apas d'autre point périodique que 0. Le 
ontre exemple que nous re
her
hons est lepull-ba
k f de la dynamique f� par z 7! zq : g : D ! C est telle que g(z)q = f(zq).Une telle fon
tion existe dès que jf� � Id j est su�samment petit. Les points deD n qph(W ) s'é
happent tous de D , et 
omme q est �xé, qph(W ) peut avoir une airearbitrairement petite pourvu que a soit su�samment grand.53



Partie I Se
tion 66.2 Preuve de la proposition 2.8Rappelons que 
 est lié à lambda par les relations � = e� et 
 = �=2� (�=2)2. Laproposition en question est :Proposition 2.8 8p ^ q = 1, 8� 2 M pq , si le polyn�me P� a un point paraboliquez de période k, alors soit k > q, soit k = q et alors (P q�)0(z) 6= 1.La proposition 2.8 est triviale quand q = 1, 
ar le seul paramètre 
 pour lequel Q
 aun point �xe de multipli
ateur 1 est 
 = 1=4, et 
 = 1=4 si et seulement si � 2 i2�Z.Si q � 2 et � 2Mp=q , nous noterons � le point d'aboutissement du rayon externe deQ
 d'argument 0 et � l'autre point �xe de Q
. Le point �xe � est toujours répulsifou de multipli
ateur 1 (voir [DH℄, exposé VIII, Ch. II, � 2). Nous utiliserons le faitsuivant :Proposition 6.1 Pour tout � 2Mp=q, les rayons externes de Q
 qui atterrissent en� sont les mêmes. Ils sont au nombre de q, et Q
 agit transitivement dessus. Si onordonne 
ir
ulairement 
es rayons par leur argument, l'a
tion de Q
 est équivalenteà la rotation d'angle p=q sur l'ensemble des ra
ines q-ièmes de l'unité.On peut re
onstituer 
et énon
é à partir de [DH℄.Le polyn�me Q
 est un homéomorphisme de 
haque rayon externe sur le rayonimage. Soit U le 
omplémentaire dans C de la réunion du point � et des q rayonsexternes qui y aboutissent. L'ouvert U a q 
omposantes 
onnexes, et elles sontsimplement 
onnexes, 
ha
une délimitée par � et deux rayons externes. Rappelonsque 0 est l'unique point 
ritique de Q
.Lemme 6.2 Pour tout � 2Mp=q, il y a dans 
haque 
omposante 
onnexe de U unpoint de l'ensemble f0; Q
(0); : : : ; Qq�1
 (0)g.Preuve : Soit C une 
omposante de U . Soient R et R0 les rayons externes quila bornent. Soit C 0 la 
omposante bornée par les images de 
es rayons. On noteraC 7! C 0, mais attention, le polyn�me Q
 n'applique pas né
essairement C dans C 0.Assertion : Si 0 n'appartient pas à C, alors Q
 est un isomorphisme de C vers C 0.Preuve : Le polyn�me Q
 n'a pas de valeur 
ritique sur �C 0. Il y a don
 une etune seule 
omposante 
onnexe O de Q�1
 (C 0) dont le bord 
ontient �C, puisque 
edernier s'envoie dans �C 0. Une analyse au voisinage de1 montre que O a au moinsun point 
ommun ave
 C, don
 O � C (
ar C est 
onnexe et O\�C = ?). CommeC, don
 O, ne 
ontient pas le point 
ritique de Q
 et 
omme Q
 est propre de Overs C 0, on en déduit que Q
 est un isomorphisme de O vers C 0. Montrons que Q
est inje
tif sur �O : en e�et d'après le théorème de Jordan-S
hoen�ies, tout point54



Se
tion 6 Partie Iau bord de C 0 a une base de voisinages V tels que V \C 0 est 
onnexe, don
 à deuxpoints distin
ts z et z0 dans �O qui s'envoient sur le même point u 
orrespondentdeux bran
hes inverses lo
ales de Q
 dé�nies sur un voisinage V de u tel que V \C 0est 
onnexe ; l'image de V \ C 0 par 
es deux bran
hes est in
luse dans O, 
e qui
ontredit l'inje
tivité de Q
 sur O. Don
 Q
 est inje
tive sur �O qui, rappelons-le,
ontient �C et s'envoie dans �C 0. Or �C s'envoie surje
tivement sur �C 0, don
�O � �C. Maintenant, puisque O est ouvert, non vide, et C est 
onnexe, 
'est queO = C. Don
 Q
 est un isomorphisme de C vers C 0. �Assertion : Si 0 2 C, alors Q
(0) 2 C 0.Preuve : Supposons le 
ontraire. Alors l'analyse pré
édente prouve que Q
 est unisomorphisme de C dans C 0, don
 C ne 
ontient pas le point 
ritique, 
e qui estabsurde. �De la proposition 6.1 on déduit que l'appli
ation C 7! C 0 est transitive sur les
omposantes 
onnexes de U . Don
 les q premières itérées de 0 (de 0 à Qq�1
 (0))doivent visiter les 
omposantes de U , en suivant la fon
tion C 7! C 0. �Supposons que Q
 a un point parabolique z, de période k. Montrons que k 6= 1. S'ilétait �xe, z serait égal à � ou �. Or si � est parabolique alors soit � 2 iR, 
e qui estex
lu 
ar nous avons supposé que � est dans un membre, soit 9p 2 Z � 2 Mp (i.eq = 1), 
e qui est ex
lu 
ar nous avons supposé q � 2. Si � est parabolique, nousavons vu que � 2 2�iZ, 
e qui est ex
lu. Don
 k > 1.Le point 
ritique 0 appartient au bassin immédiat d'un point du 
y
le de z. Nouspouvons toujours supposer que z est 
e point du 
y
le. À l'aide des pétales, on
onstruit un 
hemin 
 dans K(Q
) reliant z à 0, et qui ne ren
ontre J(Q
) qu'en z,de sorte qu'il est entièrement in
lus dans U , ainsi que ses images su

essives. Ainsi,8n 2 N, Qn
 (z) et Qn
 (0) sont dans la même 
omposante de U . Ce
i et le lemme 6.2impliquent que le 
y
le de z a au moins q points. Don
 k � q.Dans le 
as où k = q, prouvons que (Qq
)0(z) 6= 1. Supposons le 
ontraire. Il y aau moins un rayon externe qui aboutit en z, et un tel rayon est �xé par Qq
 (voir[DH℄, en fait il y en a exa
tement 2). Ses images su

essives par Q
 ont des anglesexternes ordonnées dans le même ordre que les rayons aboutissant en �, puisquepour n < q, la n-ième image doit être dans la même 
omposante de U que 0. C'estimpossible : en e�et pour la dynamique de z 7! z2, il y a un seul 
y
le ave
 unnombre de rotation �xé (voir [BS℄).Remarque : Notons que 
'est 
e dernier argument qui ne s'adapte pas au 
as dela famille zd+ 
 : dans 
ette dernière pour tous p=q, il y a des valeurs de '
' dans lemembre p=q telles que le polyn�me 
orrespondant ait un point de période q et demultipli
ateur 1. 55



Partie I Se
tion 66.3 Preuve de la proposition 3.4 (d'après Jellouli)Rappellons que � est un irrationnel, pn=qn ses réduites, et �n = i2�pn=qn.Proposition 3.4 Supposons r(�) > 0. Soit � : �(�) ! r(�)D l'isomorphisme
onforme envoyant 0 sur 0 ave
 dérivée 1. Soit F� = � Æ P� Æ��1. Alors pour tout
ompa
t C de r(�)D , 9N 2 N tel que 8n � N , les qn premières itérées de F�nsont dé�nies sur C et ne sortent pas de r(�)D . On a de plus une 
onstante K > 0(dépendant de C) telle que 8z 2 C, 8n � N , et 8k 2 N,si k � qn alors ��F k�n(z)� ek�n :z�� � Kjzjkq2nEn parti
ulier F qn�n �! Id uniformément sur tout 
ompa
t de r(�)D .Quand � �! i2��, P� tend uniformément vers Pi2�� sur tout 
ompa
t de C . Don
F� tend uniformément sur tout 
ompa
t de r(�)D vers Fi2�� = (z 7! ei2��z). CommeF�(0) = 0 et F 0�(0) = P 0�(0) = e�, nous pouvons noterF�(z) = e�:z:G�(z)où G� est holomorphe et G�(0) = 1. Quand � �! i2��, alors G�(z) �! 1 unifor-mément sur tout 
ompa
t de r(�)D (pour le prouver, on �xe r0 < r(�), et on utilisele prin
ipe du maximum sur le disque r0D ; il su�t alors de véri�er G� �! 1 sur lebord de 
e dernier).Soit r0 < r(�) et 
onsidérons un " > 0 pour lequel F�(z) est dé�ni sur r0D etjG� � 1j < 1 sur r0D dès que j� � i2��j < ". Soit U = �w 2 C �� Re(w) < ln(r0)	.Soit H� = l ÆG�où l est la bran
he du logarithme dé�nie sur 1 + D et qui envoie 1 sur 0. Soit I�dé�ni par I�(w) = w + �+H�(ew)Alors pour tout w 2 U et pour j�� i2��j < ",F�(ew) = eI�(w)Le point fondamental est que ����� � pnqn ���� < 1q2nPuisque Gi2�� = (z 7! 1) et G� est une famille analytique de fon
tions holomorphes(sur r0D � (i2�� + "D )), nous en déduisons qu'il existe K > 0 tel quejH�(w)j � Kj�� i2��j56



Se
tion 6 Partie IPour w 2 U et j�� i2��j < ". AlorsjI�n(w) � w � �nj = jH�n(ew)j � Kj�n � i2��j � K 2�q2nAinsi, si Re(w) < ln(r0)�K2�=qn, alors on peut montrer par ré
urren
e que pourk = 0; : : : ; qn : Re �Ik�n(w)� < ln(r0)�K2� qn � kq2n(et don
 Ik�n(w) 2 Def I�n si k < qn), et que����Ik�n(w) � w � ki2�pnqn ���� � K2� kq2nDon
 pour z 2 r0D , et j�n � i2��j < " (
'est-à-dire n assez grand),�����F k�n(z)ek�nz � 1����� < eK2�k=q2n � 1On en déduit la proposition, quitte à augmenter la valeur de K.6.4 Preuve alternative de la proposition 4.16Rappellons que � est un irrationnel, pn=qn ses réduites, et �n = i2�pn=qn.Proposition 4.16 Pour tout 
ompa
t C � �(�), 9N 2 N tel que 8n � N , l'itéréP qn�n n'a pas de point �xe di�érent de 0 dans C.Notre preuve alternative de la fuite de des points �xes de P qn�n est basée sur le faitsuivant : soit �0 = i2�pq . Quand � varie dans B(�0; Rq) n f�0g, les points �xes deP q� n'entrent pas en 
ollision. Fixons � 2 S.Résumé de la preuve : Reprenons les notations de la se
tion 3.1. Soit E une équi-potentielle de potentiel " su�samment petit pour que s" soit pro
he de r(�). Onavait introduit des fon
tions �p=q;" qui suivent l'explosion du point �xe multiple 0 dePi2�p=q , après 
onjugaison par un représentation 
onforme, en termes d'une ra
ineq-ième de la perturbation. Pour n su�samment grand, d'une part par l'inégalité deS
hwarz implique que j�0pn=qn;"(0)j < un majorant pro
he de r(�) (
e majorant ests"=R1=qnqn ). D'autre part, nous avons prouvé (se
tion 3.2) que �0pn=qn;"(0) �! r(�)quand n �! +1. Ainsi, la dérivée en 0 de la fon
tion �0pn=qn;" est pro
he de la bornedonnée par l'inégalité de S
hwarz. Ce
i implique que 
ette fon
tion est pro
he del'appli
ation linéaire de même dérivée en 0, et 
e sur un disque rD de de rayonpro
he de 1. Quand aux autres points �xes de P qn� , ils dépendent holomorphique-ment de � (= �n + Æqn), don
 ils se dépla
ent beau
oup plus lentement que 
euxissus du point parabolique quand Æ varie dans rD . Ce
i ex
lue tout point �xe de P qn�n57



Partie I Se
tion 6d'un grand 
ompa
t de �(�). En e�et, s'il y avait un point �xe dans 
e 
ompa
t,alors il y aurait une valeur de Æ telle que les points �xes (rapides) issus de l'explosionentrent en 
ollision ave
 
e dernier (lent), 
e qui mène à une 
ontradi
tion.Détail de la preuve :Le lemme suivant est un 
omplément au lemme de S
hwarz. Nous l'utiliserons dansle 
adre suivant : r est majoré par une 
onstante pro
he de 1, et a �! 1, auquel
as la 
onstante r0 donnée par le lemme �! r.Lemme 6.3 Soit f une fon
tion holomorphe de D dans D telle que f(0) = 0 etposons a = jf 0(0)j. Alors 8r 2 ℄0; a[ et 8t 2 R,jf(reit)j � r0 où r0 = r a� r1� arDe plus, 8z 2 r0D , indz f Æ 
 = 1 où 
 : [0; 1℄! D est le la
et t 7! rei2�t.Preuve : Notons que la proposition est vide si a = 0. Supposons a > 0. La fon
tiong(z) = f(z)=z est dé�nie et holomorphe sur D . Elle applique 0 sur a, et D dans Dd'après le prin
ipe du maximum. Don
 g est 1-Lips
hitz pour la métrique hyperbo-lique de D . Don
 si jzj � r, alors g(z) appartient au disque hyperbolique ouvert de
entre a et de rayon Argth(r). En parti
ulier, posons b = f 0(0)=jf 0(0)j : 8z 2 rD ,Re�g(z)b � > a� r1� arLe reste suit aisément. �Pour alléger les notations, soit R0n = R1=qnqn : R0n �! 1 quand n �! +1. Soit� l'isomorphisme de �(�) vers r(�)D qui envoie 0 sur 0 ave
 dérivée 1. Soient�" : V" ! s"D les fon
tion de la se
tion 3.1. Pour tout n 2 N, soit "n �! 0 unpotentiel pour lequel K(P�) � V" pour tout Æ 2 R0n D et � = �n + Æqn . Rappelonsque d'après le théorème de Carathéodory, quand n �! +1,s"n �! r(�)et que La�pnqn� �! r(�) d'après la formule 3.2 du théorème 3.1, d'où����0pn=qn;"n(0)��� = q2=qnn La�pnqn� �! r(�)quand n �! +1.Fixons momentanément n. Soit z0 un point �xe non nul de P qn�n . Soit Z0 = �"n(z0).Nous savons d'après la proposition 2.2 qu'il existe l tel que z0 = �l(�n), ave
 lesnotations de 
ette proposition. Considérons �1 = �"nÆ�l. Cette fon
tion paramétriseen fon
tion de � le mouvement dans les 
oordonnées �"n du point �xe initialement58



Se
tion 6 Partie Iégal à z0. C'est une fon
tion holomorphe de RqnD + �n dans s"nD . Elle est don
1-Lips
hitz pour les métriques hyperboliques respe
tives de 
es disques. Don
j�1(�)js"n < u(j�� �nj) où u(x) = xRqn + jZ0js"n1 + xRqn jZ0js"nNotons � = �pn=qn;"n , et �0 = �"n Æ �. C'est une fon
tion qui paramétrise le mou-vement dans les 
oordonnées �"n de l'explosion du point parabolique, en fon
tionde Æ. D'après la proposition 2.2, 8Æ 2 R0nD , �l(�n + Æqn) 6= �(Æ). Don
 la fon
tionY (Æ) def= �0(Æ) � �1(�) (où � = �n + Æqn) fait un nombre de tours = 0 autour dupoint 0 quand Æ dé
rit un 
er
le 
entré en 0 et in
lus dans R0nD .Fixons t 2 ℄0; 1[. Soit an = ����0pn=qn;"(0)��� R0ns"nOn voit que an �! 1 quand n �! +1, don
 il existe N = Nt 2 N tel que 8n � N ,an > t. Nous supposons maintenant que n � N . Soitr0n = t an � t1� antla suite r0n �! t quand n �! +1. D'après le lemme 6.3, quand Æ dé
rit le 
er
le de
entre 0 et de rayon tR0nD , �0(Æ) fait un nombre de tours = 1 autour de 0, tout enrestant à distan
e supérieure ou égale à s"nr0n de 0. Supposons maintenant que pourun 
ertain point �xe z0 de P qn�n , u(tqnRqn) < r0n : alors j�1(�)j < s"nr0n < j�0(Æ)jdon
 quand Æ dé
rit le 
er
le de 
entre 0 et de rayon tR0nD , Y (Æ) par le théorèmede Rou
hé ferait le même nombre de tours autour de 0 que �0, 
e qui est impossible
ar on a vu que le premier est égal à 0 et le deuxième à 1. Don
 u(tqnRqn) � r0n,
'est-à-dire tqn + jZ0js"n1 + tqn jZ0js"n � r0ndont il dé
oule une borne inférieure pour jZ0j :jZ0j � ln où ln = s"n r0n � tqn1� tqnr0nQui est valable, rappelons-le, pour tout N > Nt, tout z0 point �xe de P qn�n et Z0 =�"n(z0). Maintenant quand n �! +1, alors �"n tend vers � sur tout 
ompa
t, etln �! r(�)tComme t 2 ℄0; 1[ peut être 
hoisi arbitrairement, il est maintenant aisé d'en déduirela proposition 4.16. 59



Partie I Se
tion 66.5 Remarques 
on
ernant la se
tion 5Estimation d'un r.
.r.u.Soit r 2 ℄0; 1[, q � 3, V = D n rUq (où Uq est l'ensemble des ra
ines q-ièmes del'unité), et ru(r; q) le rayon 
onforme en 0 du revêtement universel de V . Nousallons estimer ln ru(r; q)= ln r quand simultanément r �! 1 et �q ln(r) tend versune 
ertaine 
onstante positive.Une fon
tionSoit r > 0, Ur = D n [r; 1[, alors l'uniformisation �Ur : D ! Ur de Ur en 0 est laré
iproque h 7! a de la fon
tion a 7! h dé�nie par :� b = �a� 
 = b+ r1 + rb� d = p
 (la bran
he dé�nie sur C n ℄�1; 0℄ et qui envoie 1 sur 1)� e = 1 + id1� id , f = e2, g = �1 + iff + i� notons que g = 2d� (1� d2)2d+ (1� d2) .� h = � g + g01 + g0g , où g0 = 2d0 � (1� d20)2d0 + (1� d20) et d0 = pr.Un 
al
ul donne �h=�a = (r + 1)2=4r, d'oùrUr = 4r(r + 1)2MinorationSoit Vm = D n q�1[i=0[r�i; �i℄ où � = ei2�=q . L'ensemble Vm est simplement 
onnexeet in
lus dans V , don
 son rayon 
onforme en 0 est inférieur à 
elui de eV . Nouspouvons trouver une formule pour �Vm : �Vm(z)q = �Urq (zq), d'où rqVm = rUrq .Don
 ru(r; q) � r�(r; q) = � 4rq(1 + rq)2� 1qMajorationLa 
omposée g = �q Æ �V (z) est à valeur dans U = D n frqg, don
 g se fa
torise :g = �U Æ h, ave
 h : D ! D , h(z) = �zq + O(zq+1) et j�j � 1 d'après unevariante de l'inégalité de S
hwarz. Don
 j�0V (0)jq � j�0U (0)j. D'après le lemme 5.3,�0U (0) = 2rq j ln(rq)j1� r2q . Don
ru(r; q) � r+(r; q) = �2rq j ln(rq)j1� r2q � 1q60



Se
tion 6 Partie IEstimationSoit � > 0. Supposons maintenant que r �! 1 et que�q ln(r) �! �, 
e qui équivautà dire que la distan
e hyperbolique entre r et r� 
onverge, versd0 = � ln�tan�12 ar
tan������Alors rq �! e��. D'où ln r+(r; q) � �+(�) ln(r) et ln r�(r; q) � ��(�) ln(r), ave
�+(�) = 1� ln 1� e�2�2�e��et ��(�) = 1� ln (1 + e��)24e��Nous avons de plus les propriété suivantes : 8� > 0,�+(�) 2 ℄0; 1[ ; ��(�) 2 ℄0; 1[��(�)=�+(�) 2 ℄1; 1:5[Les fon
tions �+ et �� sont stri
tement 
roissantes en fon
tion de �, tendent vers0 en 0 ave
 une dérivée en 0 non nulle et non in�nie, et tendent vers 1 en +1.Le quotient ��=�+ tend vers 1:5 en 0 et vers 1 en +1, et d'après des expérien
esnumériques il semble dé
roissant en fon
tion de �.
6.6 Remarque sur le théorème de redressement des
hamps d'ellipsesNous n'utilisons le théorème de redressement (théorème d'Ahlfors-Bers) que dansla se
tion 5, et uniquement dans le 
as où ln qn+1qn �! 0. Plus pré
isément il sert àdémontrer le lemme 5.7. Il serait intéressant de voir si on peut démontrer 
e lemmesans le théorème de redressement.Dans le 
as où +1Xn=0� ln qn+1qn �2 = +1on peut fournir une preuve que 0 est un point de Crémer sans utiliser le théorèmede redressement : dans la preuve de la se
tion 5, au lieu de passer au revêtementuniversel du 
omplémentaire de qn points dans D , ne 
onsidérer qu'un seul pointz(t), normaliser en divisant par z(t) et passer au revêtement universel de rD privéde f1g (pour r su�samment grand, mais pas trop). Ce
i dépend de façon analytiquedu paramètre t, 
ontrairement aux revêtements universels.61
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Deuxième partie
Semi-
ontinuité dans lethéorème de Siegel-Brjuno, parla méthode de Yo

oz





Partie II
Introdu
tion
Nous allons 
ompléter le théorème de linéarisation des fon
tions holomorphes f�xant 0 et dont la partie linéaire est une rotation irrationnelle (apériodique). Lethéorème de Siegel-Brjuno a�rme que si le nombre de rotation � satisfait une 
er-taine 
ondition diophantienne appelée 
ondition de Brjuno, alors f admet 
onjugai-son lo
ale en 0 à sa partie linéaire. D'après [Y℄, le théorème de Brjuno donne uneborne inférieure au rayon du disque de Siegel, en termes du rayon d'inje
tivité de f .Nous prouverons que, à � �xé satisfaisant la 
ondition de Brjuno, sous l'hypothèsesupplémentaire que f est arbitrairement pro
he de la rotation de même angle sur ledisque unité D , alors le disque de Siegel (domaine maximal de linéarisation) 
ontientun sous disque de D de rayon arbitrairement pro
he de 1, et sur lequel la linéari-sation est arbitrairement pro
he de l'identité�nous ne tenterons pas i
i d'estimer,et en
ore moins d'estimer �nement, le rayon du disque de Siegel et la distan
e àl'identité de la linéarisation, en termes de � et de la proximité à la rotation�. De
e
i, toujours à nombre de rotation de Brjuno �xé, on peut dériver des énon
ésde semi-
ontinuité du disque de Siegel. Nous ne prétendons pas démontrer quelque
hose de nouveau dans 
e texte : tout 
e
i est probablement déjà 
onnu, et il sepeut qu'il existe déjà des référen
es pour 
ela. Nous donnons i
i une preuve baséesur la méthode élaborée par Yo

oz dans [Y℄, dont il s'agit d'une appli
ation assezdire
te.
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Partie II Se
tion 1
1. Dé�nitions et énon
é
Nous nous basons uniquement sur le do
ument [Y℄, qui présente la preuve de Yo
-
oz du théorème de Siegel-Brjuno. Comme il s'agit d'une variante, nous suivronsles notations qui y sont introduites, et nous 
onseillons au le
teur de s'y référer.Rappelons 
ertaines d'entre elles. Pour � 2 R, on note � = E(�) où E(z) = ei2�z.L'ensemble S� est l'ensemble des fon
tions holomorphes univalentes f de D dansC telles que f(0) = 0, f 0(0) = �. Pour " > 0, nous dé�nissons un nouvel ensembleD"� : 
'est l'ensemble des appli
ations f , de D dans C telles que f(0) = 0, f 0(0) = �et 8z 2 D , jf(z)�R�(z)j < ", où R�(z) = �z. Contrairement à S�, nous ne deman-dons pas que f soit univalente sur D . En fait, toute f 2 D"� est automatiquementunivalente sur un sous-disque de rayon qui tend vers 1 quand " tend vers 0. L'en-semble Kf désigne l'ensemble des points z de D pour lesquels toute l'orbite futurede z est dé�nie, et ne sort pas de D . La fon
tion f est linéarisable en 0 si et seule-ment si 0 2 ÆKf . Le disque de Siegel Uf (qui n'est pas noté �f 
ar il se peut qu'ilsoit stri
tement plus petit que le disque de Siegel d'un prolongement analytique def), est la 
omposante 
onnexe 
ontenant 0 de l'intérieur de Kf , (ave
 la 
onventionque Uf = ? si 0 62 ÆKf ). Si Uf 6= ?, la restri
tion f ��Uf est alors analytiquement
onjuguée à la rotation d'angle 2�� sur D . Nous appellerons Hf : C(f)D ! Ufl'unique 
onjugaison analytique de R� : z 7! �z à f , normalisée par H 0f (0) = 1, oùC(f) est appelé 
apa
ité 
onforme (ou en
ore rayon 
onforme interne) de Uf en 0.Soit B l'ensemble des nombres de Brjuno, 
'est à dire l'ensemble des irrationnels �tels que B(�) < +1, où B est la fon
tion de Brjuno :B(�) =Xn2N ln(qn+1)qnoù qn est le dénominateur de la n-ième réduite de �.Théorème 1 (Semi-
ontinuité, énon
é normalisé)(8� 2 B) (8" > 0) (9� > 0) (8f 2 D�� où � = E(�)), le disque de Siegel de f
ontient le disque (1� ")D , et 8z 2 (1� ")D , ���H�1f (z)� z��� < ".La tâ
he d'en dériver des énon
és de semi-
ontinuité inférieure, géométriques etnumériques, est laissée au le
teur, 
ar ils dépendent du 
adre. Donnons tout demême un exemple :Exemple : 66



Se
tion 1 Partie IIOn munit la sphère de Riemann S2 = C [f1g d'une métrique sphérique. Soit R�;dl'ensemble des des fra
tion rationnelles de degré d �xant 0 ave
 dérivée � = E(�).On le munit de la topologie de la 
onvergen
e uniforme des fon
tions de S2 ! S2.On munit l'ensemble D des disques hyperboliques de S2 (les ouverts 
onnexes de
omplémentaire 
onnexe non réduit à l'ensemble vide ou à un point) 
ontenant 0,de la topologie de Carathéodory de point base 0.Si � est un nombre de Brjuno,alors toute fon
tion F 2 R� possède un disque de Siegel en 0, noté � 2 D. On noteégalement 	 la représentation 
onforme de D dans � envoyant 0 sur 0 ave
 unedérivée réelle positive (dans la 
arte C de S2), et r = 	0(0) > 0 le rayon 
onformeinterne en 0 de �. La fon
tion 	 appartient à l'ensemble des fon
tions 
ontinuesde D dans S2, sur lequel on met la topologie de la 
onvergen
e uniforme sur tout
ompa
t.Proposition : Pour tout � nombre de Brjuno et tout entier d supérieur ou égal à2, la fon
tion R�;d ! D : F 7! � est 
ontinue.En parti
ulier :� F 7! 	 est 
ontinue,� F 7! r est 
ontinue,� F 7! C n� est semi-
ontinue supérieurement pour la topologie de Hausdor� surles 
ompa
ts de S2.Preuve : Soit F0 2 R�, et �0 son disque de Siegel en 0. Prouver la 
ontinuité deF 7! � en F0, 
'est montrer que1. pour tout 
ompa
t C de �0, il existe un voisinage de F0 tel que � � C,2. pour tout ouvert 
onnexe U 
ontenant 0 et interse
tant le 
omplémentaire de�0, il existe un voisinage de F0 tel que U interse
te le 
omplémentaire de �.Notons que le point 1. équivaut à la semi-
ontinuité supérieure de F 7! S2 n� ausens de Hausdor�. Considérons les fon
tions G = 	�10 Æ F Æ 	0. Quand F �! F0,alors G �! R�, au sens où pour tout 
ompa
t C de D et pour tout " > 0, il existeun voisinage de F0 pour lequel G est dé�nie sur C, et y di�ère de R� de moins de". D'autre part G �xe 0 ave
 même multipli
ateur que F . On peut don
 appliquerle théorème 1 sur tout sous-disque �D ave
 � 2℄0; 1[, 
e qui implique le point 1. parle 
hangement de variable 	0 (
ar 	0(�(G)) � �(F )).Quand au point 2., il provient des propriétés de base des ensembles de Julia : un telensemble 
onnexe U ren
ontre le bord de �0, qui est in
lus dans l'ensemble de JuliaJ0 de F0. Or J varie de façon semi-
ontinue inférieure en fon
tion de F . Don
 pourF su�samment pro
he de F0, U 
ontient des points de J , don
 du 
omplémentairede �. �
67



Partie II Se
tion 2
2. Preuve
Soit T1(z) = z + 1. Soit bD� l'ensemble des fon
tions holomorphes f du demi-plansupérieur H vers C telles que f Æ T1 = T1 Æ f et f(z) � z �! � quand Im(z) �!+1. Soit bKf l'ensemble des points de H dont l'orbite par f ne sort pas de H , etbUf = E�1(Uef ) où ef 2 DE(�) est l'appli
ation asso
iée à f , 
'est à dire telle queE Æ f = ef ÆE. Soit bS� l'ensemble des fon
tions f 2 bD� qui sont de plus univalentessur H . Soit bD"� (resp. bS"�) l'ensemble des f 2 bD� (resp. bS�) qui satisfont l'hypothèsesupplémentaire : 8z 2 H , jf(z)� z � �j < ". Pour une fon
tion f 2 bD�, soit bKfl'ensemble des points de H en lesquels toutes les itérées de f sont dé�nies et restentdans H .

R
Fig. 2.1 � Exemple de fon
tion d'un 
ertain bS� : nous avons dessiné le demi-plansupérieur, un domaine fondamental de son quotient par Z, et leurs images.Pour prouver le théorème 1, il su�t de prouver la proposition suivante :Proposition 2.1 (8� 2 B) (8" > 0) (9� > 0) (8f 2 bS��), tout z 2 C véri�antIm(z) > " a toutes ses itérées par f bien dé�nies et dans H .La preuve que la proposition 2.1 implique le théorème 1 est élémentaire. Justi�ons-la
ependant, ave
 une série de lemmes : 68



Se
tion 2 Partie IILemme 2.2 Pour tous "; "0 2 ℄0; 1[, il existe "00 < " tel que pour tout disque topo-logique ouvert U , si (1 � "00)D � U � D , alors 8z 2 (1 � ")D , jh(z) � zj < "0, oùh est l'unique isomorphisme 
onforme de U vers un disque CD tel que h(0) = 0 eth0(0) = 1.Lemme 2.3 Soit " < 1, � 2 B et � = E(�). Posons "0 = � ln(1� ")2� . Si f 2 D"�,alors il existe un appli
ation bf 2 bD"0� telle que 8z 2 H , E( bf(z)) = f(E(z)).Lemme 2.4 Soient " 2 ℄0;+1[ et u 2 ℄0; 1[ tels que 2� u1� u2 = 1" (la 
orrespon-dan
e est biunivoque). Si f 2 bD"�, alors 8h � h0 = � ln(u)2� , T�1ih Æ f Æ Tih 2 bS"�.Le lemme 2.2 est une 
onséquen
e dire
te du théorème de 
onvergen
e de Carathéo-dory. Pour le lemme 2.4, é
rire f(z) = z + � + "g(ei2�z), où g est une appli
ationholomorphe de D dans D envoyant 0 sur 0, 
e qui fait que g0(z) est bornée par1=(1 � jzj2), et utiliser le fait que que si une fon
tion holomorphe f de H dans Cvéri�e jf 0(z)� 1j < 1, alors elle est inje
tive.Preuve de 2.1 :Rappelons quelques points et notations de [Y℄. La 
ondition B(�) < +1 est équi-valente à �(�) < +1, où � : R n Q ! R+ [ f+1g est dé�nie de la façon suivante.Pour � 62 Q, soit �0 2 i0; 12h la distan
e de � aux entiers. Soit �n = An(�0), oùA(x) est la distan
e de 1=x aux entiers, ��1 = 1 et �n = �0 : : : �n. Alors�(�) = +1Xn=0�n�1 ln(��1n )Rappelons que � = E(�) = ei2��.Nous utiliserons le théorème que nous voulons adapter :Théorème 2 (Siegel, Brjuno, Yo

oz) (9C0 > 0) (8� 2 B) (8f 2 S�),� lnC(f) < C0 +�(�)Remarque : Notons que d'après le théorème 1=4 de Koebe, Uf doit 
ontenirC(f)4 D . En d'autres termes, pour tout f 2 bS�, l'ensemble bUf 
ontient le demi-plan �Im(z) > 12� ��(�) + C0 + ln 4��.Nous avons besoin d'adapter la renormalisation de [Y℄ à notre 
as. Soit � 2 ℄0; 12 [nQ," > 0, et soit f 2 bS"�. Soit a la partie entière de 1=�. Nous supposerons que la
ondition suivante est véri�ée :(C";�) : " < �=(a+ 2) et " < 1=969



Partie II Se
tion 2Puisque " < �=(a+ 2) � �=4 < �=3, on a :Proposition 2.5 Sous les 
onditions pré
édentes, pour tout z 2 H , l'angle entre laligne horizontale et le segment [z; f(z)℄ est inférieur à ar
sin(1=3) < �=4.Comme on a supposé f 2 bS"�, on a en parti
ulier f 2 bD"�. La fon
tion holomorphep(z) = 1" �f(z)� z��� est de don
 module < 1, tend vers 0 quand Im(z) tend versl'in�ni, et p Æ T1 = p. On en déduit qu'il existe g : D ! C holomorphe, telle queg(0) = 0, jg(z)j < 1, et p(z) = g(ei2�z). Don
f(z) = z + �+ "g(ei2�z)Comme g : D ! D , on en déduit que jg0(z)j � 11� jzj2 . Comme d'autre partf 0(z) = 1 + "i2�ei2�zg0(ei2�z), on en déduitjf 0(z)� 1j � "2� u1� u2où u = e�2� Im(z). Soit u0 2 ℄0; 1[ l'unique valeur telle que "2� u01� u20 = "1=2. Elletend vers 1 quand " tend vers 0. Soit 
1 = � ln(u0)=2�. La 
onstante 
1 > 0 tendvers 0 quand " tend vers 0.8z 2 C ; Im(z) > 
1 ) jf 0(z)� 1j � "1=2Puisque "1=2 < 1=3, on a jArg f 0(z)j < ar
sin(1=3) < �4 (2.1)Don
 en parti
ulier,Proposition 2.6 La 
ourbe f(L) est lisse et ses tangentes font un angle < �=4ave
 la verti
ale.Tout 
ela implique que la réunion de la ligne L = ℄i
1;+i1[� iR, du segment[i
1; f(i
1)℄ de la 
ourbe f(L) et du point 1 forment une 
ourbe de Jordan sur lasphère de Riemann S2. Nous dé�nissons U 
omme étant la 
omposante 
onnexe deson 
omplémentaire 
ontenant un voisinage à droite de L, et posons UL = U [ L.Une autre 
onséquen
e de la majoration 2.1 est que f�1(U) est un voisinage àgau
he de L. Suivant [Y℄, nous dé�nissons V l'espa
e topologique obtenu à partir deU en re
ollant L à f(L) par f , et notons i : U ! V la proje
tion. L'espa
e V est unevariété topologique à bord, de bord i�[i
1; f(i
1)℄� noté �V , même si 
e n'est pas àproprement parler une frontière. Nous noterons ÆV = V n �V . Nous pouvons munirÆV d'une stru
ture analytique, en mettant sur l'ouvert U [ L [ f�1(U) la relationd'équivalen
e induite par les relations z � f(z) pour tout z 2 f�1(U). D'après [Y℄,il est fa
ile de voir qu'il existe un isomorphisme analytique de ÆV vers D � , tendant70
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tion 2 Partie II

UL f(L)
i
1Fig. 2.2 � Le domaine U .vers 0 quand Im(z)! +1 et se prolongeant aux bords en un homéomorphisme parun théorème de Carathéodory. Don
 il existe un isomorphe de ÆV au demi-
ylindresupérieur H =Z, tendant vers +i1 quand Im(z) �! +1 et se prolongeant auxbords en un homéomorphisme de V sur H =Z. Soit � la 
omposée de la proje
tioni : U ! V et de 
et isomorphisme. La fon
tion � : U ! H =Z est 
ontinue. CommeU est simplement 
onnexe, il existe un relevé K : U ! H de �. La fon
tion K ainsidé�nie est unique à post-
omposition près par une translation du plan de ve
teurréel (via une post-
omposition de � par la même translation sur le 
ylindre). Nous
hoisirons K de sorte que K(i
1) = 0.Nous avons maintenant besoin d'une estimation sur K. Pour 
ela, nous 
onstruisonsun modèle  pour K�1. Soit B0 = \ Im(z) � 0 et Re(z) 2 [0; 1℄" et  : B0 ! Udé�nie par x + iy 7! (1 � x)iw + xf(iw), où w = �y + 
1. Ce modèle n'est pasholomorphe. Son ja
obien est :J = " Re(f(iw)) ��x Im(f 0(iw))Im(f(iw))� w �xRe(f 0(iw)) + (1� x)� #Le rapport de dilatation de l'appli
ation linéaire asso
iée à une matri
eM 2 GL2(R)est une fon
tion 
ontinue de M , et vaut 1 pour �I2. Cal
ulonsJ � �I2 = " Re(f)� � ��x Im(f 0)Im(f)� w �x(Re(f 0)� 1) #où f et f 0 sont évaluées en iw. Or jf(iw) � � � iwj < " et jf 0(iw) � 1j < "1=2puisque Im(w) � 
1. La distan
e de J à �I2 (en terme du maximum de la valeurabsolue des 
oe�
ients de la di�éren
e) est don
 inférieure à max("; �"1=2). Don
,d'une part, la dilatation de J est bornée par une 
onstante k = k("; �) > 1, quitend vers 1 quand " tend vers zéro (� �xé). D'autre part, pour " su�sammentpetit, la norme d'opérateur du ja
obien de z 7!  (z) � �z est < �, 
e qui fait71



Partie II Se
tion 2que  est inje
tive : 
'est un homéomorphisme k-quasi
onforme de B0 dans  (B0).Les propositions 2.5 et 2.6 impliquent que  (B0) = U . La 
omposée K Æ  est unhoméomorphisme de B0 dans lui-même, �xant 0, 1 et +i1, 
ommutant ave
 T1 suri [0;+1[� iR, et k-quasi
onforme à l'intérieur. Il se projette par E : z 7! ei2�zen un homéomorphisme de D dans lui-même, �xant 0 et 1, et k-quasi
onforme àl'intérieur (
ar E�i ℄0;+1[ � = ℄0; 1[ et le segment [0; 1[ est e�açable). Ce dernier estarbitrairement pro
he de l'identité pour la métrique eu
lidienne, pourvu que k soitsu�samment pro
he de 1. Ce
i implique queProposition 2.7 Sur tout sous-
ylindre de hauteur �nie, la distan
e de K Æ  àl'identité pour la métrique eu
lidienne de H est majorée par une 
onstante dépendantuniquement k et du sous-
ylindre 
hoisi, et qui tend vers 0 quand k tend vers 1.D'autre part, quand " est petit,  est arbitrairement pro
he (uniformément sur sonensemble de dé�nition) de l'appli
ation linéaire z 7! �z + i
1 pour la topologie C1,et don
  �1 est arbitrairement pro
he de l'appli
ation linéaire z 7! (z � i
1)=�.En�n, dans [Y℄, la proposition 1 de la se
tion 3.4 (page 31) donne des 
onstantes 
6 >0 et 
0 (
0 dépend de �) telles que 8z 2 B0, si Im(z) > 
0, alors j�DK(z)�1j < 1v2 � 1où v = 1+ 1
6 (Im(z)� 
0). Ce
i implique, par intégration, qu'indépendamment de ",pour tout � > 0, il existe h > 0 et 
 2 C tels que, sur le demi-
ylindre �Im(z) > h�,la distan
e de K à l'appli
ation linéaire z 7! z=�+ 
 est inférieure à �. On déduitde tout 
ela qu'il existe "0(�; ") telle que :8z 2 U; jK(z)� (z � i
1)=�j < "0("; �) (2.2)où "0("; �) �! 0 quand � est �xé et " �! 0. Ainsi8z 2 K(U); jK�1(z)� (�z + i
1)j < �"0("; �) (2.3)
U -K�  

Fig. 2.3 � Les fon
tions K et  .Souvenons-nous que nous avons imposé (a+ 2)" < �. Soit 
2 = 
1 + (a+ 3)".Lemme 2.8 Pour tout z 2 UL tel que Im(z) > 
2, il existe n 2 N ave
 1 � n � a+2tel que fn(z) 2 T1(UL) 72



Se
tion 2 Partie IIPreuve : En premier lieu, notons que pour tout z 2 UL, Re(z) < �+" < 12+ 19 < 1,don
 z est à gau
he de T1(L). Les itérés z; f(z); : : : ; fa+2(z) existent et ont unepartie imaginaire > 
1+", il sont don
 plus hauts que i
1 et f(i
1), don
 plus hautsque [i
1; f(i
1)℄. L'itéré fa+2(z) a une partie réelle > (a + 2)(� � ") = (a + 1)� +�� (a+2)" > 1. Don
 fa+2(z) est à droite de T1(f(L)). Soit 0 � n � a+2 le pluspetit entier tel que fn(z) est à droite de T1(L) ou dessus : n � 1. Par dé�nition,fn�1(z) est à gau
he de T1(L). Considérons le segment horizontal reliant 
e point àL. Comme jf 0�1j < 1=3 au dessus de 
1, l'image de 
e segment est une 
ourbe dontles tangentes font un angle < �=4 ave
 l'horizontale. Cette 
ourbe rejoint fn(z) àT1(f(L)), et par la proposition 2.6 les tangentes à T1(f(L)) font ave
 l'horizontaleun angle > �=4. Ce
i implique que la demi-droite horizontale Tfn(z)(℄�1; 0℄) partde fn(z) et rejoint T1(iR) sans 
roiser T1(f(L)). D'autre part elle est située audessus du segment T1([i
1; f(i
1)℄) don
 ne le 
roise pas. Don
 fn(z) 2 T1(UL). �

U T1U
Fig. 2.4 � Le premier retour.Nous dé�nissons une appli
ation de premier retour r : U
2 ! UL où U
2 = �z 2UL �� Im(z) > 
2	 � UL par z 7! T�1(fn(z)) où n = n(z) � 1 est le plus petit entiertel que fn(z) 2 T1(UL). La fon
tion r n'est pas 
ontinue. Cependant, vue 
ommeune appli
ation de i(U
2) � ÆV dans ÆV , 
'est une appli
ation 
ontinue et mêmeholomorphe à l'intérieur. Don
 via 
onjugaison par �jUL : UL ! H =Z, on obtientune appli
ation holomorphe g : �(U
2) ! H =Z, où �(U
2) = K(U
2)=Z � H =Z.Notons que d'après le lemme pré
édent, 8z 2 U
2 , n(z) � a+ 2, don
��r(z)� (z + n(z)�� 1)�� < (a+ 2)" (2.4)� Soit G0 un relevé de g : � Æ G0 = g Æ � où � : C ! C =Z est la proje
tionnaturelle, et un tel G0 est unique à post-
omposition près par une translation deve
teur dans Z. En parti
ulier G0 Æ T1 = Tk ÆG0 pour un 
ertain k 2 Z. D'après lamajoration 2.2, le domaine de dé�nition deG0 
ontient le demi-plan �Im(z) > d1� où73



Partie II Se
tion 2d1 = "0+(
2�
1)=�, et "0 = "0("; �) a été introduit plus haut. Dans [Y℄, est démontré(se
tion 3.5) que l'on peut 
hoisir le relevé G0 de sorte que jG0(z) � z � �0j �! 0quand Im(z) �! +1, où �0 = �1=�. En parti
ulier, 
ela implique que k = 1.� Soit G1 = T�id1 ÆG0 Æ Tid1 restreint à H . On véri�e ave
 les majorations 2.2, 2.3et 2.4 que jG1(z)� z��0j < "00, où "00 = 2"0+(a+2) "� (notons que "00 �! 0 quand" �! 0 à � �xé). Don
 G1 2 bD"00�0 .� Soit G2 = T�id2 Æ G1 Æ Tid2 restreint à H , où d2 = d2("00; �0) est la valeur de h0donnée par le lemme 2.4 telle que G2 appartienne à bS"00�0 . Notons que d2 �! 0 quand" �! 0 à � �xé.� Soit m 2 Z l'entier le plus pro
he de �0, G3 = T�m Æ G2 et �00 = �0 �m. Don
G3 2 bS"00�00 .Si �00 > 0, soit R"(f) = G3, et si �00 < 0, soit R"(f) = s�1 ÆG3 Æ s, où s(z) = �z.Soit K2 = T�i(d1+d2) ÆK dans le premier 
as, et K2 = s Æ T�i(d1+d2) ÆK dans lese
ond 
as. Dans la notation R"(f), nous ne mentionnons pas � 
ar il est induitpar f . On a R"(f) 2 bS"00A(�)La fon
tion K2 (plus exa
tement � ÆK2) 
onjugue l'appli
ation de premier retourr restreinte à UL \ K�12 (H ) (� U
2), à l'appli
ation R"(f) (plus exa
tement sonquotient de H =Z! C =Z). Soit 
3 = 
1 + (d1 + d2 + "0)� > 
2 :K�12 (H ) � U
3
U -K -K2 -T�i(d1+d2)i
1i
2i
3 R R6?6?d1d2Def(r) Def(G0) Def(G2)Fig. 2.5 � La fon
tion K2 et le domaine de dé�nition de r, (réunion des gris 
lairet fon
é), de G0 (réunion des gris 
lair et fon
é), et 
elui de G2 (gris fon
é seul).Soit maintenant 
4 = 
3 + (a+ 2)".Lemme 2.9 Pour tout z 2 H tel que Re(z) 2 [�1; 0[, et Im(z) > 
4, alors 9n 2 Ntel que 1 � n � a+ 2, fn(z) existe, Im(fn(z)) > 
3 et fn(z) appartient à UL.La preuve est analogue à 
elle du lemme 2.8. Dé�nissons un prolongementK"(f) de74



Se
tion 2 Partie IIK2 sur \�Re(z) 2 [�1; 0[ et Im(z) > 
4� ou �z 2 UL et Im(z) > 
3�", en envoyanttout z tel que fn(z) 2 UL sur K2(fn(z))� n.Considérons maintenant un point z tel que Im(z) > 
4 et s'é
happant de H sousun 
ertain itéré de f . Soit z0 = z � k tel que Re(z0) 2 [�1; 0[, et z00 = fn(z) 2 ULdonné par le lemme 2.9. Le point z0 s'é
happe de H sous la dynamique de f , don
 enparti
ulier z00 s'é
happe de U
2 sous la dynamique de l'appli
ation de premier retourr : en e�et pour tout point z 2 U
2 , le itérées situées entre z et son premier retoursont toutes à une hauteur > 
1 > 0. A fortiori, K"(f)(z00) = K2(z00) s'é
happe deH sous la dynamique de R"(f). Mais K"(f)(z00) = K"(f)(z0) + n. Don
 K"(f)(z0)s'é
happe de H sous la dynamique de R"(f). Nous avons égalementIm �K"(f)(z0)� > Im(z)� 
1� � "0 � (d1 + d2)Souvenons-nous que 
1, 
2, 
3, 
4, d1, d2, "0, "00 dépendent tous de � et ", et tendentvers 0 quand � est �xé et " �! 0. Nous avons don
 prouvé la :Proposition 2.10 (un pas) 8� 2 ℄0; 12 [, 8�; �0; �00 > 0, 9" > 0 satisfaisant la
ondition C";� et tel que 8f 2 bS"�, R"(f) 2 bS�A(�) et 8h > �0 et 8z 2 C ave
Re(z) 2 [�1; 0[ et Im(z) > �h+ �00, alors z0 = K"(f)(z) existe et Im(z0) > h. Si deplus z 62 bKf , alors z0 62 bKR"(f).Comme 
orollaire :Proposition 2.11 (n pas) 8� 2 ℄0; 12 [, 8n � 1, 8� > 0, 9" > 0 tel que� en notant "0 = " et "n = �, il existe une suite "1; : : : ; "n�1 > 0 telle que 8i =0; : : : ; n� 1, la 
ondition C"i;Ai(�) est véri�ée et telle que 8f 2 bS"�, 8i � n, fi =R"i�1(: : : (R"0 (f))) 2 bS"iAi(�).� 8f 2 bS"�, pour tout h > � et 8z 2 C ave
 Im(z) > �A(�) : : : An�1(�)h + �, soitz0 = z+n0, et zi+1 = K"i(fi)(zi)+ni+1 ave
 ni 2 Z tel que Re(zi) 2 [�1; 0[. AlorsIm(zn) > h. Si de plus z 62 bKf , alors zn 62 bKfn.La proposition suivante est une 
onséquen
e presque immédiate de la dé�nition � :pour � 2 R n Q, posons �n = An(�)Proposition 2.12 8� 2 B, 8C 0 > 0,��(�n) + C 0��0�1 : : : �n�1 �!n!+1 0Preuve : En e�et �0�1 : : : �n�1(�(�n) + C 0) est la somme de �0�1 : : : �n�1�(�n)et de �0�1 : : : �n�1C 0. Le premier terme est égal au reste au rang n de la sommedé�nissant �(�), et d'après l'hypothèse �� 2 B� 
ette somme est 
onvergente. Pourle se
ond terme, il su�t de remarquer que �0�1 : : : �n�1 < 2�n. �75



Partie II Se
tion 2En utilisant la remarque suivant l'énon
é du théorème 2, ainsi que les proposi-tions 2.11 et 2.12 ave
 C 0 = C0 + ln(4), on 
on
lut aisément la preuve de la propo-sition 2.1. Q:E:D:
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Troisième partie
Étude des objets limites del'implosion parabolique





Partie III
Introdu
tion
Nous dé�nissons i
i les fon
tions et ensembles qui interviennent dans l'implosionparabolique, en tant qu'objets limites. Il s'agit des 
oordonnées de Fatou, des appli-
ations de Lavaurs, des appli
ations de 
ornes (étendues), des ensembles de Julia-Lavaurs (aussi appelés ensembles de Julia enri
his), et des é
hiquiers paraboliques.Nous donnons les propriétés élémentaires de 
es objets, en parti
ulier de revêtement,de simple 
onnexité, d'universalité. Nous prouvons en�n quelques lemmes ra�nantle résultat de simple 
onnexité des ensembles de Julia de �z+z2 où � est une ra
inede l'unité.Une grande proportion, sinon tout, de la présente partie de la présente thèse existedisséminée dans la littérature mathématique ; nous avons i
i regroupé les résultatdont nous avions besoin, et les avons reformulés en employant une notation uni�ée(mais qui ne prétend pas à la perfe
tion).Ces notions et résultats seront utilisés dans la partie �Disques de Siegel virtuels�ainsi que dans la partie �Un pas vers la mesure positive� de la présente thèse.
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Partie III Se
tion 1
1. Revêtements rami�és de degréin�ni et appli
ations pleines
Notes :� Les dénominations de 
ette se
tion ne sont absolument pas standard ; les 
onsidérer
omme provisoires. D'autre part les notions dé�nies i
i ont probablement déjà étédé�nies et étudiées par d'autres personnes sous un autre nom.� Nous rappelons la dé�nition suivante. Deux appli
ations f1 : X1 ! Y1 et f2 :X2 ! Y2, où les quatre ensembles sont des espa
es topologiques, sont dites topo-logiquement équivalentes si et seulement si il existe deux homéomorphismes �X :X1 ! X2 et �Y : Y1 ! Y2 tels que �Y Æ f1 = f2 Æ �X .� f : (X; x)! (Y; y) signi�e f : X ! Y telle que f(x) = y� Si les espa
es sont pointés, 
'est à dire fi : (Xi; xi) ! (Yi; yi), alors on demandeque �X : (X1; x1)! (X2; x2) et �Y : (Y1; y1)! (Y2; y2).� Par dé�nition, un disque topologique d'une surfa
e topologique S est un ouvertde S homéomorphe au disque D .1.1 Revêtements rami�és de degré in�niSoient S1 et S2 deux surfa
es de Riemann (pas for
ément 
onnexes). Elles sontnaturellement orientées par leur stru
ture analytique. Nous noterons �d pour l'ap-pli
ation z 7! zd.Nous dirons que deux appli
ations de surfa
es orientées sont t+ équivalentes si leséquivalen
es préservent l'orientation.Topologiquement holomorpheDé�nition (t.h)Une appli
ation f : S1 ! S2 est dite topologiquement holomorphe (t.h) quand :� f est 
ontinue,� pour tout w 2 S1, il existe des voisinages V de w et W de f(w) sur lequel80



Se
tion 1 Partie IIIf : V !W est t+ équivalente à une appli
ation holomorphe.Conséquen
e de la lo
alité : si f : S1 ! S2 est t.h, alors pour tout ouvert U � S1, larestri
tion f : U ! S2 est t.h. Nous disons que �f est t.h sur U �. Plus généralementpour tout re
ouvrement ouvert de S1, f : S1 ! S2 est t.h si et seulement si elle l'estsur 
haque élément du re
ouvrement. De même pour t.h'.Indépendan
e relativement à l'espa
e d'arrivée : si f : S1 ! S2 est à valeurs dansun ouvert U � S2, alors f est t.h si et seulement si la restri
tion f : S1 ! U estt.h. De même pour t.h'.Si f : S1 ! S2 est t.h', alors tout point w 2 S1 admet un voisinage V tel quef : (V;w) ! (f(V ); f(w)) est t+ équivalente à �d = z 7! zd : (D ; 0) ! (D ; 0). Cenombre d est indépendant de l'équivalen
e 
hoisie, et est appelé degré lo
al de fen w. Les points 
ritiques de f sont les w 2 S1 pour lesquels d 6= 1, et les valeurs
ritiques sont leurs images par f . On note V C(f) l'ensemble des valeurs 
ritiquesde f . Les points 
ritiques sont les points où f n'est pas lo
alement inje
tive. Nousappellerons t.h' les t.h pour lesquels d n'est jamais nul, 
e qui équivaut à dire quef n'est 
onstante sur au
un ouvert, ou en
ore que f est ouverte.Indi
ation de la preuve de l'indépendan
e de d : étant donné w 2 S1 et une équiva-len
e lo
ale à z 7! zd il su�t de prouver que pour tout w 2 S1, tout point pro
he etdi�érent de f(w) a exa
tement d images ré
iproques pro
hes de w, 
ar deux valeursdistin
tes de d mèneraient à une 
ontradi
tion. �Remarque : I
i, par �tout point pro
he et di�érent de y0 a exa
tement n préimagespar f pro
hes de x0�, nous entendons (8W 2 V(y0)) (8V 2 V(x0)) (9W 0 2 V(y0))(9V 0 2 V(x0)) tels que W 0 �W , V 0 � V , et 8y 2 W 0 n fy0g, V 0 \ f�1(fyg) possèdeexa
tement n éléments.Notons que pour tout voisinage V de w pour lequel f : V ! f(V ) est t+ équivalentà D ! D : z 7! zd, on peut 
hoisir pour �Y n'importe quel homéomorphismef(V ) ! D envoyant l'éventuelle valeur 
ritique sur 0 et préservant l'orientation(l'existen
e de �X adéquat étant une 
onséquen
e du théorème de relèvement).Plus généralement :Lemme 1.1 Si f : (V;w0) ! (f(V ); f(w0)) est t+ équivalent à z 7! zd : (D ; 0) !(D ; 0), alors pour tout disque topologique W � f(V ) 
ontenant f(w0), et pour touthoméomorphisme �Y :W ! D préservant l'orientation et envoyant f(w0) sur 0, ilexiste un homéomorphisme �X : f�1(W ) ! D préservant l'orientation, envoyantw0 sur 0, et tel que �Y Æ f = �d Æ �X .Cela implique que les propriétés t.h et t.h' sont invariantes par 
omposition, et lesdegrés lo
aux se multiplient. 81



Partie III Se
tion 1Note : nous pouvons relâ
her la 
ondition t.h' en ne demandant plus aux équiva-len
es de préserver l'orientation. Appelons 
ela faiblement t.h'. Il existe des appli-
ations ouvertes et 
ontinues de C dans C qui ne sont pas faiblement t.h', 
ommepar exemple x+ iy 7! x exp iyx(mer
i à S. Gouezel pour 
et exemple).Revêtements rami�ésDé�nition (r.d.r) Un revêtement dis
rètement rami�é, ou r.d.r, est une appli
ationf : S1 ! S2, telle que :� f est 
ontinue,� pour tout w 2 S2, il existe un voisinage V de w et un homéomorphisme a : V ! Dqui préserve l'orientation et tel que a(w) = 0 et pour toute 
omposante 
onnexe Ude f�1(V ), il existe un homéomorphisme bU : U ! D qui préserve l'orientation etun entier dU > 0 tel que 8w 2 U , a Æ f jU (w) = �dU Æ b(w).Un tel voisinage V sera quali�é de régulier.Un r.d.r est automatiquement t.h'.Dé�nition (r.a.r) Un revêtement arbitrairement rami�é, ou r.a.r, est une appli
a-tion f : S1 ! S2, telle que :� f est t.h',� pour tout w 2 S2, il existe un voisinage V de w tel que pour toute 
omposante
onnexe U de f�1(V ), f : U ! V est propre.Un r.d.r est un 
as parti
ulier de r.a.r.Notons que les r.d.r et les r.a.r ne sont pas stables par 
omposition.Nous aurons besoin dans la présente thèse la propriété suivante :Dé�nition (E) Une appli
ation f : S1 ! S2 a la propriété E , si et seulement si :� f est t.h',� pour tout disque topologique V � S2 et pour toute 
omposante 
onnexe U def�1(V ), si la restri
tion f : U ! V 
ontient au plus une valeur 
ritique, alors U estun disque topologique, et f : U ! V est t+ équivalent à z 7! zd : D ! D pour un
ertain d 2 N� .Malheureusement, la 
omposition de deux fon
tions E n'est pas toujours E . Nousintroduisons don
 la notion suivante :Dé�nition (re
ouvrante)Une appli
ation f : S1 ! S2 est re
ouvrante si et seulement si :� f est t.h', 82



Se
tion 1 Partie III� pour tout ouvert 
onnexe V de S2 et pour toute 
omposante 
onnexe U de f�1(V ),f(U) = V .Lemme 1.2Soient f1 : S1 ! S2, f2 : S2 ! S3, et f = f2 Æ f1Si f1 et f2 sont re
ouvrantes, alors f l'est.Si elles sont E et re
ouvrantes, alors f aussi.Dans 
e lemme, il est important que l'ensemble d'arrivée de f1 
oïn
ide ave
 
eluide départ de f2.Lemme 1.3 Soit S une surfa
e de Riemann 
onnexe et f : S ! D une appli
ationt.h' (resp. holomorphe non 
onstante) qui est propre et dont l'ensemble des valeurs
ritiques est in
lus dans f0g. Alors S est homéomorphe (resp. isomorphe) à D , eton peut 
hoisir un homéomorphisme préservant l'orientation (resp. isomorphisme)� véri�ant : f = �d Æ �, pour un 
ertain d 2 N� .Ave
 
e lemme, on voit que pour que f soit un r.d.r, il su�t (et il faut) que f soit t.h'et que 
haque point w du domaine d'arrivée ait un voisinage V qui soit un disquetopologique et tel que pour toute 
omposante 
onnexe U de f�1(V ), f : U ! Vsoit propre et non rami�ée au dessus des points de V n fwg.Ainsi les voisinages réguliers d'un point w sont exa
tement les disques topologiquesne 
ontenant au
une valeur 
ritique distin
te de wEn�n, pour que f ait la propriété E , il su�t (et il faut) que f soit t.h' et que pourtout disque topologique V � S2 et pour toute 
omposante 
onnexe U de f�1(V )tel que f : U ! V a au plus une valeur 
ritique, alors la restri
tion f : U ! V soitpropre.Lemme 1.4 Un r.a.r est re
ouvrant et a la propriété E.Corollaire 1.5 Soit f : S1 ! S2. Les 
onditions suivantes sont équivalentes :1. f est un r.d.r.2. (énon
é fort) f est re
ouvrant, a la propriété E, et V C(f) n'a pas de pointd'a

umulation dans S2.3. (énon
é faible) V C(f) n'a pas de point d'a

umulation dans S2 et tout pointw 2 S2 a un voisinage V tel que V \ V C(f) � fwg et tel que pour toute
omposante U de f�1(V ), f : U ! V est propre.Notons que la 
omposée de deux r.d.r n'est pas né
essairement un r.d.r, 
ontraire-ment au 
as des revêtements rami�és de degré �ni.83



Partie III Se
tion 1Proposition 1.6 Soient S0, . . . , Sn des surfa
es de Riemann, fi : Si�1 ! Si desr.d.r et soit f = fn Æ � � � Æ f1 : S0 ! Sn leur 
omposée. Alors f est un r.d.r siet seulement si l'ensemble des valeurs 
ritiques de f est sans point d'a

umulationdans Sn.Cette proposition est une 
onséquen
e dire
te du 
ritère 2 du 
orollaire 1.5 et dulemme 1.2.Si f : S1 ! S2 est un r.d.r et C l'ensemble de ses valeurs 
ritiques, alors C estfermé, don
 f�1(C) est fermé et la restri
tion f : S1 n f�1(C) ! S2 n C est unrevêtement, don
 le théorème de relèvement s'y applique ; en parti
ulier les 
heminset les homotopies peuvent être relevés au dessus de S2 n C.La proposition suivante est élémentaireProposition 1.7 Si f : S1 ! S2 est un r.d.r, alors pour tout ouvert V de S2, etpour toute union U de 
omposante 
onnexes de f�1(V ), f : U ! V est un r.d.r.Nous dirons parfois qu'une appli
ation f est un r.d.r �au dessus de U � : 
ela signi�eque la restri
tion f : f�1(U)! U est un r.d.r.Proposition 1.8 Soient g : S1 ! S2 et f : S1 ! S3 deux appli
ations t.h'. Suppo-sons que g est surje
tive et qu'il existe une fon
tion h : S2 ! S3 telle que f = h Æ g.Alors h est t.h' (don
 
ontinue).Preuve : Par hypothèse, tout point de S2 est l'image par g d'un point de S1.1. En l'image d'un point non 
ritique w0 de g, la fon
tion g admet un inverse lo
al,
e qui implique immédiatement que h est t.h' en g(w0), de même degré lo
al que fen w0.2. Si w0 est un point 
ritique de g, alors soit U un voisinage de w0 qui ne 
ontientau
un autre point 
ritique de g, et tel que f : (U;w0) ! (f(U); f(w0)) soit t+équivalent à z 7! zd : (D ; 0) ! (D ; 0) pour un 
ertain d 2 N� . Soit W = f(U) etV = g(U). Notons que U \ h�1(f(w0)) = fg(w0)g. Du point 1, on déduit que h :V nfg(w0)g !W nff(w0)g est un homéomorphisme lo
al . D'autre part, h : V !West propre, 
ar f : U ! W est propre, et g : U ! V est 
ontinue. En parti
ulier,h : V nfg(w0)g !W nff(w0)g est propre. C'est don
 un revêtement de degré �ni ; onen déduit que h : (V; g(z0)) ! (W; f(z0)) est équivalent à z 7! zk : (D ; 0) ! (D ; 0)pour un 
ertain k 2 N� . Pour des raisons de degré lo
al, l'équivalen
e doit préserverl'orientation. �Proposition 1.9 Soient S1, eS1 et S2 des surfa
es de Riemann, f : S1 ! S2 unr.d.r et � : S1 ! eS1 une appli
ation re
ouvrante (
'est par exemple le 
as si � estun r.d.r). Supposons que � est surje
tive et qu'il existe une appli
ation ef : eS1 ! S2telle que f = ef Æ �. Alors ef est un r.d.r.84



Se
tion 1 Partie IIIPreuve : Nous allons utiliser le 
ritère 3 de la proposition 1.5.Ave
 la proposition 1.8, nous savons que ef est t.h'. Comme � est surje
tive, l'en-semble des valeurs 
ritiques de ef est in
lus dans 
elui de f . Don
 il est sans a

u-mulation.Soit U � S2 un disque topologique 
ontenant au plus une valeur 
ritique de ef etV une 
omposante 
onnexe de ef�1(U). Nous devons démontrer que ef : V ! Uest propre. Il existe une 
omposante 
onnexe W de f�1(U) dont l'image par � estin
luse dans V . Par hypothèse sur �, on a alors �(V ) =W . Comme � est 
ontinueet 
omme f :W ! U est propre, on en déduit que ef : V ! U est propre. �1.2 Appli
ations pleinesDé�nition (ensemble plein) Un ouvert U de C est plein si toutes ses 
omposantes
onnexes sont simplement 
onnexes.Ce
i équivaut à 
e que S2 n U soit 
onnexeDé�nition (appli
ation pleine) Soit U un ouvert de C et f : U ! C une appli-
ation topologiquement holomorphe (t.h). Alors f sera dite pleine si et seulementsi U est plein.Nous utiliserons la 
onséquen
e suivante du prin
ipe du maximumLemme 1.10 Soient U et V des ouverts de C que nous supposons 
onnexes etsimplement 
onnexes, et f : U ! C une appli
ation t.h' (ou plus généralement
ontinue et ouverte). Alors toutes les 
omposantes 
onnexes de f�1(V ) sont sim-plement 
onnexes.Cela a la proposition suivante 
omme 
orollaire :Proposition 1.11 Si f : U ! C est topologiquement holomorphe, et V et U sontdes ouverts pleins de C , alors l'ouvert f�1(V ) de C est plein.Corollaire 1.12 La 
omposée d'appli
ations pleines est pleine.L'essen
e de 
es notions est due à Douady, qui a introduit la notion de revêtementrami�é plein. Nous avons reformulé di�éremment 
es idées.
85



Partie III Se
tion 2
2. Enri
hissement parabolique dansla famille quadratique
Cette se
tion dé�nit les objets intervenant dans l'enri
hissement parabolique, dontles ensembles de Julia-Lavaurs et les appli
ations de 
ornes, Nous donnons égalementles premières propriétés de 
es objets. Celles-
i sont déjà 
onnues, mais les textes lesmentionnant sont en
ore rares (la plupart ne traitant que le 
as d'un seul pétale).Parmi 
es textes, 
itons [O℄, [L℄, [D℄, [DH℄ (exposé XVI), [S℄, . . . L'enri
hissementparabolique désigne les limites ren
ontrées lors de l'implosion parabolique (termequi désigne 
ertaines perturbations d'une appli
ation ayant un point parabolique).Nous introduirons dire
tement 
es limites, sans traiter l'implosion qui les motive.2.1 Pétales et 
oordonnées de FatouSoient p 2 Z et q > 0 des entiers premiers entre eux, et P (z) = ei2�p=qz + z2. AlorsP q(z) = z + Czq+1 +O(zq+2)pour un 
ertain nombre 
omplexe C 6= 0 (voir [DH℄). Nous appelons axes attra
tifsles q demi-droites issues de 0 et dé�nies par l'équation Czq+1=z 2 R� . Les axesrépulsifs sont les q demi-droites dé�nies par l'équation Czq+1=z 2 R+ . Les axesintermédiaires sont les 2q demi-droites dé�nies par l'équation Czq+1=z 2 iR. Consi-dérons les 2q se
teurs ouverts bornés par les axes intermédiaires. Ils sont appelésattra
tifs ou répulsifs, selon la nature de l'axe qu'ils 
ontiennent. Soit la nouvellevariable Z = �1qCzq :Dans un se
teur, 
e 
hangement de variable est bije
tif. Il envoie un se
teur attra
tifdans le demi-plan droit, et un se
teur répulsif dans un demi-plan gau
he. Dans 
esnouvelles 
oordonnées, P a le développement suivant :Z 7! Z + 1 +O(Z�1=q)quand jZj �! +1 (notons que les points Z pro
hes de ℄�1; 0℄ peuvent 
hanger dese
teur, 
ependant le développement est également valable pour 
es points). Ainsi,pour un 
ertain A > 0 su�samment grand, nous obtenons dans la 
oordonnéeZ un ensemble stable en avant �Re(z) > A�. Son image dans les 
oordonnées z86



Se
tion 2 Partie IIIest appelé pétale attra
tif. Il lui est asso
ié l'axe attra
tif 
ontenu dans le mêmese
teur. De même, pour A > 0 assez grand, l'ensemble d'équation �Re(z) < �A�en 
oordonnées Z asso
iée à un se
teur répulsif dé�nit un ensemble stable par uninverse lo
al de P q en 0, nommé pétale répulsif, et asso
ié à l'axe répulsif 
ontenudans le même se
teur. Le développement pré
édent permet de voir que l'orbite parP q d'un point d'un pétale attra
tif tend vers 0 ave
 un argument tendant vers 
eluide l'axe attra
tif qui lui est asso
ié (voir [CG℄, 
hapitre II, � 6). De même l'orbitepar l'inverse lo
al mentionné plus haut, d'un point d'un pétale répulsif tend vers 0ave
 un argument tendant vers 
elui de l'axe répulsif qui lui est asso
ié.Note : les pétales dé�ni dans 
e texte di�èrent des pétales 
lassiquement dé�nis, en
e qu'ils sont plus petits. Les se
onds seront appelés pétales étendus. Les pétales

0
12

132

52
2

Fig. 2.1 � axes et pétales pour p=q = 1=3attra
tifs sont in
lus dans ÆK, et 
ha
un est in
lus dans une 
omposante distin
te(voir [DH℄, exposé IX, paragraphe II.1). Nous indexons les 2q pétales attra
tifs etrépulsifs par les nombre de la forme k2 mod q de la façon suivante : 0 est asso
iéà l'unique pétale in
lus dans la 
omposante de ÆK 
ontenant le point 
ritique (pourl'existen
e de 
e pétale, voir [CG℄, 
hapitre III, théorème 2.3) ; les autres sont nu-mérotés de façon 
roissante dans le sens trigonométrique. Chaque pétale est asso
iéà un axe et nous lui attribuons le même index. On utilisera le symbole P� pour lesnuméroter. Ainsi les pétales attra
tifs sont P0; P1; : : : Pq�1, et les pétales répulsifsP 12 ; P 32 ; : : : P 2q�12 . Nous noterons Ki l'ensemble des points dont l'orbite tombe dansle pétale attra
tif d'index i sous l'itération de P q . C'est un ouvert, réunion de 
om-posantes 
onnexes de ÆK (
ar tout point de ÆK tend vers 0 (voir la 
lassi�
ation des
omposantes de Fatou dans [CG℄), don
 les Ki forment une partition en ouverts de87



Partie III Se
tion 2ÆK), et tous ses points ont une orbite par P q qui tend vers 0 tangentiellement à l'axeattra
tif d'index i. Le polyn�me P envoie Ki dans Ki+p (
ar une suite tendant vers0 tangentiellement à l'axe i a son image par P qui tend vers 0 tangentiellement àl'axe i + p, don
 qui entre dans le pétale d'index i + p). Par sou
i de 
larté, nousdésignerons autant que possible les indi
es attra
tifs par les symbole i ou ses dérivés(i0, i1, . . . ), et les indi
es répulsifs par le symbole j ou ses dérivés.

Fig. 2.2 � Exemple de partition de ÆK en les Ki pour p=q = 1=3Proposition 2.1 Il existe des isomorphismes 
onformes ��;i, i 2 Z=qZ, et �+;j ,j 2 12 +Z=qZ, 
ha
un allant du pétale P de même index dans un 
ertain ouvert deC , stable par T1 dans le 
as attra
tif, par T�1 dans le 
as répulsif, dont le quotientpar T1 est le 
ylindre C =Z entier, et 
onjuguant P q à la translation T1 pour unpétale attra
tif, et la bran
he de (P q)�1 laissant le pétale stable à la translation T�1dans le 
as répulsif. Ils sont uniques à post-
omposition près ave
 une translation.Voir [CG℄ pour plusieurs preuves de 
e
i. Nous donnons plus loin un énon
é pré
iset généralisé de l'uni
ité. Nous appellerons  +;j la ré
iproque de �+;j . Les fon
tions��;i sont appelées 
oordonnées de Fatou et  +;j paramétrisations de Fatou.Dé�nition 2.2 (piège ouvert) Un piège ouvert pour f : U ! U est un ouvertA � U tel que f(A) � A; et8z 2 U; 9n 2 N tel que fn(z) 2 A:Nous ne demandons pas que A soit 
onnexe.88



Se
tion 2 Partie IIILe pétale attra
tif d'index i est un piège ouvert pour P q surKi, et l'image du pétalerépulsif d'index j par �+;j est un piège ouvert pour T�1 sur C .Les 
onjugaisons ��;i et �+;j restent des 
onjugaisons sur des pièges ouverts plusgrand, nommés pétales étendus. Chaque pétale étendu est 
ontenu dans le se
teurde même index, et son image par z 7! Z = �1=qCzq n'est pas seulement un demi-plan, mais a la propriété suivante : 8" > 0, 9M 2 R tel qu'il 
ontient l'ensemble\ arg(Z �M) 2℄� �+ "; �� "[" dans le 
as attra
tif, et l'ensemble \ arg(M �Z) 2℄ � � + "; � � "[" dans le 
as répulsif. On dira d'un ensemble ave
 
ette propriétéqu'il 
ontient des grands se
teurs à l'in�ni et un tel ensemble sera quali�é d'étendu àl'in�ni ave
 dire
tion asymptotique R� dans le premier 
as, et R+ dans le se
ond. Lepétale attra
tif étendu d'index i interse
te le pétale répulsif étendu d'index j = i+ 12et 
elui d'index j = i� 12 . La réunion du point parabolique 0 et des 2q pétales étendusest un voisinage de 0.

Fig. 2.3 � les pétales étendusProposition 2.3 (Développement asymptotique) Il existe un 
hangement de
oordonnées z 7! w, dé�ni au voisinage de 0, �xant 
e dernier ave
 dérivée 1, etune 
onstante a 2 C , tels que dans les 
oordonnéesW = �1=qCwql'appli
ation W 7! �(z), où � désigne l'un des ��;i (resp. �+;j), a son domaine dedé�nition qui 
ontient un ensemble étendu à l'in�ni ave
 dire
tion asymptotique R�(resp. R+) et sur lequel�(z) =W + a ln(W ) + 
+O(1=W )où 
 dépend de �. Comme 
orollaire, les images de 
es ensembles sont étendus àl'in�ni ave
 même dire
tion asymptotique.89



Partie III Se
tion 2Proposition 2.4 (
omplément) Il existe un unique nombre 
omplexe A 2 C telque le développement en série entière de P q en 0 est formellement 
onjugué àz(1 + zq +Az2q)Posons 
 = q + 12 �Aq . Alors dans la proposition pré
édente (2.3),a = �
Proposition 2.5 Il existe des prolongements holomorphes ��;i : Ki ! C et  +;j :C ! C véri�ant les semi-
onjugaisons suivantes :Ki P q
//��;i

��

Ki��;i
��

C P q
// CC T1 // C C T1 //

 +;jOO C  +;jOO
(2.1)

Ces prolongements ne sont plus des isomorphismes.Lemme 2.68z1; z2 2 Ki; ���;i(z1) = ��;i(z2)() 9n 2 N Pnq(z1) = Pnq(z2)�Preuve : Comme z1; z2 2 Ki et que le pétale d'index i est un piège, il existen tel que Pnq(z1) et Pnq(z2) appartiennent à 
e pétale. Par le diagramme 2.1,��;i(Pnq(z1)) = ��;i(z1)+n, et ��;i(Pnq(z1)) = ��;i(z1)+n. Don
 ��;i(Pnq(z1)) =��;i(Pnq(z2)). Or ��;i est inje
tive sur le pétale. Don
 Pnq(z1) = Pnq(z2). �Lemme 2.7 Pour toute orbite inverse (zn)n2N ave
 zn = P q(zn+1) tendant vers 0,il existe un pétale répulsif Pj et N 2 N tel que 8n � N , zn 2 Pj . De plus, il existe ununique w 2 C tel que 8n 2 N, zn =  +;j(w � n). Il est dé�ni par w = n+ �+;j(zn)pour n'importe quel n � N .Preuve : D'une part zn �! 0. D'autre part, sur un petit voisinage de z, P q n'aqu'une bran
he inverse g envoyant 0 sur 0. Don
 il existe un rang n0 tel que 8n � n0,zn+1 = g(zn). La réunion des q pétales répulsifs est un piège pour 
ette bran
he d'oùla première a�rmation. La valeur de w dé�nie dans l'énon
é 
onvient ( 
onjuguegjPj à T�1). L'uni
ité provient du fait que �+;j(Pj) est un piège pour T�1 et  +;jy est inje
tive. �Proposition 2.8 (uni
ité des 
oordonnées de Fatou)Pour tout i 2 Z=qZ, pour tout piège ouvert A pour P q : Ki ! Ki, et pour toutefon
tion � : A! C telle que � Æ P q = T1 Æ �, il existe une fon
tion f : C ! C telle90



Se
tion 2 Partie IIIque f Æ T1 = T1 Æ f et � = f Æ ��;i sur A. Si � est 
ontinue (resp. holomorphe),alors on peut prendre f 
ontinue (resp. holomorphe). Si � est holomorphe et si deplus il existe un piège ouvert A0 � A tel que � est inje
tive sur A0, alors f est unetranslation.Pour tout j 2 12 + Z=qZ, pour tout piège ouvert A pour T�1 sur C , pour toutefon
tion  : A! C telle que P q Æ =  ÆT1, et telle que pour tout w 2 A, 9N 2 Ntel que 8n � N ,  (w � n) appartient à Pj le pétale répulsif d'index j, il existe unefon
tion f : C ! C qui 
ommute ave
 T1 et telle que  =  +;j Æ f sur A. Si � est
ontinue (resp. holomorphe), alors on peut prendre f 
ontinue (resp. holomorphe).Si � est holomorphe et si de plus il existe un piège ouvert A0 � A tel que  estinje
tive sur A0, alors f est une translation.Preuve :Cas attra
tif : soit B = ��;i(A) : 
'est un ouvert 
ar ��;i est holomorphe don
 ou-verte. Soit w 2 B. Soient z1; z2 2 A tels que ��;i(z1) = ��;i(z2) = w. Alors d'aprèsle lemme 2.6, 9n 2 N tel que Pnq(z1) = Pnq(z2). D'où �(Pnq(z1)) = �(Pnq(z2)),don
 d'après l'hypothèse sur �, �(z1) + n = �(z2) + n, don
 �(z1) = �(z2). Onpeut don
 dé�nir une appli
ation f : B ! C par w 7! �(z) où z est n'im-porte quel élément de A \ ��1�;i(w) (qui est non vide par dé�nition de B). Alors�(z) = f(w) = f(��;i(z)), 
e que l'on voulait. On voit aisément que 
ette appli-
ation f 
ommute ave
 T1, et est 
ontinue (resp. holomorphe) si � l'est. (Prendrel'image ré
iproque d'un ouvert pour la 
ontinuité. Pour l'holomorphie, prendre desbran
hes inverses lo
ales de ��;i si z est un point non 
ritique de ��;i ; si z est
ritique, on peut soit utiliser la 
ontinuité de f pour prouver qu'on est en présen
ed'une fausse singularité de f , soit utiliser la 
ommutation à T1 et 
onsidérer n assezgrand pour que w + n ne soit plus valeur 
ritique de ��;i.)Notons que B=Z= C =Z : en e�et, d'une part A est un piège pour P q , d'autre part� Æ ��;i : Ki ! C =Z est surje
tive (où � : C ! C =Z est le passage au quotient) ;don
 pour tout point w 2 C =Z, il existe z 2 Ki tel que ��;i(z) = w mod Z, et9n 2 N tel que z0 def= Pnq(z) 2 A, et alors ��;i(z0) = w mod Z.Il existe don
 un unique prolongement 
ommutant ave
 T1 de la fon
tion f à C toutentier. Ce prolongement est 
ontinu (resp. holomorphe) si � l'est.Supposons maintenant � holomorphe et inje
tive sur A0. Soit B0 = ��;i(A0). Soientw1; w2 2 C , et supposons f(w1) = f(w2). Alors 
omme B0=Z = C =Z, il existen1; n2 2 N tels que w1 + n1 2 B0 et w2 + n2 2 B0 (n'oublions pas que B0 est stablepar T1). Alors �(z1)�n1 = �(z2)�n2 où z1 et z2 sont n'importe quelles préimagesde w1+n1 et w2+n2 par ��;i. Soit N � n1 et n2 assez grand pour que PNq(z1) etPNq(z2) soient dans A0. Alors �(P (N�n1)q(z1)) = �(P (N�n2)q(z2)), don
 par inje
ti-vité P (N�n1)q(z1) = P (N�n2)q(z2), don
 ��;i(z1)+N�n1 = ��;i(z2)+N�n2, don
w1 = w2. Nous avons démontré que f est inje
tive. Or une fon
tion holomorphe deC dans C inje
tive et 
ommutant ave
 T1 est une translation.91



Partie III Se
tion 2Cas répulsif : pour w 2 A, soit zn =  (w�n). D'après l'hypothèse de l'énon
é et lelemme 2.7, il existe un unique w0 2 C tel que pour tout n 2 N, zn =  +;j(w0 � n).On pose alors f(w) = w0. Cette fon
tion 
ommute alors ave
 T�1 sur A. Elle a don
une unique extension à C en une fon
tion qui 
ommute ave
 T1, que l'on notera f .Si  est 
ontinue (resp. holomorphe), montrons que f l'est également : il su�t dele véri�er sur A. Soit w 2 A, N tel que 8n � N ,  (w � n) 2 Pj et V un disque
entré en w, in
lus dans A et sur lequel  est à valeur dans le pétale Pj . Alors parré
urren
e, on montre que pour tout n � N ,  (V �n) � Pj . En e�et si 
'est vrai aurang n, alors 
omme  (w�(n+1)) 2 Pj et 
omme V �n est 
onnexe,  
ontinue etpour tout v 2 V � n, P q( (v � 1)) =  (v) 2 Pj , et que les bran
hes de l'inverse deP q sont disjointes sur Pj , 
'est que  (v � 1) = g( (v)) où g est la bran
he laissantPj stable. Don
 sur V , on a f(w) = N + �+;j( (w �N)), 
e qui démontre que fest 
ontinue (resp. holomorphe).Si maintenant  est holomorphe sur A et inje
tive sur A0, alors la formule dé�nis-sant f implique que f est inje
tive, et don
 
omme dans le 
as attra
tif, 
'est unetranslation. �Notons que 
ette 
onstru
tion est possible pour toute fra
tion rationnelle R ayantun point �xe multiple (i
i on a détaillé le 
as R = P q). En parti
ulier les propositionspré
édentes restent vraies. Exploitons maintenant une des spé
i�
ités de P :L'uni
ité des 
oordonnées de Fatou et l'a
tion de P sur les dire
tions attra
tives etrépulsives (a
tion qui est une translation de p sur les index i et j), permettent dedémontrer qu'il existe des nombres 
omplexes ��;i, i 2 Z=qZ, tels que8z 2 Ki; ��;i+p Æ P (z) = T��;i Æ ��;i(z)De la même façon, il existe des nombres 
omplexes �+;j , j � 12 2 Z=qZ, tels que8z 2 C ;  +;j+p Æ T�+;j (z) = P Æ  +;j(z)Les 
oordonnées de Fatou réalisent une semi-
onjugaison entre P q et T1, don
X��;i = 1 and X�+;j = 1:Comme les 
oordonnées de Fatou sont dé�nies à post-
omposition près par unetranslation, on peut les 
hoisir de sorte que 8i, ��;i = 1=q. Elles sont alors dé-terminées dans leur ensemble à post-
omposition près simultanée par une mêmetranslation de ve
teur 
omplexe. De même on peut imposer que 8j, �+;j = 1=q.C'est 
e que nous supposerons dorénavant.92



Se
tion 2 Partie III2.2 Dé�nition des appli
ations de 
ornes et de La-vaursNous distinguerons 2q 
opies de C portant les 
oordonnées de Fatou, 
ha
une as-so
iée à un pétale, en les indexant ave
 le même symbole. Soit � 2 C quel
onque,appelé phase. Soit � 2 f�1; 1g : 
e nombre désigne le sens de l'implosion. Sonutilité n'apparaît vraiment qu'ave
 les objets perturbés de l'implosion parabolique(que nous n'étudions pas i
i), 
ar les objets limites, eux, ne dépendent pratiquementpas de �. On a un diagramme 
ommutatif ave
 4 lignes, une in�nité bilatérale de
olonnes et horizontalement périodique de période q :: : : P // K3 P //��;3
��

K0 P //��;0
��

K2 P //��;2
��

K4 P //��;4
��

K1 P //��;1
��

: : :: : : 1=q // C 3 1=q //�
��

C 0 1=q //�
��

C 2 1=q //�
��

C 4 1=q //�
��

C 1 1=q //�
��

: : :: : : 1=q // C 7=2 1=q // +; 72
��

C 1=2 1=q // +; 12
��

C 5=2 1=q // +; 52
��

C 9=2 1=q // +; 92
��

C 3=2 1=q // +; 32
��

: : :: : : P // C P // C P // C P // C P // C P // : : :Fig. 2.4 � exemple de diagramme pour p=q = 2=5 et � = 1 ; une �è
he portant lenombre 
omplexe � �gure T�Plus pré
isément, 
e diagramme est indexé par Z�f1; 2; 3; 4g. L'ensemble �guranten (n; i), est Knp si i = 1, C n si i = 2, C n+�=2 si i = 3, et C si i = 4. Les �è
heshorizontales vont de (n; i) vers (n+1; i) et sont P si i = 1 ou i = 4, et la translationde ve
teur 1=q si i = 2 ou i = 3. Les �è
hes verti
ales vont de (n; i) vers (n; i+ 1)et sont ��;np si i = 1, la translation de ve
teur � si i = 2, et  +;np+�=2 si i = 3.Rappelons qu'il reste un degré de liberté 
omplexe dans le 
hoix des ��;i et undans le 
hoix des  +;j . Si on les modi�e, il faut modi�er le nombre 
omplexe �pour garder les mêmes 
omposées des �è
hes verti
ales. Notons également que lesensembles �gurant dans les première et dernière lignes font partie du même plan
omplexe, le plan dynamique de P .Nous allons 
onsidérer des sortes d'appli
ations de premier retour le long de 
ediagramme : les appli
ations de Lavaurs et les appli
ations de 
ornes.Les appli
ations de Lavaurs sont les appli
ations g� = g�;� dé�nies par (rappelons93



Partie III Se
tion 2que � 2 f�1; 1g désigne le sens de l'implosion)g�;� : ÆK ! C8z 2 Ki; g�;�(z) =  +;i+ �2 Æ T� Æ ��;i(z):Nous avons simplement suivi les verti
ales du diagramme, et réuni 
es q appli
ationsen une seule. Puisque le diagramme de la �gure 2.4 
ommute, nous avonsg�;� Æ P = P Æ g�;� :Pour les appli
ations de 
ornes, on part d'un ensemble C j de la troisième ligne, onsuit la �è
he verti
ale  +;j 
orrespondante, et si on arrive dans un Ki, on suit la�è
he verti
ale ��;i 
orrespondante, puis la �è
he verti
ale � pour se retrouver surla troisième ligne ; en�n, on suit les �è
hes horizontales de la troisième ligne, pour seretrouver dans C j . Soyons pré
is : pour j� 12 2 Z=qZ, soit KFj =  �1+;j(K), KiFj = �1+;j(Ki) et JFj =  �1+;j(J). Puisque J = �K et  +;j est 
ontinue et ouverte, JFjest le bord de KFj . Soient j et j0 dans 12 + Z=qZ, et dj;j0 2 N, 0 � dj;j0 < q, telsque j0 � j+ dj;j0p mod q. Alors Tdj;j0=q est le premier retour horizontal de C j versC j0 . Les appli
ations de 
ornes sont les appli
ations h�;j = h�;�;j , où j� 12 2 Z=qZ,dé�nies par (rappelons que � 2 f�1; 1g)h�;�;j = ��;j Æ  +;j : ÆKFj ! C joù la fon
tion ��;j = ��;�;�;j est dé�nie par��;j : ÆK ! C j8z 2 Ki; ��;j(z) = T 1q di+ �2 ;j Æ T� Æ ��;i(z)Nous avons les égalités (sortes de semi-
onjugaisons)8z 2 KiFj ;  +;j Æ h�;�;j(z) = P di+ �2 ;j�g�;� Æ  +;j(z)�Nous avons également les 
onjugaisonsh�;�;j+p Æ T1=q = T1=q Æ h�;�;jMentionnons la propriété suivante8z 2 Ki; ��;j Æ P (z) = Tk Æ ��;j(z)ave
 k = 1 si i = j � �=2, et k = 0 sinon.2.3 Propriétés de revêtementCette se
tion est une reformulation des travaux de Douady [D℄, Lavaurs [L℄ etShishikura [S℄. 94
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Fig. 2.5 � l'ensemble KF , et son é
hiquier parabolique (voir se
tion 3) la �gure esttournée de 90 degrés
95



Partie III Se
tion 2Nous �xons maintenant des valeurs de �, � et j, et nous les omettrons en tantqu'indi
es : h = h�;�;j , KF = KFj , . . .Rappelons que l'on appelle valeurs post
ritiques de P les Pn(
) où n � 1 et 
 estle point 
ritique de P , et points pré
ritiques de P la réunion des P�n(
) où n � 0.Les propositions suivantes sont des 
onséquen
es immédiates des dé�nitions.Proposition 2.9� Les valeurs 
ritiques de  +;j sont les valeurs post
ritiques de P .� Les points 
ritiques de ��;i sont les points pré
ritiques de P appartenant à Ki.� Les points 
ritiques de ��;j sont les points pré
ritiques de P .� Les valeurs 
ritiques de ��;j sont les points de v � N, où v = ��;j(
) et 
 est lepoint 
ritique de P .� Les valeurs 
ritiques de h sont les points de v +Z.Attention, un point qui s'envoie sur une valeur 
ritique n'est pas né
essairement
ritique.Pour une fra
tion rationnelle F ayant un point périodique parabolique, on peutégalement dé�nir des pétales et des 
oordonnées de Fatou sur 
es pétales, et pro-longer les 
oordonnées de Fatou attra
tives en des fon
itions �� à tout le bassind'attra
tion du pétale pour F k (où F k est le plus petit itéré de F qui laisse le pétalestable). Il existe un ensemble �ni A tel que �� a pour ensemble de valeurs 
ritiquesA� N. On a alors (voir la se
tion 1 pour la dé�nition de r.d.r et de E) :Proposition 2.10 La 
oordonnée de Fatou attra
tive étendue �� asso
iée à unpétale attra
tif P d'un point périodique parabolique d'une fra
tion rationnelle F estun r.d.r du bassin de 
e pétale vers C .Preuve : Soit w 2 C . Quitte à rempla
er F par F k, nous supposerons que lepétale est stable par F et que �� 
onjugue F à T1 sur le bassin. Comme l'ensembledes valeurs 
ritiques de �� est sans a

umulation dans C , il existe " > 0 tel queB = B(w; ") ne 
ontient pas de valeur 
ritique de ��, hormis peut-être une en son
entre. Nous allons montrer que B est un voisinage régulier de w pour ��.Soit U = ��(P). U étant un piège ouvert pour T1 : C ! C , un argument de
ompa
ité prouve qu'il existe N 2 N tel que 8n � N , Adh(Tn(B)) � U . Soit Cune 
omposante 
onnexe de ��1� (B). Soit z 2 C. Alors il existe m 2 N tel queFm(z) 2 P . Nous pouvons supposer m � N , de sorte que Tm(B) � U . Nousavons l'équation �� = T�m Æ �� Æ Fm. De façon évidente, Tm est un isomorphismede B sur Tm(B). Soit D = ��1� (Tm(B)) \ P . Alors �� est un isomorphisme deD sur Tm(B), et D est une 
omposante 
onnexe de ��1� (Tm(B)). Par 
onséquentFm(C) � D. On déduit de 
ela et de l'équation que C est une 
omposante 
onnexede F�m(D). Or F est un revêtement rami�é de degré �ni, don
 Fm véri�e la96



Se
tion 2 Partie IIIpropriété E (voir se
tion 1). Il su�t don
 d'appliquer 
ette propriété à D, qui
ontient au plus une valeur 
ritique de Fm : en e�et, une telle valeur s'envoie parl'isomorphisme T�m Æ ��jD sur une valeur 
ritique de �� dans B, or B en 
ontientau plus une. �Par 
onséquent, ��;i(Ki) = C , et 
'est le 
as de l'image de n'importe quelle 
om-posante 
onnexe de Ki.Corollaire 2.11 La fon
tion ��;j : ÆK ! C est un r.d.r.La preuve de la proposition suivante est inspirée de [S℄, � 4.5.Proposition 2.12 La fon
tion  +;j : S ! C nf0g est un r.d.r, où S = C n �1+;j (f0g)(0 est le point parabolique de P ).Preuve : Notons que l'ensemble des valeurs post
ritiques de P est sans a

umula-tion dans C n f0g, puisque l'orbite de l'unique point 
ritique de P tend vers 0. Pourz 2 C nf0g, soit " > 0 tel que B ne 
ontienne ni f0g ni au
une valeur post
ritique deP q hormis peut-être z lui-même, où B = B(z; "). Montrons que B est un voisinagerégulier de z pour  +;j .Soit k � 1 tel que P kq(
) = z si z est post
ritique et k = 0 sinon. Soit B0 uneboule de 
entre z, 
ontenant B et évitant 0 ainsi que les valeurs post
ritiques de P qautres que z. Pour C 
omposante 
onnexe de  �1+;j(B), nous voulons montrer que +;j : C 7! B est topologiquement équivalent (
f. se
tion 1) à un 
ertain z 7! zd.Soit w 2 C (on ne demande pas que  +;j envoie w sur z). Soit zn =  +;j(w�n), B0nla 
omposante 
onnexe de P�nq(B0) 
ontenant zn, et Bn la 
omposante 
onnexe deP�nq(B) 
ontenant zn. On a Bn � B0n, P q(B0n+1) = B0n et P q(Bn+1) = Bn. PuisqueP q est un revêtement rami�é de degré �ni, don
 un r.d.r, il véri�e la propriété E ,don
 B0n est simplement 
onnexe. De plus pour n � k, B0n ne 
ontient au
une valeur
ritique de P q, don
 P (n�k)q : B0n ! B0k est un isomorphisme. Soit gn : B0k ! B0nson inverse. D'après le lemme 2.7, à partir d'un 
ertain rang zn 2 Pj et zn �! 0quand n �! +1. Don
 pour n � k, gn est inje
tive, évite 0, et gn(zk) �!n!+1 0,don
 gn tend vers 0 uniformément sur tout 
ompa
t de B0k quand n �! +1. Don
tout 
ompa
t de B0k �nit par avoir son image in
luse dans Pj . C'est don
 le 
as deBk : 9N 2 N 8n � N; Bn � PjOn en déduit que C�N = �+;j(BN ), don
 que  +;j est un isomorphisme de C�Ndans BN . D'où le résultat en utilisant l'équation  +;j = PNq Æ +;j ÆT�N , et le faitque PNq véri�e la propriété E . �Cette preuve s'adapte à tout point périodique parabolique � d'une fra
tion ration-nelle F en remplaçant le singleton f0g par l'ensembleX = E[V 0, où E est l'éventuel97



Partie III Se
tion 2ensemble ex
eptionnel de F , V l'ensemble des valeurs post
ritiques de F et V 0 estl'ensemble dérivé de V (l'ensemble des points d'a

umulation de V dans C ).Lemme 2.13  +;j(C ) = CPreuve : L'image de  +;j est invariante par P q et ouverte. Elle 
ontient égalementau moins un point de J (en e�et, la réunion des pétales attra
tif et répulsifs, et dupoint parabolique 0, re
ouvre un voisinage de 0, or 0 étant parabolique, il appartientà J , et J ne possède pas de point isolé). Or pour tout ouvert ren
ontrant J , laréunion de ses images itérées re
ouvre C . (Voir [CG℄ pour les propriétés élémentairesdes ensembles de Julia) �Dans le 
as plus général d'un point périodique parabolique d'une fra
tion ration-nelle, l'image est S2 nE, où E est l'éventuel ensemble ex
eptionnel.Remarque : Cette proposition implique que  +;j est un r.d.r de 
haque 
omposante
onnexe de ÆKFj vers une 
omposante 
onnexe de ÆK.Proposition 2.14 La fon
tion h : ÆKF ! C est un r.d.r.Preuve : C'est un 
orollaire immédiat des deux propositions pré
édentes, sa
hantque h = ��;j Æ +;j jS , puisque l'ensemble de dé�nition de ��;j ne 
ontient pas 0. �Plus généralement, pour une fra
tion rationnelle, une 
omposée � Æ  où  est laparamétrisation de Fatou répulsive étendue asso
iée à un pétale répulsif d'un pointpériodique parabolique, et � la 
oordonnée de Fatou attra
tive étendue asso
iée àun pétale attra
tif d'un point périodique parabolique (appartenant éventuellementà autre 
y
le), est un r.d.r au dessus de C , 
ar l'orbite des points 
ritiques est sansa

umulation dans Def(�), qui est le bassin du pétale, et E \ Def(�) = ?.Revenons au 
as du polyn�me P . D'après la proposition 2.9, l'ensemble des valeurs
ritiques de h est de la forme v+Z. Ce
i, et le fait que h 
ommute ave
 T1, impliqueque pour tout n 2 N, l'ensemble des valeurs 
ritiques de hn est de la forme A+Z ave
A un sous-ensemble �ni de C ayant au plus n éléments, don
 n'a pas d'a

umulationdans C . Don
 d'après la proposition 1.6, hn est un r.d.r. Résumons :Corollaire 2.15 (propriétés de revêtement de h)L'appli
ation hn est un r.d.r au dessus de C .Rappelons les 
onséquen
es : soit C l'ensemble des valeurs 
ritiques de hn. L'en-semble C est fermé. L'appli
ation hn est un revêtement au dessus de C n C. Les
hemins et les homotopies peuvent don
 s'y relever. Pour tout disque topologique98



Se
tion 2 Partie IIIU 
ontenant au plus une valeur 
ritique de h, pour toute 
omposante 
onnexe Vde h�n(U), V est un disque topologique et h : V ! U est équivalent à z 7! zd :(D ; 0) ! (D ; 0) pour un 
ertain d 2 N� .En appliquant la proposition 1.11 à f =  +;j , U = C et V = ÆK, on obtient :Lemme 2.16 Les 
omposantes de ÆKFj sont simplement 
onnexes.Don
 h est plein. Don
 d'après le 
orollaire 1.12 :Lemme 2.17 Pour tout n 2 N, l'appli
ation hn est pleine.Rappelons les 
onséquen
es : les 
omposantes 
onnexes de la préimage par hn d'unensemble simplement 
onnexe sont simplement 
onnexes. En parti
ulier, les 
om-posantes 
onnexes du domaine de dé�nition de hn sont simplement 
onnexes.Passage au quotient :Les appli
ations de 
ornes 
ommutent ave
 T1, don
 se projettent en une appli
ationquotient h : ÆKF=Z! C =Z.Proposition 2.18 C'est également un r.d.r.Preuve : Soit � la proje
tion de C vers CYL. L'appli
ation f = �Æh étant 
omposéede deux r.d.r et n'ayant qu'une valeur 
ritique, la proposition 1.6 implique que fest un r.d.r, de ÆKF vers CYL. Il véri�e f Æ T1 = f , et son unique fa
teur ef tel quef = ef Æ � est h . La proposition 1.9 implique que h est un r.d.r. �Notons que le domaine de dé�nition de hn peut avoir des 
omposantes 
onnexesnon simplement 
onnexes, même si on lui ajoute les deux bouts du 
ylindre.Notons également que 
hanger (�; �) en (��; � � �=q) ne peut modi�er la valeurde h�;�;j(z) que par l'ajout d'un entier. Don
 h�;�;j = h��;���=q;j . En parti
ulierl'ensemble des fon
tions h pour � et j �xés et � variant dans C est le même pourles deux valeurs possibles de �.2.4 Les ensembles de Julia-LavaursL'ensemble de Julia-Lavaurs rempli KLF de l'appli
ation de 
ornes h est l'ensembledes points z 2 C tels que soit hn(z) est dé�ni pour tout n 2 N, soit il existe n 2 Ntel que hn(z) 2 JF . On dé�nit l'ensemble de Julia-Lavaurs non rempli JLF 
ommeétant le bord de KLF dans C . Ces ensembles JLF et KLF sont fermés. Rappelons99



Partie III Se
tion 2quelques autres propriétés élémentaires :C nKLF = [n2Nh�n(C nKF) JLF def= �KLFh�1(KLF) = KLF \Def(h) h�1(JLF) = JLF \ Def(h)h(KLF) = KLF h(JLF) = JLFh�1( ÆKLF) = ÆKLF JLF = [n2Nh�n(JF)h( ÆKLF) = ÆKLF JF � JLF � KLF � KFDef(h) = ÆKF Def(hn) = \0�k<n h�k( ÆKF)C n ÆKLF = [n2N C nDef(hn)Comme h est un r.d.r, l'image par h d'une 
omposante 
onnexe de ÆKLF en est une(
'est aussi démontré dans [L℄).La dé�nition de l'ensemble de Julia-Lavaurs KL de g� (appelé aussi ensemble deJulia enri
hi) est 
omplètement analogue : KL est le 
omplémentaire dans C dela réunion des préimages de C n K par les itérés de g�, et JL = �KL. Ces q + 1dé�nitions sont 
ompatibles entre elles via les di�érentes appli
ations du diagramme
ommutatif 2.4, 
'est à dire que leurs images dire
tes et inverses par les diverses�è
hes se 
orrespondent.Tirons quelques 
onséquen
es immédiates de nos dé�nitions. Les ensembles KF ,JF , KLF , JLF sont invariants par T1.Proposition 2.19 L'ouvert ÆKLF est plein (ses 
omposantes 
onnexes sont sim-plement 
onnexes).Preuve : Cela équivaut à C n ÆKLF est 
onnexe. Parmi les propriétés élémen-taires, nous avions C n ÆKLF = [n2N C nDef(hn). Il su�t don
 de démontrer queC nDef (hn) est 
onnexe, 
e qui équivaut à 
e que hn soit pleine, 
e qui est démontréau lemme 2.17. �Proposition 2.20 L'ensemble KF 
ontient un demi-plan supérieur (�Im(z) > a0�)et un demi-plan inférieur (�Im(z) < a1�). En parti
ulier, les deux 
omposantes
onnexes D+ et D� de ÆKF qui 
ontiennent un demi-plan sont invariants par T1.L'appli
ation h s'étend holomorphiquement en +i1 et en �i1 en �xant 
es points,ave
 dérivée non nulle.On trouvera une preuve dans [S℄, x2:4. La preuve est basée sur un développementlimité des 
oordonnées de Fatou, et n'est e�e
tuée que dans le 
as q = 1, mais100



Se
tion 2 Partie IIIs'adapte au 
as q > 1 en utilisant la proposition 2.3. Nous noteronsbhle prolongement de h aux deux bouts du 
ylindre. Ce n'est plus un r.d.r, ni uneappli
ation pleine (ne serait-
e que par
e que nous n'avons dé�ni 
ette notion quepour des appli
ations à valeurs dans C ).Dans sa thèse, Lavaurs a adapté le théorème de non-erran
e de Sullivan au 
adredes appli
ations de Lavaurs, ainsi que la 
lassi�
ation des 
omposantes 
onnexes del'ensemble de Fatou d'un polyn�me. On en déduit alors la proposition suivante :Proposition 2.21 (Lavaurs)Chaque 
omposante 
onnexe de l'intérieur de KLF [f+i1;�i1g est prépériodiquesous bh. Une 
omposante prépériodique est soit un disque de Siegel, soit une 
ompo-sante d'un bassin attra
tif, soit une 
omposante d'un bassin parabolique, d'un 
y
lede bh (
e qui in
lut les bouts) Il y a au plus un tel 
y
le. Un 
y
le parabolique ouattra
tif de 
omposantes 
ontient toujours un point 
ritique, et don
 l'unique valeur
ritique. Le bord d'un disque de Siegel est 
ontenu dans l'adhéren
e de l'ensemblepost
ritique.L'a�rmation sur le nombre de 
y
les n'est pas énon
ée dans [L℄. On peut la déduireen partie du texte des démonstrations ; en e�et puisque h n'a qu'une valeur 
ritique,il y a au plus un 
y
le `attra
tif ou parabolique' ; puisque un disque de Siegel estin
lus dans l'adhéren
e de l'ensemble post
ritique, il ne peut 
oexister ave
 un 
y
leattra
tif ou parabolique ; le seul 
as que [L℄ n'ex
lut pas est la 
oexisten
e de deux
y
les de Siegel. Nous allons démontrer la proposition plus forte suivante :Proposition 2.22 L'appli
ation bh possède au plus un 
y
le non répulsif.Preuve : Notons que dans les 
y
les de bh, on in
lut les points �xes +i1 et �i1.Nous travaillerons par analogie ave
 le 
as polynomial, où la preuve est basée surla notion d'appli
ation à allure polynomiale (mais n'utilise pas les théorème deredressement). Supposons que bh a deux 
y
les non répulsifs. Choisissons un pointquel
onque ! 2 CYL nKF . Nous identi�ons le 
ylindre CYL à la sphère de RiemannS2 moins deux points. Nous travaillerons dans une 
arte U �= C de S2 pour laquelle! est à l'in�ni. Soit R l'appli
ation rationnelle de S2 dont l'expression dans la 
arteU est le polyn�me suivant : R(z) = z + "S(z). Nous 
hoisirons le polyn�me S desorte que :� l'appli
ation R �xe les point des deux 
y
les non répulsifs (S(z) = 0 pour toutpoint z d'un des 
y
les) ;� l'appli
ation R �xe les deux bouts du 
ylindre (qui ne sont pas for
ément disjointsdes deux 
y
les) 101



Partie III Se
tion 2� pour tout " > 0 et su�samment petit, les deux 
y
les non répulsifs de bh de-viennent des 
y
les attra
tifs de bh ÆR (ajuster la valeur de S0(z), pour 
haque zdans l'un des deux 
y
les)Soit B une boule ouverte 
ontenant !, et telle que B \KF = ?. Soit V = S2 nB.Pour " > 0 su�samment petit, R est un isomorphisme analytique de V vers R(V ),�V \ R�1(KF) = ?, et KF � R(V ). Soit maintenant bH (resp. H) la fon
tiondé�nie par bH = bh Æ RjV (resp. H = h Æ RjV \CYL) sur V (resp. V \ CYL), et nondé�nie hors de V . Remarquons que bH et H n'ont qu'une seule valeur 
ritique.De plus, on peut dé�nir un relevé H de H par la proje
tion � : C ! C =Z en
omposant h ave
 un relevé de RjV \CYL qui 
ommute ave
 T1. Comme h est unr.d.r et RjV \CYL un isomorphisme sur son image, qui 
ontient Def(h ), H est unr.d.r. Comme H n'a qu'une valeur 
ritique, Hn a au plus n valeurs 
ritiques, don
est un r.d.r (proposition 1.6). Comme le relevé de R est également un isomorphismesur son image, H est aussi un r.d.r. Comme H n'a qu'un nombre �ni de valeurs
ritiques, les valeurs 
ritiques de Hn forment un ensemble sans a

umulations dansC , don
 Hn est un r.d.r. De plus, toutes les 
omposantes 
onnexes de Def �bh� sontsimplement 
onnexes (puisque le 
omplémentaire dans S2 est 
onnexe), don
 les
omposantes 
onnexes de Def bH sont simplement 
onnexes, don
 H est plein, don
Hn est plein. Nous a�rmons qu'un 
y
le attra
tif de bH a une valeur 
ritique dansson bassin immédiat, 
e qui mène à une 
ontradi
tion puisque bH n'a qu'une valeur
ritique, et prouve la proposition.Pour démontrer 
ette a�rmation, soit U l'intérieur de l'ensemble des points oùtoutes les itérées de H sont dé�nies (
e qui 
orrespond à l'intérieur de KF dansle 
as non perturbé) : T1(U) = U . L'ensemble U est l'intérieur de l'interse
tiondes ensembles Def(Hn). Ces derniers sont pleins 
ar H est pleine don
 toutes sesitérées le sont. Le 
omplémentaire de U dans S2 est don
 l'adhéren
e d'une uniond'ensembles 
onnexes. Il est don
 
onnexe. Nous avons prouvé que U est plein.L'ouvert U est bi-invariant par H : H(U) = U et H�1(U) = U . L'image ré
iproquepar H (ou un itéré) d'une 
omposante 
onnexe D de U est une 
omposante 
onnexeC de U , et d'après la proposition 1.7, H (ou son itéré) est un r.d.r de C vers D.Soit maintenant C une 
omposante 
onnexe de U 
ontenant un point attra
tif depériode n de H , ou bien un voisinage d'un bout attra
tif du 
ylindre. Alors 9m 2 Ztel que Tm ÆHn(C) = C. Supposons par l'absurde que Hn n'a pas de point 
ritiquedans C. Alors Tm ÆHn : C ! C est un revêtement, don
 un isomorphisme puisqueC est simplement 
onnexe. De plus C ne peut-être isomorphe à C ou S2 
ar il n'estni égal à S2 ni égal à S2 privé d'un point, don
 un isomorphisme de C préserve samétrique hyperbolique, 
e qui 
ontredit la présen
e d'un point attra
tif. �Notons que la proposition 2.20 implique que h�(z) � z possède une limite quandIm(z) �!1, et une limite quand Im(z) �! �1.102



Se
tion 2 Partie IIIProposition 2.23 Si q > 1, soit s l'unique entier tel que 0 < s < q et� + sp = 0 mod qet si q = 1, soit s = 0 si � = 1 et s = 1 si � = �1. Pour b = �1, soit tb =limh�(z)� z quand Im(bz) �! +1. Alorst+ � t� = �i2�
 + sqC'est une 
onséquen
e du développement de la proposition 2.3, du 
omplément 2.4,et d'un 
al
ul.
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tion 3
3. É
hiquier et universalité
3.1 Un produit de Blas
hkeSoit la fra
tion rationnelle PB(z) = 3z2 + 1z2 + 3Cette fon
tion analytique de S2 dans lui-même a deux points 
ritiques, 0 et 1, unpoint �xe, z = 1 ave
 multipli
ité 3, don
 parabolique, et a les symétries PB(z) =PB(z), PB(1=z) = 1=PB(z), et PB(�z) = PB(z). La fra
tion rationnelle PBétant un produit de Blas
hke, 
haque élément de la partition de S2 en le disqueunité, son bord, et son extérieur est bi-invariant par PB.Le point z = 1 est parabolique à deux pétales. Les axes attra
tifs sont 1 � R+ ,axe indexé g (gau
he), et 1+ R+ , indexé d (droite). Les axes répulsifs sont les axes1 + iR+ , indexé h (haut) et 1 � iR+ , indexé b (bas). Nous noterons pg, pd, ph, pbles pétales 
orrespondant à 
haque axe.L'ensemble D étant stable et borné, il est in
lus dans l'ensemble de Fatou. Demême pour S2 n D . Utilisons le théorème de 
lassi�
ation (voir par exemple [CG℄,
hapitre IV, � 2) : D 
ontient le pétale pg, don
 il est in
lus dans le bassin d'attra
tionde pg. De même, S2 n D est in
lus dans le bassin du pétale pd. Ces deux bassinssont deux 
omposantes disjointes de S2 n J(PB). Don
 J(PB) = �D et D est lebassin de pg, et S2 n D 
elui de pd. Nous noterons ��;g et ��;d les 
oordonnéesde Fatou attra
tives étendues 
orrespondantes. Comme elles sont dé�nies à post-
omposition près par une translation, nous nous arrangerons pour qu'elles envoientrespe
tivement 0 et 1 sur 0.Nous noterons  +;h et  +;b les paramétrisations de Fatou répulsives étendues 
or-respondant aux axes de même index. Nous nous arrangeons pour qu'elles envoientR sur �D , d'où  +;h(z) = i( +;h(z)) et  +;b(z) = i( +;b(z)) où i est l'inversionz 7! 1=�z, et pour que  +;b(z) =  +;h(z) (
e qui laisse en
ore un R-degré de libertédans les 
hoix).Tout point z 2 D est attiré par 1, ave
 arg(1 � PBn(z)) �! 0. On a PB( ℄ �1; 1[ ) = [1=3; 1[ � ℄ � 1; 1[. Le graphe parabolique CB est l'union de l'intervalle℄�1; 1[ et de ses préimages su

essives par PB. L'ensemble CB est PB-bi-invariant.Nous avons la propriété CB = ��1�;g(R). Don
 CB est un fermé de D . La fon
tion104
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C+C� g db

h
Fig. 3.1 � le graphe parabolique CB de PBPB agit sur l'ensemble des 
omposantes 
onnexes de D n CB, qui sont appeléesles 
ases d'é
hiquier. Comme ��;g est un r.d.r, il envoie 
haque 
ase d'é
hiquierisomorphiquement sur H ou �H . La fon
tion PB envoie ℄0; 1[ dans lui-même defaçon stri
tement 
roissante et sans point 
ritique. Don
 l'une des 
ases d'é
hiquierest un voisinage de ℄0; 1[ dans le demi-plan supérieur. Nous l'appellerons C+. Sonsymétrique par rapport à R sera noté C�. Le pétale pg est un voisinage de ℄1� "; 1[pour un 
ertain " > 0. Pour un pétale su�samment petit, pg\H � C+ et pg\�H �C�. Tout z 2 D n'appartenant pas à CB a son orbite qui tombe dans C+ ou dansC�, et y reste.Soit hPB : C n R ! C l'appli
ation de 
ornes de PB pour l'axe h : hPB = ��;g Æ +;h sur H et hPB = ��;d Æ  +;h sur �H . Notons que nous avons pris une phasenulle, 
e qui n'a pas d'importan
e pour la suite. Notons également qu'ave
 nos
onventions, l'appli
ation de 
ornes 
orrespondant à l'axe b est la même fon
tion.Nous appellerons graphe parabolique de hPB (la �gure 3.3 en montre l'interse
tionave
 H ) l'ensemble  �1+;h(CB [ i(CB)). La fon
tion hPB l'envoie dans R. Nousappellerons 
ases d'é
hiquier de hPB les 
omposantes 
onnexes du 
omplémentairedu graphe dans C n R.Lemme 3.1 Les deux seules 
ases d'é
hiquier de PB adhérant à 1 sont C+ et C�.Preuve : Puisqu'elles possèdent [0; 1[ dans leurs bords, elles adhèrent à 1. Ré
i-proquement une 
ase C adhérant à 1 a toutes ses image su

essives par PB quiadhèrent à 1. Rappelons que toute 
ase �nit par être envoyée sur C+ ou C�. Si Cn'était pas égal à C+ ou C�, elle devrait par une 
ertaine itérée être envoyée sur�C+ ou �C� (
ar PB�1(C+) = C+ [�C+ et PB�1(C�) = C� [�C�). Comme
es 
ases sont in
luses dans le demi-plan �Re(z) < 0�, elles n'adhèrent pas à 1. On105



Partie III Se
tion 3aurait don
 une 
ontradi
tion. �Lemme 3.2 La fon
tion  +;h : C n �1+;h(1)! S2n f1g est un r.d.r. De même pour �;h.La preuve est parfaitement analogue à 
elle de la proposition 2.12.Lemme 3.3 Mis à part deux 
ases, que l'on nommera E+PB et E�PB , 
ontenant undemi-plan respe
tivement supérieur et inférieur, les 
ases d'é
hiquier de hPB sontbornées. De plus, �E+PB � H , �E�PB � �H et leur image par � : C ! CYL sont des
ourbes de Jordan qui 
ontiennent 
ha
une un unique point 
ritique de hPB.Preuve : Le développement de la proposition 2.3 implique que le 
omplémentairedu graphe parabolique dans H 
ontient un ouvert U tel que U + Z soit un demi-plan. Il existe don
 une 
ase E+PB (for
ément unique) 
ontenant 
e demi-plan. Demême pour E�PB . Le lemme 3.2 implique que  +;h admet une bran
he ré
iproquef prolongeant à H (et même à S2 n [1=3; 3℄, bran
he que nous noterons f2) la 
o-ordonnée de Fatou répulsive du pétale ph. Soit V = f(H ) : il 
ontient un piègepour T�1 (l'image du pétale). Le développement de la proposition 2.3 implique queV 
ontient des points de E+PB . A nouveau, le lemme 3.2 implique que V 
ontientE+PB et est un isomorphisme de E+PB vers une 
ase d'é
hiquier. A nouveau, la pro-position 2.3 implique que 
ette 
ase 
ontient des points de H dans le pétale pg,don
 que 
'est C+. L'appli
ation PB possède une unique bran
he ré
iproque dé-�nie sur H et l'envoyant dans lui-même, que nous noterons g (et qui admet unprolongement 
ontinu au bord de H ). Notons que f 
onjugue g à T�1. Par 
onsé-quent �E+PB = [n2ZTn(f2([0; i=p3℄)) : en e�et, [0; i=p3℄ s'envoie bije
tivement sur[0; PB(0)℄ par PB, 
e qui fait que �C+ = [n2N gn([0; i=p3℄) [ [n�1PBn([0; i=p3℄)).Don
 �E+PB � H . D'autre part, le bord de E+ est égal à �(f2([0; i=p3℄)), et 
esegment est disjoint de son image par PB, sauf en i=p3, don
 son image par f2 estune 
ourbe de Jordan : �E+ est une 
ourbe de Jordan. L'adhéren
e de la 
ase C+
ontient une unique orbite 
ritique de PB indexée par Z, et don
 l'adhéren
e deE+PB 
ontient un unique point 
ritique modulo Z, 
ar pour deux points 
ritiques wet w0 de hPB sur le bord de E+PB , les points  +;h(w � n) et  +;h(w0 � n) (n � 0)sont des points pré
ritiques de PB qui �nissent par rester dans le pétale ph.Soit E une 
ase de hPB , que nous supposerons in
luse dans H (l'autre 
as étantsymétrique) et di�érente de E+PB . Soit w 2 E. Soit n su�samment grand pour quew � n 2 V . Alors  +;h(w � n � 1) 2 g(H ) = Q � H où Q est le quart de plan�Re(z) > 0 et Im(z) > 0�. La 
ase 
ontenant z est non seulement in
luse dans H ,mais également d'adhéren
e 
ompa
te dans H : en e�et 
ette 
ase n'est ni C+, quis'envoie sur E+PB , ni �C� qui ne ren
ontre pas Q, et d'après le lemme 3.1, 
e sontles deux seules qui adhèrent à R. �106



Se
tion 3 Partie III3.2 UniversalitéOn reprend les notations de la se
tion 2. En parti
ulier P (z) = ei2�p=qz+z2. Soit U0la 
omposante 
onnexe de ÆK(P ) qui 
ontient le point 
ritique. Soit � l'isomorphisme
onforme de U0 vers D qui envoie en 0 le point 
ritique de P . L'isomorphisme � estdéterminé à post-
omposition près ave
 une rotation z 7! �z. Pour un bon 
hoix de�, nous avons la propriété d'universalité suivante, prouvée dans [DH℄, exposé IX :Proposition 3.4 (Universalité)PB��D = � Æ P q Æ��1:Dé�nition : le graphe parabolique de U0 est la préimage par � de 
elui de PB. Ses
ases sont les 
omposantes du 
omplémentaire dans U0 du graphe.Nous rappelons que l'indexation des axes de P a été 
hoisie de sorte que 0 2 K0.Don
 ��;0 est dé�nie en parti
ulier sur U0. De la proposition 3.4, on déduit :Proposition 3.5 9u 2 C 8z 2 U0; ��;0(z) = Tu Æ ��;g Æ�(z):Preuve : Pour z 2 U0, soit a(z) = ��;g Æ�(z). Alors a(P q(z)) = a(z)+1 est dé�niesur U0, et on 
on
lut par la proposition 2.8 (ave
 
omme pièges ouverts A = U0, etA0 = ��1(pg)). �Il y a des énon
és plus généraux.Pour b = 1 (respe
tivement b = �1), et j 2 12 +Z=qZ, rappelons que Dbj désigne la
omposante 
onnexe de ÆKFj qui 
ontient un demi-plan supérieur (respe
tivementinférieur), qui existent, voir la proposition 2.20. La �gure 3.3 illustre 
ette dé�nition.Le développement de la proposition 2.3 implique que  +;j(Dbj) ren
ontre le pétaleattra
tif d'indi
e j + b2 . D'après la remarque suivant la proposition 2.12, on a enfait  +;j(Dbj) qui est égal à toute la 
omposante de ÆK 
ontenant 
e pétale. Enparti
ulier  +;�1=2(D+�1=2) = U0, et  +;1=2(D�1=2) = U0.Proposition 3.6Il existe un isomorphisme analytique �+ : D+�1=2 ! H tel que +;h Æ �+ = � Æ  +;�1=2��D+�1=2De même, il existe un isomorphisme analytique �� : D�1=2 ! �H tel que +;b Æ �� = � Æ  +;1=2��D�1=2107
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Fig. 3.2 � L'ensemble de Julia K pour p=q = 2=5, et son é
hiquier parabolique(l'image est tournée de 90 degrés) 108



Se
tion 3 Partie IIIPreuve : Nous traiterons le 
as +, le 
as � étant analogue. Soit �0 un isomorphismede D+�1=2 vers H qui 
ommute ave
 T1, et 
onsidérons la fon
tion f = � Æ  +;�1=2 Æ��10 de H dans S2. La distan
e de f(z) à �D tend vers 0 quand z tends vers �H ,don
 f admet un ré�e
tion de S
hwarz (voir [R℄). Alors d'après la proposition 2.8adaptée au 
as de PB, f =  +;h Æ Tt pour un 
ertain t 2 C (on prend les piègesouverts A = C et A0 = �0(�+;�1=2(p�1=2))). Nous prenons �+ = Tt Æ �0. �Alors :Proposition 3.7 (universalité pour les appli
ations de 
ornes)9s 2 C hPB Æ �+ = hs;�1=2jD+;�1=29s 2 C hPB Æ �� = hs;1=2jD�;1=2Nous dé�nissons �+j : D+j ! H et ��j : D�j ! �H par �bj = �bÆTk=q où k est l'uniqueentier tel que 0 � k < q et kp+ b+j2 = 0 mod q (de sorte que P k(U b+j2 ) = U0).Nous allons maintenant étendre la dé�nition de l'é
hiquier parabolique pour lesdi�érentes 
oordonnées en jeu.Dé�nition : le graphe parabolique de P est la réunion des préimages itérées par Pde 
elui de U0. Les 
ases sont les 
omposantes du 
omplément du graphe dans ÆK.En prenant la préimage du graphe parabolique de P par  +;j , on dé�nit le grapheparabolique de ÆKFj . Le graphe parabolique de D+j est la restri
tion du graphe deÆKFj à D+j . Idem pour D�j . A 
ha
un de 
es ensembles X , on asso
ie également des
ases d'é
hiquier, qui sont les 
omposantes 
onnexes du 
omplémentaire dans X dugraphe parabolique de X .Toutes 
es dé�nitions de graphes paraboliques (de PB, hPB , U0, K, D�j et KFj)sont 
ompatibles via diverses appli
ations dé�nies entre eux :� : U0 ! D ; ��j : D�j ! �H ; P : ÆK ! ÆK;  +;h=b : �H ! D ;  +;j : ÆKFj ! ÆKet également les appli
ation T1=q : C j ! C j+p , au sens où l'image par 
ha
une dugraphe de l'ensemble de départ est le graphe de l'ensemble d'arrivée. Les appli
ationssuivantes les envoient sur une ligne horizontale :��;g : D ! C ; hPB : �H ! C ; ��;i : Ki ! C ; h�;j : ÆKFj ! C(pour tout � 2 C ). La restri
tion de 
es appli
ations à une 
ase d'é
hiquier est unisomorphisme vers une 
ase d'é
hiquier pour la première série d'appli
ations, et versun demi-plan pour la deuxième. (la preuve de 
ette a�rmation vient des propriétésr.d.r des appli
ations h, � et  , adaptées des proposition 2.10, 2.12 et 2.14).Lemme 3.8 Il existe une 
ase d'é
hiquier E+ (resp. E�) de KFj qui 
ontient undemi-plan supérieur (\ Im(z) > a1") (resp. un demi-plan inférieur \ Im(z) < a2").109
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D+?y�+

HFig. 3.3 � Exemple d'un domaine D+ ave
 son é
hiquier parabolique, dans le 
asp=q = 2=5, suivis de leurs images par �+, 
'est à dire le demi-plan supérieur ave
l'é
hiquier parabolique de l'appli
ation de 
ornes de PB.Cette 
ase est don
 invariante par T1. De plus, son adhéren
e Eb (b = �1) dans Cest 
ontenue dans ÆKFj , et hs;j est un homéomorphisme de Eb vers bH , (où s 2 Cest 
hoisi de sorte que l'image du graphe parabolique soit R). En�n, le bord de E+et E� sont des 
ourbes de Jordan qui 
ontiennent 
ha
une un unique point 
ritiquede hs;j , appelé point 
ritique prin
ipal de l'appli
ation de 
ornes au bout 
on
erné.Preuve : Il su�t d'utiliser le lemme 3.3 et la proposition 3.6. �Note : on aurait pu prouver 
e lemme en se passant de l'universalité, en utilisant lespropriétés de r.d.r de h et le fait qu'elle se prolonge aux bouts (proposition 2.20).Remarque : L'universalité pour h (proposition 3.6) implique également que lemodule de l'anneau EbnDb est égal à 
elui de l'analogue pour PB, don
 est universel(il ne dépend pas de b et vaut � 0:7). Nous utiliserons 
e fait dans la partie �Étude110
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Partie III Se
tion 4
4. Lemmes de 
onnexité lo
ale pourlapins et é
hiquiers
Fixons q 2 N, q � 2, et 0 < p < q premier à q. Soit � = ei�p=q , et 
 = �=2 ��2=4. Nous appellerons par abus de langage lapin l'ensemble de Julia J de Q = Q
(Q
(z) = z2+ 
). Nous appellerons les 
omposantes 
onnexes de ÆK les 
omposantesdu lapin. Le point �xe parabolique � de Q attire l'unique point 
ritique de Q. Don
,d'après [DH℄, exposé X :Proposition 4.1 L'ensemble de Julia J est lo
alement 
onnexe.Par 
onséquent, l'ensemble K est lo
alement 
onnexe. Comme K est sous-ensemble
ompa
t du plan, de 
omplémentaire 
onnexe, l'adhéren
e de toute 
omposantedu lapin est homéomorphe à D (voir [DH℄, exposé II, proposition 3). Une autre
onséquen
e de la lo
ale 
onnexité de J est que tout rayon externe atterrit, surun point de J , tout point de J est le point d'atterrissage d'un rayon externe, etl'appli
ation T! C qui à � asso
ie le point d'atterrissage du rayon externe d'angle� est 
ontinue. On peut don
 appliquer l'étude 
ombinatoire de [DH℄. En parti
ulier,il n'y a pas d'autre 
omposante 
onnexe de ÆK adhérant à � que les q qui 
ontiennentun pétale attra
tif.Considérons l'image S0 � U0 de [1=3; 1℄ par l'isomorphisme � de la se
tion 3. C'estun 
hemin inje
tif partant de la valeur 
ritique de Qq et arrivant au point �xeparabolique � de Q. Soit le 
hemin inje
tif S = �([0; 1℄) � U0, qui lui part du point
ritique de Q. Considérons maintenant l'ensemble L = S0[ l[Q(S)[ � � � [Qq�1(S)(en notant bien que le premier terme est S0 et non pas S), où l est n'importe quelrayon externe atterrissant en �. Soit V = C nL. C'est un ouvert simplement 
onnexequi ne 
ontient au
une valeur 
ritique. Don
 toute bran
he inverse de Qn dé�nieau voisinage 
onnexe d'un point de V se prolonge à V tout entier. Notons queJ \ L = f�g.Considérons maintenant parmi les q (� 2) rayons externes qui atterrissent en ��,les deux qui sont adja
ents à U0 (voir [DH℄ pour plus de détails sur la notiond'adja
en
e). Ave
 ��, il forment un ensemble séparant C en deux 
omposantes
onnexes. SoitW 
elle qui ne 
ontient pas le point 
ritique de Q, etW � =W[f��g.Proposition 4.2 Pour tout point z 2 J , soit z appartient au bord d'une des q112
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� ��L

WV = C n L



W2Fig. 4.1 � Le bord des ensembles V et W , utilisés dans la preuve des lemmes. Nousavons grisé les ensembles 
ompa
ts dont les images ré
iproques sont utilisées 
ommevoisinages.
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omposantes du lapin atta
hées à �, soit 9n 2 N tel que Qn(z) 2W .Preuve : Par 
ontinuité du la
et de Carathéodory, l'ensemble des arguments desrayons externes dont le point d'atterrissage appartient à W est un 
ertain intervalleouvert I � T = R=Z et non vide (
ar on a supposé q � 2. Soit D : T ! Tl'appli
ation de doublement de l'angle : x 7! 2x. L'ensemble C des x 2 T tels que8n 2 N, Dn(x) 62 I est exa
tement l'union de l'ensemble des arguments externesdes points de J qui ne tombent jamais dans W , et de la réunion de deux argumentspour tout point dont l'orbite passe par ��. La réunion des préimages de I par lesDn est dense dans T, don
 le fermé C est d'intérieur vide (en fait, 
'est un ensemblede Cantor). Soit C 0 l'ensemble des arguments des points qui ne tombent jamais dansW ; C 0 est la réunion de C et d'un ensemble de points isolés. Don
 C 0 ne 
ontientpas d'intervalle.Remarque : soit F la réunion de l'adhéren
e des q 
omposantes U0, . . . , Uq�1 deÆK atta
hées à �. L'étude 
ombinatoire de [DH℄ implique que pour 1 � i � q � 1,�Ui �W . D'autre part, il est fa
ile de voir que U0 = �U0, et que pour 0 � i � q�1,Q�1(Ui+1) = Ui [�Ui ave
 la 
onvention Uq = U0. Don
 l'ensemble Q�1(F ) est laréunion de F et d'un sous-ensemble de W . Don
 pour tout point z et tout n 2 Ntels que Qn(z) = �, soit z 2 F , soit il existe m < n tel que Qm(z) 2W .Considérons un point z 2 J n F , et soit M la 
omposante 
onnexe de J n F qui
ontient z. Puisque J est 
onnexe, M n'est pas réduit à un point, don
 l'ensembledes arguments des rayons externes qui atterrissent sur M 
ontient un intervalle I 0.Don
 il ne peut pas être in
lus dans C 0. Don
 il existe n 2 N tel queQn(M)\W 6= ?.Prenons le plus petit n possible. Il su�t de prouver que Qn(M) �W . Si 
e n'étaitpas le 
as, Qn(M) ren
ontrerait �W , et le seul point de �W \ J est ��, don
�� 2 Qn(M), or L\F = ?, 
e qui implique d'après la remarque qu'il existe m < ntel que Qm(M) \W 6= ?, 
ontredisant la minimalité de n. �Notons que ÆK 6= ?, don
 J = � ÆK, 
omme l'implique le théorème de Montel (voirégalement le théorème 1.7. dans [CG℄).Lemme 4.3 W \K =W \ UWoù l'ouvert UW est l'union des 
omposantes du lapin in
luses dans W .Preuve : Remarque : 
omme �W \ K = f��g, toute 
omposante de ÆK est soitin
luse dans W soit disjointe de W .L'ensemble UW �W \ ÆK, don
 UW �W \K, d'où W \ UW �W \K.Ré
iproquement, soit z 2 W \K. Notons que W est un voisinage de z, don
 z estdans l'adhéren
e de l'ensemble des 
omposantes ayant un point 
ommun ave
 W .114



Se
tion 4 Partie IIID'après la remarque, 
es 
omposantes sont en fait in
luses dans W . Don
 z 2 UW .D'où W \K �W \ UW . �Lemme 4.4 À tout point z 2 J , on asso
ie un ouvert U dé�nit 
omme suit� Si z n'appartient pas au bord d'une 
omposante du lapin, soit U = ?.� Si z appartient au bord d'une 
omposante du lapin mais n'est pas une préimageitérée de �, alors il n'y a qu'une seule telle 
omposante. Soit U 
elle-là.� Si z est une préimage itérée de �, alors il appartient au bord d'exa
tement q
omposantes du lapin. Soit U leur union.Alors z a une base de voisinages 
onnexes dans K n U , dont 
haque élément estl'adhéren
e d'une union de 
omposantes du lapin.Preuve : Dans le premier 
as, d'après la proposition 4.2, l'orbite d'un point de Jqui n'appartient au bord d'au
une 
omposante du lapin passe une in�nité de foisdans W . Soit n 2 N tel que Qn(z) 2 W . Comme W � \ J est 
ompa
t et 
ontenudans V , et 
omme la bran
he g de Q�n qui ramène Qn(z) sur z s'étend de façonunivalente sur V , g envoie le voisinage 
onnexe W � \K de Qn(z) dans K sur unvoisinage 
onnexe de z dans K (d'après la bi-invarian
e de K par Q), qui satisfaitla 
ondition requise (d'après le lemme 4.3), et est de diamètre 
ommensurable auréel 1=j(Qn)0(z)j (par distortion bornée). Si 
e dernier ne tendait pas vers 0 quandn �! +1, les itérées de Q auraient une sous-suite qui est une famille normale dansun voisinage de z, 
e qui est absurde puisque z 2 J .Dans le deuxième 
as, on pro
ède de façon analogue, en remplaçant l'ensemble Wpar un ensemble W2 plus grand : la 
omposante 
onnexe ne 
ontenant pas � du
omplémentaire de la réunion du 
hemin inje
tif 
 = ��1([�i; i℄) et de deux rayonsexternes qui aboutissent en 
ha
un des bouts. On dé�nit W �2 = W2 [ 
, et on aW 2 \ K = 
 [ (W2 \ K) et 
 \ ÆK � U0. L'analogue de la proposition 4.2 est :8z 2 J n f�g, 9n 2 N tel que Qn(z) 2 W2. L'analogue du lemme 4.3 dit que(W 2 \K) n U0 est l'adhéren
e des 
omposantes du lapin in
luses dans W2.Dans le troisième 
as, il su�t de démontrer le lemme pour z = �. De plus, soit jl'index d'un axe répulsif quel
onque, et Pj le pétale répulsif 
orrespondant : il su�tde fournir une base de voisinages 
onnexes de � dans (Pj\KnU)[f�g, et véri�ant les
onditions du lemme. On peut 
hoisir j et Pj tels que Pj \V = ?, 
ar on a supposéq � 2. Soit maintenant g l'unique prolongement à V de la bran
he de l'inverse deQq envoyant Pj dans Pj . Soit k1 < q et k2 < q les exposants des deux itérés de Qenvoyant l'axe attra
tif asso
ié à U0 dans les deux axes attra
tifs adja
ents à Pj . SoitS03 = ��1([�1; 1℄). Les deux 
hemins inje
tifs Qk1(S03) et Qk2(S03) ont 
ha
un unbout égal à �, et un autre noté respe
tivement b1 et b2. Soient Ri un rayon externeaboutissant en bi. Soit W3 le 
omplémentaire dans C de f�g [Qk1(S03)[Qk2(S03)[R1 [R2. Soit W �3 =W3 [f�g. Quitte à rétré
ir Pj , tout en 
onservant sa propriétéd'être un pétale (
'est à dire de 
ontenir un demi-plan à gau
he dans la 
oordonnée115
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tion 4b1
b2

R1R2

Fig. 4.2 � Le troisième 
as : ensembles utilisés pour produire des voisinages de �.Nous avons grisé l'ensemble T .�1=qCzq, voir la se
tion 2), on peut supposer que Pj �W3. Soit C =W3\J . Cettefois-
i, l'ensemble C =W3\J n'a plus une adhéren
e 
ompa
te dans V . Cependant,l'ensemble T = C n g(C) a une adhéren
e 
ompa
te dans V , 
ar une hypothétiquesuite de points de T tendant vers � appartiendrait à partir d'un 
ertain rang à Pjet même à g(Pj) � g(W3), et don
 serait dans g(W3), 
ontredisant la dé�nitionde T . Pour tout N 2 N, gN(C) est un ensemble 
onnexe dont l'interse
tion ave
Pj est un voisinage de � dans J \ Pj . Pour tout point de Pj , ses itérées par gtendent vers �, don
 par un argument 
lassique utilisant le fait que gn 
ontra
te lamétrique hyperbolique de V , gn(T ) tend uniformément vers � quand n �! +1.Maintenant, gN (C) = [n�N gn(T ), don
 gN (C) tend également uniformément vers� quand N �! +1. �Nous avons un lemme analogue pour l'appli
ation PB.Lemme 4.5 Pour tout point z 2 �D , on dé�nit l'ouvert U de la façon suivante :� si z n'est pas une préimage itérée de 1, soit U = ?,� si un 
ertain itéré de z tombe sur 1, alors il y a exa
tement deux 
ases d'é
hiquierdont le bord 
ontient z. Soit U leur union.Alors z a une base de voisinages 
onnexes dans D n U , dont 
haque élément estl'adhéren
e d'une union de 
ases d'é
hiquier.116



Se
tion 4 Partie IIILa preuve est analogue, ave
 V rempla
é par S2 n [1=3; 3℄, et W = \Re(z) < 0".Ces lemmes seront utilisés pour démontrer la 
onnexité lo
ale de 
ertains ensemblesde Julia-Lavaurs. La méthode que nous avons utilisé nous permet également dedémontrer leLemme 4.6 Mis à part D+ et D�, les 
omposantes 
onnexes de ÆKF sont bornées.En parti
ulier, elles sont disjointes de leurs images par Tn (0 6= n 2 Z). Le mêmeénon
é tient pour les 
ases d'é
hiquier de KF (ave
 Eb à la pla
e de Db).Preuve : Les deux 
omposantes D+ et D� qui 
ontiennent un demi-plan sont T1-invariantes, et d'après le développement de la proposition 2.3, elles sont envoyées par +;j sur les deux 
omposantes A et B du lapin qui sont atta
hées à � et adja
entesà l'axe répulsif d'index j (j est l'index sous-entendu dans l'énon
é). Considéronsl'ensembleW et l'appli
ation g pré
édemment introduits dans l'analyse du troisième
as du lemme 4.4 des voisinages de �. Soit U =W n g(W ). Les ensembles A, B, etgn(U) pour n � 0, re
ouvrent un voisinage de � dans le pétale répulsif. Don
 leursimages par �+;j re
ouvrent l'image de 
e voisinage, dont les translatés par les Tkpour k 2 N re
ouvrent C (d'après le développement). Prenons n 2 N su�sammentgrand pour que gn(U) soit 
ontenu dans le pétale. Alors son image par �+;j estbornée, et a ses images par les Tk pour k 2 Z qui re
ouvrent le 
omplémentairedans C de D+ [ D�. De plus, le bord de 
ette image ne ren
ontre pas ÆKF . Celaimplique que les 
omposantes de ÆKF di�érentes de D+ et D� sont bornées.Du 
oup, les 
ases d'é
hiquier in
luses dans de telles 
omposantes sont bornées ellesaussi. Étudions le 
as des 
ases in
luses dans D�. Le bord de toute 
omposante dulapin étant une 
ourbe de Jordan, et  +;j : C ! C envoyantD+ sur une 
omposantedu lapin, et n'ayant pas de point 
ritique sur son bord, le bord de D+ dans C est unesous-variété topologique de dimension 1, et adhère à 1. Don
 le bord de D+ dansS2 est une 
ourbe de Jordan, don
 l'isomorphisme � de la proposition 3.7 s'étend
ontinûment aux bords en un homéomorphisme. On 
on
lut ave
 le lemme 3.3. �Note : nous aurions également pu prouver 
e dernier lemme en utilisant moinsd'analyse 
ombinatoire du lapin, ave
 l'aide de propriétés de revêtement de  +;j audessus de �, que nous n'avons pas voulu mentionner i
i.Lemme 4.7 Pour toute 
omposante 
onnexe bornée C de ÆKFj , C 0 =  +;j(C)est une 
omposante 
onnexe de ÆK, et  +;j est propre de C dans C 0. L'ensembleD0 =  +;j(Db) est la 
omposante Ui atta
hée à � et d'index i = j + b=2.Preuve :Pour C :  +;j est 
ontinue sur C , envoie C dans une 
omposante C 00 de ÆK et envoiele bord de C, qui est in
lus dans JF , don
 dans J , don
 dans le bord de C 00, don
117



Partie III Se
tion 4est propre de C dans C 00. De plus elle est ouverte. Don
 elle est surje
tive de Cdans C 00 : C 0 = C 00.Pour Db : l'in
lusion D0 � Ui est une 
onséquen
e du développement de la proposi-tion 2.3. Pour l'in
lusion inverse, d'après la proposition 3.6, il su�t de prouver que +;h(H ) � D . La fra
tion rationnelle PB n'a pas de point ex
eptionnel (voir [CG℄pour la dé�nition des points ex
eptionnels), don
 pour tout ouvert ren
ontrant sontensemble de Julia, qui est égal à �D , ses images su

essives re
ouvrent C . L'imagede  +;h est ouverte, stable par PB et 
ontient 
ertainement des points de �D . Don
 +;h = C . Comme  +;h(C n H ) � S2 n D , 
'est que  +;h(H ) = D . �Note : nous aurions également pu prouver 
e dernier lemme en utilisant les propriétésde revêtement de  +;j de la proposition 2.12.
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Quatrième partie
Disques de Siegel virtuels





Partie IV
Introdu
tion
Les preuves de la lo
ale 
onnexité (Petersen) et de la mesure nulle (Petersen-Lyubi
h) des ensembles de Julia des polyn�mes quadratiques ayant un point �xeindi�érent de nombre de rotation de type 
onstant, sont basées sur l'emploi d'unmodèle quasi
onforme eB, dû à Douady, Ghys, Herman, Shishikura, . . . , 
onstruitpar 
hirurgie holomorphe sur une fra
tion de Blas
hke B ave
 l'aide d'un théorèmede Herman et �wi�atek et d'un théorème d'Ahlfors et Beurling. Nous avons trouvéun analogue �, qui joue pour les appli
ations de 
ornes (d'un polyn�me quadratiqueave
 un point �xe parabolique de nombre de rotation p=q) le même r�le que B pourles polyn�mes quadratiques. Sa 
onstru
tion est géométrique et non donnée par uneformule. En adaptant la 
hirurgie 
lassique, nous obtenons un modèle e�. La preuveque e� est e�e
tivement un modèle pour les appli
ations de 
ornes h ayant en un desbouts un multipli
ateur neutre de nombre de rotation ! de type 
onstant, est plusélaborée que dans le 
as quadratique. Quand ! est de type borné parM , alors nousdéduisons du modèle que h a un disque de Siegel dont le bord est un K-quasi
er
lepassant par le point 
ritique prin
ipal asso
ié à 
e bout, ave
 K ne dépendant queM et pas de p=q. Nous tirons également quelques autres 
onséquen
es qui serontutilisées dans la partie �Un pas vers la mesure positive�. Nous pensons que 
e mo-dèle permet de démontrer la lo
ale 
onnexité et la mesure nulle de l'ensemble deJulia-Lavaurs asso
ié.
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Partie IV Se
tion 1
1. Théorèmes
Nous utiliserons les notations suivantes :� le 
er
le unité désigne �D , et le 
er
le désigne T = R=Z� 8p ^ q = 1, on note P (z) = ei2�p=qz + z2� J et K désignent les ensembles de Julia et de Julia rempli du polyn�me P , ilsdépendent de p=qOn se référera à la partie III de la présente thèse pour les dé�nition pré
ises et lespropriétés élémentaires des objets suivants, et les preuves des a�rmations :� 8p ^ q = 1, i 2 Z=qZ indexe les axes et pétales attra
tifs du point parabolique 0de P� j 2 12 +Z=qZ indexe les versions répulsives de 
es objets� Ki est l'ensemble des points de C qui sont attirés par le pétale d'index i sousl'itération de P q : 
'est une union de 
omposantes 
onnexes de ÆK� nous mentionnerons parfois les 
ylindres attra
tifs ou répulsifs, 
'est à dire 2qversions du 
ylindre CYL = C =Z distinguées par un index i ou j, et que nousnoterons CYLi ou CYLj ; nous indexerons de même leurs revêtements universelsC i et C j�  +;j : C j ! C est la paramétrisation de Fatou étendue asso
iée à l'index j, 
'estune fon
tion holomorphe surje
tive� ��;i : Ki ! C i est la 
oordonnée de Fatou étendue asso
iée à l'index attra
tif i,
'est une fon
tion holomorphe surje
tive� pour un nombre 
omplexe donné � et appelé phase, ainsi qu'un signe � 2 f�1; 1gdonnant la dire
tion de l'implosion, on introduit des translations T� : C i !C i+�=2 (la phase est la même pour tous les index)� toutes 
es fon
tions véri�ent le diagramme 
ommutatif 2.4 de III, que nous rap-pelons 
i-dessous dans la �gure 1.1� ��;j : ÆK ! C j est la réunion pour les q index i des fon
tions Tt Æ T� Æ ��;i, oùTt est la 
omposée des �è
hes horizontales du diagramme 
ommutatif ramenantC i+�=2 à C j : t = dq et 0 � d < q est tel que j = i+ �=2 + dp mod q.� h�;j = ��;j Æ  +;j dénote l'appli
ation de 
ornes asso
iée au 
ylindre répulsifd'index j ; elle va d'un ouvert de C j dans C j , et dépend du 
hoix de la phase� 2 C� KFj est la préimage de K par  +;j ; JFj est la préimage de J� JLFj est l'ensemble de Julia-Lavaurs etKLFj l'ensemble de Julia-Lavaurs rempli,122



Se
tion 1 Partie IVasso
iés à h�;j� Le symbole b dénotera soit 1 soit �1, et servira à désigner l'un des deux boutsdu 
ylindre� Db est la 
omposante 
onnexe de l'intérieur de ÆKF qui est un voisinage de bi1� Eb est la 
ase d'é
hiquier de KF qui est un voisinage de bi1 ; son bord estune 
ourbe de Jordan, in
luse dans l'intérieur de KF (voir dans la partie III,le lemme 3.8) ; h est un isomorphisme de E+ vers un demi-plan supérieur déli-mité par la ligne horizontale passant par les points 
ritiques de h, et h est unisomorphisme de E� sur le demi-plan inférieur 
orrespondant� le point 
ritique prin
ipal supérieur (resp. inférieur) de h est l'unique point 
ri-tique appartenant au bord de la 
ase d'é
hiquier supérieure E+ (resp. inférieureE�)� la fon
tion h se prolonge aux deux bouts en une appli
ation holomorphe bh, quiles �xe ave
 un multipli
ateur non nul� l'appli
ation de Lavaurs g 
orrespond aux appli
ations h vues dans le plan dyna-mique initial : voir la partie III: : : P // K3 P //��;3
��

K0 P //��;0
��

K2 P //��;2
��

K4 P //��;4
��

K1 P //��;1
��

: : :: : : 1=q // C 3 1=q //�
��

C 0 1=q //�
��

C 2 1=q //�
��

C 4 1=q //�
��

C 1 1=q //�
��

: : :: : : 1=q // C 7=2 1=q // +; 72
��

C 1=2 1=q // +; 12
��

C 5=2 1=q // +; 52
��

C 9=2 1=q // +; 92
��

C 3=2 1=q // +; 32
��

: : :: : : P // C P // C P // C P // C P // C P // : : :Fig. 1.1 � exemple de diagramme pour p=q = 2=5 et � = 1 ; une �è
he portant lenombre 
omplexe � �gure T�Peu importe peu dans quel 
ylindre on travaille, puisque dans les autres, les diversobjets sont juste translatés. Nous 
hoisissons don
 l'un d'entre eux, et omettons sonindex j dans le reste de 
ette se
tion.Considérons le prolongement bh = bh�. Étant donné � 2 C nf0g, et un des bouts bi1,il y a une et une seule valeur de la phase � 2 CYL telle que bh� ait multipli
ateur� en bi1, plus pré
isément � = �b + b ln(�)=i2� où la 
onstante �b 2 CYL dépenddes 
hoix faits dans la dé�nitions des 
ylindres. Nous allons 
onsidérer le 
as où� = ebi2�!, 
'est à dire � = �b + !, pour un 
ertain ! 2 R=Z. Dans la se
tion 2,pour tout ! de type borné, nous fournissons un modèle quasi
onforme e�!;b (qui123



Partie IV Se
tion 1dépend du réel ! et du bout b), nous permettant de démontrer le théorème suivant.Théorème 18M > 0, 9K = K(M) > 0 tel que 8p^ q = 1, 8! 2 R irrationnel de type borné parM , et pour 
ha
un des bouts b de CYL, il existe un isomorphisme K-quasi
onformequi 
onjugue e�!;b à h�b+!.Notons que K ne dépend pas de p=q. Le modèle se trouve avoir des propriétésgéométriques intéressantes qui permettent de tirer entre autres les 
onséquen
essuivantes :Corollaire 1.1Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 1, l'appli
ation de 
ornes h possèdeun disque de Siegel �0 au bout donné, dont le bord est un K-quasi
er
le passant parle point 
ritique prin
ipal asso
ié à 
e bout.Noter que l'on obtient l'existen
e du disque de Siegel sans utiliser le théorème deSiegel. Les deux 
orollaires suivants, seront utilisés dans la partie �Un pas vers lamesure positive� :Corollaire 1.2Le module de l'anneau entre le disque de Siegel et le domaine de dé�nition de h estplus grand que C(M) = m=K(M) où m est une 
onstante universelle.Plus pré
isément, m (� 0:7) est le module entre la 
ase d'é
hiquier supérieureet le bord de l'ensemble de Julia dans les 
ordonnées de Fatou, module qui estindépendant de p=q.Corollaire 1.3Soit V 0 le 
omplémentaire de la 
omposante de l'intérieur de KF qui 
ontient unvoisinage du bout bi1. La mesure de Lebesgue de V 0 \ h�1(�0) est minorée parune 
onstante C 0(M) indépendante de p=q.En 
e qui 
on
erne les ensembles de Julia-Lavaurs dans le plan dynamique initial(
elui du polyn�me Pp=q) :Corollaire 1.4 (dans le plan initial)Les images par  +;j des disques de Siegel �0j des fon
tions h j forment un 
y
lepour P de q domaines de Jordan �i � Ki pour i = 0; : : : ; q � 1 (i = j + b=2),adhérant au point �xe 0 de P . On a P (�i) = �i+p et g(�i) = �i+ �+b2 , et P etg sont des isomorphismes de �i sur leurs images. Il existe une forme de Beltrami�00 P -invariante d'ellipti
ité majorée par K(M) (le même que dans le théorème 1)et dont l'unique redressement s 
ommutant ave
 P laisse �xe J(P ) ainsi que tout124



Se
tion 1 Partie IVpoint de la grande orbite 
ritique et toute 
omposante de C nJ(P ), envoie la réuniondes 
ases d'é
hiquier de signe b sur g�1(�0 [ � � � [ �q�1), et envoie le graphe del'é
hiquier dans l'ensemble de Julia-Lavaurs JL.On appelle les �i les disques de Siegel virtuels de g.Rappelons que [ADU℄ ont prouvé un résultat qui implique que J(Pp=q) est de di-mension de Hausdor� < 2, et que [MM℄ a démontré que pour � de type borné, J(P�)est de dimension de Hausdor� < 2. Par analogie, nous faisons la 
onje
ture suivante
on
ernant le bord JLF de l'ensemble de Julia-Lavaurs KLF asso
ié à h.Conje
ture 1Le bord de l'ensemble de Julia-Lavaurs JLF de l'appli
ation de 
ornes du théorème 1a une dimension de Hausdor� < 2.Notons que 
ontrairement au 
as des ensembles de Julia quadratiques, le bordd'un ensemble de Julia-Lavaurs ne peut pas être poreux, (au sens de M
Mullendans [MM℄), à 
ause des ailes de papillons. Je dois 
ette remarque à Mi
hel Zins-meister.Nous pensons pouvoir démontrer les deux hypothèses suivantes, dont la premièresera utilisée dans la partie �Un pas vers la mesure positive�.Hypothèses 18p ^ q = 1, 8! de type borné, 8b 2 f�1; 1g,l'ensemble de Julia-Lavaurs 
orrespondant est� de mesure de Lebesgue nulle,� lo
alement 
onnexe.La 
onje
ture est liée à l'arti
le [MM℄, et une preuve des deux hypothèses devraitêtre possible en adaptant à notre 
adre les prin
ipes 
ontenus dans [Ya℄. L'arti
le[Ya℄ propose une alternative à la preuve originale de Petersen [Pe1℄. La présentationdonnée dans [YaZ℄ pourra se révéler plus a

essible.De plus, nous avons une autre 
onje
ture, liée à la persistan
e des 
ylindres d'É
alle(voir [DH℄) : pour une petite perturbation du polyn�me P , telle que le multipli
a-teur au même bout du 
ylindre perturbé reste 
onstant (égal à exp(bi2�!)), nous
onje
turons qu'alors le bord du disque de Siegel dans 
e 
ylindre est peu perturbé.Par exemple il pourrait exister un 
ertain K 0 tel que les bords des disques pertur-bés sont tous des K 0-quasi
er
les qui 
onvergent vers le bord du disque de Siegel du
ylindre non perturbé, quand la perturbation tend vers 0.Notes1. Dans 
ette partie, une fon
tion sous-entend son ensemble de dé�nition. Ainsi,l'égalité entre deux fon
tions signi�e qu'ils ont le même ensemble de dé�nition125



Partie IV Se
tion 1(et la même valeur en tout point de 
et ensemble). La 
omposée g Æ f de deuxfon
tion est la fon
tion dont l'ensemble de dé�nition est �x 2 Def(f) �� f(x) 2Def(g)	 et dont la valeur en x est g(f(x)).2. Par homéomorphisme quasi
onforme (ou appli
ation quasirégulière), nous sous-entendrons toujours préservant l'orientation.3. Soient S1, S2 des surfa
es de Riemann, U � S1 et f : U ! S2 une fon
tionquasirégulière. Nous dirons qu'une forme de Beltrami � dé�nie sur S1 admetun �push-forward� par f si et seulement si il existe une forme de Beltrami �0telle que pour presque tout x 2 U , Txf transporte �(x) en �0(f(x)) (rappelonsqu'une appli
ation quasirégulière est di�érentiable presque partout sur sonensemble de dé�nition). Si f est surje
tive, la forme de Beltrami �0 est unique.4. Les diagrammes 
ommutatifs de 
ette partie sont à interpréter de la façonsuivante :� 
e sont des graphes orientés dont les sommets sont indexés par des ensembleset les �è
hes par des fon
tions� les ensembles situés sur les sommets doivent 
ontenir l'ensemble de dé�nitionde 
haque �è
he en partant, ainsi que l'image de 
haque �è
he y arrivant� pour tous sommets A et B et tout 
ouple de 
hemins f0, . . . , fn et g0, . . . ,gm de A vers B, alors fn Æ � � � Æ f0 = gm Æ � � � Æ g0 en tant que fon
tions (enparti
ulier ils ont le même ensemble de dé�nition) ; note : nous n'in
luons pasle 
hemin vide de A vers A�asso
ié à l'identité sur A�
omme un 
heminvalide.5. Nous ren
ontrerons également des diagrammes 
ommutatifs dont les sommetssont indexés par des formes de Beltrami. Ces diagrammes sont à interpréter
omme suit : toutes les �è
hes sont quasirégulières et pour tout �è
he f de �vers �0, �0 est un �push-forward� de �.6. Un homéomorphisme f : T! T sera dit k-quasisymétrique si et seulement s'ilest 
roissant et pour tous intervalles I1, I2 de T de même longueur et possédantbout 
ommun, le quotient des longueurs de f(I1) et f(I2) est inférieur ou égalà k (par intervalle de T, nous entendons un sous-ensemble 
onnexe d'intérieurnon vide et non égal à T). Il s'agit d'une dé�nition qui n'est pas invariantepar transformation de Möbius du 
er
le. La 
lasse des homéomorphismes k-quasisymétriques de T dans T est 
ompa
te pour la 
onvergen
e uniforme.
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Se
tion 2 Partie IV
2. Constru
tion du modèle
Dans la première partie de 
ette se
tion, nous dé�nissons sur CYL une fon
tion� , qui jouera le même r�le de modèle pour les appli
ations de Lavaurs que jouaitla fra
tion de Blas
hke B(z) = z2 z � 31� 3z pour les polyn�mes quadratiques. Maisplut�t que d'utiliser une formule, la 
onstru
tion est géométrique. Elle est inspiréepar une analogie ave
 la 
onstru
tion géométrique de B, que nous avons in
luse enappendi
e, se
tion 4.1.Dans la deuxième partie, étant donné un irrationnel ! de type borné par un 
ertainM 2 N� , nous e�e
tuons sur � la même 
hirurgie que 
elle qu'on fait Douady, Ghys,Herman, Shishikura et d'autres sur B, 
e qui permet de dé�nir un modèle modi�é� , appli
ation quasi
onforme qui préserve une forme de Beltrami de rapport dedilatation majoré par une 
onstante K ne dépendant que de M et pas de p=q.Remarque : Devant le grand nombre de notations introduites tout au long de 
ettese
tion et de la suivante, nous avons dé
idé de signaler dans la marge la dé�nitionde 
haque nouvel objet, de la façon illustrée 
i-
ontre. Def : Def2.1 Le modèleNous �xons p et q, et 
hoisissons l'un des q 
ylindres répulsifs, appelons j0 son index,et travaillerons dedans. Pour ne pas alourdir des notations déjà en
ombrées, nousomettrons l'index j0. En parti
ulier, h� = h�;j0 et KF = KFj0 (voir la se
tion 1pour un rappel des notations, et la se
tion 2 de la partie III de la présente thèsepour plus de détails).A partir de maintenant, nous traiterons le 
as b = 1. Le 
as b = �1 est analogue.Rappelons que d'après le lemme 3.8 de la partie III, le bord de E+ est une 
ourbe deJordan in
luse dans l'intérieur de KF . Soit l'ouvert L = C nE+. Comme E+[fi1g Def : Lest un domaine de Jordan, l'ensemble L [ f�i1g l'est également. Envoyons ledemi-
ylindre inférieur \ Im(z) < 0" sur L par un isomorphisme 
onforme � (
et Def : �isomorphisme existe et est unique à pré-
omposition près par une translation deve
teur réel). Il a un relevé �, qui est un isomorphisme 
onforme entre �H et L, et
ommute ave
 T1. Considérons alors la 
omposition Def : � sur �H� = h� Æ �127



Partie IV Se
tion 2L'ensemble de dé�nition de � est ��1( ÆKF) � �H . Le bord de E+ étant 
ontenudans ÆKF , l'ensemble Def(�) 
ontient une bande de la forme ��" < Im(z) < 0�, et�(z) tend vers une 
ertaine ligne horizontale \ Im(z) = a" quand z �! R. Puisqueh�0 = T�0�� Æh�, on peut imposer que a = 0, en imposant la partie imaginaire de �.Par ré�exion de S
hwarz, � s'étend holomorphiquement sur R et au delà. À partirde maintenant, � désignera 
ette extension.Def : �

� �
E+
L

H
�H

Fig. 2.1 � La fon
tion � pour p=q = 2=5, dans le 
as b = 1 : elle envoie �H sur L.La distortion est très faible sauf près de R.Proposition 2.1 La restri
tion de � à T est analytique, stri
tement 
roissante, eta un seul point 
ritique, de degré lo
al 3.Preuve : Nous utilisons le fait que � se prolonge 
ontinûment en un homéomor-phisme � de �H sur L (
ar L [f�i1g est un domaine de Jordan). L'analyti
ité de� sur R est triviale. D'autre part, 
omme h� Æ � 
ommute ave
 T1, on en déduit que� aussi. Pour l'inje
tivité, on utilise le fait que �jR = h Æ �jR et que h est inje
tivesur �E+ (
ar 
'est un r.d.r au dessus de C qui est inje
tif sur E+, voir la se
tion 1de la partie III).Reste à étudier les points 
ritiques. Soit 
0 2 �E+ = �L un point 
ritique de h,
1 = ��1(
0) et v0 = h(
0) 2 R. L'image ré
iproque par h� Æ � d'un point pro
he dev0 et situé dans H (don
 distin
t de v0) possède un seul point pro
he de 
1. Si v0128



Se
tion 2 Partie IVest situé dans �H , il y en a 2. De là, on déduit que pour tout point pro
he de v0et non situé sur R a exa
tement 3 préimages par � pro
hes de 
1. Cela prouve quele degré lo
al de 
1 pour � est 3. On fait de même pour un point de �E+ qui n'estpas 
ritique, et on obtient un degré lo
al égal à 1.Note : le sens mathématique pré
is de �tout point pro
he et di�érent de y0 a exa
te-ment n préimages par f pro
hes de x0� est dé�ni dans la partie III, se
tion 1 ; pourmémoire, 
ela signi�e (8W 2 V(y0)) (8V 2 V(x0)) (9W 0 2 V(y0)) (9V 0 2 V(x0))tels que W 0 �W , V 0 � V , et 8y 2 W 0 n fy0g, V 0 \ f�1(fyg) possède exa
tement néléments. �Don
 � jR est une �holomorphi
 
ir
le map� dans la terminologie de [Ya℄.2.2 Le modèle modi�éNous utiliserons les faits suivants :Proposition 2.2 (Ahlfors, Beurling)Il existe une fon
tion K(k) : ℄1;+1[ ! ℄1;+1[ telle que K(k) �!k!1 1, et telle quepour tout homéomorphisme k-quasisymétrique f du 
er
le unité dans lui-même, ilexiste un homéomorphisme K-quasi
onforme F de D dans D qui prolonge f par
ontinuité et qui de plus �xe 0.Il s'agit d'une version améliorée de la version pour le disque D du théorème de [AB℄,et qui s'en déduit (en e�et, la 
lasse des homéomorphismes K-quasi
onformes de Ddont le prolongement au bord est k-quasisymétrique est 
ompa
te pour la 
onver-gen
e uniforme : en parti
ulier elle envoie 0 dans un 
ompa
t de D ; on peut alors leramener en 0 en post-
omposant ave
 un di�éomorphisme C1, d'ellipti
ité bornée,et égal à l'identité sur un voisinage �xe de �D ). Notons que par k-quasisymétriquenous entendons la dé�nition non Möbius-invariante (voir les notes à la �n de lapartie 1).Proposition 2.3 (Herman, �wi�atek, 1987)Pour tout voisinage W de 0 dans T = R=Z, pour tous A;A0 > 0, l 2 N� , � > 0et M 2 N� , il existe une 
onstante 
 = 
(W;A;A0; l; �;M) telle que pour touthoméomorphisme 
roissant f de T qui est C1 ave
 un unique point 
ritique 0, si1. f est C3 sur W et a une dérivée S
hwarzienne Sf négative sur W n f0g2. 8x 2 W; Ajxj2l � f 0(x) � A0jxj2l3. la variation de log f 0 sur T nW est bornée par �4. le nombre de rotation de f est un irrationnel ! de type borné par Malors f est 
-quasisymétriquement 
onjuguée à la rotation d'angle ! sur T.129



Partie IV Se
tion 2Cet énon
é est adapté de [Pe2℄. Citons également [He℄ et [Sw℄.Lemme 2.4 (Re
ollement d'appli
ations quasi
onformes) Soient U et V desouverts de C , et f : U ! V un homéomorphisme. Soit U+ = U\H et U� = U\�H .Si les deux restri
tion de f à respe
tivement U+ et U� sont K-quasi
onformes, alorsf est K-quasi
onforme sur U .On trouvera un preuve d'un théorème bien plus général dans [V℄.Soit hPB : C n R ! C l'appli
ation de 
ornes du produit de Blas
hke PB(z) =3z2 + 1z2 + 3 (
es objets sont dé�nis dans la partie III, se
tion 3). Comme h, elle dépenddu 
hoix d'une phase. Rappelons laProposition 2.5 (Universalité des appli
ations de 
ornes au dessus de C )8p ^ q = 1, et pour b = 1 (resp. �1), il existe un 
hoix de la phase pour hPB et unisomorphisme analytique �b de Db dans H (resp. �H ) qui 
ommute ave
 T1, et telsDef : � que hPB Æ �b = h� jDb .Voir la dans partie III, la proposition 3.7, se
tion 3, pour une preuve et des expli-
ations.Nous 
ommençons notre 
onstru
tion ave
 laProposition 2.6 � jT a des dérivées universellement bornées, au sens où elle véri�eles hypothèses 1: à 3: du théorème 2.3 (Herman, �wi�atek) pour un 
hoix universeldes 
onstantes (ne dépendant pas de p=q).Preuve : La 
onstru
tion (enlever la 
ase d'é
hiquier supérieure, uniformiser lereste sur un demi-plan, 
omposer ave
 l'appli
ation de 
ornes et faire une ré�exionde S
hwarz) peut être e�e
tuée pour l'appli
ation de 
ornes hPB du produit deBlas
hke PB, et donne des appli
ations � PB et �PB . Soit A0 = ��1(D+), etA = A0 [ R [ s(A0) où s(z) = �z. L'anneau A fait le tour de CYL, possède T 
ommebord supérieur, et dépend de p=q. On peut de même 
onsidérer A0PB = ��1PB(D+PB),et APB = A0PB [ R [ s(A0PB). L'anneau APB est indépendant de p=q puisque dé-�ni uniquement en termes de PB. Son module est 2m pour une 
ertaine 
onstanteuniverselle m (� 0:7). Ave
 les notations de la proposition 2.5 d'universalité, 
onsi-Def : m dérons la fon
tion 
 0 = � �1PB Æ � Æ � . C'est un isomorphisme analytique de l'an-neau A0 vers A0PB , qui tend vers T sur T. Nous pouvons don
 étendre 
 0 parré�exion de S
hwarz en un isomorphisme analytique 
 de l'anneau A vers APBDef : 
, A Le module (
ommun) de 
es deux anneaux étant universel et T étant leur géodé-sique 
entrale, les fon
tion 
 et 
�1 ont don
 des dérivées universellement bornéesà tous ordres (la borne ne dépendant que de l'ordre de la dérivée), au sens où130



Se
tion 2 Partie IVnmax ��
 (n)(x)�� ��� x 2 To est borné. On a alors� ��A = �PB Æ 
Cela fournit les bornes universelles sur � jT re
her
hées : le seul point non trivialest que la dérivée s
hwarzienne reste stri
tement négative sur un voisinage du point
ritique. Cela provient de la formule S(f Æ g) = Sg + g02 � �(Sf) Æ g�, du fait quef = �PB étant analytique, Sf � � 4x2 quand x �! 0, alors que pour g = 
, Sg etg0 restent universellement bornées. �

Fig. 2.2 � L'anneau A, rempli ave
 l'é
hiquier de �, pour p=q = 2=5 et b = 1.Soit ! 2 R un irrationnel de type borné par M . Parmi les 
hoix faits dans ladé�nition de �, il y avait un paramètre �, qui peut prendre n'importe quelle valeurdans une 
ertaine ligne horizontale. Changer � en � + x, ave
 x 2 R, revient à
hanger � en Tx Æ �. D'après la théorie du nombre de rotation, il existe une et uneseule valeur de x, don
 de �, modulo Z, telle que � jT ait pour nombre de rotation le Def : �nombre irrationnel ! modulo Z (voir par exemple [dMvS℄, Ch. 1, � 4 ; nous n'avonspas besoin que ! soit de type borné pour que 
ela soit vrai). D'après le théorèmede Herman-�wi�atek (proposition 2.3), � jT est alors k = k(M) quasisymétriquement
onjuguée à T! sur T. Appelons � : T! T la 
onjugaison, et � : R ! R un relevé. Def : �131



Partie IV Se
tion 2Il existe un unique 
hoix de � dans sa 
lasse modulo Z tel que� Æ �jR Æ ��1 = T!jRNous savons d'après le théorème d'extension d'Ahlfors-Beurling (proposition 2.2),que � admet un prolongement 
ontinu au demi-
ylindre supérieur fermé en unhoméomorphisme � : H ! H qui est K = K(k) quasi
onforme sur H et �xe +i1.Nous appelons e� : H ! H l'unique relevé de � qui prolonge � (voir se
tion 4.2).Def : e� Note : plus généralement, le symbole e dénote un prolongement ou une modi�
ation,et le symbole est un ra

our
i pour l'appli
ation quotient d'une modi�
ation e .Nous dé�nissons une modi�
ation par 
hirurgie e� de �, parDef : e� e�j�H = �j�He�jH = e��1 Æ Tw Æ e�La fon
tion e� possède la dynamique que nous re
her
hons. Prouvons qu'elle estquasirégulière : étendons d'abord � en une appli
ation e� en posantDef : e� e�jH = (h�jE+)�1 Æ e�jHAve
 
ette dé�nition, nous avons la propriété suivante :e� = h� Æ e�La fon
tion e� est un homéomorphisme de C dans C qui 
ommute ave
 T1, et est qua-si
onforme d'après le lemme 2.4. Don
 e� est quasirégulière. Nous pouvons aisémentdé�nir une forme de Beltrami �0 invariante par e� et T1, et de dilatation bornée parK, en faisant un �pull-ba
k� par e� de la forme nulle sur H (qui est T!-invariante),puis, le demi-plan supérieur étant stable par e�, en la 
omplétant à tout le plan enune forme de Beltrami e�-invariante �, nulle en dehors des préimages itérées de HDef : � par e�. (La 
onstru
tion est 
lassique : pour tout z, soit un 
ertain itéré z0 = �k(z)tombe dans H , et alors nous tirons � en arrière par l'appli
ation holomorphe �k,soit il n'y tombe jamais, éventuellement par
e qu'il n'est pas dé�ni pour un 
ertaink, et alors nous posons �(z) = 0). Comme e� 
ommute ave
 T1, et 
omme �0 estT1-invariante, la dé�nition de � implique que � est T1-invariante.Résumons 
e que nous avons obtenu : pour tout ! 2 R, irrationnel de type bornépar M ,� une 
onstante K ne dépendant que de M (et pas de p=q)� un homéomorphismeK-quasi
onforme e� de C qui 
ommute ave
 T1, est 
onformesur �H , et envoie H sur E+� une appli
ation quasirégulière e� de e��1� ÆKF� vers C , qui 
ommute ave
 T1132



Se
tion 2 Partie IV� une forme de Beltrami �, de rapport d'ellipti
ité majoré par K, e�-invariante etT1-invariante� e��1� ÆKF� est l'union disjointe de H , R, et ��1� ÆKF�� e� = h� Æ e�� e�jH (resp. e�jR) laisse H (resp. R) invariant et est 
onjuguée à T!jH (resp. T!jR)par un 
ertain homéomorphisme quasi
onforme (resp. quasisymétrique) e� (resp.�) qui 
ommute ave
 T1� � jT est une appli
ation analytique 
ritique du 
er
le (
'est à dire un homéomor-phisme stri
tement 
roissant de T dans T qui est R-analytique et a exa
tementun point 
ritique, de degré lo
al 3) qui a nombre de rotation ! (mod Z)
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Partie IV Se
tion 3
3. Preuves
3.1 Théorème 1Esquisse :Dans la se
tion 2.2, nous avons 
onstruit une appli
ation quasirégulière � et uneforme de Beltrami � qu'elle préserve. Redressons � : 
ela 
onjugue � en une ap-pli
ation holomorphe l . Pour prouver que l est une appli
ation de 
ornes, nousutiliserons une forme de rigidité. Pour 
ela nous 
onjuguons d'abord notre modèle� par l'homéomorphisme quasi
onforme � de CYL. Cela donne une fon
tion H ,qui préserve une 
ertain forme de Beltrami � 0, et en redressant � 0 par une appli-
ation r , on 
onjugue H à l . La propriété � = h� Æ � implique une forme de
ompatibilité entre H et h (par exemple ils ont les mêmes �bres), 
e qui permetave
 le diagramme 1.1 de pousser la forme de Beltrami H et T1 invariante �0 par la
oordonnée de Fatou répulsive  +, en une forme P -invariante. Nous la redressonsalors : par rigidité, le redressement 
onjugue P à lui-même. De là, nous déduisonsqu'un bon 
hoix de r envoie une �bre de h sur une �bre de h . Don
 l est lui-même 
ompatible ave
 h , i.e. nous avons la fa
torisation suivante : l = t Æ h�pour un 
ertaine fon
tion t . Nous prouvons ensuite que t est d'une part un ho-méomorphisme, d'autre part holomorphe. Don
 
e ne peut être qu'une translation.QED.Preuve détaillée :A plusieurs reprises nous utiliserons le développement suivant, (voir la proposi-tion 2.3 dans la partie III)Proposition 3.1 (Développement asymptotique) Il existe un 
hangement de
oordonnées z 7! w, dé�ni au voisinage de 0, �xant 
e dernier ave
 dérivée 1, etune 
onstante a 2 C , tels que dans les 
oordonnéesW = �1=qCwql'appli
ation W 7! �(z), où � désigne l'un des ��;i (resp. �+;j), a son domaine dedé�nition qui 
ontient un ensemble étendu à l'in�ni ave
 dire
tion asymptotique R�134



Se
tion 3 Partie IV(resp. R+) et sur lequel�(z) =W + a ln(W ) + 
+O(1=W )où 
 dépend de �. Comme 
orollaire, les images de 
es ensembles sont étendus àl'in�ni ave
 même dire
tion asymptotique.Soit Def : HH = e� Æ e� Æ e��1et soit �0 le �push forward� de � par e� ; �0 est invariant en avant par H et T1. Def : �0La fon
tion e� étant quasi
onforme, H est quasirégulière. Nous avons le diagramme
ommutatif suivant (voir page 125 pour l'interprétation d'un tel diagramme)�0 H //h�@

@

@

@

��@
@

@

@

�0� e� //

e� OO �e�OOLe rapport de dilatation de �0 est borné par la même 
onstante K qui borne 
eluide � : en e�et, �0 est nulle en dehors de Def(h), et d'après le diagramme pré
édent,sur Def(h), 
'est le �pull-ba
k� de � par h, qui est holomorphe.Nous passons maintenant au plan dynamique de P , par la fon
tion  +. Rappelonsque 
ette fon
tion est surje
tive de C dans C (voir la partie III, lemme 2.13).Lemme 3.2 �0 admet un (unique) �push-forward� �00 par  +, de rapport de dila- Def : �00tation borné par K.Preuve : Aux points de z 2 C def=  �1+ (C n ÆK ) = C n ÆKF , on a �0(z) = 0. La fon
tionh� est une post-
omposée de  +, et dé�nie exa
tement sur le 
omplément de C. Ilsu�t don
 de prouver que �0 a un �push forward� par h� : 
'est une 
onséquen
e dupremier diagramme de 
ette se
tion (� est un push-forward de �0 par h�). L'uni
itéprovient de la surje
tivité de  +. �Plus pré
isément, �00 véri�e : 8z 2 C , �00(z) =  +�(�0(w)), où w est n'importe quellepréimage non 
ritique de z par  +, si elle existe. En fait, une telle préimage existe,sauf pour éventuellement un ensemble dénombrable de valeurs de z : les valeurspost
ritiques des P .Puisque �0 est T1-invariante, �00 est P q-invariante. Mais en fait on a mieux :Lemme 3.3 �00 est P -invariante.Preuve :Souvenons-nous que nous travaillons dans l'un des 
ylindres répulsif, d'index j0.135



Partie IV Se
tion 3En premier lieu, démontrons que ��;j0 pousse �00 sur �. Par dé�nition, h�;j0 =��;j0 Æ  +;j0 . Par dé�nition de �00,  +;j0 pousse �0 sur �00. Par le diagramme de lapage 135, h�;j0 pousse �0 en �. En�n  +;j0(Def(h)) = Def(��;j0), et �0 est nulle endehors de Def(h) et �00 est nulle en dehors de Def(��;j0). D'où le résultat.Deuxièmement, remarquons que �00 est nulle sur l'ensemble P -invariant C n ÆK, 
equi prouve la P -invarian
e de �00 sur C n ÆK.Troisièmement, pour tout z 2 Ki (don
 P (z) 2 Ki+p) qui n'appartient pas à lagrande orbite 
ritique de P , soient w et w0 2 C tels que  +;j0(w) = z, et  +;j0(w0) =P (z) ( +;j0 est surje
tive). Nous avons mentionné dans la partie III, page 94, lapropriété suivante : 8z 2 Ki; ��;j0 ÆP (z) = Tk Æ��;j0(z), ave
 k = 1 si i = j0��=2,et k = 0 sinon. Don
 on a le diagramme 
ommutatif suivant au voisinage de z :zP
��

�� // h�(w)Tk
��P (z) �� // h�(w0)
haque �è
he étant un di�éomorphisme analytique lo
al. Pour prouver que l'appli-
ation linéaire tangente à P en z transporte �00(z) sur �00(P (z)), il su�t de prouverque 
'est le 
as pour 
haque autre �è
he du diagramme 
i-dessous�00(z)P

���
�

�

�� // �(h�(w))Tk
���00(P (z)) �� // �(h�(w0))Cela vient du premier point, et de la T1-invarian
e de �. �Soit s un redressement de �00. L'homéomorphisme quasi
onforme s : C ! CDef : s 
onjugue P en une appli
ation holomorphe Q : C ! C , qui est un polyn�me. Parrigidité (voir l'appendi
e, se
tion 4.3), 
ette appli
ation est C -a�nement 
onjuguéeà P . On peut don
 
hoisir s de sorte que Q = P :P = s Æ P Æ s�1la fon
tion s laisseKi invariant, ainsi que tout point de J , toute 
omposante 
onnexede ÆK, et tout point de la grande orbite 
ritique (d'après la proposition 4.1 de lase
tion 4.3)Pour la suite nous aurons besoin du lemme 2.7 de la partie III, que nous rappelonsaprès les quelques dé�nitions suivantes : appelons orbite inverse une suite (zn)indexée par N telle que 8n 2 N, zn = P q(zn+1). Nous noterons o.i.t.z. pour uneorbite inverse tendant vers zéro : zn �!n!+1 0. Nous noterons Pj le pétale répulsifd'index j (on a dé�ni les pétales dans la partie III à la se
tion 2). La fon
tion P�qa une bran
he g dé�nie sur un voisinage de 0 et telle que les Pj sont stables par136



Se
tion 3 Partie IVg, et nous rappelons que  +;j a été 
onstruite ave
 l'aide d'une 
ertaine fon
tion�+;j : Pj ! C telle que �+;j Æ g = T�1 Æ �+;j .Lemme 3.4 Pour toute o.i.t.z. (zn)n2N, il existe un pétale répulsif Pj et N 2 Ntel que 8n � N , zn 2 Pj . De plus, il existe un unique w 2 C tel que 8n 2 N,zn =  +;j(w � n). Il est dé�ni par w = n+ �+;j(zn) pour n'importe quel n � N .Les deux lemmes suivants montrent que l'on peut tirer l'homéomorphisme s enarrière par  +.Lemme 3.5 Il existe une unique fon
tion r : C ! C qui 
ommute ave
 T1 et véri�e Def : rl'équation  + Æ r = s Æ  +.Preuve : Il existe un voisinage V0 de 0 tel que 8z 2 V0, z = g(P q(z)). Don
 8j,8z 2 V0, P q(z) 2 Pj ) z 2 Pj . Le bassin d'attra
tion de Pj pour g sur V0 estouvert. D'après le lemme 3.4, toute o.i.t.z. �nit par rester dans un même pétalePj , unique 
ar les pétales sont disjoints, et l'index j est appelé l'index de l'o.i.t.z.Inversement, pour tout w 2 C , la suite zn =  +;j(w � n) est une o.i.t.z. d'index j.Lemme : Deux o.i.t.z. (an) et (bn) ont le même index si et seulement si il existe n0 2N et une orbite inverse de 
ompa
ts 
onnexes Cn pour n � n0 (Cn = P q(Cn+1))tendant uniformément vers 0 (pour tout voisinage V de 0, Cn �nit par être in
lusdans V ), et 
ontenant an et bn.Preuve : Si (an) et (bn) ont le même index j, alors soient w et w0 donnés par lelemme 3.4 tels que 8n 2 N, an =  +;j(w � n) et bn =  +;j(w0 � n). Soit D lesegment [w;w0℄ et Cn =  +;j Æ T�n(D). Alors la suite Cn (n 2 N) 
onvient, 
ommeon peut le véri�er en utilisant le développement de  +;j (voir proposition 3.1).Ré
iproquement, si Cn (n � n0) existe, Cn �nit par rentrer (pour n � n1) dansle domaine de dé�nition et dans l'image de g, et don
 Cn+1 = g(Cn). Tout pointz 2 Cn1 a son orbite par g qui �nit par entrer dans un pétale Pj , et don
 tout unvoisinage de z également. Ainsi, les bassins d'attra
tion des di�érents Pj pour g surCn1 forment une partition par des ouverts. Comme Cn1 est 
onnexe, il est en faitin
lus dans l'un de 
es bassin, Pj . Don
 en parti
ulier, (an) et (bn) ont le mêmeindex, 
'est à dire j. �Lemme : Les appli
ations s et s�1 préservent les o.i.t.z. et ne 
hangent pas leursindex.Preuve : La première a�rmation est évidente puisque s et s�1 
ommutent ave
 Pet sont 
ontinues. Pour prouver la se
onde, notons que le lemme pré
édent impliqueque deux o.i.t.z. de même index sont envoyées par s sur deux o.i.t.z. de même index.Il su�t don
 de montrer que pour tout j, il existe une o.i.t.z. d'axe j dont l'imagepar s est d'axe j. Pour 
ela, nous utilisons le fait que sjJ est l'identité sur J . Prenons137



Partie IV Se
tion 3alors l'o.i.t.z. suivante : zn =  +;j(w�n), où w est n'importe quel point de  �1+;j(J).Cette o.i.t.z. est �xe par s et d'index j. �Soit maintenant j0 l'index du 
ylindre répulsif dans lequel nous travaillons. Pourw 2 C , soit zn =  +;j0(w � n). Soit la suite z0n = s(zn). Par le lemme pré
édent,
'est une o.i.t.z d'index j0. Don
 il existe un unique w0 2 C tel que 8n 2 N, z0n = +;j0(w0�n). Nous dé�nissons alors r(w) = w0. Par dé�nition,  +;j0 Ær = sÆ +;j0 .En utilisant l'uni
ité dans le lemme 3.4, on prouve aisément que r 
ommute ave
 T1.Notons que 
ette même uni
ité implique que w0 est la seule valeur possible d'unefon
tion 
ommutant ave
 T1 et véri�ant l'équation de l'énon
é. �Lemme 3.6 La fon
tion r est un homéomorphisme.Preuve :Prouvons d'abord que r est 
ontinue.Preuve : Reprenons les notations de la preuve, en omettant l'indi
e j qui est �xé àj0. Soit w 2 C , w0 = r(w) et z0n =  +(w0 � n). Par le lemme 3.4, 9N 2 N tel que8n � N , z0n 2 Pj0 et w0 = n+ �+(z0n). Don
 l'équation r = Tn Æ �+ Æ s Æ  + Æ T�nest véri�ée en w pour tout n � N . Cette 
omposition est dé�nie sur un voisinagede w. Prouvons qu'elle 
oïn
ide ave
 r pour un 
ertain n � N sur tout un voisinage(plus petit) de w. Rappelons que nous avons 
hoisi un voisinage V0 de 0 tel que 8j,8z 2 V0, P q(z) 2 Pj ) z 2 Pj . Soit V1 un voisinage de 0 in
lus dans V0 et envoyédans V0 par s. D'après le développement de  + (proposition 3.1), il existe N2 � Net V2 un voisinage de w, tels que 8n � N2,  +(T�n(V2)) � V1, et par 
onséquentsÆ +ÆT�n(V2) � V0. Soit V 02 � V2 un voisinage de w tel que sÆ +ÆT�N2(V 02 ) � Pj0 .Alors d'après la dé�nition de V0, nous avons 8n � N2, sÆ + ÆT�n(V2) � Pj0 . Don
par le lemme 3.4, rjV 02 = TN2 Æ �+ Æ s Æ  + Æ T�N2 jV 02 . Don
 r est 
ontinue. �Maintenant, si nous e�e
tuons la même 
onstru
tion pour s�1, la fon
tion obtenueest un inverse 
ontinu pour r. Don
 r est un homéomorphisme de C dans C . �De l'équation  + Æ r = s Æ  +, nous déduisons que r préserve l'orientation, estquasi
onforme, et redresse �0. Puisque r 
ommute ave
 T1, nous en déduisons quer est un homéomorphisme de CYL, à l'endroit (voir se
tion 4.2).�0  + //r
��

�00s
��0  + // 0Nous avons vu que s �xe tout point de la grande orbite du point 
ritique 
 de P ,et tout point de J , et qu'il préserve le 
omplémentaire de K et toute 
omposantede ÆK. Don
 138



Se
tion 3 Partie IVLemme 3.7 L'homéomorphisme r �xe tout point de JF , toute préimage par  +d'un point de la grande orbite de 
, don
 en parti
ulier les points 
ritiques de h�,et laisse invariant l'ouvert C nKF ainsi que tout 
omposante 
onnexe de ÆKF .Preuve : Nous reprenons les notations du lemme 3.5 et de sa preuve, dans laquellenous avons donné une 
onstru
tion de r. Pour tout point w 2 C tel que le pointz =  +(w) est dans la grande orbite 
ritique (resp. dans JF), tout point de la suitezn =  +(w � n), n 2 N, a la même propriété. Don
 s(zn) = zn. Don
  +(w � n) =s(zn). Don
 r(w) = w, d'après la 
onstru
tion de r.La fon
tion r �xe tout point de JF , don
 r(JF) = JF , don
 r�1(JF) = JFpuisque r est bije
tive, don
 r envoie toute 
omposante 
onnexe U de C nJF sur une
omposante 
onnexe de C nJF . Si U = C nKF , alors 
omme C nKF =  �1+ (C nK),et C nK est invariant par s, 
'est que U est �xé par r. Si U est une 
omposante deÆKF , alors son image par  + est une 
omposante 
onnexe de ÆK (lemme 4.7 dans lapartie III). Don
 U 
ontient un point w envoyé par  + sur la grande orbite 
ritique,don
 r(w) = w, don
 r(U) = U . �Lemme 3.8 Il existe un homéomorphisme r00 : C ! C qui 
ommute ave
 T1 et telque h� Æ r = r00 Æ h�. Def : r00C h� //r
��

C r00
��C h� // CPreuve : Soient j0 l'index du 
ylindre dans lequel nous travaillons, et i0 = j0��=2.L'existen
e d'une fon
tion r00 : C ! C telle que h�;j0 Æ r = r00 Æ h�;j0 équivaut à
e que r envoie 
haque �bre de h�;j0 dans une �bre. L'uni
ité de r00 provient alorsde 
e que h est surje
tive. Véri�ons l'existen
e : 
omme h�;j0 = ��;j0 Æ  +;j0 , 
elaéquivaut à 
e que s envoie 
haque �bre de ��;j0 dans une �bre (rappelons que  +;j0est surje
tive). Soient don
 z0 et z1 deux points de ÆK qui ont même image par ��;j0 .Soit z00 (resp. z01) le premier itéré de z0 (resp. z1) par P qui tombe dans Ki0 . On aalors ��;i0(z00) = ��;i0(z01). Cette équation équivaut à 
e qu'il existe n 2 N tel quePnq(z00) = Pnq(z01) (lemme 2.6 de la partie III). Don
 s Æ Pnq(z00) = s Æ Pnq(z01),don
 Pnq Æ s(z00) = Pnq Æ s(z01). Ce
i, et le fait que les Ki sont invariants par set don
 que s(z0k) est le premier itéré de s(zk) qui tombe dans Ki0 , implique que��;j0(s(z0)) = ��;j0(s(z1)).La 
ontinuité de r00 se déduit du diagramme par le 
ritère suivant : l'image ré
iproqued'un ouvert est ouverte. En e�et, la �è
he du haut est ouverte surje
tive et les deuxautres sont 
ontinues.La même 
onstru
tion peut être e�e
tuée pour r�1 au lieu de r (les propriétés de sutilisées sont également vraies pour s�1), et fournit alors un inverse 
ontinu de C139



Partie IV Se
tion 3dans C pour r00.Les fon
tions h� et r 
ommutent ave
 T1 don
 r00 aussi. �L'homéomorphisme r00 est quasi
onforme, mais 
e fait ne joue pas de r�le dans lasuite.L'homéomorphisme r redresse � 0, don
 il 
onjugue H en une appli
ation holo-morphe que nous noterons lDef : l l = r ÆH Æ r�1Le diagramme suivant 
ommute 0 l // 0�0 H //

r OO �0rOONotons que l est le 
onjugué de e� par le redressement u = r Æ e� de �.Def : u Proposition 3.9 Il existe � 2 C tel quel = h�Preuve : Nous avons l = r ÆH Æ r�1 = r Æ e� Æ h� Æ r�1 = r Æ e� Æ r00�1 Æ h�, don
l = t Æ h�où t = r Æ e� Æ r00�1. La fon
tion t est un homéomorphisme de C qui 
ommute ave
Def : t T1. Puisque h� est surje
tive, et h� et l sont holomorphes, il est aisé de prouverque t est holomorphe à 
haque point qui n'est pas une valeur 
ritique de h� . Lesvaleurs 
ritiques sont isolées et la fon
tion t est 
ontinue, don
 t est holomorphe en
es points. Un homéomorphisme de C dans C qui est holomorphe et 
ommute ave
T1 est for
ément une translation : t = T� pour un 
ertain � 2 C . Don
 l = h�+� . �L'homéomorphisme u 
ommute ave
 T1 et 
onjugue � à l. Il préserve l'orientationet est K-quasi
onforme (il redresse �). Nous avons vu que 
'est également le 
aspour r. Don
 d'après la se
tion 4.2, les homéomorphismes u et r sont à l'endroit(ils préservent les bouts). Soit l'appli
ation � Æ u�1. C'est un homéomorphisme deB = r (E+) vers C = H . Il 
onjugue l jB à T !jC . De plus, il est analytique : u�1envoie la forme nulle sur �, et e� envoie � sur 0 (par dé�nition de �). L'ensemble C estun voisinage de +i1, et B aussi 
ar r est à l'endroit. Don
 bl0(+i1) = bT 0!(+i1) =ei2�! où le symbole b désigne le prolongement �xant les bouts du 
ylindre del'appli
ation quotient . Don
 l'appli
ation l est l'unique appli
ation de 
ornesh�, � 2 C =Z, ayant ei2�! pour dérivée en +i1 (notons que bT 0!(�i1) = e�i2�!,don
 dans le 
as où on a 
hoisi l'autre bout du 
ylindre, la 
onstru
tion fon
tionne demême et donne l'unique appli
ation de 
ornes ayant e�i2�! pour dérivée en �i1).Nous avons démontré le théorème 1. 140



Se
tion 3 Partie IV3.2 ComplémentsNous démontrons dans 
ette se
tion les 
orollaires 1.1, 1.2, 1.3, et 1.4 du théorème 1.Nous a�rmons que l'image de T = R par u est le bord du disque de Siegel �0de l . Le disque de Siegel se trouve être l'ouvert maximum 
ontenant +i1 de
onjugaison topologique à une rotation sur un disque (
e que l'on appelle un domainede rotation). Don
 il su�t de démontrer que T est l'ouvert de rotation maximumpour la fon
tion � au point +i1. Or d'une part H est e�e
tivement un domaine derotation de � . D'autre part d'autre part, soit 
 l'unique point 
ritique dans T de � .Alors 
 ne peut appartenir à un domaine de rotation, ni au
une de ses préimagesitérées, en parti
ulier au
une de ses préimages itérées dans T. Sur T, � est 
onjuguéeà une rotation irrationnelle : don
 les préimages itérées de 
 appartenant à T sontdenses dans T. Don
 H est le domaine de rotation maximum de � en +i1.u(T) = ��0De plus, l'image de T par � est le bord de la 
ase d'é
hiquier supérieure E+, don
passe par le point 
ritique prin
ipal. Nous avons vu que les points 
ritiques sont�xes par r, don
 la 
ourbe u(T) = r (�E+) passe par le point 
ritique prin
ipal.Nous avons prouvé le 
orollaire 1.1.Le 
orollaire 1.2 est immédiat, ave
 pour m la 
onstante introduite dans la preuvede la proposition 2.6 : l'anneau analogue pour � a un module universel égal à m,et u réalise une 
onjugaison K-quasi
onforme ave
 l'appli
ation de 
ornes l .Prouvons maintenant le 
orollaire 1.3 (toujours dans le 
as b = 1, le 
as b = �1 étantanalogue). Soit �� la fon
tion donnée par la proposition d'universalité 2.5, et U =��1(D�) (rappelons que D� est la 
omposante 
onnexe de ÆKF 
ontenant un demi-plan inférieur). La fon
tion �� est une représentation 
onforme de la 
omposanteD� de ÆKF sur �H . ���U = hPB Æ �� Æ �Fixons n'importe quelle 
ase C de l'é
hiquier parabolique de hPB , indépendammentde p=q, qui soit in
luse dans �H et s'envoie sur H par hPB . Une telle 
ase existe :en e�et hPB : C n R ! C est un r.d.r. Alors il existe une 
onstante universelle "(indépendante de p=q et de K, et ne dépendant que de C que l'on a �xé) telle quel'image C 0 def= (�� Æ �)�1(C) 
ontienne une boule de rayon ", puisque (�� Æ �)�1est dans la 
lasse des fon
tions univalentes de �H dans C et 
ommutant ave
 T1.Puisque u est dans la 
lasse des isomorphismes K-quasi
onformes du 
ylindre danslui-même, il existe "0(K) > 0 (dépendant de C et K, mais pas de p=q) tel quel'image C 00 de C 0 par u 
ontient un disque de rayon "0. D'autre part hPB(C) � Hdon
 h(C 00) � �0. Cela démontre le 
orollaire 1.3.Pour le 
orollaire 1.4, la forme �00 et son redressement s ont déjà été introduits dansla se
tion pré
édente, où nous avons vu que s �xe les points de J(P ), les 
omposantes141



Partie IV Se
tion 3de son 
omplémentaire et les points de la grande orbite 
ritique. L'uni
ité de s estimmédiate, puisqu'il redresse une forme donnée et �xe au moins deux points de C(une in�nité en fait). Posons �i =  +;j(�0j) où j = i + b=2. Le fait que  +;j estinje
tive sur l'adhéren
e de �0j provient de 
e que  + est inje
tive sur l'adhéren
ede E+, et de la relation  + Ær = sÆ +. La fon
tion r n'a 
ertes été dé�nie que dansle 
as j = j0, mais tout résultat 
on
ernant j0 se transporte par le diagramme 1.1en un résultat 
on
ernant j. Le développement de la proposition 3.1 implique que�i adhère au point �xe 0 de P . Il est in
lus dans une 
omposante de ÆK puisque �0jne ren
ontre pas JF . Le même développement implique que �i ren
ontre le pétalePi, don
 est in
lus dans la même 
omposante que le pétale, don
 en parti
ulier estin
lus dans Ki. Le bord L0 de �0 est image du bord de E+ par l'homéomorphismer, don
 est une 
ourbe inje
tive. Le développement implique que la partie de 
ette
ourbe de partie réelle tendant vers �1 a son image par  + qui tend vers 0. C'estégalement vrai pour l'autre partie, 
ar elle possède un domaine fondamental pourson quotient par T1 
ompa
tement in
lus dans ÆKF (en e�et le lemme 3.8 de lapartie III dit que E+ � ÆKF), don
 d'image par  + tendant uniformément vers 0sous l'itération de P q . Comme L0 ne ren
ontre pas JF , son image par  + est dela forme C n f0g où C est une 
ourbe de Jordan 
ontenant 0. Comme  + est unr.r.2 au dessus de C n f0g, et 
omme �0 est une 
omposante de Def( +) nL0, on endéduit que  +(�0) est toute une 
omposante de C nC. Comme elle est in
luse dansl'ensemble borné Ki, il s'agit de la 
omposante bornée. Le reste est 
onséquen
edes divers diagrammes 
ommutatifs. Cela démontre le 
orollaire 1.4.
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Se
tion 4 Partie IV
4. Appendi
es
4.1 Constru
tion géométrique de la fra
tion de Bla-s
hke BNous donnons i
i la 
onstru
tion géométrique de la fra
tion de Blas
hke B qui nousa inspiré la 
onstru
tion analogue de � pour les appli
ations de 
ornes. La fra
tionB est habituellement introduite par sa formule expli
ite, B(z) = z2 z � 31� 3z , dont ondéduit ses propriétés géométriques. Pour l'analogue � de B, nous ne disposons pasd'une telle formule.0 � � 0z2 � 0WDU DC

Fig. 4.1 � 
onstru
tion de bSoit U = C nD où D est le disque ouvert de 
entre 1 et de rayon 1. Soitf(z) = z2La préimage par f du 
er
le bordant D est une lemnis
ate, une 
ourbe ressemblantau symbole 1. Elle divise le plan 
omplexe en trois ouverts. L'un d'eux est nonborné et f y est un revêtement de degré 2 au dessus de U . Il y a a deux bran
hes
ontinues de f�1 sur D, et 
e sont des homéomorphismes sur leurs images : l'uneapplique D sur un fermé C 
ontenant 1, l'autre sur �C. Soit W = C n C. Sonbord est lo
alement 
onnexe. Soit � l'isomorphisme 
onforme de U vers W dont leprolongement aux bords envoie 0 sur 0. Soitg(z) = f Æ �Nous faisons maintenant le 
hangement de variables z 7! t(z) = 1� z : soitb(z) = t Æ g Æ t�1de sorte que b est dé�nie sur C nD . La fon
tion b se prolonge holomorphiquement en1, le �xant ave
 degré lo
al 2. La fon
tion b véri�e b(z) �! �D quand z �! �D ,143



Partie IV Se
tion 4don
 don
 par une ré�e
tion de S
hwarz, b se prolonge un une fon
tion analytiquede S2 dans S2. Ce prolongement, noté B, est don
 une fra
tion rationnelle. Nousallons prouver que 
'est z2 z � 31� 3z . B�!
Fig. 4.2 � le 
er
le unité, et ses préimages par BRestreint au 
er
le unité, B est un ismorphisme analytique sauf en 1, où il a un point
ritique de degré lo
al 3, 
omme on peut le véri�er ave
 le nombre d'enroulements.Puisque 1 est son unique préimage, B est de degré 3. Elle �xe 1 ave
 degré lo
al2 et le point 0 a deux préimages : 0 ave
 multipli
ité 2 et un autre point w, demodule > 1, ave
 mutipli
ité 1. Soit �(z) = z � w1� wz , et F (z) = B(z)=(z2�(z)).Le point 0 n'a alors pas de préimage par la fra
tion rationnelle F . Don
 F est
onstante. Comme F (1) = 1, on en déduit que B(z) = z2�(z). Déterminons w.Notons d'abord que B 
ommute ave
 la symmétrie z 7! z. Don
 w 2 R. On 
al
uleensuite B0(1) = 2+ 1� w2(1� w)2 . Or on sait que B0(1) = 0 : don
 2(1�w)2+1�w2 = 0,(w � 3)(w � 1) = 0Or w 6= 1, don
 w = 3. Nous avons démontré queB(z) = z2 z � 31� 3z4.2 Lemmes de relèvement d'homéomorphismesLes a�rmations suivantes sont données sans preuve. Elles proviennent de la topo-logie algébrique élémentaire.Si U et V sont des ouverts de C , simplement 
onnexes et T1-invariants, alors U etV sont des anneaux. Si fC est un homéomorphisme de U vers V , alors il existe unhoméomorphisme f de U dans V , qui relève fC , (i.e. � Æ f = fC Æ �) et on af Æ T1 = Tn Æ fave
 n = 1 ou n = �1. L'appli
ation f est unique à post-
omposition près ave
 unetranslation Tk, k 2 Z, et fC = f .Sous les mêmes hypothèses, le groupes fondamentaux �1(U ) et �1(V ) sont naturel-lement isomorphes à 
elui de C =Z : l'in
lusion induit un homomorphisme des �1,144



Se
tion 4 Partie IVqui est en fait un isomorphisme. Ainsi nous pouvons les identi�er à Z. L'appli
ationf induit un isomorphisme (f )� : �1(U ) ! �1(V ), et don
 une appli
ation Z! Zet 
ette appli
ation est la multipli
ation par n.Supposons que U et V soient des voisinages du bout supérieur +i1 du 
ylindre (i.e.U et V 
ontiennent un demi-plan supérieur) mais pas du bout inférieur, et que fest holomorphe. Alors f est holomorphe, et f admet un prolongement holomorphe�xant +i1, 
e qui implique que n = 1.Supposons maintenant que U = C et V = C , 
'est à dire que f est un homéo-morphisme de CYL. Rappelons que la surfa
e de Riemann CYL peut être identi�éeau sous-ensemble S2 n f0;1g de S2, par l'appli
ation w 7! z = ei2�w. Un ho-méomorphisme f de CYL s'étend en un homéomorphisme de S2. Il y a don
 deuxsortes d'homéomorphisme du 
ylindre : 
eux qui �xent 
haque bout et 
eux qui lesé
hangent. Les premiers seront dits à l'endroit et les se
onds à l'envers.Ré
iproquement, si f est un homéomorphisme de C tel quef Æ T1 = Tk Æ foù k = 1 ou k = �1, alors f est un homéomorphisme de CYL. Posons l = 1 s'il està l'endroit et l = �1 s'il est à l'envers. Soit m = 1 si f préserve l'orientation, etm = �1 sinon. Alors k � l �m = 1Un homéomorphisme �C de T se relève en un homéomorphisme � de R, unique àpost-
omposition près ave
 une translation Tk, k 2 Z, et �C = � . Nous avons� Æ T1 = Tn Æ �ave
 n = 1 ou n = �1. La fon
tion � préserve l'orientation de T si et seulement si� est 
roissante, si et seulement si n = 1. Si � est un prolongement 
ontinu de � àH =Z, alors il existe un unique relèvement e� de � qui prolonge �. De pluse� Æ T1 = Tn Æ e�ave
 la même valeur de n. Si � est un homéomorphisme sur son image, alors il enest de même pour e�.4.3 RigiditéNous utiliserons la proposition suivante :1. Si deux germes holomorphes �xant 0 son quasi
onformément 
onjugués, et si l'una multipli
ateur neutre en 0, alors l'autre a même multipli
ateur.145



Partie IV Se
tion 4Il en existe une preuve utilisant le théorème de redressement des 
hamps d'ellipsesà paramètre analytique, mais nous ne disposons pas de référen
e pour 
elle-
i. Par
ontre, Na��shul0 a généralisé 
ette proposition aux 
onjugaisons topologiques degermes holomorphes ou préservant l'aire, voir [N℄ ; Pérez-Mar
o propose une preuvealternative pour les 
onjugaisons topologiques des germes holomorphes dans [PM2℄,théorème IV.1.1.Ce
i a la 
onséquen
e suivante :2. Soit P = �z + z2, ave
 � = ei2�p=q . Alors tout polyn�me quasi
onformément
onjugué à P est C -a�nement 
onjugué à P . En e�et, P est l'unique polyn�mequadratique monique et �xant 0 ave
 multipli
ateur �.Lemme 4.1 Soit s un homéomorphisme quasi
onforme de C qui 
onjugue P à lui-même. Alors s �xe tout point de la grande orbite du point 
ritique 
 de P , ainsi quetout point de J , et préserve 
haque 
omposante 
onnexe de C n J .Preuve : L'ouvert C n K est le bassin d'attra
tion de 1, don
 il est préservé(invariant par s).Notons que s doit �xer 0 d'après le point 1, puisque 0 est l'unique point �xe neutrede P . Il doit don
 �xer son unique autre préimage, ��. En�n, en tant qu'homéo-morphisme quasi
onforme de C , il se prolonge à l'in�ni en un homéomorphismequasi
onforme de S2, ave
 s(1) =1.Soit � le pull-ba
k par s de la forme de Beltrami nulle dé�nie sur C . On 
onsidère� 
omme une forme de Beltrami sur S2. Pour t 2 [0; 1℄, soit st l'unique redresse-ment sur S2 de la forme de Beltrami t:� qui �xe les trois points 0, ��, 1. Alorss0 = Id et s1 = s. D'après le théorème de redressement des familles de formesde Beltrami, (voir [A2℄), st varie 
ontinûment en tant qu'homéomorphisme de lasphère de Riemann. D'autre part, � est invariante par P , don
 t:� l'est également,don
 la fon
tion st Æ P Æ s�1t : S2 ! S2 est analytique. C'est don
 une fra
tionrationnelle. Comme 1 est sa seule préimage, 
'est un polyn�me. Comme il est dedegré 2, �xe 0, ave
 multipli
ateur � (d'après le point 1) et envoie le point �� sur0, 
'est for
ément P . Don
 st Æ P = P Æ st. L'unique point 
ritique de P doit être�xé par st, 
ar 
'est le seul point de C ave
 une seule préimage. Don
 tout point wdans son orbite dire
te est également �xé. Soit maintenant z un préimage n-ièmede w. La fon
tion t 7! st(z) est 
ontinue, et est à valeur dans l'ensemble dis
ret despréimages n-ièmes de w. Don
 elle est 
onstante. Puisque s0 = Id, 
ette 
onstanteest z. Comme s1 = s, on en déduit que s(z) = z.La méthode pré
édente s'applique également aux préimages n-ièmes de 0, qui par
onvention est �xé par st. Par 
ontinuité, s �xe tout point de l'adhéren
e de l'en-semble de 
es préimages, et 
ette adhéren
e est J(P ) (voir [CG℄ pour un preuve de
e dernier fait). 146



Se
tion 4 Partie IVLa fon
tion s induit un homéomorphisme de ÆK dans lui-même. En parti
ulierl'image d'une 
omposante 
onnexe U de K est une 
omposante 
onnexe. Pour prou-ver que 
'est en fait la même, soit z un point de U : st(z) varie 
ontinûment et restedans ÆK, don
 dans la même 
omposante. Don
 s1(z) = s(z) et s0(z) = z sont dansla même 
omposante de ÆK. �
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Cinquième partie
Un pas vers la mesure positive





Partie V
Introdu
tion
Une 
onje
ture a�rme l'existen
e d'ensembles de Julia de mesure positive. Dans 
etarti
le, je démontre qu'elle est 
onséquen
e d'un ensemble de deux autres 
onje
-tures. Alors que la positivité de l'aire est di�
ile à tester ave
 des expérien
esnumériques, non seulement les expérien
es numériques semblent soutenir 
es deux
onje
tures, mais 
elles-
i sont hautement plausibles et on a même des pistes pourles attaquer. Les ensembles de Julia 
on
ernés dans 
et arti
le sont 
eux des po-lyn�mes P�(z) = ei2��z + z2 de degré 2 ayant un point périodique 0 de période 1et de multipli
ateur indi�érent de nombre de rotation � ; 
ela 
orrespond à prendreun paramètre 
 sur le bord de la 
ardioïde prin
ipale de l'ensemble de Mandelbrot.Pour nos 
andidats à la mesure positive, 0 sera un point de Crémer.L'idée de base de Douady est non pas d'étudier les ensembles de Julia ayant unpoint de Crémer, mais d'étudier les perturbations des polyn�mes ayant un disquede Siegel et 
eux ayant un point parabolique. Cela 
orrespond aux deux 
onje
turesde Douady 
itées dans l'introdu
tion de la présente thèse. Pour être plus pré
is nousperturbons le nombre de rotation �, qui reste réel. En appro
hant alternativementun Siegel par un parabolique (asso
ié aux réduites) puis un parabolique par un Siegel(de type 
onstant), on obtient par des arguments de semi-
ontinuité un nombre derotation � et le polyn�me P asso
ié, dont l'ensemble de Julia rempli K(P ) a mesurepositive. En prenant soin à 
e que les perturbations soient su�samment petites, desorte que le nombre de rotation � soit très bien appro
hé par des rationnels, le point�xe neutre de P est un point de Crémer. Cela implique que J(P ) = K(P ), don
l'ensemble de Julia J(P ) est de mesure positive.En partant d'un nombre � tel que P� a un disque de Siegel, et en l'appro
hant parses réduites pn=qn, nous remplaçons le disque de Siegel par une �eur parabolique,dont les interpétales (fjords) sont de plus en plus �ns. Par 
onséquent la mesure du
omplémentaire de ÆK(Ppn=qn) dans ÆK(P�) tend vers 0.Les 
hoses ne se passent pas aussi bien quand on part de � = p=q rationnel etqu'on le perturbe par des nombres de type 
onstant �n. En parti
ulier, il n'est plusvrai que la mesure du 
omplémentaire de ÆK(P�n) dans ÆK(P�) tend vers 0. Il fautsoigneusement 
hoisir ses perturbations. Nous é
rivons p=q = [a0; : : : ; am℄ et posons�n = [a0; : : : ; am; n; 1; 1; : : :℄. Cela 
orrespond à un multipli
ateur virtuel égal aunombre d'or ou à son opposé dans les 
ylindres d'É
alle perturbés. Soit �(p=q)la proportion de mesure perdue dans 
e pro
essus. Dans la suite de perturbations151



Partie Valternées Siegel  ! parabolique, nous devons nous arranger pour que les � desparaboliques soient de plus en plus pro
hes de 0. L'observation de Douady était que�(p=q) semble plus petit pour les plus grandes valeurs de q. Il faut 
ependant des
onditions supplémentaires. Nous proposons de prendre pour p=q une réduite pk=qkd'ordre élevé d'un nombre de type 
onstant. Nous pensons alors que �(pk=qk) �! 0quand k �! +1. L'idée est de relier � à la mesure dans le 
ylindre d'É
alle du
omplémentaire de la préimage de K(Pp=q) par les 
oordonnées de Fatou répulsives.Des observations numériques et des analogies nous poussent à penser que 
ettedernière reste bornée et tend vers 0 pour les réduites. Nous formulons don
 deux
onje
tures rendant 
ompte de 
es observations, et prouvons qu'elles impliquentl'existen
e de nombres � tels que Leb J(P�) > 0.Notons que les nombres de rotations ainsi obtenus sont probablement de la formesuivante : [a0; a1; : : :℄ où la suite an est quel
onque au début, puis possède une longuesuite de 1, puis un grand entier, suivi à nouveau d'une très longue suite de 1, puisun très grand entier, et ainsi de suite. Nous ne savons pas pré
iser les mots �longuesuite� et �grand entier�, mais il y a peu de 
han
es que l'ensemble de 
es nombressoit générique au sens de Baire.
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Se
tion 1 Partie V
1. Notations, 
onje
tures, théorème
Nous reprenons dans 
ette partie les notations de la partie III, dont voi
i un résumé� 8p ^ q = 1, Z=qZ indexe les axes et pétales attra
tifs du point parabolique 0 deP ; on utilise le symbole i pour de tels indi
es� 12 +Z=qZ indexe les axes et pétales répulsifs ; on utilise le symbole j� ��;i désigne la 
oordonnée de Fatou étendue asso
iée à l'index attra
tif i�  +;j désigne la paramétrisation de Fatou étendue asso
iée à l'index répulsif j� �+;j désigne la 
oordonnée de Fatou non étendue, asso
iée à l'index répulsif j� h�;j est l'appli
ation de 
ornes asso
iée à l'index répulsif j ; il dépend du 
hoixd'une phase � 2 CYL� h�;j est l'appli
ation quotient (dé�nie sur un sous-ensemble du 
ylindre C =Z, età valeur dans C =Z), et bh�;j est son prolongement aux deux bouts du 
ylindre� KFj est la préimage de K par  +;j ; JFj est la préimage de J� JLFj est l'ensemble de Julia-Lavaurs et KLFj est l'ensemble de Julia-Lavaursrempli, asso
iés à h�;j� 
ertains des objets de l'implosion parabolique dépendent du sens � 2 f�1; 1gdans lequel on fait l'implosion� nous utilisons le symbole b 2 f�1; 1g pour désigner l'un des bouts bi1 du 
ylindreC =Z ; il ne faut pas le 
onfondre ave
 �, même si nous poserons b = � à 
ertainsendroits de 
ette partieNous introduisons les notations suivantes :� pour ai � 1, [a0; a1; : : :℄ désigne le nombre � ayant la suite (ai)i2N pour dévelop-pement en fra
tion 
ontinue� on dit que le nombre � est de type borné par M 2 N� , si 8i � 1, ai �M .� W = f[a0; : : : ; an; 1; 1; : : :℄ j n 2 N et ai 2 Ng est l'ensemble des nombres irration-nels dont le développement en fra
tion 
ontinue stationne en 1� or = 1+p52 = [1; 1; : : :℄ désigne le nombre d'or� si � est un nombre irrationnel, nous noterons fréquemment pn=qn ses réduites enfra
tion 
ontinue� l'invariant formel d'une appli
ation analytique f �xant 0 et de la forme f(z) =z+Czq+1+O(zq+2) ave
 C 6= 0, est l'unique A 2 C tel que f est analytiquement
onjuguée au voisinage de 0 à une appli
ation de la forme z 7! z+zq+1+Az2q+1+O(z2q+2)� par dé�nition, P�(z) = �z + z2 où � = exp(i2��) et � 2 R153



Partie V Se
tion 1� il arrivera que � = p=q où p=q est une fra
tion irrédu
tible� dans 
e 
as, P qp=q(z) = z + Czq+1 +O(zq+2) ave
 C 6= 0� l'invariant formel de P qp=q est noté A(pq )� par dé�nition, 
 �pq� = q + 12 �A�pq�q� �(�) est l'éventuel disque de Siegel de P� en 0, et ? sinon : �(�) est un ouvert� étant donné � réel irrationnel, on note pn=qn ses réduites� S est l'ensemble des � 2 R tels que �� 6= ?� B est l'ensemble des � irrationnels et tels que Xn2N ln qn+1qn = +1� rappelons qu'un théorème de Yo

oz dit que B = S� pour les objets qui dépendent de �, 
e nombre apparaîtra parfois en indi
e, parfoisen argument, et sera parfois sous-entendu, en fon
tion de la lisibilité de la notationVoir [DH℄ ou [CG℄ pour la dé�nition et quelques propriétés élémentaires des en-sembles de Julia et Mandelbrot.Proposition 1.1 8p ^ q = 1; Re(
) > 14On trouvera une preuve dans [BE℄. Au vu de 
ette proposition, borner Re(
) revientà le majorer. Notons que nous n'avons pas réellement besoin de 
ette proposition.Conje
ture 1 8� 2 W , la suite Re(
 pnqn ) est bornée.Dans 
et énon
é, la borne peut dépendre de �. En fait, on 
onje
ture plus fort :8p ^ q = 1, Re(
) � 1 (voir la se
tion 4).Pour énon
er la deuxième 
onje
ture, nous aurons besoin des 
oordonnées de Fatou.Nous utiliserons les notations et les dé�nitions de la partie III. Les fon
tions ��;i :Ki, i 2 A�q , sont les 
oordonnées de Fatou attra
tives étendues, et les  +;j , j 2 A+q ,les paramétrisations de Fatou répulsives étendues. Soit KFj =  �1+;j(K), j 2 A+q .Cet ensemble est bi-invariant par T1. LesKFj pour di�érentes valeurs de j sont tousidentiques à translation près. Aussi, nous noterons KF = KF1=2 et KF = KF1=2.Conje
ture 2 8� 2 W ; Leb�CYL nKF�pnqn �� �!n!+1 0On suppose en fait que la 
onje
ture 2 est vraie pour tout � de type borné, mais onn'utilisera que des � 2 W .Nous énonçons plus loin dans 
e texte deux hypothèses, 
'est à dire des a�rmationsdont nous n'avons pas in
lus la preuve dans la présente thèse.154



Se
tion 1 Partie VThéorème 1Si les 
onje
tures 1 et 2, ainsi que les hypothèses 3 et 4 sont vraies, alors il existeun ensemble dense de � 2 R tels que Leb(J�) > 0 et 0 est un point de Crémer pourPi2��.Et on peut même s'arranger, pour tout �0 2 W et pour tout " > 0, pour que l'onait j� � �0j < " et Leb J� arbitrairement pro
he de LebK�0 . Par 
ontre l'argumentne donne pas a priori un ensemble gras (résiduel) de valeurs de � pour lesquelsLeb J� > 0 : même en ayant démontré les deux 
onje
tures, la question resteraitouverte.
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Partie V Se
tion 2
2. Dé�nitions et outils utilisés
2.1 A parte sur les fra
tions 
ontinuesSoit [ ℄ =1. Pour x 2 R [ f1g, soit [x℄ = x et pour y 2 R, soitoy(x) = y + 1=xhomographie de R [1, inversant son orientation. Elle agit 
omme la matri
eMy = " y 11 0 #agit sur l'espa
e proje
tif RP1 , 
'est à dire l'ensemble des droites ve
torielles deR2 , via l'identi�
ation par l'inverse de la pente. Pour y0; : : : ; yn 2 R, dé�nissons[y0; : : : ; yn; x℄ = oy0 Æ � � � Æ oyn(x). C'est une homographie inversant l'orientationsi n est pair et la préservant si n est impair. Elle vaut [y0; : : : ; yn℄ en x = 1, et[y0; : : : ; yn�1℄ en x = 0 (
'est à dire [ ℄ =1 si n = 0).Un nombre rationnel admet deux développements �nis en fra
tion 
ontinue : l'unde la forme [b0; : : : ; 1 + bn℄ et l'autre de la forme [b0; : : : ; bn; 1℄.Soit [a0; : : : ; am℄ l'un de 
es deux développements �nis en fra
tion 
ontinue de p=q.Si m est pair, nous posons alors � = �(m) = 1, et si m est impair, et nous posons� = �(m) = �1. Ainsi, m est déterminé par la donnée de p=q et �. Pour ! 2 R,soit �(k) = �(p=q; �; k; !) = [a0; : : : ; am; k; !℄. C'est une suite tendant vers p=q etdé
roissante (don
 > p=q) à partir d'un 
ertain rang si � = 1, et 
roissante (don
< p=q) à partir d'un 
ertain rang si � = �1. Si ! = [b0; b1; : : :℄ ave
 bi 2 N� 8i � 0,alors �(k) = [a0; : : : ; am; k; b0; b1; : : :℄.Dé�nissons Rp=q;�(x) = o�1(x) où o est l'homographie x 7! [a0; : : : ; am; x℄, et[a0; : : : ; am℄ est 
elui des deux développements �nis de p=q tel que � = (�1)m. Nousomettrons l'indi
e p=q quand il n'y aura pas d'ambiguïté. Soit T�(x) = ��R�(x),homographie qui préserve l'orientation de la droite proje
tive réelle. On a la relationR+(x)+R�(x) = �1. Don
, modulo 1, T�(x) ne dépend pas de �, et nous noteronsT (x) son image dans R=Z (dé�nie quand x 6= p=q).Quels sont les 
oe�
ients de l'homographie Rp=q;� ? Soit r=s (s � 0) l'é
ritureirrédu
tible du nombre [a0; : : : ; am�1℄ (
'est 1=0 si m = 0). Considérons le produitde matri
es M = Ma0 � � �Mam (
'est la matri
e identité si m = 0), qui représente156



Se
tion 2 Partie Vla fon
tion o. Notons M = " a b
 d #. Les 
oe�
ients de M sont entiers, positifs ounuls sur la ligne du bas (par ré
urren
e), et son déterminant vaut (�1)m+1 don
 deux
oe�
ients d'une même 
olonne sont premiers entre eux. On 
al
ule o(1) = a=
,don
 a = p et 
 = q. On 
al
ule o(0) = b=d, don
 b = r et d = s. Don
M = " p rq s #L'inverse Rp=q;� de o peut se représenter par la matri
e inverse. Don
Rp=q;�(�) = � s� � rq� � pUn 
al
ul élémentaire montre que l'on aRp=q;�(�) = �q2(� � pq ) � sqNotons également que si q = 1, alors s = 0 quand � = 1, et s = 1 quand � = �1, etque si q > 1, alors s est l'unique entier tel que 0 < s < q et tel que� + sp = 0 mod qD'après le sens de variation des fon
tions R et T , on déduit que quand � �! p=qtout en véri�ant (� � p=q)� > 0, alors on a R�(�) �! +1, et T�(�) �! ��1.Soit R : S1 ! S1 la rotation d'angle 2��. Pour � assez pro
he de p=q et tel que(��p=q)� > 0, 
onsidérons le plus petit segment S � S1 
ontenant 1 et Rq(1). Alorsl'appli
ation de premier retour de S dans lui-même sous l'a
tion de R (attention,nous prenons R et non Rq) induit, quand on identi�e les deux extrémités de S, unerotation d'angle �2��R�(�) modulo 2�, autrement dit 2�T (�).2.2 Objets limites de l'implosionSoit � = 1 ou �1. Nous allons nous intéresser au bout bi1 du 
ylindre d'É
alle, oùb = �Expliquons en quelques mots la raison de 
e 
hoix : en n'étudiant que les poly-n�mes quadratiques possédant un point �xe neutre, nous restons sur la 
ardioïdeprin
ipale de l'ensemble de Mandelbrot, et les appli
ations de 
ornes perturbées
orrespondantes (non dé�nies dans 
ette thèse) sont neutres au bout �i1 ; le 
hoixb = �� 
orrespondrait au bord de la 
omposante atta
hée à la 
ardioïde au point
orrespondant à Pp=q . Dans la suite, nous utiliserons le symbole � pour désigneraussi bien le bout b que le sens de l'implosion.157



Partie V Se
tion 2Je rappelle quelques notations de la partie III : les appli
ations de Lavaurs sontles fon
tions g� : ÆK ! C , � 2 C et les appli
ations de 
ornes sont les fon
tionsh�;j : ÆKFj ! C . Ces fon
tions dépendaient d'un 
hoix d'une phase de référen
e.Nous allons la 
hoisir de sorte que la dérivée de h�;j au bout �i1, qui ne dépend pasde j, soit égale à 1 quand � = 0. Notons que 
ette 
onvention implique que la dérivéede h�;j au bout �i1 vaut ei2��� , et que la dérivée au bout ��i1 vaut e�i2��(�+C)pour une 
ertaine 
onstante C 2 C . Comme la phase de référen
e dépend du 
hoixde �, on notera parfois g�;� et h�;�;j au lieu de g� et h�;j , quand une ambiguïté estpossible. : : : P // K0 P //��;0
��

K2 P //��;2
��

K4 P //��;4
��

: : :: : : 1=q // C 0 1=q //�
��

C 2 1=q //�
��

C 4 1=q //�
��

: : :: : : 1=q // C 1=2 1=q // +; 12
��

C 5=2 1=q // +; 52
��

C 9=2 1=q // +; 92
��

: : :: : : P // C P // C P // C P // : : :Fig. 2.1 � Ce diagramme 
ommutatif rappelle les relations entre les divers objetslimites de l'implosion, en illustrant le 
as parti
ulier p=q = 2=5 et � = +1. Une�è
he ave
 � signi�e T�.Nous introduisons aussi de nouvelles dé�nitions : SoitKL = KL(p=q; �; �) l'ensembledes points de C qui par itération de g�;� , soit tombent sur J , soit ne sortent jamaisde K, et soit KLFj son image ré
iproque par  +;j . On appelle KL ensemble deJulia-Lavaurs. Soit P = Pp=q . On appelle dynamique d'ordre 2 l'ensemble formédes appli
ations suivantes : les Pn, n 2 N, et les P l Æ gm�1�;� Æ g�+n;� , (m;n; l) 2N� � Z� f0; 1; : : : ; q � 1g. On a les propriétés élémentaires : g�+1 = P q Æ g�, etP Æ g� = g� ÆP . La dynamique d'ordre 2 est don
 un monoïde pour la 
omposition,isomorphe à f(a; b) 2 Z� Zj (b = 0 et a � 0) ou (b � 1)g muni de l'addition sur
haque 
oordonnée.Pour � = ! réel, irrationnel, et de type borné, bh!;�;j a un point �xe neutre en �i1,de nombre de rotation diophantien = �!. Don
 
e point �xe est linéarisable, d'aprèsun théorème de Siegel (voir [Y℄), ou bien d'après la partie II. Le domaine maximal delinéarisation est un disque topologique, et une 
omposante 
onnexe de l'intérieur de[KLFj(p=q; !; �), où [KLF désigne KLF [f�i1; i1g (voir la partie IV, ou bien [L℄,théorème 3.7.2 ; il n'y démontre les 
hoses que pour p=q = 0=1, mais 
ela se généraliseà n'importe quel p=q). On appellera disque de Siegel de h!;j et on notera �0j , 
edomaine privé du bout qu'il 
ontient. On appellera disque de Siegel virtuel de h!;jsa préimage �0j par la proje
tion C ! C =Z. Les q images dire
tes  +;j(�0j) sont158



Se
tion 2 Partie Vappelées disques de Siegel virtuels de g!;� . Ils forment un 
y
le pour P de q disquestopologiques adhérant au point �xe 0 de P (voir la partie IV, 
orollaire 1.4).Dans la partie IV, on a démontré en parti
ulier la proposition suivante (où nousomettons l'indi
e j) :Proposition 2.1 Soit M 2 N� . Soit ! 2 R un irrationnel de type borné par M .Alors1. Le bord du disque de Siegel de h!;� est un quasi
er
le passant par le point
ritique prin
ipal de h au bout �i1.2. Le module de l'anneau séparant 
e disque de Siegel du bord de KF est minorépar une 
onstante C(M) indépendante de p=q et de ! (pourvu qu'il soit detype borné par M).3. Soit V 0 le 
omplémentaire de la 
omposante de l'intérieur de KF qui 
ontientun voisinage de +i1. La mesure de Lebesgue de h�1(�0) \ V 0 est minoréepar une 
onstante C 0(M) indépendante de ! et de p=q.Et avons énon
é l'hypothèse suivante :Hypothèse 3 8p ^ q = 1, 8! 2 R n Q de type borné, 8� = 1 ou � 1;Leb �KL�pq ; !; �� = 0Je n'ai pas trouvé dans [L℄ la proposition suivante, aussi j'en ai fourni une démons-tration dans la partie III :Proposition 2.2 Pour tout � 2 C , l'appli
ation h� a au plus un 
y
le non répulsif.Ave
 
ette proposition, plus le théorème de non-erran
e de Sullivan-Lavaurs démon-tré dans [L℄, on en déduit le 
orollaire suivant, né
essaire dans la partie démonstra-tive de 
et arti
le.Corollaire 2.3 Soit ! 2 R n Q de type borné. Alors toute 
omposante 
onnexe deKL(p=q; !; �) est une préimage par une fon
tion de la dynamique d'ordre 2, d'undes disques de Siegel virtuels de g!;� .Cette proposition est vraie plus généralement dès que h� a un disque de Siegelvirtuel (
'est à dire dès que h� a un multipli
ateur neutre linéarisable en un boutdu 
ylindre).Nous utiliserons par ailleurs quelques lemmes sur la stru
ture des appli
ations enjeu. Voir la se
tion 2.3 de la partie III pour plus de détails. Rappelons que les pointspré
ritiques de P sont les z 2 C tels qu'il existe n 2 N tel que Pn(z) est le point
ritique 
 de P , et les points post
ritiques de P sont les Pn(
) pour n > 0.159



Partie V Se
tion 2Lemme 2.41. Les points 
ritiques de ��;i sont les points pré
ritiques de P appartenant àKi.2. L'ensemble des valeurs 
ritiques de ��;i est de la forme vi�N pour un 
ertainvi 2 C .3. Les valeurs 
ritiques de  +;j sont les points post
ritiques de P .4. Conséquen
e de 1 et 3 : un point 
ritique de hj s'envoie par  +;j sur un pointpré
ritique ou post
ritique de P .5. L'ensemble des valeurs 
ritiques de h�;j(i) est égal à vi + � +Z.6. ��;i est un revêtement de Ki privé de la grande orbite du point 
ritique, versC privé de v +Z, où v est n'importe quelle valeur 
ritique de ��;i.7. Pour tout m 2 N, l'ensemble V
 des valeurs 
ritiques de hm�;j est sans a
-
umulation dans C . De plus, la fon
tion f = hm�;j est un revêtement deDef(f) n f�1(V
) dans C n V
.8. Conséquen
e de 7 : pour tout ouvert U simplement 
onnexe de C ne ren
on-trant pas l'ensemble post
ritique de h�;j , la fon
tion f = hm�;j est un isomor-phisme de toute 
omposante 
onnexe de f�1(U) vers U .9. Conséquen
e de 2, 5, 6 et 7 : pour tout ouvert U simplement 
onnexe de C neren
ontrant pas l'ensemble post
ritique de h�;j, la fon
tion f = hm�;j ÆT� Æ��;iest un isomorphisme de toute 
omposante 
onnexe de f�1(U) vers U .Attention 
ependant, les éléments de vi+Z ne sont pas tous des valeurs 
ritiques de��;i. Les préimages des valeurs 
ritiques de ��;i, ne sont pas for
ément des points
ritiques, et 
e
i est également valable pour hj .Proposition 2.5 Pour b = �1, notons tb = limh�(z)� z quand Im(bz) �! +1.Alors Im(t� � t+) = 2�Re(
)En parti
ulier 
ette di�éren
e est indépendante de �. Le nombre 
 est dé�ni page 154.Plus pré
isément, t+� t� = sq � i2�
p=q mod Z où s a été introduit à la se
tion 2.1(voir la partie III).En�n, rappelons le théorème de Lavaurs :Proposition 2.6 (Théorème de Lavaurs) 8p ^ q = 1, 8� = 1 ou �1, il existeune 
onstante N 2 Z telle que 8� 2 C , pour toute suite Nn 2 N tendant vers +1et toute suite �n 2 C tendant vers p=q, si Rp=q;�(�n) = Nn � � +N + o(1) quandn �! +1, alors P qNn�n �! g�;b uniformément sur tout 
ompa
t de ÆK, ave
 b = �.160



Se
tion 2 Partie V2.3 Disques de Siegel virtuelsSoit i 2 A�q et j = j(i) = i + �2 . Soit �(k) = �(p=q; or; �; k) le disque de Siegelde P�(k), où �(k) = �(p=q; �; k; or) = [a0; : : : ; am; k; 1; 1; : : :℄. Nous savons (d'aprèsdes résultats de Herman, �wi�atek, Douady, Ghys et Shishikura) que ��(k) est unquasi
er
le. Notons �0j(p=q; or; �;+1) le disque de Siegel virtuel �0j de hor;�;j , etsoit �i(p=q; or; �;+1) =  +;j(�0j), où j = i+�=2 : �i est le disque de Siegel virtuelde l'appli
ation de Lavaurs.Nous admettrons le fait suivant :Hypothèse 48p ^ q = 1; 8� 2 f�1; 1g ; 8i; 8C 
ompa
t � �i(p=q; or; �;+1);9N 2 N 8k � N; C � �(p=q; or; �; k)Nous ne la nommons pas 
onje
ture, 
ar nous pensons qu'elle est une 
onséquen
eplus ou moins élémentaire de la théorie de l'implosion parabolique.On 
onje
ture en fait qu'il y a 
onvergen
e dans les 
ylindres des disques de �Siegelau bout�, au sens fort suivant : il existe un voisinage V du disque D , un réel K > 1et une suite d'appli
ations K-quasi 
onformes dé�nies sur V , envoyant D sur lesdisques de Siegel, et 
onvergeant uniformément.Lemme 2.7 Si l'hypothèse 4 est vraie, alors 8p^q = 1, 8! irrationnel de type bornéet pour [a0; : : : ; an℄ un des deux développements de p=q, soient �(n) = (�1)n et�k = [a0; : : : ; an; k; !℄. Pour tout 
ompa
t C � ÆKL �pq ;�!; �(n)�, 9N 2 N 8k � N ,C � ÆK(�k).Preuve : Sous-entendons les indi
es pq ;�!; �. Un tel 
ompa
t C est in
lus dansune union �nie de 
omposantes 
onnexes de ÆKL, et son interse
tion ave
 n'importelaquelle elles est 
ompa
te. Il su�t don
 de prouver le lemme ave
 l'hypothèsesupplémentaire que C � U , où U est une 
omposante 
onnexe de ÆKL. D'aprèsle 
orollaire 2.3, ÆKL(pq ;�!; �) est la réunion des préimages du disque de Siegelvirtuel �0 d'index 0 par les éléments f de la dynamique d'ordre 2. Soit l;m 2 Ntels que P lp=q Æ gm envoie U dans �0. Il envoie C sur un 
ompa
t C 0 de l'ouvert�0. Soit D 
ompa
t voisinage de C dans C et in
lus dans �0. Alors d'après lethéorème de Lavaurs (proposition 2.6), PNkq�k �! g uniformément sur tout 
ompa
tde ÆK, où Nk = k + ( 1or � or) � N = k � 1 � N 2 N pour k su�samment grand.Comme C est 
ompa
t et in
lus dans l'ouvert de dé�nition de gm, on en déduit queP l+mNkq�k �! P lp=q Æ gm uniformément sur C, don
 il existe un rang à partir duquelP l+mNkq�k (C) � D. Maintenant, d'après le 
orollaire 4, pour k su�samment grand,D � ÆK(�k). D'où C � ÆK(�k). �161



Partie V Se
tion 3
3. Preuve
Les lemmes suivants 
on
ernent la mesure non pas des ensembles K mais de leurintérieur. En fait, 
ela n'a pas d'importan
e 
ar le bord de K� est de mesure nulledès que � 2 Q (voir [DU℄) ou � 2 W (voir [Pe1℄, [MM℄ ou [Ya℄).Lemme 3.1 (approximation des Siegel par des paraboliques)8� 2 S; limn!+1Leb ÆK(pnqn ) \ ÆK�Leb ÆK� = 1où pn=qn sont les réduites de �Ce lemme a été démontré par l'auteur dans la partie I.Lemme 3.2 (approximation des paraboliques par des Siegel)Si les 
onje
tures 1, 2 et les hypothèses 3 et 4 sont vraies, alors8� 2 W ; limn!+1��pnqn� = 1où ��pnqn� = lim infk!+1 Leb ÆK(�n;k)Leb ÆK(pnqn )et � = [a0; a1; : : :℄ où (an) stationne en 1, pn=qn = [a0; : : : ; an℄ sont les réduites de� et �n;k = [a0; : : : ; an; k; 1; 1; : : :℄.Ce lemme sera prouvé un peu plus loin dans 
et arti
le. Remarquez que l'on n'apas a�rmé que la perte de mesure �(p=q) due à l'implosion en disques de Siegelvirtuels de nombre de rotation or était d'autant plus petite que q est élevé : 
e n'estpas vrai par exemple pour la suite 1=q. Nous ne pensons pouvoir maîtriser la pertede mesure que dans le 
as où p=q est une réduite d'ordre élevé d'un élément de W(ou d'un irrationnel de type borné).Preuve du théorème 1 à partir des lemmes 3.1 et 3.2 :Nous rappellerons pour 
ela deux propriétés des réduites pn=qn d'un nombre irra-tionnel � : premièrement qnqn+1 ����� � pnqn ���� 2 �12 ; 1�162



Se
tion 3 Partie VDeuxièmement, si p et q sont premiers entre eux et j� � p=qj < 1=2q2, alors p=q estune réduite.Soit x 2 R et " > 0. Construisons un � 2℄x�"; x+"[n(Q[S) pour lequel Leb(J�) > 0.1� Pour 
ela nous dé�nissons par ré
urren
e des suites �i 2 W et ui=vi 2 Q :� Soient u0 = 0, v0 = 1 et prenons pour �0 n'importe quel élément de W véri�antj�0 � xj < "=2.� Soit i 2 N, et supposons �i et ui=vi 
onstruits.Notons �i = [a0; a1; : : :℄, et soient pn=qn = [a0; : : : ; an℄ les réduites de �i, �n;k =[a0; : : : ; an; k; 1; 1; : : :℄, et �xons maintenant n 2 N assez grand pour que�����i � pnqn ���� < "=23+iqn � 2vi ;Leb ÆK(pn=qn)Leb ÆK(�i) � 1� 2�(1+i)(
'est possible d'après le lemme 3.1) etlim infk!+1 Leb ÆK(�n;k)Leb ÆK(pn=qn) � 1� 2�(2+i)(
'est possible d'après le lemme 3.2). Remarquer que l'on pourrait se 
ontenterd'une lim sup : le lemme 3.2 est plus fort que né
essaire.On peut don
 
hoisir k 2 N assez grand pour que����pnqn � �n;k���� < "=23+i ;����pnqn � �n;k���� < 2�qn etLeb ÆK(�n;k)Leb ÆK(pn=qn) � 1� 2�(1+i)Nous posons �i+1 = �n;k, ui+1 = pn et vi+1 = qn.2� Convergen
e des deux suites et propriétés de la limite :j�i+1 � �ij � �����i+1 � ui+1vi+1 ����+ ����ui+1vi+1 � �i���� = �����n;k � pnqn ����+ ����pnqn � �i���� < 2"23+ij�i+1 � �ij < "22+idon
 la suite (�i) 
onverge, et sa limite � véri�e j��xj � jx��0j+Pi�0 j�i+1��ij <Pl�1 "=2l : j� � xj < "163



Partie V Se
tion 3Estimons �����i+1 � ui+1vi+1 ���� = �����n;k � pnqn ���� < 1=2qn = 1=2vi+1 . Don
8i � 1; �����i � uivi ���� � 1=2viEn parti
ulier, uivi 
onverge également vers �. Remarquons que vi+1 � 2vi � vi + 1,et vi � 1, et d'autre part ui+1vi+1 = pnqn est par dé�nition une réduite de �i. Don
jui+1vi+1 � �ij < 1=v2i+1 don
 8i � 1, jui+1vi+1 � uivi j � jui+1vi+1 � �ij+ j�i � uivi j � 1=v2i+1 +1=2vi � 1=22vi + 1=2vi : 8i � 1; ����ui+1vi+1 � uivi ���� � 2=2vidon
 j� � uivi j �Pj�i jui+1vi+1 � uivi j �Pj�i 2=2vj �Pk�0 2=2vi+k8i � 1; ����� � uivi ���� � 42viUne 
onséquen
e immédiate est que � est irrationnel (ui=vi étant irrédu
tible). Pourvi � 10 (
e qui arrive pour i su�samment grand), on a 4=2vi < 1=2v2i , 
e qui faitque ui=vi est une réduite de �. On déduit alors de la majoration de j� � ui=vij que� 62 SIl su�t pour 
ela d'appliquer la négation du 
ritère de Brjuno (voir [Y℄), ou bienle 
ritère plus restreint lim inf ln qn+1qn > 0 dont nous donnons une preuve dans lapartie I (et dont la preuve ne fait pas intervenir le théorème d'Ahlfors-Bers) ; onaurait pu aussi appliquer le 
ritère de Crémer (voir [PM1℄) en imposant qn � exp i2viet jpnqn � �n;kj < exp�i2qn .3� Estimation de l'aire de J(�) :Leb ÆK(�i+1)Leb ÆK(�i) � (1� 2�(1+i))2 don
Leb ÆK(�i)Leb ÆK(�0) � iYj=1(1� 2�j)2 � C2où C =Q+1j=1(1� 2�j) > 0. En parti
ulier9C 0 > 0 8i 2 N; LebK(�i) � C 0Or d'une part la fon
tion de R (muni de sa métrique usuelle) dans l'ensemble Edes 
ompa
ts de C (muni des semi-distan
es de Hausdor�) qui à � asso
ie K(�)est semi-
ontinue supérieurement (voir [D℄) : lim(xn) = x =) 8" > 0; 9N 2N 8n > N;K(xn) �" K(x), 
e que nous noterons lim supK(xn) � K(x), et d'autrepart la fon
tion de E dans R qui à un 
ompa
t K de C asso
ie sa mesure deLebesgue véri�e : lim supKn � K =) lim sup(LebKn) � LebK. Don
 LebK(�) �164



Se
tion 3 Partie Vlim supLebK(�i) � C 0 > 0. Or � 2 R n (Q [S), don
 le point �xe 0 de P� n'est paslinéarisable, don
 d'après la 
lassi�
ation des 
omposantes de Fatou (voir [CG℄),K(�) = J(�), don
 LebJ(�) > 0 �Rédu
tion :Pour prouver le lemme 3.2, il su�t démontrer un lemme analogue mais plus simple :Lemme 3.3 (lemme prin
ipal)Si les 
onje
tures 1, 2, ainsi que l'hypothèse 3 sont vraies, alors8� 2 W ; limn!+1Leb ÆKL(pnqn ;�or; �(n))Leb ÆK(pnqn ) = 1 :Le passage de 3.3 à 3.2 est fa
ile ave
 le résultat suivant :Lemme 3.4Si l'hypothèse 4 est vraie, alors 8p ^ q = 1, 8! irrationnel de type borné et pour[a0; : : : ; an℄ un des deux développements de p=q, �(n) = (�1)n et �k = [a0; : : : ; an; k; !℄,on a lim infk!+1 Leb ÆK(�k) � Leb ÆKL�pq ;�!; �(n)� :Preuve : C'est une 
onséquen
e immédiate du lemme 2.7. �Remarque : On a en fait mieux : limk!+1 Leb ÆK(�k) = Leb ÆKL �pq ; !; �(n)�. Ce
iest dû à la nullité de la mesure du bord des ensembles K et KL en jeu (voir res-pe
tivement [Pe1℄ et la partie IV), et au fait élémentaire que pour tout 
ompa
t du
omplémentaire de KL, il �nit par être dans le 
omplémentaire de K(�k) (
onsé-quen
e du théorème de Lavaurs, 2.6).
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Partie V Se
tion 3Preuve du lemme prin
ipal, 3.3 :Fixons p=q et �, et abrégeons K(p=q) en K, et KL(p=q;�or; �) en KL.Nous allons dé�nir des suites de sous ensembles de K :� Gk (les points 'gagnés' au rang k),� Pk (les points 'perdus' au rang k) et� Ik (les points 'indéterminés' au rang k).Ik sera fermé, Pk et Gk seront ouverts. (Gk ; Pk; Ik) sera une partition de Ik�1, ave
la 
onvention que I�1 = K. On aura ÆKL = Sk2NGk et K nKL = Sk2N Pk, 
e quiimplique Tk2N Ik = �KL (rappelons que �K � KL). Si de plus on sait queLeb \k2N Ik = 0(
e qui est garanti par l'hypothèse 3) et9� > 0 8k � 1; LebPkLebGk � �alors Leb ÆKLLeb ÆK � 11 + �Il su�ra alors de montrer à l'aide des 
onje
tures 1, 2, que � �! 0 quand p=q =pn=qn et n �! +1, pour en déduire le lemme prin
ipal.Notre partition (Gk; Pk ; Ik) aura la propriété suivante : pour tout k � 0 et pour toute
omposante 
onnexe I de ÆIk, I sera simplement 
onnexe et la 
lasse d'équivalen
e
onforme de la partition (I \Gk+1; I \Pk+1; I \ Ik+1) de I sera indépendante de Iet de k. La minoration de � que nous allons donner s'inspire de la notion de densitéintrinsèque, introduite dans [J℄.Préliminaires à la 
onstru
tion :Fixons j. Nous appellerons piè
e modèle M = Mj le 
omplémentaire dans C de lafermeture du disque de Siegel virtuel en 
oordonnées de Fatou :M = C n�0, où�0 =�0j(p=q; or; �;+1). LesMj pour les di�érentes valeurs de j sont égaux à translationprès, et ils sont T1-invariants. Soit M1 la 
omposante 
onnexe de la préimage deM par h = h�or;�;j . qui est un voisinage d'un des bouts (en l'o

urren
e, le boutopposé à �i1). Soit p(z) = exp(i2�z). Soit fM = f!g[p(M) et fM1 = f!g[p(M1),ave
 ! =1 si � = 1 et ! = 0 si � = �1. L'anneau p(C nKFj) sépare le bord de fMde 
elui de fM1. Don
 l'adhéren
e de fM1 dans fM est 
ompa
te. Par 
onséquent,166



Se
tion 3 Partie VProposition 3.5 8w 2M , 9m 2 N tel que hm(w) 62M1.Preuve : D'après le point 8 du lemme 2.4 (ave
 m = 1), la restri
tion h :M1 !Mest un isomorphisme analytique, 
ar M ne 
ontient au
une valeur post
ritique deh : d'après la proposition 2.1, 
elles-
i sont sur le bord du disque de Siegel virtuel�0. L'ensemble M1 étant un voisinage de ��i1, il 
ontient au moins un 
ouplede points z; z0 véri�ant z0 = z + 1. Il est don
 invariant par T1. Ce
i impliqueque h : M1 ! M est un isomorphisme analytique. Il en est don
 de même deeh : fM1 ! fM . D'après l'inégalité de S
hwarz, pour la métrique hyperbolique de fM ,eh a une dérivée > 
 > 1 sur fM1. Sa ré
iproque b est don
 stri
tement 
ontra
tante,et 
omme elle �xe !, bm tend uniformément vers ! sur fM quand m �! +1. Unpoint w 2M tel que wm = hm(w) 2M1 pour tout m véri�erait p(w) = bm(p(wm)),don
 8m 2 N, p(w) 2 bm(fM), don
 p(w) = !, 
e qui est absurde. ��
MM1

U0
U1
U2
U3U4Fig. 3.1 � �, M , M1, et les premiers Ui.PartitionnonsM en fon
tion du temps d'é
happement : Pour w 2M , soit m 2 N lerang de la première itérée de h qui envoie w dansM nM1. Le temps d'é
happementde w est par dé�nition m. Soit Um = U jm l'ensemble des points de M dont le tempsd'é
happement est m. Attention, Um n'est pas un ouvert.167



Partie V Se
tion 3Nous allons dé�nir deux sous-ensembles deM : PM etGM . Je rappelle que l'intérieurde KFj =  �1+;j(K) est l'ensemble de dé�nition des fon
tions h�;j . Pour w 2 Mj ,soit m 2 N tel que w 2 Um. Soit u = hm�or;j(w).w 2 PM;j () u 62 KFjw 2 GM;j () u 2 KFj et h�or;j(u) 2 �0jChanger j modi�e PM;j par une translation. Il en est de même pour GM;j . Nousnoterons IM;j =M n (PM [GM ). Attention, �M � IM don
 IM 6�M .Cette partition modèle est illustrée par la �gure 3.2.Lemme 3.6 Toute 
omposante 
onnexe U de ÆIM est in
luse dans un 
ertain Um.Soit g = hm+1� : U est une 
omposante 
onnexe de g�1(M), et g est un isomorphismede U sur M .Preuve : La réunion des bord des ensembles Um est in
luse dans �IM : en e�et,elle est égale à Sm�0 bm(�M) où b est la bran
he de h�1 introduite dans la preuvede la proposition 3.5 ; or, pour m � 1, la partie bm(�M) � Um�1 et h(m�1)+1 = hmenvoie 
ette partie sur �M , d'où le fait que la partie est in
luse dans IM . Elle esten fait in
luse dans le bord, 
ar elle adhère à Um \ GM : en e�et �M adhère àU0 \GM , 
ar h est holomorphe don
 ouverte, h(�M) = �M , h(C nM) = C nM etU0 est l'interse
tion ave
 M d'un voisinage de �M .Ainsi U � Um pour un 
ertain m 2 N. Comme hm+1 est ouverte, on déduit de ladé�nition de PM et GM que U est une 
omposante 
onnexe de g�1(M). On déduitalors du lemme 2.4 que g est un isomorphisme de U vers M . �Constru
tion par ré
urren
e des suites Gk, Pk, Ik :Note : pour des raisons pratiques, nous noterons dorénavant ��;i : Ki ! C j oùj = i + �=2 dé�nie par ��;i = T�or Æ ��;i. Rappelons que nous avons 
hoisi lesphases de référen
es de sorte que h� ait pour multipli
ateur ei2��� au bout �i1.Hypothèse de ré
urren
e Hk : 8I 
omposante 
onnexe de ÆIk, 9i 2 N et N(I) 2 Ntels que hN(I)�or;j(i) Æ ��;i est un isomorphisme de I sur la piè
e modèle M j(i), ave
j(i) = i+ �2 .Initialisation de la ré
urren
e : soient� P0 = ?� G0 = la réunion pour toutes les valeurs de i des préimages par ��;i du disque deSiegel virtuel �0j(i)� I0 = K n (P0 [G0) 168
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tion 3 Partie V

U0

U1

U2Fig. 3.2 �M et sa partition en PM , GM , dans le 
as p=q = 2=5, et � = 1. Nous avonsindiqué en blan
 le 
omplémentaire de M ainsi que PM , en gris fon
é l'ensembleGM , en gris 
lair l'intérieur de IM , et en noir son bord. En gras �gure le bord desensembles U0, U1, U2, . . . 169



Partie V Se
tion 3Ré
urren
e : Soit k � 1 et supposons la 
onstru
tion e�e
tuée jusqu'au rang k � 1,et véri�ant Hk�1. On dé�nit alors les sous-ensembles Pk et Gk de ÆIk�1 de la façonsuivante : soit I une 
omposante 
onnexe de ÆIk�1, et N(I) 
omme dans l'hypothèsede ré
urren
e. Pour z 2 I, soit w = hN(I)�or;j(��;i(z)) (ave
 le i tel que z 2 Ki etj = j(i)). Alors z 2 Pk () w 2 PMz 2 Gk () w 2 GMLes ensembles Pk et Gk étant dé�nis, on pose alorsIk = Ik�1 n (Pk [Gk)Véri�ons les hypothèses :� Il est évident que Pk et Gk sont ouverts et Ik fermé, et que Gk+1; Pk+1; Ik+1 estune partition de Ik.� Hypothèse de ré
urren
e au rang 0 : soit i 2 A�q et j = j(i). D'après 2.4, lesvaleurs 
ritiques de ��;i sont en parti
ulier des valeurs 
ritiques de hj(i). Don
 ellessont sur le bord du disque de Siegel virtuel �0j(i), d'après 2.1. Comme l'intérieur deI0 est la réunion des images ré
iproques de la piè
e modèle M j(i) par ��;i pour ivariant dans A�q (
ar ��;i est une appli
ation holomorphe don
 ouverte), 
omme,d'après le lemme 2.4, ��;i est un revêtement deKi privé de la grande orbite du point
ritique de P vers C privé des valeurs 
ritiques de hj (où j = j(i)), et 
omme M jest simplement 
onnexe, ��;i est un isomorphisme de 
haque 
omposante 
onnexede Ki \ ÆI0 sur M j : on peut don
 prendre N(I) = 0, et H0 est véri�ée.� Transmission de l'hypothèse de ré
urren
e : soit k � 1 et supposons Hk�1 véri-�ée. Comme Ik � Ik�1, toute 
omposante 
onnexe I 0 de ÆIk est in
luse dans une
omposante 
onnexe I de ÆIk�1. Soit z 2 I 0 et soit i; N(I) dé�nis à partir de Ipar l'hypothèse de ré
urren
e Hk�1. Soit g = hN(I) Æ ��;i. Comme I 0 � I, on ag(I 0) � M . Don
 g(I 0) est une 
omposante 
onnexe de M n (PM [ GM ). D'aprèsle lemme 3.6, on en déduit l'existen
e de m 2 N tel que g(I 0) est une 
omposante
onnexe de f�1(M) et f est un isomorphisme de g(I 0) versM . où f = hm+1. Don
l'hypothèse Hk est véri�ée pour I 0 ave
 N(I 0) = N(I) +m+ 1.� On voit en passant que N(I 0) � N(I) + 1. D'où 8k 2 N, 8I 
omposante 
onnexede ÆIk, N(I) � k.� On démontre par ré
urren
e sur m la proposition suivante. Soit z 2 Ki et w0 =��;i(z). Soit wk+1 = h(wk). Considérons les visites su

essives wk1 ; wk2 ; : : : de wdans U0, où 0 � k1 < k2 < : : : Soit r 2 N [ f+1g le nombre de 
es visites. Alors170



Se
tion 3 Partie Vz 2 Im , r > m. On en déduit aisément les propositions suivantes :z 2 Gm , r = m et w1+km 2 �0z 2 Pm , r = m et wkm 62 KFj(i)� Par dé�nition, tout 
e qui est dans Gk tombe dans les disques de Siegel virtuelsdon
 appartient à ÆKL. Inversement, d'après le point pré
édent, tout 
e qui tombedans un disque de Siegel virtuel par P l Æ gk�or pour l; k 2 N est dans Gm, pour un
ertainm � k : en e�et, d'après les semi-
onjugaisons du diagramme de la �gure 2.1,wk 2 �0j(i), d'où r � k, et 
omme il n'y a pas de visite ultérieure dans U0, 
'est quew1+kr 62 M , et 
omme il �nit par tomber dans �0, 
'est que w1+kr 2 �0, (
ar �Mest stable et disjoint de �0). D'après le 
orollaire 2.3, toute 
omposante 
onnexe deÆKL est une préimage du disque de Siegel virtuel. Don
[k2NGk = ÆKL� Tout z 2 Tk2N Ik est soit dans l'interse
tion des ÆIk, auquel 
as gn�or(z) est dé�ni8n 2 N (puisque N(I) � k pour toute 
omposante 
onnexe I de ÆIk), soit dansle bord d'un des Ik . Dans 
e 
as, soit m � �2 le dernier indi
e tel que z 2 ÆIm(ave
 les 
onventions I�1 = K et I�2 = C ). Si m = �2, alors z 2 �K � �KL. Sim � �1, alors soit I la 
omposante 
onnexe de ÆIm 
ontenant z, et w = ��;i(z).Par dé�nition de Im+1, auquel z appartient, et en notant d 2 N l'entier tel quew0 = hN(I)(w) 2 Ud, alors hm(w0) 2 KF n h�1(�0). Soit w est sur le bord de KF ,soit h(w0) existe et appartient à C n�0 . Dans 
e deuxième 
as, w0 ne peut appartenirà M , sinon on aurait z 2 ÆIm+1 ; don
 h(w) 2 ��0. Dans tous les 
as, z 2 KL. Don
\k2N Ik � KL� Tout 
e qui est dans Pk s'é
happe de KL puisque u 62 KFj . Don
 Sk2N Pk �K nKL. Ave
 le point pré
édent, et sa
hant d'autre part que Sk2NGk � ÆKL, on endéduit que K nKL � Sk2N Pk. On a don
 démontré que[k2NPk = K nKLNous avons vu pré
édemment que 
ela implique\k2N Ik = KLEstimation de l'aire :Dans la suite, nous �xons j, et nous omettons 
et indi
e.171



Partie V Se
tion 3Soit V0 le 
omplémentaire de la 
omposante 
onnexe supérieure de ÆKF . Comme lemodule de M n V 0 est universellement minoré (proposition 2.1), la distan
e hyper-bolique dans fM de ! à �V 0 est universellement majorée (d'après un théorème deGrötzs
h, voir [A℄, théorème 4.6). Soit b : M ! M1 la bran
he de la ré
iproquede h dé�nie dans la preuve de la proposition 3.5, et V1 l'image de V0 par f . SoitR = fz 2 C �� Re(z) 2 [0; 1[g et B = R \ (V0 n V1)(B n'est pas for
ément 
onnexe). Rappelons que 
 = 
(p=q) a été introduit dans lase
tion 1.Lemme 3.7 Le diamètre eu
lidien de B dans C est majoré par une 
onstante uni-verselle qui ne dépend que d'une majoration de Re(
).Preuve : Le diamètre horizontal de B est trivialement égal à 1. Son diamètreverti
al est égal à max(j Im(z) � Im(z0)j) pour z 2 �V0 et z0 2 �V1 = b(�V0).Grâ
e au module universellement minoré entre �0 et V 0, on sait que b � T�t��est universellement majoré sur V0, où t+, t� sont 
omme dans la proposition 2.5.D'après 
ette proposition, Im(t��) = �2�Re(
), puisque t� est réel. Il su�t don
de majorer l'extension verti
ale l de �V0. Or �V0 � JF , et JF est 
oin
é entre lesdeux 
ases d'é
hiquier E�� voisinages des bouts. Ces deux 
ases s'envoient de façonunivalente par h sur les deux demi-plans délimités par v + R où v est une valeur
ritique de h. D'après le théorème 1=4 de Koebe, supz2�E+ Im(z) � ln(4)=2� +Im(v) � t+, et de même supz2�E� Im(z) � � ln(4)=2� + Im(v) � t�. Don
 l �2�Re(
) + ln(4)� . �Puisqu'un module minoré sépare B du bord de M , 
e lemme implique que le dia-mètre de B pour la métrique hyperbolique de M est universellement majoré enfon
tion d'une majoration de Re(
) = Re(
(p=q)). Je rappelle que la 
onje
ture 1,a�rme que la suite Re(
(pn=qn)) est bornée.Pour la propriété et la remarque suivantes, je rappelle que B, GM et PM dépendentde p=q.Proposition 3.8 Il existe une 
onstante universelle E > 0 telle que pour tous p=q,E � LebGM \B :Preuve : Prouvons que 
'est une 
onséquen
e du point 3 de la proposition 2.1.D'une part h�1(�0) n�0 � GM est immédiat d'après la dé�nition de GM . D'autrepart h(V1) = V0 qui est disjoint de �0, don
 h�1(�0) \ V0 est disjoint de V1. Don
h�1(�0) \ V0 � GM \ (V0 n V1). D'où LebGM \ B = LebGM \ (V 0 n V 1) �Leb h�1(�0) \ V 0. �172



Se
tion 3 Partie VRemarque : quand n �! +1,LebPM \ B = C(pn=qn) �! 0(
'est exa
tement la 
onje
ture 2)Pour tous l 2 Z et m 2 N, Tl Æ bm est univalente sur M et B a un diamètre hy-perbolique borné dans M , don
 les ensembles D = Tl(bm(B)) ont tous un diamètrehyperbolique dans M borné, et la distorsion de Tl Æ bm est bornée sur B, les deuxbornes ne dépendant que d'une majoration de Re(
). L'ensemble des D pour l 2 Zet m 2 N forme une partition P de V0. En e�et, Sl Tl Æ bm(B) = bm(V0 n V1), etV0 = Sm bm(V0 nV1) se déduit de la proposition 3.5. Je rappelle que nous avions �xéune valeur de j. Nous allons maintenant 
onsidérer les q images Pj de 
ette partitiondans les q plans 
omplexes C j par les translations du diagramme 
ommutatif de la�gure 2.1. Ce
i est bien dé�ni 
ar P est invariante par T1.Soit maintenant k 2 N et I une 
omposante 
onnexe de ÆIk. Soient i et N(I)
omme dans l'hypothèse de ré
urren
e, et j = j(I) = i+ �=2. L'ensemble E, imageunivalente de D 2 Pj(I) dans I par la ré
iproque de l'isomorphisme hN(I)j(i) Æ ��;i :I !M est, d'après 
e qui pré
ède, une image de B à distorsion bornée par le réeld = d(Re(
)) > 0 (majorant du logarithme du quotient des dérivées en deux pointsde D), la fon
tion Re(
) 7! d étant 
roissante. Fixons k et soit Qk l'ensemble detoutes 
es images E, pour I variant parmi les 
omposantes 
onnexes de ÆIk et Dvariant dans Pj(I). Comme PM � V0, on en déduit que l'ensemble des E\Pk+1 , pourE 2 Qk, forme une partition de Pk+1. Comme GM 6� V0, l'ensemble des E \Gk+1,pour E 2 Qk, forme une partition, non pas de Gk+1, mais d'un sous-ensemble deGk+1. D'autre part, pour tout E 2 Qk, la partition de E selon (E\Gk+1, E\Pk+1,E \ Ik+1) est image à distortion bornée par d de la partition de B par (B \ GM ,B \ PM , B \ IM ).Ce
i permet la majoration Leb(Pk+1)Leb(Gk+1) � �(p=q)ave
 �(p=q) = CE e2det C = C(p=q) = Leb(R \ (C nKF)) introduite pré
édemment, d = d(Re(
(p=q))),et E est la 
onstante universelle introduite dans la proposition 3.8. D'après les
onje
tures 1 et 2, �(pn=qn) �! 0 quand n �! +1. Q.E.D.173



Partie V Se
tion 4
4. Expérien
es numériques
Les expérien
es numériques suivantes, dessins ou graphes, illustrent les deux 
onje
-tures et l'une des hypothèses. Elles suggèrent même des résultats plus forts.
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Se
tion 4 Partie V1.Voi
i des dessins qui semblent 
onforter la 
onje
ture 2, dans le 
as parti
ulier où� = 3�p52 = 2� or :

Fig. 4.1 � Ensembles de Julia Ppn=qn dans les 
ylindres d'É
alle pour les premièresréduites de l'opposé du nombre d'or.
175



Partie V Se
tion 42.Cette expérien
e numérique a été réalisée ave
 Maple. Elle est en a

ord ave
 la
onje
ture 1, puisqu'il semble qu'en fait Re(
(p=q)) � 1 pour tout p=q, et faitapparaître un 
roissant insoupçonné. En examinant ave
 
es mêmes données lavaleur des 
oe�
ients Ap=q , il semble même que Re(Ap=q) � 0, 
e qui implique lerésultat plus fort Re(
p=q) � q+12q .

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6Fig. 4.2 � Valeurs 
omplexes de 
(p=q) pour tous les 
ouples (p; q) ave
 3 � q � 100et 0 < p=q < 1=2 (les valeurs 
omplexes pour < p=q < 1 étant les 
onjuguées
omplexes de 
elles-là) ; 
(0=1) = 1 et 
(1=2) = 11=16.
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Se
tion 4 Partie V3.Si l'hypothèse 4 était fausse, les bords des disques de Siegel 
orrespondant seraientde plus en plus dentelés, 
e qui ne semble pas être le 
as sur les dessins, qui suggèrentmême une 
onvergen
e uniforme (�gure 4.4). Les valeurs de � 
orrespondant auxquatre dessins de la �gure 4.3 sont respe
tivement :� = [0; 10000; 1; 1; 1; : : :℄,� = [0; 1; 1; 1; 10000; 1; 1; 1; : : :℄,� = [0; 1; 1; 1; 1; 10000; 1; 1; 1; : : :℄,� = [0; 1; 1; 1; 1; 1; 10000; 1; 1; 1; : : :℄.

Fig. 4.3 � Quelques disques de Siegel (bords).
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Partie V Se
tion 4La �gure 4.4 montre une superposition des bords des disques de Siegel pour � valant[2; 1; 4; k; 1; 1; 1; : : :℄, k = 500, 10000, 200000, 4000000, et un agrandissement de lamême 
hose pour k = 1, 5, 25, 100, 500, 10000.

Fig. 4.4 � Convergen
e des disques de Siegel.
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Illustrations supplémentaires

Fig. 4.5 � (tournée de 90Æ) Ensemble de Julia-Lavaurs de P2=5, pour b = +1 et ! = (p5 � 1)=2(le nombre d'or) : l'intérieur de KL est en gris et JL en noir. Le point �xe se trouve en haut àgau
he, à l'interse
tion des 
inq pétales.



Illustrations supplémentaires

Fig. 4.6 � Le même dessin vu en 
oordonnées de Fatou (préimage par  +) : l'intérieur de KLFest en gris et JLF est en noir.



Illustrations supplémentaires

Fig. 4.7 � Agrandissement sur JLF dans le dessin pré
édent.



Illustrations supplémentaires

Fig. 4.8 � É
hiquier parabolique du 
hou-�eur. Le point parabolique est la pointe située à droite.



Illustrations supplémentaires

Fig. 4.9 � Image de l'é
hiquier par l'appli
ation quasi
onforme s, pour b = +1 et ! = le nombred'or : les 
omposantes grises sont le disque de Siegel virtuel � de g (
elle des deux plus grandes
omposantes qui adhère au point �xe), ainsi que les 
omposantes de g�1(�) où g est l'appli
ationde Lavaurs.



Illustrations supplémentaires

Fig. 4.10 � Image pré
édente 
omplétée par g�2(�) en gris plus fon
é.



Illustrations supplémentaires

Fig. 4.11 � (tournée de 90Æ) Ensemble de Julia pour � = �0 = [0; 2; 1; 1; 1; : : :℄. L'opposé de 
enombre est égal au nombre d'or modulo Z. Les premières réduites de �0 sont 0=1, 1=2, 1=3, 2=5,3=8, 5=13, 8=21, 13=34, 21=55, . . .



Illustrations supplémentaires

Fig. 4.12 � (tournée de 90Æ) Superposition de l'ensemble de Julia pour p=q = 3=8 et du bord dudisque de Siegel pour � = �0.



Illustrations supplémentaires

Fig. 4.13 � (tournée de 90Æ) Ensemble de Julia pour p=q = 21=55.



Errata pour la thèse.Dernière mise à jour : 19 juillet 2002.
Cet errata est évolutif. Il est mis à jour à 
haque erreur qui m'est reportée ouque je dé
ouvre. Les erreurs importantes, 
'est à dire 
elles qui vont au delà desfautes de frappes, font l'objet d'addenda.À 
e jour, il y a une erreur importante, 
orrigée dans l'addendum numéro 1(bient�t prêt).Partie I� Page 6, au lieu de f 0(0) = zi2��, lire f 0(0) = ei2��� Page 6, proposition 1.2, au lieu de8z tel que fn(z) �!6= 0; jfn(z)j �n!+1 Lan1=rlire 8z tel que fn(z) �!6= 0; jfqn(z)j �n!+1 Lan1=r� Page 40, la preuve du lemme 5.4 est fausse, 
e qui remet en question lelemme 5.5 et son 
orollaire 5.6 qui suivent. En m'inspirant du travailde Rohde et Zinsmeister, je prouve un énon
é analogue au 
orollaire 5.6qui su�t à l'utilisation qui en est faite dans la thèse. Ce sera l'objetde l'addendum numéro 1 (bient�t prêt). Notons que Xavier Bu� a uneappro
he di�érente et trés élégante pour prouver un lemme plus fort quele lemme 5.5, 
e qui sauve 
e lemme ainsi que son 
orollaire 5.6.� Page 44, lemme 5.8, au lieu de �foliations�, lire �feuilletages�.� Page 103, proposition 2.23, au lieu det+ � t� = �i2�
 + sqlire t+ � t� = �i2�
 + �sqPartie II� Page 69, remarque suivant le théorème 2, rempla
erIm(z) > 12� ��(�) + C0 + ln(4)� par Im(z) > �(�) + C0 + ln 42�1



Cage de FaradayVersion du 26 juillet 2002.Avertissement : 
et arti
le n'a pas un statut �xe et est sus
eptible d'évoluer à tout moment.
I. Introdu
tionMotivationDans ma thèse [C℄, la preuve du lemme 5.4 est fausse (page 40, partie I, se
tion 5 :�Appli
ation à une nouvelle preuve du théorème de Yo

oz�). Cela remet en questionle lemme 5.5 et son 
orollaire 5.6 qui suivent.Je donne i
i un énon
é analogue au 
orollaire 5.6 qui su�t à l'utilisation qui en estfaite dans ma thèse, ainsi qu'une preuve inspirée du travail de Rohde et Zinsmeis-ter [RZ℄.Notons que Xavier Bu� a trouvé une preuve très élégante d'un énon
é plus fort quele lemme 5.5, 
e qui sauve 
e dernier ainsi que son 
orollaire 5.6.Situation du problèmeDans [C℄, nous 
omposons une suite de revêtements universels �n : (D ; 0) !(D n Xn; 0) où Xn est un ensemble �ni de points non nuls. La dérivée en 0 dela 
omposée �n Æ � � � Æ�0 est de valeur absolue dé
roissante en fon
tion de 0, et nous
her
hons à prouver qu'elle tend vers 0 quand n �! +1. Nous disposons pour 
elad'informations sur la suite Xn : Xn est l'image par une 
ertaine fon
tion fn : D ! D�xant 0 de l'ensemble rnUqn où rn 2℄0; 1[, qn 2 N� , et Uq désigne l'ensemble desra
ines q-ièmes de l'unité. De plus, nous savons que Q rn �! 0 et que la distan
ehyperbolique dans D de rn à rn exp(i2�=qn) tend vers 0. Ces 
onditions sont-ellessu�santes ?Dans 
et addendum, nous ne retiendrons que le fait qu'il existe une 
onstante d > 0tel que pour tout N, Xn est une 
haîne 
y
lique de points de D , 
ha
un situé àdistan
e distan
e hyperbolique � d du suivant, faisant le tour de 0 au moins unefois, et tous à distan
e eu
lidienne � 1� rn du bord de D . Nous obtenons alors unemajoration du type ln j�0(0)j < ln rnK(d) (< 0)1



pour une 
ertaine 
onstante K(d) > 0 dépendant de d.Note : dans le même temps que le présent travail, Xavier Bu� à démontré que sousla 
ondition originelle Xn = f(rnUqn ), alorsj�0n(0)j < j 0n(0)joù  n est le revêtement universel (D ; 0) ! (D n rnUqn ; 0), or il est relativementfa
ile d'obtenir une majoration du type ln j 0n(0)j < ln rnK 0(d) (voir les 
al
uls e�e
tuésdans [C℄, partie I, se
tion 6.5, pages 60 et 61, montrant une majoration), 
e qui estsu�sant. De plus, K 0(d) �! 1 quand d �! 0.HeuristiquePrenons le disque D et retirons-lui un seul point : X = fzg. On peut 
al
ulerexpli
itement le rayon 
onforme r (voir [C℄) de D n X . Notons " = 1 � jzj, etfaisons tendre jzj vers 1. Alors r = 1 � "2=6 + O("3). Ainsi la 
ontribution d'unpoint pro
he du bord du disque est de l'ordre du 
arré de la distan
e au bord. Simaintenant, on prend pour X la 
omposante 
ontenant 0 du disque privé de lagéodésique passant par z et orthogonale à [0z℄, alors r = 1 � "2=2 + O("3). Ainsila 
hute de rayon 
onforme est du même ordre de grandeur que pour le point isolé.Dans le se
ond 
as, 
'est également l'ordre de grandeur de l'aire de la partie retirée.Notons momentanément H(z) la région retirée.Si on retire une 
ourronne 
on
entrique, la perte est également de l'ordre de l'aireretirée. Si on retire une suite �nie de points régulièrement répartie sur un 
er
le
on
entrique, tels que la distan
e entre deux points 
onsé
utifs est de l'ordre dela distan
e au bord, la perte de rayon 
onforme sera de l'ordre de 
ette distan
e(voir [C℄, partie I, se
tion 6.5), don
 de l'ordre de l'aire de la réunion des régionsP (z).Si on retire un nuage de points très pro
hes d'un même point z 2 D , alors d'unepart le rayon 
onforme est quasiment le même qu'en retirant le seul point, d'autrepart les régions P (z) se superposent, et don
 à nouveau l'aire de leur réunion et laperte de rayon 
onforme sont 
ommensurables.Est-
e vrai plus généralement ? C'est l'objet de la proposition 2 de 
et arti
le. Notonsque pour des raisons pratiques, la forme des régions retirées y di�ère.
2



II. Rayon 
onforme des grands ouverts dudisque
w0 T exp�! z0 V

Pour z0 2 D non nul, soit w0 une quel
onque préimage par l'appli
ation exponen-tielle, et 
onsidérons le triangle T , interse
tion du demi-plan �Im(w) � 0� et duse
teur d'équation jArg(w � w0)j � �=4, sommet 
ompris (triangle équilatéral iso-
èle d'hypoténuse posée sur l'axe imaginaire et de sommet droit pla
é en w0). SoitV (z0) = exp(T ).Notons que le domaine V (z) s'auto-interse
te si jzj � e��. Ce ne sera pas unproblème, d'autant plus que les points z qui nous intéresseront seront pro
hes dubord du disque.
exp�!

Remarquons également que le 
hoix d'un triangle en 
oordonnées logarithmiques3



est arbitraire, et qu'il y a d'autre formes et 
onventions qui 
onviendraient pour 
equi va suivre.Avant d'énon
er la proposition 2, intéressons nous d'abord à un 
as simple.Lemme 1 (
ontribution d'un point) Si u > 0, x = e�u, U = D n fxg, et r estle rayon 
onforme asso
ié à U , alorsr = usinh(u)Quand u �! 0, r = 1� u26 +O(u3)pour tout u 2℄0; �℄, � ln(r)=u2 2 [K1; 1=6℄, ave
 K1 > 0:13.Voir ma thèse ([C℄) pour les deux premières a�rmations. La troisième est élémen-taire.Soit u > 0, x = exp(�u), r le rayon 
onforme de D n fxg, et a = 1=2�� l'airede T (�u) dans le quotient C =i2�Z. On 
al
ule expli
itement que r = usinh(u) , quea = u2=2� si u 2℄0; �℄, a = u��=2 si u 2 [�;+1[, et une étude de fon
tion montrealors que le quotient j ln rja=2� est toujours 
ompris entre 0:75 et 1:05.

Figure : illustration de la proposition 2. Le domaine D privé despoints est approximé par D privé des �triangles� issus de 
es points.L'aire de la réunion des triangles pleins, divisée par 2�, est de l'ordrede 1� rLa proposition suivante généralise un résultat de Rohde et Zinsmeister ([RZ℄).Proposition 2 Il existe des 
onstantes K 0 > K > 0 telles que pour tout ouvertU in
lus dans D et 
ontenant 0, notons r le rayon 
onforme en 0 du revêtement4



universel de U , A = [ew2DnU T (w) et a = aire(A)=2� mesurée dans le quotientC =i2�Z. Alors �K 0:a � ln r � �K:aDe façon équivalente, (si U 6= D )K � j ln rja � K 0Seule la majoration de r sera utilisée pour la 
orre
tion de la thèse.Notons que 
e lemme a déja de l'intérêt dans le 
as où le domaine U est simplement
onnexe. Alors, r est son rayon 
oforme au sens 
lassique.Un lemme utileLe lemme suivant sera utilisé deux foisLemme 3 Pour tout ouvert O in
lus dans le 
ylindre L = C =2i�Z et 
ontenantle demi-plan \Re(z) < ��", il existe un ensemble �ni ou dénombrable de pointswi 2 O, i 2 I, tels que les domaines T (wi) soient deux à deux disjoints, et tels que[w2LnO T (w) � [i2I T5(wi)où T5(w) = T (5Re(w) + i Im(w)) est un triangle de base 5 fois plus grande queT (w). Par 
onséquent,Xi2I aire T (wi) � aire [w2LnO T (w) � C3:Xi2I aire T (wi)où C3 = 25.Preuve : Construisons par ré
urren
e une suite Wn de sous-ensembles �nis depoints de L n O dont la partie réelle appartient à l'intervalle [��=2n;��=2n+1[ dela façon suivante. Étant donnés W0, . . . , Wn�1 tels que les triangles T (w) pourw 2W0 [ � � � [Wn�1 sont deux à deux disjoints, 
onsidérons l'ensemble des pointsde L n O dont la partie réelle appartient à l'intervalle [��=2n;��=2n+1[. Un sous-ensemble W tel que les triangles T (w) sont deux à deux disjoints possède au plus2n+1 éléments, 
ar les segments de l'axe imaginaire 
orrespondant à leurs basesdoivent être deux à deux disjoints. Soit Wn un sous-ensemble maximal tel que lestriangles T (w) pour w 2 Wn sont disjoints des T (w) pour w 2 W0 [ � � � [Wn�1 :Wn est �ni.Maintenant, pour tout w 2 L n O, soit n tel que Re(w) 2 [�=2n; �=2n+1[ : il existew0 2 W0 [ � � � [Wn tel que T (w) \ T (w0) 6= ?. La hauteur de T (w0) est > �=2n+1et 
elle de T (w) est � �=2n, T (w) � 5T (w0), où 5T (w0) désigne le triangle homo-thétique à T (w0), de rapport 5 et de 
entre le milieu de la base de T (w0). On en5



déduit que l'aire dans le 
ylindre de la réunion des T (w) pour w 2 [n2NWn est � 25fois 
elle de la réunion des T (w) pour w 2 L nO. �La 
onstru
tion �à la Vitalli-Carathéodory� de 
ette preuve rempla
e l'argumentde dé
omposition dyadique de [RZ℄. En raisonnant plus �nement, on peut fairedes
endre le fa
teur 25 à 5 + " pour tout ", et peut-être même en deçà.Voi
i une version adaptée pour le disque D , allégée en vue de son appli
ation à lamajoration de r :Lemme 4 Pour tout ouvert U in
lus dans D et 
ontenant le disque B(0; e��), ilexiste un ensemble �ni ou dénombrable de points wi 2 U , i 2 I, tels que les domainesT (wi) soient deux à deux disjoints dans le quotient C =i2�Z, et tels queaire [ewinDnU T (w) � C3:Xi2I aireT (wi)les aires étant mesurées dans le quotient.Version allégée pour la minoration de r :Lemme 5 Xi2I aireT5(wi) � C3: aire [ew2DnU T (w)les aires étant mesurées dans le quotient C =i2�Z.Preuve de la proposition 2Traitons tout de suite le 
as où il existe z 2 D nU tel que jzj � e��. Soit z de moduleminimal, et u > 0 tel que z = exp(�u). Alors u� �=2 � au, et e�u � r � usinhu ,d'où ln(sinh(u)=u)u � j ln rja � uu� �=2Une étude de fon
tion montre alors que0:4 � j ln rja � 2Dans le 
as où tous les point z 2 D n U véri�ent que jzj > e��, nous pro
éderonsen deux étapes, en nous inspirant de [RZ℄.Majoration de rCommençons par quelques 
al
uls. 6



Étant donné z = exp(w) 2 D , soit E(z) = exp(D(w)) où D(w) = Im(w):i�Re(w)�D0 et D0 est le sous ensemble de C d'équation Re(w) � h(Im(w)), ave
 h : R ! Rune fon
tion 
ontinue dé�nie par h(y) = �1 pour y 2℄�1;�2℄[ [2;+1[, h(y) = 0pour y 2 [�1; 1℄, et h a�ne sur les deux intervalles restantLemme 6 Il existe une 
onstante universelle C1 telle que pour tout x 2 [e��; 1[,soit x0 le point image de x par la représentation 
onforme de E(x) sur D qui envoie0 sur 0 ave
 dérivée > 0. Alors � lnx0� lnx > C1Preuve :Majorons la distan
e hyperbolique d dans E de 0 à x.
ln(x)ln(x2)

Joignons d'abord 0 à x2. Comme E 
ontient le disqueB(0; x), la distan
e hyperbolique de 0 à x2 dans E est� 
elle dans B(0; x), qui est égale à 
elle de 0 à x dansD , 
'est à dire tanh�1(x). Maintenant, relions x2 à x : E
ontient un domaine, image inje
tive par l'exponentielled'un re
tangle de même base que le triangle T (ln(x))et de hauteur 3=2 de 
elle-
i. Sur 
e re
tangle, la dis-tan
e hyperbolique de ln(x2) à ln(x) est une 
onstanteuniverselle C2, et il est fa
ile de voir que C2 < 1. Don
d � tanh�1(x) +C2. Si on uniformise E sur D , le pointx est envoyé sur un point x0 situé à distan
e hyperbo-lique de 0 égale à d, don
 à distan
e eu
lidienne égale àtanh(d). On en déduit par une suite de 
al
uls élémen-taires que � lnx0� lnx � exp(�2C2)1� e��� > 0:04 (nousn'avons pas été très �ns dans 
ette minoration). �Comme dans [RZ℄, nous 
onsidérons maintenant une suite dé
roissante Ui de sous-ensembles de D . Classons les points zi de sorte que leur normes forment une suitedé
roissante. Soit U0 = D et Ui = Ui�1 n fzig, 
'est à dire que l'on retire su

essive-ment à D les points en 
ommençant par les plus pro
hes du bord. Soit ri le rayon
onforme du revêtement universel de Ui : r0 = 1. Pour tout i > 0, le domaine Ui�1
ontient E(zi). Soit � : (D ; 0) ! (Ui1 ; 0) revêtement universel. Soit  la bran
heinverse dé�nie sur E(zi) et envoyant 0 sur 0. Soit x00i = j (zi)j. Alors x00i < x0i où x0iest le nombre 
orrespondant à x = jzij dans le lemme 6. Don
, d'après les lemmes 6et 1,
7



0 x2 x 0 x2 x

� ln riri�1 � K1(ln x00i )2 (lemme 1)� K1(ln x0i)2� C21K1(ln jzij)2 (lemme 6)= C21K1 aireT (wi)Soit K2 = C21K1. Ainsi ln ri � ln ri�1 � �K2 aireT (wi). Don
, en notant r le rayon
onforme du revêtement universel de U ,ln r � �K2Xi2I aireT (wi))et don
 d'après le lemme 4,ln r � �K2C3 aire [ew2DnU T (w) = �KaLa 
onstante K = 2�K2=C3 que nous avons obtenue est très petite (elle vautapproximativement 1=20000), mais nous n'avons pas 
her
hé à optimiser le 
al
ul.Minoration de rCette minoration n'interviendra pas dans la 
orre
tion de la thèse.Le lemme suivant peut avoir son utilité dans d'autres 
ontextes :Lemme 7 Soit W ( C un disque topologique 
ontenant 0. Pour tout fermé Ane 
ontenant pas 0 tel que la 
omposante 
onnexe U de W n A 
ontenant 0 est8



simplement 
onnexe, soit �(A) = r(U)=r(W ) où r(�) désigne le rayon 
onforme parrapport à 0.Si A et B sont deux fermés véri�ant les 
onditions 
i-dessus, alors A[B les véri�e,et �(A [ B) � �(A)�(B)Preuve : Soit S2 la sphère de Riemann. Nous utiliserons les deux résultats de topolo-gie suivants. Un ouvert 
onnexe et simplement 
onnexe de S2 a son 
omplémentaire
onnexe. Toute 
omposante 
onnexe du 
omplémentaire d'un fermé 
onnexe de S2est simplement 
onnexe. Soit maintenant U asso
ié à A et U 0 à B. Par hypothèse,C n U est 
onnexe et C n U 0 aussi. Comme ils 
ontiennent tout deux C nW , leurréunion C n (U \ U 0) est 
onnexe. La 
omposante 
onnexe U 00 de W n (A [ B) qui
ontient 0 est également la 
omposante 
onnexe de U \U 0 qui 
ontient 0. Don
 elleest simplement 
onnexe.Considérons la fon
tion de Green g de W en 0, et gA (resp. gB, gA[B) 
elle de la
omposante de W n A 
ontenant 0 en 0 (et ainsi de suite). Par fon
tion de Greennous entendons le supremum des fon
tions sous-harmoniques positives s'annulantau bord et inférieures à 
ste� ln jzj en 0 : 
'est une fon
tion harmonique positives'annulant au bord et ayant en 0 pour développement limité � ln(z) + ln(r) + o(1)où r est le rayon 
onforme. Soit la fon
tion h = g + gA[B � gA � gB , dé�nie surU 00. Cette fon
tion est harmonique, même en 0. L'inégalité de l'énon
é équivaut àh(0) � 0 (notons que nous avons, d'après les in
lusions entre les divers ensembles,g � gA � gA[B et g � gB � gA[B, mais que 
ela n'implique pas h(0) � 0). Par leprin
ipe du minimum, il su�t de montrer que les valeurs d'adhéren
es de h au bordde U 00 sont � 0. Tout point z au bord de U 00 est dans le bord d'au moins un destrois ensembles W , U , ou U 0. Au bord de W , les quatre fon
tions tendent vers 0.Au bord de U , en termes de valeurs d'adhéren
es, gA est nulle, g � gB et gA[B � 0,don
 h � 0. De même pour le bord de U 0. �On peut formuler 
e résultat ainsi : pour les domaines simplement 
onnexes, quandon enlève un même mor
eau à deux domaines l'un 
ontenant l'autre, la perte relativede rayon 
onforme est moindre pour le domaine le plus petit.Reprenons la suite zi = exp(wi) où wi est fournie par le lemme 3, et soit V5(zi) =exp(T5(zi)). L'ouvert U 0 = D n [i2I V5(zi) est in
lus dans U . Son rayon 
onformeest don
 inférieur à 
elui de U . D'autre part, il est simplement 
onnexe (
ar étoilépar rapport à 0). D'après le lemme 7, son rayon 
onforme est supérieur au produitdes pertes induites par 
haque V5(zi) pris isolément. Comme dans le lemme 1, la
ontribution d'un seul triangle est de l'ordre de son aire :Lemme 8 Soit u > 0, x = exp(�u), U la 
omposante 
onnexe 
ontenant 0 de Dprivé de la géodésique passant par x et orthogonale à (0x), et r le rayon 
onforme9



asso
ié à U . Alors r = 1= 
osh(u)Quand u �! 0, r = 1� u22 +O(u3)

Lemme 9 (
ontribution d'un triangle) Il existe des 
onstantes K3 > K4 > 1telle que si 0 < u � �, x = e�u, U = D nfV5 (x)g, et r est le rayon 
onforme asso
iéà U , alors � ln(r)= aire T5(u) 2 [K4;K3℄Preuve : Par un argument de 
ontinuité, il su�t de s'intéresserau 
as où u est pro
he de 0. On peut alors pla
er le bord de V5(x)qui est très pro
he d'un triangle entre deux géodésiques 
omme surla �gure 
i-
ontre. Ave
 des bases 
ommensurables, leur aire est
ommensurable. On 
on
lut ensuite ave
 le lemme 8. Nous trouvonsque K3 = 8=2� 
onvient. �D'après le lemme 7 ln r0 �Xi2I �K3 aireT5(wi)d'où ln r � ln r0 � �K3Xi2I aireT5(wi)� �K3C3: aire [exp(w)2DnU T (w)d'après le lemme 5.On obtient ainsi une 
onstante K 0 = 2�K3C3. Dans nos estimation, K 0 = 200, 
equi n'est pas ex
ellent. 10



III. Appli
ation à la 
orre
tion de la thèseNous n'utiliserons que la majoration de r dans la proposition 2.Lemme 10 Pour tout u > 0, soit T le triangle plein fermé de sommets �u, i� et�i�. La plus petite longueur hyperbolique l(u) dans D d'un 
hemin évitant 0 et dontle relevé relie T à un translaté de T + 2i�, tend vers +1 quand u �! 0.Nous le reformulerons ainsi : pour passer le 
�ne de paramètre u, un 
hemin doitavoir une longueur � l(u).Lemme 11 Pour tout d > 0, il existe une 
onstante K(d) > 1 telle que pour toutensemble �ni de points z0,z1, . . . , zn = z0 de D , non nuls, tels que zi+1 et zi sontreliés par un 
hemin 
i évitant 0, de longueur hyperbolique � d dans D , et tels quela 
on
aténation des 
i fait au moins un tour autour de 0, si on note Z = fzigi=1:::net r0 le rayon 
onforme de D n Z, alorsln r0 � ln(max jzij)K(d) (< 0)Preuve : Autrement dit, si on note m = max jzij,� ln r0� lnm � 1K(d)Premier 
as : l'un des points de Z est à distan
e < e�� de 0. Soit zk le point le pluspro
he de 0. Notons jzkj = exp(�u) : lnm � �u. D'autre part, r0 est plus petitque le rayon 
onforme de D n fzkg, don
 ln r0 < ln(u= sinhu), d'où � ln r0=� lnm >ln(sinhu=u)=u > ln(sinh(�)=�)=� > 0:4, 
ar u > � et u 7! ln(sinhu=u)=u est unefon
tion stri
tement 
roissante.Deuxième 
as : tous les points de Z sont à distan
e � e��. Soit u > 0 tel que u < �et l(u) > d dans le lemme 10. A un élément z 2 Z , z = exp(w), on asso
ie unintervalle de iR=i2�Z, de 
entre i Im(w) et de longueur 2�jRe(w)j=u, noté I(z). Laréunion des I(z) pour z 2 Z re
ouvre tout le quotient iR=i2�Z. En e�et, supposonspar l'absurde qu'un point iy é
happe à 
ette réunion. Chaque 
i a une longueurhyperbolique dans D qui est � d, don
 < l(u). Or la su

ession des 
i fait au moinsun tour autour de 0, don
 doit passer d'un 
oté à l'autre du 
�ne issu de iy et deparamètre u, or d'après le lemme pré
édent il est trop 
ourt pour 
ela.On séle
tionne maintenant un sous-ensemble E de Z dont les intervalles I(z) sontdeux à deux disjoints, en 
ommençant par le plus grand, puis en séle
tionnant parré
urren
e le plus grand parmi 
eux qui restent et qui sont disjoints de 
eux déjàséle
tionnés. Alors, la réunion des intervalles de même 
entres et de longueur triplere
ouvre tout iR=i2�Z. Comme les éléments I(z) pour z 2 E sont deux à deuxdisjoints, et 
ontiennent la base de T (z), les T (ln z) pour z 2 E sont deux à deux11



disjoints. Don
 l'aire de leur réunion est égale à la somme de leurs aires, elle mêmeégale à Xz2E jRe(w)j2 = Xz2E ujI(z)j2� jRe(w)j� Xz2E ujI(z)j2� j lnmj� uj lnmj2� Xz2E jI(z)j� uj lnmj2� 2�3� u3 j lnmjAinsi l'aire de [exp(w)2Z T (w) est minorée par une valeur proportionnelle à j lnmj(ave
 un 
oe�
ient dépendant de d). Il su�t alors d'appliquer la proposition 2. �Lemme 12 Pour tout d > 0, pour toute fon
tion f : D ! D �xant 0 et tousr 2℄e�1; 1[ et q 2 N, q � 2, tels que la distan
e hyperbolique dans D entre r etr exp(i2�=q) est � d, alors ln(r0) � ln(r)=K(d) (< 0)où r0 est le rayon 
onforme de D n f(rUq ), et K(d) est la 
onstante du lemmepré
édent.Preuve : Il su�t de prendre pour 
i l'image par f de la géodésique qui relier exp(i2�i=q) à r exp(i2�(i+1)=q). Si l'un d'entre eux tou
he 0 il su�t de 
onsidérerune valeur de r légèrement inférieure et de passer à la limite. Le nombre de toursautour de 0 de la 
on
aténation de 
es 
hemins est égal à au nombre de fois que fatteint 0 et don
 est > 0. �Pour 
on
lure, remarquons que pour toute valeur de d, il existe une 
onstanteR(d) >0 telle que si q � 3, r � e�1, (valeurs que j'ai �xées arbitrairement), et si qj ln(r)j �R(d), alors la 
ondition sur les distan
es hyperboliques des lemmes pré
édents estvéri�ée.
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Con
lusionJe pense que les 
onstantes K 0 et K peuvent être 
onsidérablement améliorées.On peut également 
her
her à rempla
er la forme triangulaire par une autre, pouravoir un quotient K 0=K en
ore meilleur (dans le présent arti
le, nous obtenons unquotient de l'ordre de 4:106).Remer
iementsJe tiens à remer
ier Xavier Bu�, Adrien Douady, et Mi
hel Zinsmeister pour d'utilesdis
ussions. La question de départ, pendant que j'en rédigeait une preuve (erronée),a inspiré à Douady une question di�érente analogue. Rohde et Zinsmeister l'ontrésolue. En présentant ma démonstration à Bu�, nous nous sommes rendu 
ompted'une erreur dans la preuve d'un des lemmes. Le présent addendum reprend 
er-taines des idées de Rohde et Zinsmeister pour 
orriger 
ela. En même temps, Bu�a exploré une appro
he plus élégante pour 
orriger 
e lemme, qu'il a menée à bienen démontrant un résultat général fort élégant.Référen
es[C℄ A. Chéritat. Re
her
he d'ensembles de Julia de mesure de Lebesgue po-sitive. Thèse, Université Paris-Sud, Fran
e, 2001.[RZ℄ S. Rhode, M. Zinsmeister. Variations of the 
onformal radius. ETC...
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