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a) Determinar base e dimensao

(MA141: eliminagao, matrizes: imagem, nicleo, posto,
espago-coluna/linha, matriz inversa, SL’s)

Uma matriz (real) m x n a define uma transformagao linear
R" - R™, x+— ax

onde ax denota o produto matriz M(m x n) x M(n x 1) — M(m x 1). O nucleo e
a imagem da matriz a sao os subespacos

N(a) :={zeR"|ar =0} CR"
Im(a) :={y e R" |Jz € R" y = az} C R™.

A dimensao da imagem é chamado de posto da matriz. O espago-coluna(linha)
de uma matriz é o subespago de R™(R") composto de todas combinagdes lineares
das colunas(linhas) da matriz. A dimensao do espago-coluna(linha) é chamado de
posto-coluna(linha) da matriz.

Fatos uteis:

e a imagem de uma matriz é igual ao espaco-coluna,* Im(a) = esp-col(a)
entao posto e posto-coluna sao iguais, mas de fato
e 0s 3 postos sao iguais! posto-col(a) = posto-linha(a)

e 0 espaco-coluna de a é o espaco-linha da matriz transposta a®, e vice versa,

esp-col(a) = esp-linha(a®), esp-linha(a) = esp-col(a®).

*facil provar



Exercicios.

a) Determine o posto da matriz

0

1 1
1
[Dica: Calcule o posto-linha da matriz transposta. Escalonamento (modifi-

cando linhas) ndo muda o espago-linha.]

b) Calcule a dimensao do subespago vetorial de R® gerado pelos vetores

U1 = (17 17 17 _17 1)7 U3 = (07 17 17 _17 _1)7
vy = (1,-1,-1,0,1), v =(—1,1,1,-1,1).

Y y

Decida se o vetor b = (6, 18,1, —9,8) pertence ou nao a este subespaco.

c¢) Obtenha uma base para o subespaco F' de R* gerado pelo conjunto
{(1,2,3,4),(3,4,7,10),(2,1,3,5) }.

[Dica: Use os vetores como as linhas de uma matriz. Escalonamento.]
Determine a dimensao de F'.

d) Encontre uma base para o nicleo da transformagao linear
C:R* =R (z,y,2,0) 2e+y—2z+3t,x—4y+2z+t,2y+4z—t).

[Dica: Calcule a matriz de C'. Escalonamento. Resolve o sistema linear ho-
mogéneo resultante.]

e) Use escalonamento para resolver o sistema linear (SL)

r+3y+z=1
204+ 6y+92=7
20 +8y +82 =6

nas incégnitas x,y, z € R.

f) Decida quais das matrizes possuem inversa e calcule quando existir:

4 2 3
a:[éﬂ, b= 14 5 6
78 8



b) Transformacoes lineares A: R" — R™ e suas
matrizes em respeito as bases candnicas

Exercicios em cinza sao menos faceis e para alunos de 9-10 pontos.

Exercicios.

a) Considere os elementos de R? dados por

Uy = (27 _1)7 U2 = (17 1)7 Uz = <_17 _4)7

v = (1,3)7 Vg = (2,3), Vg = (—5, —6)

Decida se existe ou nao um operador linear’ 4 : R — R? tal que

Au1 = V1, AUQ = V2, AU3 = V3.

Mesma pergunta com vs = (5, —6) e com v3 = (5, 6).
b) Tem-se uma transformacdio linear A : R* — R%. Sabe-se que
A(1,2) = (1,1,1,—1) e A(3,4)=(1,1,1,1).

Pede-se a matriz a = [A] € M(4 x 2) de A relativamente as bases canonicas
Er={ey,ea} de R? e £* = {e1, e, €3,¢4} de RE?

c¢) Qual é a matriz a := [A] do operador A: R? — R? determinado por
A(2,3) = (2,3) e A(-3,2)=(0,0)7
d) Dado u = (a, 3,7) € R?, determina a matriz a := [A] do operador®

AR SR v vxu.

tOperador linear significa transformacdo linear.

fSeja K um corpo, por exemplo K = R, e seja L£(K", K™) o espaco vetorial de todas as
transformagdes lineares A : K® — K™. Escolhe A € L£(K",K™). Por defini¢do a matriz [A]
da transformacao linear A relativamente as bases canénicas £" = {ej,...,e,} de K" e
E™ ={e1,...,en} de K™ é a matriz a = (age) € M(m x n;K) cuja j-ésima coluna (a1, ..., anm;)
e formado pelos (inicos) escalares na combinagao linear dos elementos da base £™ que representa
o elemento Ae; de K™:

Aej :a1j61—|—~-~—+—amjem. (].)
Nas outras palavras
a1 e aij e QA1n
(4] =
aml1 .- Amj - Amn
onde os escalares a;; sdo (Unicamente) determinados quando para cada um j € {1,...,n} repre-

sentar o elemento Ae; € K™ como combinacao linear (1) dos elementos da base £™.
Se composicao de A e B faz sentido, vale [AB] = [A][B] onde [A][B] é multiplicacao de matrizes.
As vezes, para evitar confusdo com os elementos de €™ = {ey,...,e,}, pode ser 1til usar letras
maitsculas para os elementos de £™, ou seja usar a notagdo ™ = {Ey,..., En}.
5O produto vetorial de dois vetores v = (a,b,c) e w = (x,y,z) de R? é o vetor v x w de R?
definido por
v X w:= (bz —cy,cx — az,ay — bx).



i)

)

Descreva geometricamente o ntucleo desse operador e obtenha a equagao da
sua imagem.

Considere as transformacoes lineares

A:R"™ = P, (R), (ag,ay,...,c ap) —ag+ o+ -+ apx”

B: P,(R) = R™" . p— (p(0),p(1),..., p(n)).
Determina a matriz ¢ := [BA] da composicao BA: R"™! — R"*! e prove que

c: R*" — R™ ¢ um isomorfismo (ou seja ¢ é uma matriz invertivel).

Uma transformagio linear ¢ € L(R? R) =: (R?)" é chamado um funcional
linear. A expressao geral de um funcional linear ¢ : R® — R é

o(z,y,2) = ax + by + cz
onde a, b, ¢ sao escalares determinando ¢. Dados os elementos
u=1(1,2,3), v=(-1,2,3), w=(1,-2,3),
de R? determine a, b, ¢ de tal modo que se tenha ¢u =1, pv =0 e pw = 0.9

Seja B ={&1,...,&,} uma base ordenada de um espago vetorial E. Para cada
i€ {l,2...,n}, seja ¢; € E* := L(E;R) o funcional linear determinado pelas
condicoes

061 =0, ..., ¢&1=0, ¢&=1, ¢ =0, ..., ¢& =0,

Prove que B* := {¢1,...,¢,} é uma base ordenada de E* (chamada a base
dual da base B). Mostre que vale ¢;uv = v; para todo v = v1& +- - - +v,§, € E.

Lembre-se que uma base ordenada, em vez de enumerar os elementos, pode
ser escrito como um lista ordenada. Considere a base ordenada B = (u, v, w)
de R3, onde

~(1,1,1), wv=(1,-11), w=(11-1).

Seja B* = (¢,v,x) C (R3)* a base dual da base B. Calcule as matrizes
[#], [¥], [x] € M(1 x 3) correspondente as transformagoes lineares ¢,1,x €
(R3)*.

Seja X = {vy, ..., v, } um conjunto LI no espago vetorial ' de dimensao finita.
Dado arbitrariamente vetores wy, ..., w,, em um espacgo vetorial F', prove que

i) existe uma transformacao linear A : E — F' tal que
Avi = w1, ... AU, = Wy
ii) A édnica <= X ¢é uma base de E.
Considere as transformacoes lineares A : R? — R? e B : R3 — R? dados por
Alz,y) = (z,y, 2 +y) e
B(z,y,z) = (ax + (a — )y + (1 — a)z, —bx + (1 — b)y + bz)
onde a,b € R sao constantes. Determine o operador BA € L(R?).

[Dica: Use as matrizes [A] e [B] que correspondem a A e B respectivamente.]

YObserve que ¢u denota a transformacio linear ¢ : R3 — R aplicado ao elemento u € R3.
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