Capitulo 4

Diferenciabilidade

Se! uma funcio g de uma varidvel x € R admite derivada num ponto a,
ou seja, se o limite limp_q M existir, entdo g é continua neste ponto.?
Note que para fungoes de uma varidvel, derivada e derivada parcial é a mesma
coisa.

No caso de duas ou mais varidveis existéncia das derivadas parciais f; := f,
num ponto nao garante continuidade de f neste ponto. Por isso introduz-se
uma nocao de diferenciabilidade mais forte como derivada parcial.

No diagrama seguinte ilustramos o programa e os resultados principais (A, A,
B, C, e D) do Capitulo 4. Seja f: R® D U — R uma fun¢ao num subconjunto
aberto U, seja p € U um ponto. Escrevemos f; para a derivada parcial em
respeito a i-ésima variavel.

Vf; existem em p f continua em p

\\ ) /
B
e Vf; continuas A /

f diferencidvel em p

s

a) Vf; existem em p

. r(h,k
b) lim 1) (0,0) ﬁ =0

LCap. 4 de MA211 2024-1, autor Joa Weber: 14 de marco de 2024
2 Dado € > 0, como f é diferencidvel em x, existe 5. > 0 tal que
Il <ol = [fle+h)—f@)] =l |f (@) <[f(z+h) = fz) = f()h] <|hle.

/

Definimos ¢ := min{d, }. Entéo a estimativa acima lida a

€
Vet f (@)l
Ih| <o = [f(z+h) = f(2)] <|hle+|n]-|f'(z)] <e.

Alternativamente, em (4.2.4) cancela a segunda varidvel.
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24 CAPITULO 4. DIFERENCIABILIDADE

onde b) refere-se ao caso de duas varidveis, o caso de k > 2 varidveis sendo
analogo. As implicagoes reciprocas de A, B, e C' sao falsas; veja respectivamente
os Exercicios 4.2.4, 4.2.2 (cone), e 4.1.1.

Neste Capitulo 4 seguimos em grandes partes o livro excelente [Gui01, §11].

4.1 Derivadas parciais sao insuficiente

‘ A. Emzisténcia de derivadas parciais f;(p) # f continua em p. ‘

Para ver isso, considere a fungao
fag) {+  (,9) # (0,0),
0 , (z,y) = (0,0).
Exercicio 4.1.1. Para a funcdo f: R? — R definida acima
a) calcule as derivadas parciais f, e f, em R?\ {(0,0)}; fo= /1317—//'
b) confere que f;(0,0) =0 = £,(0,0);
¢) mostre que f ndo é continua na origem (0, 0); veja (2.1.2)
)

d) mostre que f, e f, ndo sao continuas na origem (0, 0).

4.2 Diferenciacao

No caso de uma funcao g de uma varidavel x, num ponto a sao equivalente

g diferencidvel no ponto a com derivada «

<= lim 79('”}?;9(“) =«

h—0

— lim g(aJrh)f}iq(a)fah -0 (421)
h—0

e lim Leth—gl@=ah _
h—0 h '

A dltima equivaléncia vale no caso de um limite nulo.?> Note que, em con-
traste ao primeiro limite, o terceiro limite se oferece para generalizacdo ao caso
de duas ou mais varidveis:

Definigao 4.2.1 (Diferencidvel). Seja f: R? D U — R uma fungao e (a,b) € U.
a) Diz-se que f é diferencidvel no ponto (a,b) se existem a, 8 € R tal que
=:Rq g(h,k)

. f(a+hab+k)_f(a7b)_ah_ﬁk
lim
(h.k)—(0,0) |(h, k)]

=0 (4.2.2)

G(h)

3 o ponto na definigdo (2.1.1) do limite L = 0 é que ‘% — 0’ = ‘ ]

_0’
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ou equivalentemente

R, 5(h, k
lm  Des(k) (4.2.3)
(h,k)—=(0,0) |(h, k)|

onde |(h, k)| = Vh? + k2 é a distancia do ponto (h, k) da origem.
b) Diz-se que f é diferencidvel se é diferencidvel em todo ponto.

c¢) Para fungdes f: R¥ D U — R de k varidveis generaliza-se a) e b) analoga-
mente.

d) Chamamos uma lista de fungdes (f1,...,f™): R¥ D U — R™ dife-
renciavel se cada um membro f!,..., f™: R¥ 5 U — R é diferenciavel.

Diferenciabilidade implica continuidade e assim resolve o déficit A das deri-
vadas parciais.

’ B. f diferencidvel em p = f continua em p.

Demonstra¢ao de B. Com a definigado de R, g(h, k) e linearidade do limite ob-
temos a primeira identidade no seguinte

lim  f(a+h,b+k)

(h,k)—(0,0)

. . . R(\_‘g(]l‘ ]\)
N 1 ah + Bk 1 ————= |(h,k o
fla;b) + (fl./x‘)llil(()4(])<(l v+ Bk) + (/;,J.»)Wiu.()) |(h, k)| u (4.2.4)
SN————" limitado
— 0 hip. f dif.

f(a,b).

O

Exercicio 4.2.2 (Reciproco de B é falso - Cone). O gréfico da fungao f(x,y) :=
/22 + y2? é um cone em R3. Mostre que na origem (0, 0) a funcdo f é continua,
mas nao tem derivadas parciais, assim nao é diferenciavel segundo C embaixo.

As propriedades A e B indicam que diferenciabilidade é mais forte como
existéncia das derivadas parciais f;. Assim é plausivel o seguinte.

C. f diferencidvel em p (Z) todas derivadas parciais f;(p) existem.

O reciproco de C é falso como Exercicio 4.1.1 mostra: Aquela fungdo f ad-
mite todas derivadas parciais, particularmente na origem f(0,0) = 0 = £,(0,0).
Mas f nao é continua em (0, 0) e assim, segundo B, nao é diferencidvel em (0, 0).

Um exemplo de uma funcao tal que, na origem: todas derivadas parciais
existem, a fungao é continua, mas nao diferenciavel, é o seguinte.
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Exercicio 4.2.3 (Reciproco de C é falso). Mostre que a fungao

e () #(0,0),
f(z,y) = {0 + (@) = (0.0) (4.2.5)

a) é continua na origem, b) admite derivadas parciais f1(0,0) e f2(0,0), mas
¢) nao é diferencidvel na origem. ¢) Outro critério chegard em Exc. 5.3.8.

[Dicas. a)b) Coordenadas polares.]

Demonstracao de C. Pela hipdtese existem «, § tal que o limite em (4.2.1) existe
quando (h,k) — (0,0). Assim o limite existe ao longo de qualquer caminho
lidando & origem, por exemplo (h,0) — (0,0) ao longo do eixo-z. Obtemos

(4.2.1) fla+h,b)— f(a,b) — ah I fla+h,b)— f(a,b)

lim = lim —
h—0 h h—0 h

0

o que é a defini¢do que f;(a,b) existe e iguale a. Analogamente para f,(a,b). O

4.2.1 Uma condicao equivalente

Seja f: R? D U — R uma funcio e (a,b) € U. Vale a equivaléncia

a) todas f;(a,b) existem

D. f diferencidvel em (a,b) < b) om rGek)
(hk)—(0,0) 1K)
onde a fungdo r em b) é definida por
T(ha k) = f(a +h,b+ k) - f(a" b) - fﬁc(av b)h - fy(aa b)k (426)

o que faz sentido dado a informagido em a) que todas as derivadas parciais no
ponto (a,b) existem. Observe que r = R, g onde a = f(a,b) e 5 = fy(a,b).
Note que, se f é diferencidvel em (a,b), entao segue ademais

r(h, k) fla+h,b+k) = f(a,b) =0

lim = lim
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)
porque f é continua em (a,b), segundo §4.2 C.

Demonstragao de D. =’ Seja f diferencidvel em (a, b). a) vale conforme C. b) A
demonstracao de C mostra que o = f,(a,b) e B = f,(a,b), assim R, g =1 ¢

4.2.3 ) ) )
( = ) lim Rr(}:f(]f’)‘}‘) _ lim r(h,k)

0 ,
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0) [(h,k)]

"<’ Obvio usando a := fu(a,b) e B:= f,(a,b). O
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4.2.2 Uma condigao suficiente importantissima

O que é suficiente, para que a existéncia de todas as derivadas parciais f;(p)
implica diferenciabilidade de f em p, é continuidade das f; em p como vere-
mos proximo. Frequentemente é mais facil verificar continuidade das derivadas
parciais do que diferenciabilidade pela defini¢do, ou seja pelo limes (4.2.2). Por
isso, o critério seguinte é importantissimo no dia-a-dia.

A. Em p todas f; existem e sio continuas (Z) f diferencidvel em p.

Demonstragio de A. [Gui01, §11.2]. O

O reciproco de A é falso. Enquanto, segundo C, todas derivadas parciais (de
primeira ordem) existem em p, ndo precisam ser continuas:

Exercicio 4.2.4. Considere a funcio o: R? — R dado por

o(z,y) = {(xz + y?) sin (ﬁ) . (x,y) # (0,0),
0 ; (Jf,y)Z(O,O).

Mostre que
a) o ¢ diferencidvel em (0,0) de fato em R?;
b) o, e o, existem em R?;

€) mas 0, € oy nao sao continuas em (0,0).

4.2.3 A classe C* revisitada

Seja f: R™ D U — R uma fungao e k € Ny. Pela Definicao 3.4.1 a funcao f
é de classe C*(U) se e somente se todas as derivadas parciais de f de todas as

ordens de zero ate inclusive ordem k existem em U e sao continuas em U. E
muito trabalho checar existéncia e continuidade de 14+n+n2?+---+n* funcdes.

Na verdade sé precisa-se verificar existéncia e continuidade de n* funcdes:

Lema 4.2.5. Uma funcdo f é de classe C*(U) se e somente se todas as deri-
vadas parciais de ordem k existem em U e sao continuas em U.

Demonstra¢do. Suponha que todas as derivadas parciais de f de ordem k exis-
tem em U e sdo continuas em U. Uma derivada parcial de ordem k é da forma
fivigoin = (fivia.in_y )i, Onde i1,d9,...,4x € {1,2,...,n}. Nas outras palavras
todas derivadas parciais (da primeira ordem) da fungao g := fi,i,. i, , existem
e sdo continuas em U. Segundo A a funcio g: U — R é diferencidvel e assim,
segundo B, continua. Este argumento prova que todas derivadas parciais de
ordem k — 1 sao continuas em U também. Dai concluimos com a mesma ar-
gumentacao que todas derivadas parciais de ordem k — 2 sao continuas em U.
Iterando concluimos continuidade das derivadas parciais de ordem k — 3, k — 4,
..., 1, 0. A ultima conclusao (ordem 0) diz que f é continua em U. O



28 CAPITULO 4. DIFERENCIABILIDADE

4.3 Aplicagcao — plano tangente

No §3.3 tinhamos introduzidos duas curvas Cy e Cy no gréfico S = gr(f) de
uma funcio continua f: R? D U — R passando um ponto P = (a, b, f(a,b))).

Para definir o plano tangente suponhamos que f € de classe C*(U). ‘

Assim plano tangente num ponto varia continuamente com o ponto. Os dois
vetores velocidade C1(a) e C4(b) geram as tangentes 17 e Ty as curvas no ponto
P. Os dois vetores velocidade sao linearmente independente:

0 o 0
0] =aCi(a)+ BC5(b) = 0 + B = a=0=0.
0 afs(a,b) Bfy(a,b)

Definigao 4.3.1. Asretas T} e Tb tangente a S = gr(f) no ponto P geram um
plano TpS em R? passando P, o plano tangente ao gréifico no ponto P.

Proposicao 4.3.2. Num ponto P = (zo,y0,20) 0 plano tangente TpS a um
grafico S = gr(f) € dado pela equagdio afim

z—z0 = fu(20,y0)(x — z0) + fy (0, Y0)(y — Yo) (4.3.1)
Demonstragao. Um plano geral passando P = (xg, o, z0) ¢ dado pela equagao
A(z —x0) + B(y — o) + C(2 — 20) =0

onde A, B,C sao trés constantes. Conforme §3.3 a tangente T é dada pelas
equagoes z = 2o+ fz (2o, Yo)(x—2p) e y = yo. Segue C = 1e A = f,(xo,yo). Para
Ty temos z = zo+ fy (20, Yo) (Y —yo) € © = zo. Segue C =1e B = f,(zo,y0). O

Escreve-se, equivalentemente, a equagao do plano tangente na forma de um
produto escalar: TpS é composto dos pontos X = (z,v, 2) € R3 de produto zero

fx<x07y0)
Np(X=P)=0,  Npi= | fg(zo,40)
~1

Usa-se o fato que um plano é unicamente determinado por um ponto dele e uma
reta ortogonal. No nosso caso temos o ponto P € S, a reta ortogonal passando
P é dada por

Rp: =P+ RNp := {th I t GR}

Chama-se Rp de reta normal e Np de vetor normal.

Exercicio 4.3.3. Seja S = {z = 22% + 3?} C R3. Determine a equacio do
plano tangente T(; ; 3)S e também vetor e reta normal nesse ponto.
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4.4 Derivada

Consideramos temporariamente listas de fungdes f = (f1,..., f™).

Definigdo 4.4.1 (Valores em R™). Uma aplicacdo f = (f,...,f™): RF >
U — R™ de k varidveis com valores em R™ é chamada de diferenciavel num
ponto a € U se cada um membro f1,..., f™: U — R é diferencidvel em a.
Neste caso a derivada de f am a, denotada de f’(a) ou Df(a), é a trans-
formacao linear R¥ — R™ cuja matriz em respeito as bases canoénicas,* chamada
de matriz Jacobiana de f no ponto a, tem como entradas as derivadas parciais

i (a) = ng;(a), ou seja

o(f! m w@) o fh(a)
Jacy(a) := 8(’7’ = [Df(a)lgren = : : : - (4.4.1)
T T) m(a) ... f7(a)

Assim Jacy(a) = o ™) Mat(m x k).

o(x1,...,Tk)

Note que a matriz Jacobiana (4.4.1) depende continuamente do ponto a € U
se e somente todas derivadas parciais sdo continuas em U — o que diferenciabi-
lidade em p nao garante. Vamos pedir mais:

Definigdo 4.4.2 (Aproximacao linear). Se todos membros f1,..., f*¥ sao de
classe C1(U), a derivada é chamada de aproximagao linear de f no ponto a.

J& voltamos para fungoes.

Definicao 4.4.3 (Valores em R). Para funcdes f: R¥ 5 U — R e a € U usamos
o simbolo df (a) para a derivada e chamamos a aplicagao

df: U — L(R*R), a s df(a)

de diferencial de f no ponto a. O conjunto £(R¥,R) é composto das trans-
formacoes lineares R¥ — R.

Em respeito as bases candnicas a derivada em a é a matriz 1 x k dada por

[df (a)] = [fz,(a) ... fz,(a)]. Para i€ {1,...,k} vale

0
0
df(a)ei = [fm (a) s jn (a) s fIk(a’)] L = fm(a)
0
_O_
48k = {e1,...,ex} C R* onde e; € R* ¢ a lista cujos membros sdo nulos sé o i-ésimo é 1;

E™ ={e1,...,em} C R™onde e; € R™ é a lista cujos membros sdo nulos sé o i-ésimo é 1
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Para v € R* obtemos

U1

df(a)v = [fe,(@) .. for (@)] | © | = fe(@)vr + -+ far(@)og. (4.4.2)

Uk
Isso implica a identidade
df = faydzy + -+ fo dxy,
entre as diferenciais df e dz1,...,dxy das fungoes coordenadas
z;: RF SR, pep, ie{l,....k}.

S6 resta observar que v; = - |._ (pi +evi) = 4 |._oi(p + €v) = dai(p)v.
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