MA211 Prova P1

Q1. (2,5 pontos) Considere a fungao

z?(y—=)
— ) a2ty (z,9) # (0,0)
f,y) = { P4 () = (0,0).

onde k € R. Determine os valores de k para quais a funcao f se torna continua em R2.

Solugao: Primeiro note que para (z,y) # (0,0), a fungao f é racional e portanto continua.
......... 0,5

Vamos verificar continuidade da f no ponto (x,y) = (0,0).

Lembre da defini¢ao que a fungao f fica continua no (0,0) se

lim T 0,0). 1
i f(ay) = 70,0 g
......... 0,5
Temos 2 )
x*(y —x
= 7 0,0).
f(x,y) 2 (z,y) # (0,0)
Como 0 < y? implica 22 < x? + y? para qualquer ponto (z,y) # (0,0), temos % <l,e
dai 2 ) 2
x(y—x
......... 0,5
Como
lim 0= lim x|) =0,
(z,y)—(0,0) (zy)—( 00)<|y‘ «D)
pelo Teorema do Confronto segue que
2?(y — x)
lim = lim ————==0. 2
(@:y)—=(0,0) f@9) (@y)—(00) 2% +y? @

Como f(0,0) = k* — 4, em vista de (1) e (2), a fungao f fica continua no (0,0), se

B —-4=0ck=4<k=+2.

Resposta final: A funcio f se torna continua em R? para k = +2.
......... 0,5
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MA211 Prova P1

Q2. (2,5 pontos) Seja S C R? a superficie dada pela equagao
xr — z = arctan(yz).

Determine as equagoes do plano tangente e da reta normal a superficie S no ponto P(1,0, 1).
Solucao:

Definimos
F(z,y,2z) =z — z — arctan(yz),

de modo que S = F~1(0) é uma superficie de nivel de F.
......... 0.3

Verificamos primeiro que P € S:

F(1,0,1) =1 —1 — arctan(0) = 0.

As derivadas parciais de F' sao

Z Y

F:)::L Fy:_TyQZQ>

......... 0,6 (sendo 0,2 para cada uma das trés derivadas).
No ponto P = (1,0, 1) temos 1 + 3?22 = 1, logo

VF(1,0,1) = (1, -1, 1) #0.

Como VF(P) # 0, o vetor VF(P) é normal a S em P (e o Teorema da Funcao Implicita
garante que S é regular numa vizinhanga de P).

Plano tangente. A equacio ¢ VF(P) - ((z,y,z) — P) =0, isto ¢

1(z—1)—1(y—0)—1(z—1)=0 <= |z—y—2=0|

Reta normal. E a reta que passa por P com vetor diretor VF(P):
(x,y,2) = (1,0,1) +¢t(1,—1,-1), t €R,

ou seja, em forma paramétrica x =1 +t, y = —t, z =1 — t, e em forma simétrica

Observagao para a corregdao: solugoes que obtém o plano tangente via z = f(z,y) (Teorema
da Funcao Implicita, com F,(P) =—-1#0e f, = —F,/F, =1, f, = —F,/F, = —1) devem
receber a mesma pontuagao.

Resposta alternativa: Veja pagina seguinte.
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MA211 Prova P1
Seja
F(z,y,2z) = x — z — arctan(yz).

F(z,y,2) = 0 define a superficie z = f(z,y) implicitamente e P(1,0,1) esta em superficie.

— 0,5

As derivadas parciais de F' sao

__ — 1Y
1+ y22% 1+ y?22

F,=1, F,= —

0,6 (sendo 0,2 para cada uma das trés derivadas).

No ponto P = (1,0, 1) temos 1 + 3?22 = 1, logo

04

Como VF(P) # 0, o vetor VF(P) é normal a S em P (e o Teorema da Funcio Implicita
garante que S é regular numa vizinhanga de P).

Plano tangente. A equacgao desejada é

Fo(P)(x—1)+ Fy(P)(y—0)+ F.(P)(»—1)=0

z—1)=1(y—0)—1(z=1)=0 <= |z—y—2=0]

— 05
Reta normal. E a reta que passa por P na direcao do gradiente

r—1 y—0 z-1
F,(P)  F,(P)  F.P)

ou seja,
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Q3. (2,5 pontos) Seja

Prova P1

f(z,y) =In(9 — 2% — y?).

(a) (0,5 pontos) Determine o dominio de f.

(b) (1 ponto) Calcule a derivada direcional da fun¢ao f no ponto (1,2) na dire¢ao do vetor

v=(V2,V2).

(¢) (1 ponto) Determine a dire¢ao segundo a qual Dy f(1,2) é méxima e determine a taxa

maxima nesse ponto.

Solucgao:

a) D(f) ={(z,y) e R*: 9 — 2% —y* > 0} = {(z,y) € R? : 2% + y* < 9}.
5

o

b) Temos |v| = |(v/2, v/2)| = 2. O vetor unitério u na dire¢do de v é u = %<\/§, \/§>

T = o) e = )
s -(2 ) (-4 1)
05
Logo
Duf(1,2) = Vf(1,2) u={ - % -1) %<\/§ V2)
\/_
SRR
_ 3V2
=
05
c¢) Temos ‘Vf(l,Q) _ ile:\/Tg‘

A diregao segundo a qual Dy f(1,2) é méxima é a direcao do gradiente, i.e.,

O o AN e !
5\ T2 NG T >
— 0,5
e a taxa maxima nesse ponto é
(-5 114
2’ 2

05
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MA211 Prova P1

Q4. (2,5 pontos) Determine os pontos da superficie 22 = zy + 1 que estao mais préximos da
origem.

Solucao:

2

Seja P(z,y,z) o ponto da superficie 2* = xy + 1. A distancia deste ponto P com a origem

é
d(z,y,z) = /2% +y*> + 22

Como d > 0, para minimizar d, basta minimizar d?. Seja, f(z,y,z) = d*> = 2* + y* + 2%
Como, P estd na superficie 22 = xy + 1, temos de minimizar f(x,y,2) sujeita a restri¢ao
g(z,y,2) :=2>—xy—1=0.

05

Usando Método de Multiplicador de Lagrange, vamos calcular todos x,y, z e A tal que

2r = =)y (1)
Vf=AV 2y = —A\ /i
[=Ve o qw= e ) ®)
g=20 2z = N2z (141)
P2—xy—1=0 ()
De (iii), temos, ou z =0 ou A = 1.
— 0,5
Caso 1. A = 1. Neste caso de (i) temos y = —2z. Usando isso em (ii), temos 4z = z o

qual implica x = 0. Consequentemente, também temos y = 0.

Agora, usando x = 0 e y = 0 em (iv), temos 22 = 1, e daf, temos z = +1. Logo, os pontos
neste caso sao
Pi(0,0,1), e P(0,0,—1),

e consequentemente f = d? = 1.
— 0,6

Caso 2. z = 0. Neste caso de (iv) temos zy = —1.

De (i) e (ii), temos
dxy = Nay

Como, xy # 0, podemos concluir que A\ = 4 e dai A = 2, —2.

Para A =2 de (i) 2r = -2y & x = —y. Como zy = —1, temos z? = 1 e daf, x = +1.
Logo neste caso, os pontos serao

P;(1,-1,0), e P»(—1,1,0)
e consequentemente f = d? = 2.

Para A = —2, de (i) teriamos = = y o qual contradiz xy = —1. Logo, A = —2 é impossivel.
— 0,6

Logo, os pontos da superficie 22 = zy + 1 que estao mais préximos da origem sao:
P(0,0,1), e P(0,0,-1).

— 0,3

Resposta alternativa: Veja pagina seguinte.
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MA211 Prova P1

Seja P(x,y, 2) o ponto da superficie 22 = zy + 1. A distancia deste ponto P com a origem
) d(x,y,2) = /22 + 3% + 22,
Como d > 0, para minimizar d, basta minimizar d2. Seja,
f(z,y,2) = d* = 2* +9* + 22 (4)
Como, P esté na superficie 22 = xy + 1, temos de minimizar f(z,y, z) sujeita a restrigao
g(x,y,2) =22 —2y —1=0. (5)

05

De (5) temos 2% = xy + 1. Usando isso em (4) obtemos f como funcio de duas varidveis
Y

flay)=2"+y" +ay+ 1. (6)

Assim reduzimos o problema para minimizar f dada por (6).
05

Temos
Vi(z,y) = (fo(2,y), fy(z,9) = 2z +y, 2y + ).

Pontos criticos sao solucoes do sistema

20 +y =0, (1)
{viw =0 ®{2y+x=0 2)

De (1) e (2), o tnico ponto critico é (0,0).
— 0,5

Teste de segunda derivada: fo, =2, foy =1 = fyz e fyy = 2.

f:mc fxy

D(l’,y): fyx fyy

_‘2 1

!

e No ponto critico D(0,0) = 3 > 0.
o £,.(0,0)=2> 0.

e Pelo teste de segunda derivada (0,0) é ponto de minimo da f.
— 05

Para (z,y) = (0,0), 22 = zy + 1 implica z = +1.

2

Logo, os pontos da superficie 2 = xy + 1 que estao mais préximos da origem sao:

P(0,0,1), e Py(0,0,-1).
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