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Lista 2b — Soma direta e projecao

Definicao 1. A soma de dois subespacos F; e F; de um espaco vetorial E é o
subespago F1 + Fy :={u+v |u € Fj,v € F,} C E. No caso F1 N Fy = {0} a soma
¢ chamada soma direta e escreve-se F} @ F5 em vez de Fy + F5.

Defini¢ao 2. Um operador linear P € L(E) é chamado uma projecao de E se ele
é idempotente: P? = P.

Exercicios.

a) No plano R?, considere as retas Fy e Fy, definidas respectivamente pelas
equagoes y = ax e y = bx, onde a # b sao numeros reais.
i) Exprima v = (z,y) € R? como soma de um vetor de F; e um de F.

ii) Seja P = Pr, r, € L(R?) a projecio sobre F) paralelamente a Fy. Obte-
nha a matriz [P] de P.*

iii) Encontre a matriz [S] da reflexdo S = Sp, , : R? — R?, em torno da reta
F,, paralelamente a F}.f

b) Exprima v = (z,y, 2) € R? como soma de um vetor do plano Fy, cuja equacao
éx+y—2z=0, comum vetor da reta Fy, gerada pelo vetor (1,2,1). Conclua
que R® = F} & Fy. Determine a matriz [P] da projegao P : R® — R? que tem
imagem F} e nicleo F5.

c) Dado P € L(FE), prove ou desprove:

i) E=N(P)®Im(P) = P éprojegao de E.
i) E=N(P)+Im(P) = P éprojecao de E.

iii) P é projegao < I — P é projegao.
)

P éprojecio < N(P)=Im(I—-P) (& N(I-P)=Im(P)).
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d) Sejam Fi, Fy C E subespagos com dim F} 4+ dim Fy = dim E < co. Prove que
E=FoF — FlﬂFQZ{O}

e) Sejam Py, ..., P, : E — FE operadores lineares tais que
P+---+P,=1 e Vi#j: PP=0.

Prove que estes operadores sao projegoes.

*Lembre-se que [P] := [P]g ¢ denota a matriz de P em relagdo a base canonica £.

fSuponha E = F} @ F,. Entao cada um w € E é da forma w = u + v para tinicos elementos
u € Fy e v € Fy. Na aula mostramos Pp, p,w = u. (Fato: Sp, g, = Pp, , — Pp,.r,.) Portanto
Sk W =1u—"0.



f) Sejam P,Q € L(FE) projegdes, prove que as seguintes afirmacoes sao equiva-
lentes:
i) P+ @ é uma projegao;
i) PQ+ QP =0;
iii) PQ = QP = 0.

[Para provar que ii) = iii), multiplique a esquerda, e depois a direita, por P.]

g) Seja E = F} @ F». O grdfico de uma transformagao linear B : F; — Fy é o
subconjunto graph B := {v + Bv | v € F;} de E. Prove que

i) graph B é um subespago de E.

ii) aprojecdo P = Pp g, : E — E, restrita a graph B, define um isomorfismo
entre graph B e Fj.



