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Lista 1e — Matriz de uma transformacao linear

Agora é muito 1til escrever uma base ordenada U na forma de uma lista ordenada

U= (517"'7571)'

Seja A : E — F uma transformacao linear entre espacos vetorias sobre um corpo K,
por exemplo K = R. Sejalg : E — E, v — v, o operador identidade em E e I[r 0 em
F. Sejam U = (&1,...,&,) e U bases ordenadas de E e V = (n1,...,m,) e V bases
ordenadas de F'. No seguinte vamos explicar que temos um diagrama comutativo®

n a:=[Aly,v m
u %
p=[Iply 7 |~ F—a—F ~|q=[Ir], (1)
u %
K" - K™
a::[A]L—{,‘}

Usamos os mesmos simbolos para as bases e para os isomorfismos determina-
dos pelas. Mais precisamente, usamos a notacao U : K* — E, x — Ux, para a

transformagao linear definida com ajuda da base U = (&,...,&,) assim
T
Ur = (&,....8&) | 1 | =&ar+ -+ &, € E.
Tn

Obviamente a aplicacao U : K* — E ¢ linear. E injetivo como os membros da base
U sao LI em E e sobrejetivo como eles geram F. Portanto & é um isomorfismo,!
simbolo ~. No caso F = K" a base canonica determina o operador identidade:

Observe que, dado v € E, entdao x := U 'v € K" é o vetor coordenada de v.¥ Um
isomorfismo £ — K" é chamado um sistema de coordenadas em E.

*Comutativo significa que caso entre duas entradas no diagrama tem dois caminhos de flechas,
entao nao importa o qual usamos. Note que a flecha de um isomorfismo ~ também existe na
diregao reversa (no diagrama sé mostramos uma flecha para simplicidade).

fa composicdo BA de dois isomorfismos é um isomorfismo e sua inversa é (BA)~! = A~1B~!

iDado uma base U de E todo elemento v € E pode ser escrita como combinacio linear tnica
dos membros de U. O vetor z € K" dos coeficientes escalares chama-se o vetor coordenada de v.



Matriz de uma transformacao linear

Como V = (1, ...,Mmn) é uma base de F' podemos representar o elemento A§; € F
como combinagao linear (tinica)

A& = magj + -+ Dl 7=1....n

onde os escalares a;; € K sao tnicos. Chama-se a matriz m x n com entradas a;,
denotado pelo simbolo

[Aluy == a = [ay] (2)

a matriz de A em respeito as bases U e V. Pode-se mostrar que a matriz
[A]uy - V_lAZ/{
¢ uma composicao de trés transformacoes lineares onde U e V! sao isomorfismos.

No caso E = F e U =V abreviamos [A]y := [Ajyy. No caso E = F = K" e
U =YV = & abreviamos [A] := [A]¢¢.

Matriz de passagem

A matriz p := [Ig],;; do operador identidade Ip em E, por definigao (2), satisfaz

G=lp&G=bpy+ - +&pny J=1,...,n (3)
Nas outras palavras ela exprime os elementos da base velha U :N(fl, 6, de B
como combinagao linear dos elementos da base nova U = ({1, . ..,&,) de E. Por isso

p é chamado de matriz de passagem de U para U. A matriz de passagem participa
do diagrama comutativo (1) como

Zk P1kTr

Upx = (éu e ,5n> : =3 &> puwrk=) (Z gepek) T =Ux
>k Pk Tk ¢ k F ;,_/

3
@ &

para todo z € K". Isso prova que p = UU. Entdo p é um isomorfismo porque U
e U sao. Consequentemente a inversa de p é a composi¢ao

pl=UTU= el

Mudanca das bases

Como o diagrama (1) é comutativo recebemos a relagao

a=qap !

entre as matrizes de A em respeito as bases velhas e novas. No caso F' = F munido

das bases V = U e V = U recebemos [A]; = p [A],, p~".



Caso especial onde E = F = K" com a base canonica £ e uma base U

Considere o caso de um operador linear A : K — K" onde K" é munido original-
mente da base canoénica €& = (eq, ..., e,) e depois de uma base nova U. Neste caso
o diagrama (1) torna-se no diagrama comutativo

K™ a:=[4] K
X:{IKTL S:V
p:=[Ikn]e u Kt —ma——K" p (4)
A PN
K™ - K™
a:=[Ay

o qual disponibiliza a relagao [A], = p [A] p~! entre as matrizes de A quando trocar
a base canonica por qualquer outra base.

Definicao 1. Duas matrizes quadradas a e b sao semelhantes se, e somente se,
existe uma matriz invertivel p tal que b = p~'ap

Definicao 2. O posto de uma transformagao linear é a dimensao de sua imagem:
posto(A4) := dim Im A.

O posto de uma matriz a € M(m x n; K) é definido, porque a pode ser interpretado
como transformacao linear a : K" — K™.

Definicao 3. O tra¢o de uma matriz quadrada a = [a;;] € M(n x n;K) é a soma
dos elementos da sua diagonal:

tra:=ay + -+ a,, €K



Exercicios.

a) Mostre que se a ¢ a = p~'ap sao matrizes n x n semelhantes, entao existe
A € L(R"™) tal que a e a sdo matrizes de A relativamente a duas bases de R™.

b) Qual é a matriz® [A] do operador A : R? — R? determinado por

A2,3)=(2,3) e  A(=3,2)=(0,0)7
¢) Dado u = (a, 3,v) € R3, determine a matriz [A] do operador?

A:R® = R3, Vv X U

Descreva geometricamente o ntcleo desse operador e obtenha a equagao da
sua imagem.

d) Seja & = (ey,...,e,) a base canénica de R™. Dados &;,...,&, € R™ tal que

ej = &1p1j + Eapoj + -+ Enbnj, pij €R,, J=1...,n
mostre que

i) a lista ordenada U = (&1, ...,&,) é uma base de R™.

i) a matrizl p = [pi;] é a inversa da matriz q cujos vetores-coluna sao por
definicao &1, ..., &,, em simbolos qp = 1,,.

e) Considere as transformacoes lineares

ARV P.(R), (ag,aq,...,0p) = g+ oz + -+ + apa”,

B:Py(R) = R"™, p=p(x) = (p(0),p(1),...,p(n)).

Determina a matriz [BA] da composicao BA : R™"1 — R"™! e prove que é
uma matriz invertivel.

f) Seja F um espaco vetorial sobre R de dimensdo n < oo. Suponha que A €
L(E) nao seja um multiplo do operador identidade: A # «l, para todo a € R.

i) Mostre que existem bases de F do tipod = (u, Au,...)eV = (v,2Av,...)
tais que as matrizes [A]y e [A]y de A sao diferentes.

ii) Conclua que as homotetias (operadores da forma «l) sdo os tnicos ope-
radores cuja matriz nao depende da base escolhida.

§Lembre-se que [A] := [A]¢ ¢ denota a matriz de A em relagdo & base canonica &.
Y0 produto vetorial de dois vetores v = (a,b,c) e w = (z,y,2) de R? é o vetor v x w de R?
definido por
v X w:=(bz — cy,cx —az,ay — bx).

IObserve que p = [p;;] é a matriz do operador identidade de R™ em respeito as bases £ e U.
Nas outras palavras p = [Ign]e s é a matriz de passagem de £ para Y. Devido a comutatividade
de (4) vale Up = € = Ipn.



iii) Conclua que as matrizes do tipo all, sdo os unicos que comutam™ com
todas matrizes invertiveis n x n.

lad i): Conclua n > 2. Mostre que existe conjunto LI da forma X = {v, Av}.
Depois estenda X para receber uma base (§; = v,& = Av, ..., &,) de E.]

Seja ¢ € M (n x n; K) uma matriz quadrada de posto 1.

i) Prove que: ¢® = (trc)c. (%)

)nfl

ii) Dado n > 2, generalize: ¢" = (trc)" 'c.

Poderia usar (e provar) o

Lema 1. Dadas matrizes a,b € M(n x n;K), temos que tr (ab) = tr (ba).

lad 1): Observe que para provar (x) se pode mudar a base de K" e provar (x)
para a nova matriz €. Lembre-se: posto(c) = 1. Escolha base apropriada de

Sejam U,V e W bases do espago vetorial E da dimensao n. Sejam

p: a matriz de passagem de U para V,
q: a matriz de passagem de V para W.

Prove que

qp ¢ a matriz de passagem de U para W,

p ! éamatriz de passagem de V para U.

Sejam A : E — F e B : ' — G transformacoes lineares entre espagos vetoriais
de dimensao finita.

i) Prove que: B injetiva = posto(BA) = posto(A).
ii) Que condigao sobre A assegura que posto(BA) = posto(B)?

**Por definicao, duas matrizes quadradas a e b comutam se ab = ba.



