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Lista 1c — Base e Dimensao

Definicao 1. Uma base de um espago vetorial £ é um subconjunto B C E a
qual é LI e gera E. Se E admite uma base finita B, entao chamamos o nimero
n = |B| < oo de elementos de B a dimensao do espacgo vetorial E, denotado
dim E. Neste caso chamamos E um espaco vetorial de dimensao finita n.

Uma base ordenada de um espacgo vetorial E de dimensao n é uma base B =
{&1,..., &} cujos elementos sao enumerados. As vezes é 1til escrever uma base
ordenada como uma lista ordenada (&, ...,&,).

Exercicios. Na Lista 1b é definido o espago vetorial M(m x n) das matrizes reais
m X n e a soma direta [} @ F, de dois subespacos.
1) Mostre que

i) o conjunto {a, b,c} das matrizes reais

1 L_fro 1
a= 1o o|’ “lo 10 °T |1 1|

¢ um conjunto LI;

ii) o conjunto dos polindomios reais abaixo é LI:

p=npx)=2®—52" +1,
q = q(x) = 22" + 52 — 6,
r=r(r) =25z +2.

2) Seja £ = F; & F,. Se By é uma base de Fy e By é uma base de Fy, prove que
B; U By é uma base de E.

3) Mostre que os polinémios 1, x — 1 e 2% — 3z + 1 formam uma base de Py(R).
Exprima o polinémio 222 — 5z +6 como combinacao linear dos elementos dessa
base.

4) Seja S C M(n x n) o subconjunto das matrizes simétricas:
a—= (CLZ'j) eSS & (CLU> = (aji) € M(n X n)

Para cada par (i,7) de nimeros naturais com 1 < i < j < n, seja e;; a matriz
n X n cujos elementos nas posicoes ¢ e ji sao iguais a 1 e os demais sao zero.
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Prove que estas matrizes constituem uma base para o subespago S C M(nxn).
De modo andlogo, obtenha uma base do subespago A C M(nxn) das matrizes
anti-simétricas definido por (a;;) = (—a;;). Conclua que

n(n+ 1) dimA:n(n_l) .

dimS = 5 , 5

Lembre-se que dim M(n x n) = n?. Conclua que

M(n xn)=8® A.

As matrizes t = (¢;;) € M(n x n) tais que t;; = 0 quando ¢ < j s@o chamadas
triangulares inferiores. Prove que elas constituem um subespago L C M(nx
n). Obtenha uma base para L e determine a sua dimensao.

Obtenha uma base e consequentemente determine a dimensao de cada um dos
seguintes subespagos de M(n x n):

i) Matrizes a = (a;;) cujo trago

n

tra := Zaii

i=1
(soma dos elementos da diagonal) é zero.
ii) Matrizes cuja primeira e ultima linha sao iguais.

iii) Matrizes cuja segunda linha e terceira coluna sao iguais.

Sejam X1, Xy, ... subconjuntos LI de um espaco vetorial E.

i) Se X; C Xy C ..., prove que X =J X, é LL
ii) Se cada X,, tem n elementos, prove que existe um conjunto linearmente

independente X = {z1,x,,...} com x; € X, para todo j € N.

iii) Supondo E = R$° (veja*) e admitindo as hipdteses dos itens anteriores,
é verdade que X = J X,, seja uma base de E?

Se o conjunto de vetores {vy,...,v,} é LI, prove que o mesmo se di com o
conjunto {vy, v — v1,..., v, — v1}. Vale a reciproca?

Sejam Fi, Fy, C FE subespagos de dimensao finita. Obtenha uma base do
subespaco F} + Fy que contenha uma base de Fi, uma base de F, e uma base
de F1 N FQ.

*Seja R*™ o espaco vetorial das sequéncias reais. Seu subespaco RY°® é formado das sequéncias
quais contém s6 um numero finito de membros nao-nulos.



