Capitulo 12

Operadores ortogonais

Neste! Capitulo 12 consideramos operadores lineares
A:E—F
exclusivamente entre espagcos vetoriais de dimensao finita com produtos internos
E=(E (,)r), F=(FC()r),

e dimensdes n = dim EF e m = dim F'. Dévido aos produtos internos o corpo
sempre serd K = R. Em vez de (-,-)g ou (-, ) escrevemos geralmente (-,-), o
contexto vai indicar do qual produto interno trata-se, aquele de E ou F.

Vamos estudar aqueles operadores as quais preservam o produto interno no
sentido que o produto de dois vetores é igual ao produto das imagens deles

(v, w) = (Av, Aw)

para todos os vetores v,w € E. Tal operador A é chamado de isometria ou,
motivado pelo caso das matrizes, operador ortogonal.

12.1 Matrizes ortogonais

Definicao 12.1.1. Uma matriz u = (u;;) € M(m x n) é chamado de matriz
ortogonal se suas colunas u,1, ..., Us, € R™ formam um conjunto ON.?

Observe que as n colunas de uma matriz m X n ortogonal formam uma base
ON da imagem da matriz no R™.

Coroldrio 12.1.2. Para uma matriz ortogonal u = (u;;) € M(m x n) vale que

(i) n < m; mais linhas como colunas

1Cap. 12 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 8 de junho de 2024
2 como devem ter norma 1 todas as colunas de uma matriz ortogonal sio ndo-nulas
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156 CAPITULO 12. OPERADORES ORTOGONAIS

(ii) posto(u) = n; posto € mdximo = niumero de colunas
(iii) u € injetiva. invertivel no caso quadrado n = m
Demonstragao. (i) ON e ndo-nulo implica que {Ue1, ..., Uen } é LI, dai 0 nidmero

n de elementos deve ser menor ou igual a dimensao do espaco ambiente R™.
(ii) posto(u) := dimIm(u) = pc(u) = n. (iii) Segundo o teorema de nicleo e
imagem dim R" = dim N(u) 4+ dim Im(u), daf dim N(u) = 0. O

Lema 12.1.3. u matriz ortogonal colunas ON < ulu =1,
Demonstracdo. u € M(m x n) ortogonal < (U, Uer) = 0 V7, k, mas

§jk = (Uej, Uek) Zuzguzk = Z( u')ju = (u'u) .

i=1

O

E interessante observar que o produto matriz de duas matrizes ortogonais
multiplicdveis, ou seja u € M(m x k) e v € M(k x n), é ortogonal também

(uv)i(uv) = v uluv = viv = 1,.

Ly

Matrizes quadradas — o grupo ortogonal

Lema 12.1.4 (Matrizes ortogonais quadradas). Para uma matriz quadrada u €
M(n x n) sao equivalente

(i) u ortogonal;

(ii) u™?t eziste e iguale u';
(iii) as colunas de u formam um conjunto ON; I, = u'u
(iv) as linhas de u formam um conjunto ON; 1, = uu’
(v) ul ortogonal.

Demonstragdo. (i) < (ii) A identidade u'u = 1,, entre matrizes quadradas
significa que u’ e u sdo inversas uma da outra. (i) < (iii) Defini¢ao 12.1.1

(iii) < (iv) Note que como u~?! existe utu = 1,, & uu’ = 1,,, mas a segunda
identidade significa (analogamente & prova de Lema 12.1.3) que as linhas de u
sao todas nao-nulas e formam um conjunto ON.

(iv) & (v) As linhas de u séo as colunas da transposta. O

Exercicio 12.1.5 (O grupo ortogonal O(n)). Mostre que o conjunto O(n)
das matrizes ortogonais quadradas n X n munido do produto matriz é um grupo.

Exercicio 12.1.6. Matrizes de passagem p entre bases ONs sao ortogonais.

Exercicio 12.1.7 (O(1)). Mostre que O(1) = {—1,+1} = S° onde a esfera
unitdria S*~! C R™ é composto dos pontos da distancia 1 da origem.
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Figura 12.1: Grupo ortogonal O(2) composto de rotagdes e reflexdes ortogonais

Exemplo 12.1.8. O grupo ortogonal O(2) é composto de dois circulos
0(2) = {rotacoes Ry} U {reflexdes ortogonais Sy, } = S' U S* (12.1.1)

onde L, é a reta em R? passando O e formando o angulo (f) com o eixo-z.

Para entender (12.1.1) relembre que as duas colunas de uma matriz 2 x 2
ortogonal u sdo vetores unitérios ortogonais. Seja 6 € (—m, 7] o dngulo entre o
eixo-z no R? e o ponto cujas coordenadas sdo as entradas da primeira coluna.
Assim a primeira coluna é da forma (cosf,sin ). A segunda coluna é ortogonal
a primeira - mas isso deixa escolher uma de duas possibilidades como ilustrado
na Figura 12.2. Assim a matriz u é, ou a matriz ry de uma rotagao, veja (4.3.1),
ou a matriz Sa(0) de uma reflexao ortogonal como vamos mostrar no seguinte.
Note que detrg = 1, enquanto det s,g) = —1.

(s) oe ¢ ﬁf]

<] (J s "C
I (Q/E«) (5) so(el__is ,Sc]

Figura 12.2: Colunas de uma matriz ortogonal sao ON e descrito pelo angulo 6

REFLEXAO ORTOGONAL. A matriz s = 8,4 ¢ simétrica, assim auto-adjunta,
e pelo Teorema Espectral tem 2 autovalores contados com multiplicidade, de fato

ps(A) = A% —tr(sp)\ +det(sy) = A2 —1=0 < N==+1.

Usando o teorema da adi¢do de seno/coseno e que | — cos” & = sin? g, obtemos
20 .2 .
1—cosf (D.1.2) | —cos”™ 5 +sin g smg 0
. = 0 0 = 7 = tan 5.
sin ¢ 2cos 5 sin 5 coS 5

2 2 2

Calculagao mostra que um autovetor para A = 1 é, por exemplo, dado por

_ 2]
fl 251(0) = |:1c1059:| = |: ! 49:| ) 571 :rﬂ/2€1 = |: tflin2:| .

sin 0 tan 5



158 CAPITULO 12. OPERADORES ORTOGONAIS

Um autovetor para A = —1 deve ser ortogonal a &; e por isso temos simplesmente
aplicado a rotagao. O spectro sendo {£1} e ortogonalidade dos autosubespagos
ja diz que trata-se de uma reflexao ortogonal sobre a reta L passando O = (0, 0)
e contendo o vetor & como ilustrado na Figura 12.3.

S—L:/ a:ﬁm\P
% = b
\‘PE[’%/T/F?_]

L *ff]
Jin® ~ =
Figura 12.3: Reflexao ortogonal sobre reta L, := R(1,a)) = R&; e angulo ¢ = g

A reta L é da forma L, := R(1,a) onde a = tan g, compare Defini¢do 4.3.8.
Seja ¢ € (—m/2,m/2] o dngulo do eixo-x para a reta L,, positivo no sentido
contra-horario. Note que

a
tanp = 1 :tan§

o que mostra que ¢ = 6/2 como ilustrado na Figura 12.4.

0o a:‘fwlf
Cm%
T/ g Tia N4
- 00

Figura 12.4: Os angulos 6 da 1* coluna (e da rotacao) e ¢ = 6/2 da reta L,

Relembramos a férmula (4.3.4) da matriz s, da reflexdo ortogonal em torno
de L,. Obtemos que?

1—a? 2a .
e —— m = Sln 9
Assim a reflexdo ortogonal (4.3.4) iguale a segunda forma da matriz ortogonal

(34) 1 1—a? 2a _ |cosf sinf |
Sa = 1+a2| 2a —(1—a?)| ~ |sin@ —cosf = Sa(0)-

Isso conclui nossa anélise do grupo ortogonal O(2) = {u € M(2) |u’ =u~'}.

2 2 _
s +1722(,+c — 21 207 vale

3 Abreviando ¢ = cosf e s = sin 6, assim a = 15;6, vale 14+a? = " =

1—a%=2ci5 1-c
S S

¢ e vale 2a = 2
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12.2 Operadores ortogonais

Teorema 12.2.1. Para um operador A € L(E, F) sdo equivalente

(i) |Av| = |v| Yv € E; “A preserva norma”
(i) |Au — Av| = |u —v| Yu,v € E; “A preserva distancia”
(iii) (Au, Av) = (u,v) Yu,v € E; “A preserva produto interno”
(iv) A*A = Ig; “A* & inversa & esquerda de A”

)1 a matriz a == [A])c,y ¢ ortogonal para todas bases ONs X e Y;

V)2 a malriz [A]ny é ortogonal para um certo par de bases ONs X e Y;
(vi)1 o operador A leva uma certa base ON X de E num subconjunto ON de F';
(vi)a o operador A leva todas bases ONs X de E em subconjuntos ONs de F.

Demonstra¢do. Teorema C.7.1 O

Definicao 12.2.2. Chama-se A € L(E,F) um operador ortogonal se A
satisfaz uma (portanto todas as) afirmagoes de Teorema 12.2.1.

Operadores em FE
Lema 12.2.3. A € L(E) ortogonal & A* = A1

Demonstragio. '=" Existéncia de uma inversa a esquerda de A (A*A =1Ig) <
A injetivo (Teorema 6.3.6) < A sobrejetivo (Coroldrio 6.5.2 como dominio e co-
dominio sdo iguais) < existéncia de uma inversa a direita de A (Teorema 6.2.3).
Pela Definicao 6.4.1 a inversa de A existe e é igual A*. '<’ (iv) ¢ trivial. O

Lema 12.2.4. Seja A € L(E) ortogonal, entio
a) A€spec A = Ae{-1,+1}; “spec A = ) € possivel: A = Roggo”
b) E_; 1L E;. “By1 = {O} ¢é possivel: A = Rggo”
Demonstragao. a) Suponha que Av = Av onde A € R e v € F nao-nulo. Entéo
segundo Teorema 12.2.1 (i) obtemos |v| = |Av| = | v| = |A| - |[v|. Dal |A| = 1.

b) Dado u € Eq e v € E_1, entéo segundo Teorema 12.2.1 (iii) obtemos que
(u,v) = (Au, Av) = (u, —v) = —(u,v). O

Lema 12.2.5. Seja F' C E um subespaco invariante por A € L(E).

a) A ortogonal = AF+ C F* e a restricio A|: F+ — FX ¢ ortogonal.
b) A invertivel = A='F C F.
Demonstragdo. a) Como A é injetivo, a restricdo A|: F — F é injetiva e por

isso sobrejetiva (Coroldrio 6.5.2), daf bijetiva. Assim para todo f € F existe
hy € F tal que Ahy = f. Dado g € F+, vale que

Teor. (iii)
(Ag, f) = (Ag, Ahg) =" (g,hg) =0.
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‘v olacsen @q(v'aoi\(uuhi)
S=T S=5
(S=5-1)

-_z '@
‘I
S“’:S\I
U\ll\’)ad\«@'&

Figura 12.5: Na intersecao estao as reflexdes ortogonais Sg, r_, € SE_, .k,

Como isso vale Vf € F segue Ag € FL. Para f € F vale |A|f| = |Af| = |f].
b) Como em parte a) concluimos que a restrigdo A|: F' — F é um isomorfismo.
Assim para todo f € F existe hy € F tal que Ahy = f,ouseja A~ f =hy € F.
Dado f € F, entdo para todos os g € F* vale que

(A f.g)=(hs, g )=0.
~ =~
FFL
Isso prova que A=l f € (F+)t = F. O

Comentario 12.2.6. Seja S € L(E). Como ilustrado na Figura 12.5 duas das
trés propriedades seguintes implicam a terceira

(i) S? = I; (& 5= 571) “involugao”
(ii) S* =5, “auto-adjunto”
(iii) S* = S1. “ortogonal”

Casodim FE =2

Comentario 12.2.7 (Operadores ortogonais na dim E = 2). Seja A € L(E)
ortogonal. Entdo o spectro de A é da forma {1}, {—1}, {—1,1}, ou 0.

a) Caso spec A = {1}. Neste caso A =1g.
Para ver isso, observe que segundo hipédtese existe £ = O tal que A =1-&. O
complemento ortogonal do subespago F' := (£) é de dimensao 1 como dim F = 2.
Pegue n € F* tal que || = 1. Como An € F+ (Le. 12.2.5), como F+ = (n), e
como |An| = |n| =1 segue que An = £n. Como spec A = {1} deve ser An = 1.
Como ¢ L 7 o conjunto {&,n} forma uma base de R%. Daf A = I.

b) Caso spec A = {—1}. Neste caso A = —Ig. Anélogo caso a).

c) Caso spec A = {—1,1}. Neste caso A é uma reflexdo ortogonal.
Segundo hipétese existem vetores unitédrios tal que A  =&e An=-nef Ln
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segundo Lema 12.2.4. Assim A é a reflexdo ortogonal em torno da reta (£). A
matriz do operador A em respeito a base ON B = {{,n} é [A]z = diag[1, —1].

d) Caso spec A = (. Neste caso A é uma rotagao.
Escolha uma base ON X de E. Entao a := [A], é uma matriz ortogonal. Das
duas opgoes ry e sy na Figura 12.2 s6 a matriz da rotagdo com 6 ¢ Zn é possivel
porque as outras matrizes sao simétricas e por isso possuem autovalores.

Forma normal para operadores ortogonais

Teorema 12.2.8 (Forma normal de operadores ortogonais). Para A € L(E)
ortogonal existe uma base ON X de F tal que a matriz de A é da forma bloco

1y,

cosf; —sind;

Al . ’ 1o [sin 0; coséb;, } (12.2.1)

T'o

onde todas outras entradas sdo 0 e k,£,r > 0 satisfazem k+{0+2r =n =dim F.

Demonstra¢do. O subespago F' := E; @ E_; é invariante por A. (Permitimos
excepcionalmente [ = {O} e B = {O}.) Por isso F* também ¢é invariante
por A e a restricio A|: F+ — F* é ortogonal (Lema 12.2.5). Escolha bases
ONs Xl = {61,. .. ,€k} de E1 e X_l = {€k+1, . ,E/H_g} de E_l.

Como F* nio contem um subespaco invariante por A da dimensao 1, ele deve

conter um subespaco G invariante por A da dimenséo 2 segundo Teorema C.5.1.
Escolha uma base ON Z; = {£1,m1} de G. Como A| € L(G) é ortogonal e
dim G = 2 o Comentario 12.2.7 d) aplica e a matriz ry, := [A]];, é uma rotacio
por um angulo 61 ¢ Zr.
Agora consideramos o complemento ortogonal G+ de G em F' e repetimos o
argumento obtendo ryp,. Como em cada uma iteracao a dimensao diminui por
2 o processo vai terminar depois um numero finito r > 0 de iteragoes.

A base ON desejada é X := X UX 1 UZ U ---UZ,. O

Corolario 12.2.9. No caso de dim E impar todo operador ortogonal A em E
possui pelo menos um autovalor, em simbolos ) # spec A C {—1,+1}.
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12.3 Decomposicao polar

Vamos generalizar a representacao polar de um numero complexo nao-nulo
z = pe'? como o produto da distancia p > 0 da origem e a rotacao do eixo-z
pelo angulo #, uma transformacao linear ortogonal.

Teorema 12.3.1 (Decomposicao polar). Seja A € L(E). Entdo existem um
operador ortogonal U em E e inicos operadores P,P' > 0 em E tal que

A=PU, P=vAA*, A=UP, P =+A*A.

Se A € invertivel, entao P,P’ > 0 ainda sdo positivos, assim invertiveis, e
consequentemente U é unico. U=P'A=AP)

Demonstragio. EXISTENCIA. Dado A € L(E), segundo o Teorema 11.5.1 (dos
valores singulares) existem duas bases ONs X = {&1,...,&}e Y ={m,...,n.}
de E e ntmeros oy, > 0 tal que A, = opmr para k= 1,...,n.% Definimos trés
transformacoes lineares P, U, P': E — E através de seus valores numa base

Py := opni, Uk == ni, P’y = opér, k=1,...,n.

Como as bases X e Y sdo ONs os operadores P = P* e P/ = (P')* sdo auto-
adjuntos (Teorema 11.3.3). Como os seus autovalores o sdo nao-negativos
obtemos que P > 0 e P’ > 0 sdo nao-negativos (Teorema 11.4.3). Como U
leva uma base ON num conjunto ON o operador U é ortogonal segundo Teo-
rema 12.2.1 (v);.

UNICIDADE DE P E DE P’. Como A = PU obtemos A* = U*P* = U*P, e
assim AA* = PUU*P = P? porque U é ortogonal. Agora o requerimento de
ndo negatividade faz P tnico (Teorema 11.4.6). Analogamente para P’.

CASO A INVERTIVEL. Neste caso P = AU ! ¢ invertivel, assim P > 0 segundo
Corolério 11.4.5. Analogamente para P’. Obtemos U = P~1A = A(P")~!. O

Exemplo 12.3.2 (N&ao-unicidade de U). Para ¢ = 0,1,2 sejam rp, matrizes
2 x 2 de rotacao (12.2.1). Definimos matrizes 4 x 4 de blocos 2 x 2 assim

| Te, 0 . |Teo, 0 . |Tay 0 L ]12 0 >
a.—[o O]’ ul.—[o I'ej’ u2.—{0 ro, | P = 0 0 > 0.

Essas matrizes satisfazem

a = pu; = puy, a=up = up.

4 De fato A*A > 0 possui, segundo o Teorema Espectral, uma base ON X = {¢1,...,&,}
composto de autovetores de A*A com autovalores 0 < A1 < Ap < --- < A e Aj = 0 para
j=r+1,...,n onde r = posto(A*A) = posto(A). Define-se o, := v/ Ay parak =1,...,n e
n; = 0; LA parai=1,...,r. Escolhendo uma base ON {n,+1,...,7n} de N(A*) obtemos
uma base ON Y = {n1,...,n,} de E.
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Exercicio 12.3.3. Ache a decomposi¢ao polar a = pu da matriz
122
a=|, _4|-

Uma solugao. O primeiro passo sempre é checar se a matriz é invertivel porque
neste caso temos unicidade da decomposigao polar e formulas para a solugao, a
saber p := vaat > 0 e u:= p'a. Com efeito, como deta = -2 —4 = —6 #0
a inversa a~! existe. A matriz simétrica

18 2
b.aa[2 5}

tem polinémio caracteristico pp(\) = A2 — 13X\ + 36 e assim specb = {4,9}.
Resolvendo os sistemas lineares bé = 4¢ e b = 9¢ obtemos autovetores

e |

A raiz quadrada ndo-negativa p de b é pela definigao

1 2
ﬁ (pe1 — 2pez) = péy = VAL, = ﬁ (e1 — 2e2),
1
—= (2pe1 + pez) = péo = V& = 3 (2e1 + €2) .

V5 V5

Resolvendo as duas equacgoes para pe; e para pes obtemos

14 +2 2 +11
e1 = —e —e ey = —¢€ —e9.
pé1 51 52, pé2 51 52

Os coeficientes nestas duas equagoes disponibilizam as duas colunas da matriz
1 {14 2

p:[p]f,':* 2 11

F ] > 0 como p =p’ especp = {2,3} C (0,00)

onde £ = {e}, ez} é a base canonica de R%. Calculamos a inversa, por exemplo
usando o método de Gauss-Jordan, e obtemos

3 4

{ 4 _3} € 0(2).

_1_i 11 -2 1 _1
P =35]-2 14> "W7TP a==¢
12.4 Exercicios

1. Dé os seguintes exemplos:

(a) Uma matriz invertivel cujas linhas sdo duas a duas ortogonais mas
as colunas nao sao.
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(b) Uma matriz (ndo-quadrada) cujas linhas sdo ortogonais e tém a
mesma norma, mas as colunas nao sao ortogonais.

(¢) Uma matriz cujas linhas (e colunas) sdo duas a duas ortogonais mas
as normas das linhas sdo diferentes.

. Para quaisquer bases ortonormais X = {{1,...,&.} e Y ={n1,...,n,} de

E, prove que existe um operador ortogonal A € L(E) tal que

A& =m, ..., A& =,
No caso E = R? e se as bases dadas sdo formadas pelos vetores
6=10122, &=321,-2), &=25i2-21),
m = %(2,3,6), n2 = %(6,2,-3), 3= %(3,-6,2),
determine a matriz de A na base candnica £ = (e, ez, €e2) de R3.

Se uma matriz triangular é ortogonal, prove que ela é diagonal e seu
quadrado é igual a matriz identidade.

Sejaa=[a1 ... ap] € M(1x4) tal que a} +---+a2 = 1. Prove que
ala € M(n x n) é uma matriz de uma projegao ortogonal. Determine a
imagem e o nucleo dessa projecao.

Ache uma matriz ortogonal 4 x 4 cujos elementos sao todos da forma i%.

Obtenha a decomposicdo polar® da matriz

V2 11
a=|-/2 1 1
0 1 -1

5

a = pu onde u é ortogonal e p satisfaz p! = p e (pv,v) > 0 para todo vetor v.
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C.7 Operadores ortogonais

Teorema C.7.1 (Teorema 12.2.1). Para A € L(E,F') sdo equivalente

(1) |A | |U| YveFE “A preserva norma”
(ii)) |Au — Av| = |[u — v| Vu,v € E “A preserva distancia”
(iii) (Au, Av) = (u,v) Vu,v € E “A preserva produto interno”
(iv) A*A=1Ig “A* ¢ inversa & esquerda de A”
(V)1 a matriz a:= [A] y y, € ortogonal para todas bases ONs X e Y
(V)2 a matriz [A]X,y € ortogonal para um certo par de bases ONs X e Y

(vi)1 A leva uma certa base ON X de E num subconjunto ON de F
(vi)a A leva todas bases ONs X de E em subconjuntos ONs de F

Demonstragio. (i) = (ii). Linearidade de A.

(ii) = (iii). (Au, Av) = L (|Au|? + [Av]? — [Au — Av]?).

(iii) = (iv). (u,v) = (Au, Av) = (A* Au,v) Yu,v = A*A = Ig (Le. 9.1.3)
(iv) = (v);. A*A = Ip = a'a=1,, (Teor. 10.1.11) = a ortogonal (Le. 12.1.3)
(v)1 = (v)2. Trivial.

(v)2 = (vi)1. Sejam.)(—{51,...,£n}ey:{nl,...,nm} bases ONs tal que a
matriz a := [A] y 5, é ortogonal.

<A§Z7A£] = <Z NkQki, ana2j> Z akz akj = a a) ij = 51]

k= l(at) ik

(vi); = (vi)a. Seja X = {&1,...,&,} uma base ON de E tal que X := AX é
um subconjunto ON de F. Seja X" qualquer base ON de E' e seja p := [Ig]y/ 5
a matriz de passagem de X’ para X, veja (5.3.1). Vale p € O(n) segundo
Exc. 12.1.7. Do fato que

n

Ag; G2 AZﬁkpki = Z(Afk)pki

k=1 k=1
obtemos que

(A, ALY = pripes (A, A&) = Z Pre, Py = (P'P)ig = g
k=1¢=1 ( )

p )'Lk

(vi)ea = (i) Seja X = {&1,...,&,} uma base ON de E. Escrevemos v € F na

base X como v = Oz1€1 + -+ + ap&y. Da hipétese (§;,€;) = d;; obtemos que

[v]? = (v,v) =af+---+a2 Como o conJunto AX é ON pela hipédtese obtemos

que ‘AU|2 Zz,j:l Oéla] <A§l; A£J> - al +o At an D
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