Capitulo 11

Operadores auto-adjuntos

Neste! Capitulo 11 consideramos operadores A € £(E) num espago vetorial
real E de dimensao finita n e com produto interno, ou seja

A:E— E, E=(E(,")).
Lembramos que dévido ao produto interno o corpo serd K = R.
Definigao 11.0.1 (Auto-adjunto). Chama-se um operador A € L(E) de auto-
adjunto se ele iguale a sua adjunta A* = A.

Observagao 11.0.2. a) O operador nulo O € L(FE) é auto-adjunto O* = O.
O operador identidade I € L(FE) é auto-adjunto I* = I.

b) Operadores auto-adjuntos sdo operadores normais.

c) Para operadores auto-adjuntos nicleo e imagem sdo complementos ortogonais
N(A) = Im(A)* segundo Teorema 10.1.7.

Os operadores auto-adjuntos formam um subespago de L(E):
Lema 11.0.3. Para operadores auto-adjuntos A, B € L(E) vale o seguinte.

(i) Somas A+ B = (A+ B)* e miltiplos reais «A = (aA)* sdo auto-adjuntos.
(ii) AB auto-adjunto < AB = BA < BA = AB < BA auto-adjunto.
No caso [A, B] := AB — BA = O diz-se que A e B comutam.

Demonstra¢ao. Teorema 10.1.5. O

Lema 11.0.4 (Restricao preserva auto-adjunto). A restricio de um operador
auto-adjunto A € L(E) a um subespaco F invariante por A € auto-adjunta.

Demonstragio. Para todos os f, f € F vale
(AR F) = (Al F) = (AR D S0 AD = (£, (Al )
entdo (A|r)* = (A|r) segundo Lema 9.1.3. O
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144 CAPITULO 11. OPERADORES AUTO-ADJUNTOS

11.1 Auto-adjunto e ortogonalidade

Lema 11.1.1 (As projegoes auto-adjuntas sdo as projecoes ortogonais). Dado
Um par de subespacos complementares F & G = E, entdo sdo equivalente

P := Pp g € L(E) auto-adjunto & F1G.

Demonstrag¢io. “=" Dado f € F, g € G, como F = FixPp¢g ¢ G = N(Prg)
segundo (7.1.2) obtemos

(f.9) = (Pf.g) "= (f,Pg) = 0.

“«<" Dado u,u € E. Como E = F & G escrevemos u = f +ge 4= f + g para
unicos f,f € Feg,§ € G (Teorema 2.3.4). Como F =Fix Ppg e G = N(Pr)

=1
o (10.1.2) . 9eN(P) />~ =
(u,P*a)y =" (P(f +g),a) =" (Pf,f+37)
gLf A fL 5 GEN(P) .
SN EN 9, PH =T (u, Pa).
Entao P* = P segundo Lema 9.1.3. O

Proposicao 11.1.2. Seja A € L(E) auto-adjunto e F C E subespago, entdo
F subespago invariante por A <  F* subespaco invariante por A.
Demonstragao. Proposigao 10.1.9. ]

Teorema 11.1.3 (Autovalores diferentes tem autovetores ortogonais). Seja
A = A* um operador auto-adjunto em E. Entao autovetores {x e £, associ-
ados a autovalores diferentes A # p sao ortogonais, em simbolos £x L €.

Demonstragao. Vale que o produto se anula

A=A

(A= 1) (Ex &) = (AEx, &) — (6, €)= (A&N &) — (6, AL) =70
e assim, como (A — p) # 0, segue que (§x,&,) =0. O

11.2 Matrizes simétricas

Como podemos checar se um operador A € L(E) é auto-adjunto? S6 calcular
a matriz dele em respeito a uma base ON e ver se é simétrica.

Teorema 11.2.1. Seja X = {e1,...,e,} uma base ON de E. Entdo os ope-
radores auto-adjuntos correspondem exatamente ds matrizes simétricas n X n.
Com efeito, a aplicagcao entre espagos vetoriais

U = Uy : {operadores auto-adjuntos em E} — S(n)
A a:=[A]l,

é linear e bijetivo (um isomorfismo).
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Demonstra¢do. Bem definido: Com efeito é simétrica a matriz a := [A], =
[A*] = a' onde a tltima igualdade é Teorema 10.1.11.

Linear e injetivo: Teorema 5.2.7.

Sobrejetivo: Dado uma matriz n x n simétrica a = (a;;), define A € L£(E) nos
membros da base ON & assim Aegj := €1a1; + - -+ €nan; € estende linearmente
a E. Entao A é auto-adjunto porque [A], = a = a’ = [A*],, onde a dltima
igualdade é Teorema 10.1.11. Mas se as matrizes de dois operadores sao iguais
os operadores sao iguais porque eles tomam os mesmos valores numa base. [

Corolario 11.2.2. Os operadores auto-adjuntos formam um subespaco de di-
mensao n(n + 1)/2 do espago vetorial L(E) onde n = dim E.

Demonstracdo. Segundo Corolario 6.4.9 isomorfismos, assim aquele em Teo-
rema 11.2.1, preservam dimensao e dim S(n) = n(n + 1)/2 segundo (3.2.2). O

Comentario 11.2.3. Seja E = F & G. Pode-se usar Teorema 11.2.1, simetria
da matriz, para provar Lema 11.1.1 o que diz que

P := Pp g € L(E) auto-adjunto & F1G.

Sejam {e1,...,ek} € {€k+1,-..,En} bases ONs de F e G, respectivamente. Entéo
X = {e1,...,e,} é uma base ON de E se e somente se F' L G. Neste caso a
matriz de P tem a forma simétrica

L, O
p:=[Ply = [5 Onzj =p'

o que é equivalente a P sendo auto-adjunto (Teorema 11.2.1).

Exemplo 11.2.4. Sejam dois operadores A, B € £(R?) dados por

Az, y) = (z,2y),  Blz,y) = (y, ).

Determine quais dos quatro A, B, AB, BA sao auto-adjuntos.

Uma solugao. Obviamente escolhemos a base canénica & = {e1, e2} como base
ON. Auto-adjunto é equivalente a simetria da matriz.

1 0] _[1 o]
1) a:= = = =a" e assim A = ¢ auto-adjunto;
' A=y o= o of =& casimA=47¢ d

(ii) b:=[B] = {(1) (1)} = b! e assim B = B* é auto-adjunto;
0 1
0 2|1 O 2 0

sabemos que AB nao é auto-adjunto;

(iii) [AB] = [A] [B] = ab = F 0} {0 1} _ [

] =: ¢, entdao como ¢ # ct

(iv) [BA] = [B] [A] = ba — E) (ﬂ B g] _ E) (2)} —. d, entéio como d # d!

sabemos que BA nao é auto-adjunto.
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= e s ~ i 0 1 0 2
Outra solugao (iii-iv). Nao-comutatividade ab = {2 0 # [1 0

é equivalente a nao-comutatividade AB # BA o que é equivalente, segundo
Lema 11.0.3, a AB e BA ambos nao sao auto-adjuntos.

| = ba

Exercicio 11.2.5. Considere a base ordenada B = (£1,&2) := ((1,-1),(3,1))
de R?. Determine se o operador A € £(IR?) cuja matriz [A], ¢ dada por

[(lj (-j =[A]g=a

é auto-adjunto, ou nao.

Uma solugao. A matriz a é simétrica, mas a base B nao é ON. Precisamos
calcular a matriz de A em respeito a uma base ON, logicamente vamos escolher
a base mais simples, a base canénica £. Para determinar [A], comegamos assim

f (1,—1) — €1 — €9

Aey — =Ale1—e2) =A(L-1) =& 1+&-0=86 =
5(37 ].) = 1561 + 562.

3Ae; + Aea = A(Ber +e2) = A(3,1) =& -0+ & -5

Adicionamos as identidades para obtermos
4Ae1 + O = 16¢e1 + 4eo = Aei=e1-4+ey-1

e consequentemente a primeira coluna da matriz

b:Mk:ﬁ ﬂ.

A segunda coluna segue da primeira identidade = Aej—ejt+eg = eq-3+e3-2.
Como a matriz b # b? nio é simétrica, o operador A nao é auto-adjunto.

11.3 Teorema espectral — diagonalizacao

Proposicao 11.3.1 (Caso dim F = 2). Na dimensao dois para todo operador
auto-adjunto A existe uma base ON X = {£1,&2} composto de autovetores.

Demonstracdo. Escolha uma base ON ) de E. A matriz correspondente

o
m:mbzb ﬂ
é simétrica porque A = A* é auto-adjunto. O polinémio caracteristico é
pa(A) = praj, (A) == A = (@ + M)A + (ay = 5%)
e suas raizes sdo segundo a férmula (8.2.5) dadas por

(a+7)£VA

)\ =
+ 2

A= (a+7)?—4(ay—B%)>0.



11.3. TEOREMA ESPECTRAL 147

Observe que A = (o — )% + 482 > 0 é realmente nao-negativo.

Caso A = 0. Entaoa=ve f=0,edaia=all e A = alg. Consequente-
mente o é o unico autovalor e qualquer base ON é composto de autovetores.
Caso A > 0. Neste caso A\ < A, sdo autovalores diferentes de [A],,, assim de
A. Autovetores correspondentes sdo ortogonais segundo Teorema 11.1.3. O

Proposigao 11.3.2 (Existéncia de um autovetor). Todo operador auto-adjunto
A: E — E admite um autovetor v.

Demonstra¢do. Segundo Teorema C.5.1 na dimensao finita todo operador linear
admite um subespaco invariante F' C F de dimensao 1 ou 2. (Isso ¢ trabalhoso.)
Caso dim F' = 1. Segundo Lema 8.0.4 existe um elemento v € F' e um escalar
A € R tal que Av = \v. Nao temos usado que A é auto-adjunto, vamos préximo:
Caso dim F = 2. Como A: E — E é auto-adjunto a restrigdo A|: F — F
também é auto-adjunta segundo Lema 11.0.4. Segundo Proposigao 11.3.1 existe
uma base ON de F' composto de dois autovetores de A|, assim de A. O

Teorema 11.3.3 (Teorema espectral). Seja A € L(E), entao sao equivalente
A*=A & Jbase ON X = {fAl, . ,én} de E composto de autovetores de A.

Neste caso E = @respec a2y, onde 0s autosubespacos Ey sdo dois-a-dois orto-
gonais, e para todo autovalor as multiplicidades alg, (A) = gx(A) coincidem.

Lembra de Exercicio 8.1.11 que a matriz de um operador em respeito a
uma base composto de autovetores é uma matriz diagonal cujos elementos da
diagonal sao os autovalores.

Demonstrag¢ao. “=" 1) Segundo a prova da Proposigao 11.3.2 existe um sub-

espaco F' C F invariante por A e de dimensao 1 ou 2 e além disso F' chega com

uma base ON composto de autovetores de A.

2) O complemento ortogonal F* é invariante por A segundo Proposicao 11.1.2.

Assim a restricio A|: F+ — F* existe e, segundo Lema 11.0.4, é auto-adjunto.
Repetimos 1) para FE := F1 e depois 2). Cada vez a dimensdo é reduzida

por 1 ou 2. Por isso o processo termina em nao mais como n = dim FE iteragoes.

“<" Sejam éz e éj membros da base ON X com autovalores A; e \;, entao
(i, AE5) = (AL, &) = (Midi, &) = Nidiy = Njbi; = (€, Ni&5) = (€, AG).
Entéo os dois operadores A* e A sdo iguais segundo Lema 9.1.3.

Proposicao 8.2.7 e Teorema 11.1.3 concluem a prova do teorema espectral. [J

Diagonalizagao simultanea

Proposicao 11.3.4. Para dois operadores auto-adjuntos A, B € L(E) vale

AB=BA <& 3 base ON composto de autovetores comuns a A e B.
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Demonstragao. =’ 1. Como o operador A € L(E) é auto-adjunto ele pos-
sui um autovalor A\; com autosubespaco associado Ey,(A) # {O}, veja Pro-
posi¢ao 11.3.2. Para £ € E), (A) obtemos que A\ (BE) = B(A\€) = B(AE) =
A(BE) onde o ultimo passo é a hipétese AB = BA. Mas isso diz que
B¢ € Ey, (A). Temos provado que Ej, (A) é invariante por B. Assim, se-
gundo Lema 11.0.4, a restricdo B| € L(E)y, (A)) é auto-adjunta. Mas neste caso
B| possui um autovetor & € E)y, (A) segundo Proposi¢do 11.3.2. O vetor &; é
autovetor de B e de A.

2. Como o subespago F := R é invariante por A (e por B) a Pro-
posicdo 11.1.2 diz que o complemento ortogonal F+ ¢ invariante por A (e por
B). Como A e B sdo auto-adjunto as suas restricdes a F* sdo auto-adjuntas
também, conforme Lema 11.0.4. Note que dim F+ = (dim E) — 1.

3. Repete 1. e 2. para E=F'eas restrigoes de A e de B para obter um
autovetor & comum de A e de B. O processo termina depois n = dim E passos
porque em cada repeticao a dimensao diminui por 1.

'« Exercicio. O

11.4 Operadores nao-negativos

Definicao 11.4.1. Um operador auto-adjunto A = A* € L(E) é chamado de
operador nao-negativo, simbolo A > 0, se

(Av,v) >0, VYveE.
No caso (Av,v) > 0 Vv # O chama-se A de operador positivo, simbolo A > 0.

Lembre que o complemento ortogonal v+ de um vetor ndo-nulo é um hi-
perplano de F e assim decompde E em dois semi-espacos cuja intersecio é vr.
Uma interpretagao geométrica do que um operador A = A* é ndo-negativo seria
que cada um vetor imagem Av aponta no mesmo semi-espago como o vetor v.

Vamos ver que Av € v’ s6 é possivel no caso do vetor nulo Av = O.

4

— L

;\\ V"L‘

Figura 11.1: Operador nao-negativo A > 0 nao inverta direcao “ao passado”

Exercicio 11.4.2 (Quadrado de operadores auto-adjuntos). A = A* = A% > 0.

Teorema 11.4.3 (Operadores auto-adjuntos). Seja A = A* € L(E). Entdo po-
sitividade de A € equivalente a positividade de todos os autovalores, em simbolos

A>0 &  specAC (0,00).
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Analogamente A >0 & spec A C [0,00).

Demonstragao. “=" Seja Av = Av onde v # O, entdao A(v,v) = (Av,v) > 0.
“<” Seja X = {&,...,&,} uma base ON de E de autovetores, ou seja AE; = \;§;
onde \; > 0. Nesta base escreve v € E \ {O} como v = > 1" | ;&;, usando

(€, &) = iy obtemos (Av,v) = (3211, @ A&, D0 &) = o0 afXi > 0. O
Corolério 11.4.4. Seja A >0 ev € E, entdo

(Av,v) =0 = Av=0.
(Escrito em outros simbolos, se A > 0 entdo vale: Av Lv = v € N(A).)

Demonstragao. Como na prova do teorema anterior seja X = {&1,...,£,} uma
base ON de E composto de autovetores de A. Suponhamos que os primeiros
k formam uma base Xy = {&1,...,&} do nicleo N(A) = Ey; possivelmente
X = 0. Escrevemos v =) .| a;&;. Entao a identidade

(Av,v) Za)\

1=k+1 0
implica que agy; = -+ = a, = 0. Assim

Av=o0q M &+ Far A &+ app1 A1 + -+ o A6 = 0.
0 0 g 0

Coroléario 11.4.5. A>0 & A >0 e A € invertivel.

Demonstra¢do. “=" Logicamente A > 0 implica A > 0. Segundo Teo-
rema 11.4.3 os autovalores de A sdo > 0, assim N(A) = {O}. Consequente-
mente A é injetivo, equivalentemente sobrejetivo, entdo um isomorfismo, assim
invertivel segundo Proposicao 6.4.4.

“<” Seja A > 0 invertivel, particularmente N(A) = {O}. Dado v € E néao-
nulo, entdo Av # O e dai (Av,v) # 0 conforme Corolério 11.4.4. De outro lado
(Av,v) > 0 segundo & hipétese A > 0. O

Teorema 11.4.6 (Raiz quadrada ndo-negativa / positiva). Todo operador nao-
negativo admite uma unica raiz quadrada ndo-negativa: Dado A > 0, entdo
existe um dnico B > 0, chamado de a raiz quadrada ndao-negativa de A, tal
que B2 =A. Vale A>0 < B >0 e B é chamado de raiz quadrada positiva.

- , - . - 1
Notagoes comuns para a raiz quadrada nao-negativa sao v A ou Az.

Demonstragdo. Seja A > 0. EXISTENCIA. Segundo Teorema 11.4.3 sabemos
que A tem autovalores A; > 0, com efeito

spec A ={A1,..., A} C[0,00)
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onde r < n :=dim E. Segundo Teorema 11.3.3 temos a soma ortogonal
E:EM@"'@EAT‘

Escrevemos v € E na forma v = v1 + - - - + v, para autovetores unicos v; € Ej,,
veja Teorema 2.3.4. Assim Av = A\jvy + -+ 4+ A.v,.. Definimos o candidato para
a raiz quadrada assim

B: E— F, U»—>\/)\>1v1+--~—|—\/):vr.

Obtemos imediatamente que B? = A, com efeito

B =B(VAon + -+ V) = VAL o+ VA v = Av,

Escrevendo w € E analogamente como w = wy + - - - 4+ w, seque que B = B*:

T T

(Bo,w) = Z<ij7wj> = Z<’Uj7\/)‘7jwj> = (v, Bw)

j=1 j=1
onde temos usado ortogonalidade E;, L E; na igualdade 1 e 3. Similarmente

T T
(Bu,v) =) <\/>\>jvj,vj> => Vlul* =0
j=1 j=1

o que conclui a prova de B > 0.
UNICIDADE. Suponha que um operador C' > 0 satisfaz C? = A.
1) Os autosubespagos E), de A séo invariante por C: Dado v € E),, segue
Cv € E,, da comutatividade AC' = C'A a qual vale segundo a hipétese C? = A.
2) A restrigao C; := C|g,, iguale Vi I: A restricao existe segundo 1) e é auto-
adjunto segundo Lema 11.0.4 usando a hipdtese C' = C*. Conforme o teorema
espectral existe uma base ON do dominio E, de C; composto de autovetores de
C;. Assim resta mostrar que C; admite sé6 um autovalor e ele é v/\;. Existéncia
de um autovalor é garantido por Proposicao 11.3.2. Suponha entao que C;§ = ué
onde € € Ey, e p € R. A hipétese C' > 0 implica que g > 0. Como

A€ = A& = O(C€) = O(ug) = p(C€) = p*¢

e como & # O segue que p = \/A;.
3) Escrevendo v € F mais uma vez na forma v = v + -+ - + v, obtemos que

Cv=Cvi+---+Cu, 2 Vv 4+ VA < By,
Prova-se analogamente o caso A > 0. O
Comentario 11.4.7.

a) (Rgoo)2 = Rggo Rggo = R1gp0 = —1lp2 < 0. (Nao todo quadrado é > 0)
(Rgoe nao é auto-adjunto conforme Exercicio 11.4.2)
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b) vale cc = 1y > 0 para (Existéncia de outras rafzes ¢ 2 0)
. 2 -1 - . =

— a matriz ¢ = 3 _9 2 0; nao auto-adjunta e Ax = +/7 2 0
. 2 2 . 145

— a matriz ¢ = 9 1 2 0; auto-adjunta mas Ay = 5 £ 5 20

— a matriz ¢ = —1y 2 0; auto-adjunta mas (cei,e1) = —1 20

— a matriz ¢ = 1, > 0. a raiz quadrada nao -negativa tnica

Teorema 11.4.8. Seja A € L(E,F) onde E e F espagos vetoriais de dimensoes
finitas e munido de produtos internos. Entao vale o seguinte.

(i) A*A >0 e AA* > 0.

(i) A*A>0eAA*>0 <& A invertivel.

(ifi) N(A*A) = N(A) e N(AA*) = N(4*).

(iv) posto(A*A) = posto(A) = posto(A*) = posto(AA*).

Demonstragio. (i) (A*A)* = A*A* = A*A e (A*Av,v) = (Av, Av) > 0.
(ii) Segundo Coroldrio 11.4.5 temos as equivaléncias seguintes.

A*A>0 & A*A>0e A*A invertivel = A injetivo. (11.4.1)
AA* >0 < AA" >0e AA" invertivel = A sobrejetivo.

As implicagoes reversas valem segundo Proposigao 10.2.1.

(iii) N(A*A) = N(A): *C’ Seja A*Av = O, entdo Av € N(A*) "2 (im (4)) L.

Assim Av € im (A4) N (im (A))+ = {O} provando que Av = 0. D’ trivial.

(iv) dimim (A*A) = dim E — dimN(A*A) "2 dim E — dim N(A) = dimim (A)
onde temos usado o Teorema 6.5.1 de Nucleo e Imagem no passos um e
trés. Analogamente obtém-se dimim (AA*) = dimim (A*) =: posto(A4*). Mas
posto(A*) = posto(A) segundo Coroldrio 10.1.8.

As afirmagoes cujas provas temos omitidos acima prova-se analogamente. O

Corolario 11.4.9. Para A € L(E, F) vale o seguinte.
a) A injetivo < A*A invertivel.
b) A sobrejetivo <& AA* invertivel.

Demonstragao. "=’ Proposi¢ao 10.2.1. <’ (11.4.1). O
Note que 0 maximo posto de uma matriz a: R — R™ é o minimo

n < ainjetivo < a’a invertivel (11.4.2)

min{n,m} = { - o

m < a sobrejetivo < aa' invertivel
onde as ultimas equivaléncias usam Coroléario 11.4.9.
Podemos produzir exemplos de matrizes positivas e nao-negativas simplesmente
assim: Tome uma matriz a de posto méximo. Enquanto ambas a’a e aa’ siao
> 0, a menor é > segundo Coroldrio 11.4.5 ¢ (11.4.2).
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1 2 3
2 3 4
m = 2 como as primeiras duas colunas sdo LI e assim ja geram R2. Assim

5 8 11
aat_<;g §8>>0, ala= |8 13 18] >0
11 18 25

Exemplo 11.4.10. A matriz a = [ ] :R3 — R? ¢ de posto maximo

11.5 Teorema dos valores singulares

No seguinte trata-se de uma extensao do teorema espectral a operadores li-
neares gerais, auto-adjunto ou nao, entre espagos vetoriais com produto interno.

O Teorema dos valores singulares serd usado para estabelecer a decomposicao
polar de operadores nao-negativos (Teorema 12.3.1).

Teorema 11.5.1 (Teorema dos valores singulares). Sejam E e F' espagos ve-
toriais de dimensodes finitas e munido de produtos internos. Seja A € L(E, F)
e seja r = posto(A). Entdo vale o sequinte: Existem bases ONs

X:{glﬂ"'7§7‘7§7‘+1?"'7§n} deE7 y:{771’""777‘7777“-{-1’"'777771} d6F7
—_—— ——— —_——— ——— ———
ImA* N(A) ImA N(A4¥)
e 0s chamados valores singulares® o1,...,0, € (0,00) de A tal que

A& = o, A = 045, i=1,...,m
A& =0, A'n; = O, Jj>r.

Demonstragdo. Vale A*A > 0 e posto(A*A) = posto(A) = r segundo Teo-
rema 11.4.8. Conforme o teorema espectral, Teorema 11.3.3, existe uma base
ON X = {&,...,&,} de E tal que A*A¢; =02 como; >0seie{l,...,r}e
o; =0se j >r. As imagens

;= %Afi, i=1,...,7 = A'n; = %A*AQ = 0i&;
sdo dois-a-dois ortogonais e de comprimento 1, com efeito
(i,05) = 7o (A&, AG) = 0 (6, ATAE) = 7 (6, &) = 22635 = 0
3

para Vi, j =1,...,7. Segundo Teorema 11.4.8 vale N(A*A) = N(A), dai A; =
O se j > r. Escolha uma base ON {n,41,...,7,} de (ImA)+ = N(A4*). O

Observe que {n1,...,0pyNrt1s---,Nm} € uma base ON do operador linear
AA*: F — F com autovalores associados o7 se i € {1,...,r} eo; =0sej >r.

2 as raizes dos autovalores positivos, contados com multiplicidades, do operador A*A > 0
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11.6 Exercicios

Para todos os exercicios F é um espago vetorial de dimensao n < oo, munido
de produto interno.

1.

Sejam A, B € L(F) auto-adjuntos tais que (Av,v) = (Bv,v), para todo
v € E. Prove que A = B.

. Determine A = A* € L(R?) tal que

A(2,-1,-2) = (1,1,13) e  A(3,—6,—6) = (3,21,33),
sabendo que o trago de A é 5.
Seja A € L(R?) tal que A(4,4,—-2) = (10,-2,-2) e

A4, -2,4) = (=2,10,-2), A(1,-2,-2) = (1,1,-5).

Prove que A* = A.

. Sejam A, B € L(FE) auto-adjuntos. a) Prove que AB+ BA é auto-adjunto.

b) Que se pode dizer sobre AB — BA?

. Sejam A, B € L(E) auto-adjuntos tais que BA é diagonalizével.> Prove

que AB também é diagonalizével.

[Dica: Veja §10.5 Exercicio 5 (b).]

Seja P € L(F) uma projecao ortogonal. Encontre uma raiz quadrada B
nao-negativa de P. E tnica?

[Dica: Lembre-se que 2P =1+ S, onde S € L(E) ¢é a reflexado ortogonal
em torno de F :=Im(P).]

3 Uma transformagio linear A € £(E) é chamada diagonalizavel se, e somente se, existe
uma base U de F tal que a matriz a = [A]y; de A é da forma diagonal. Neste caso, os elementos
de U sdo os autovetores de A e a diagonal da matriz a contém os autovalores de A.
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