Capitulo 10

A adjunta

Neste! Capitulo 10 consideramos exclusivamente espacos vetoriais de di-
mensao finita com produtos internos

E:(E7<'a'>E)ﬂ F:(F’<.’.>F)’

e dimensoes n := dim E e m := dim F. Dévido aos produtos internos o corpo
sempre serd K = R. Em vez de (-,-)g ou (-,-)r escrevemos simplesmente (-, -),
o contexto indica do qual produto interno trata-se, aquele de E ou F.

10.1 Definicao e propriedades

Deixa repetir o Teorema 9.1.14. Dimensao finita é essencial.?

Teorema 10.1.1. E um isomorfismo a transformacao linear definida assim
D=Dgp=D,y,: E— E":=L(ER) (10.1.1)
v (v, )
onde (v,-): E — R € a transformagdo linear u — (v, u).
Demonstragdo. Linear: Para o, 8 € R e u,v € E axioma (BL) da
D(au+ fv) = (au+ Bv,-) = afu, ) + B{v, ) = aDu + aDwv.

Bijetivo: Segundo Corolario 5.2.8 as dimensoes sao iguais

dimE* =dim £L(E,R) =dim £ - dimR = dim £ < co.

Segundo Corolério 6.5.2 é suficiente mostrar injetivo: Suponha Dv = O € E*.
Obtemos Yu € E: (v,u) = (Dv)u = Ov = 0. Entao axioma (ND)’ em Lema 9.1.2
diz que v = O € FE. Isso mostra que D é injetivo, assim bijetivo. O

1Cap. 10 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 3 de junho de 2024
2 Na dimensao infinita usa-se o espaco dual continuo E*, composto dos funcionais lineares
continuas. O famoso teorema de Riesz diz que £ — E*, v — (v,-) é um isomorfismo.
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134 CAPITULO 10. A ADJUNTA

Definicao 10.1.2 (Adjunta). A adjunta de uma transformacao linear A: E —
F entre espagos vetoriais com produtos internos é num ponto w a composi¢ao

A F = FE
w e (Dp) ™! (w, A p
das transformacoes lineares [v — (w, Av)p] € E* e (Dp)~" : E* = E.
Proposicao 10.1.3 (Critério para adjunta). Sejam y € E e w € F, entao
y=A"w = (y,v) = (w, Av) Yv € E.
Demonstracao. Dado y € E e w € F, sao equivalente

y=A"w:= (D) (w,A)r & (w,A)r=Dpy:=(y, )5

O
Corolario 10.1.4. Seja A € L(E, F), entdo
(A*w, v) = (w, Av) (10.1.2)
para cada um w € F ev € E.
Demonstracao. Proposicao 10.1.3 “=". O

Teorema 10.1.5 (Regras bdsicas para a adjunta).

i I=1*

(i) (A+B)* = A*+ B*

(i) (aA)* = aA*

(iv) (BA)* = A*B*

(v) (A7) =4
Demonstragao. Para cada um de (i-v) aplique (10.1.2) junto com Lema 9.1.3.
TIustramos o principio provando (iv) deixando os outros itens para o leitor. Vale

((BA)*w,v) = (w, BAv) = (B*w, Av) = (A* B*w,v). O
Teorema 10.1.6 (Injetividade e sobrejetivade de A e A*).

(i) A injetivo < A* sobrejetivo

(ii) A sobrejetivo < A* injetivo

(iii) A isomorfismo < A* isomorfismo

Demonstragao. (i) Sao equivalente

A injetivo %2 existe inversa & esquerda B de A: BA=1p < A'B" = I
@ existe inversa a direita C' (= B") de A*: A*C = Ig

@ 4 sobrejetivo
conforme (1) Teorema 6.3.6, (2) Teorema 10.1.5 (i,iv), e (3) Teorema 6.2.3.
(ii) Parte (i) diz que B := A* injetivo < sobrejetividade de B* = (A*)* = A.
(iii) Isomorfismo é linear e bijetivo (injetivo e sobrejetivo). Aplique (i) e (ii). O
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Figura 10.1: Operador A e sua adjunta A* tem subespacos ortogonais

10.1.1 Adjunta e ortogonalidade

Teorema 10.1.7. Seja A*: F — E a adjunta de A: E — F. Os dois su-
bespacos naturais de E sao complementos ortogonais, igualmente para F', ou seja

N(A) = Im(4*)F,  Im(A4) = N(A*)*. (10.1.3)
Demonstrag¢io. v € N(A) & Av =0 Yw e F: 0= (w, Av) = (A"w.v) & 0=
{(u,v) Yu € Im(A*) ©<: v € Im(A*)+. Analogamente para afirmacio dois. [

Corolério 10.1.8. a) Para A € L(E, F) vale igualdade posto(A) = posto(A*).
b) Para A € L(E) ainda os nicleos sao da mesma dimensdo N(A) = N(A*).

Demonstragao. a) Segundo Teorema 10.1.7 e Proposigao 9.6.4 (ii) vale
dimIm(A*) = dim N(A)" = dim E — dim N(A4) = dim Im(A) (10.1.4)

onde o ultimo passo é o Teorema 6.5.1 de nicleo e imagem. b) Teorema 6.5.1
diz que dim N(A) + posto(A) = dim E = dim N(A*) 4+ posto(A*), aplique a). [

Proposicao 10.1.9. Seja A € L(E) e seja F C E um subespago, entao
F subespago invariante por A < F* subespaco invariante por A*.
Demonstracdo. “=" Dado g € F*, a mostrar: A*g € F-. Seja f € F, entdo

(f,A*g) = (Af, g )=0.
~—
el ¢FL

Como f € F foi arbitrério, segue que A*g € F*.
“<” Aplique a parte ja provada “=" para G := F* e B := A* usando que vale

GL:(FL)L:F; B*:(A*)*:A7

segundo, respectivamente, Proposicéo 9.6.4 (iv) e Teorema 10.1.5 (v). O
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Lema 10.1.10. Dado A, B € L(E), entdo
B*A=0 = Yv e E: Av L Bu.

Particularmente A*A=0 = A=0. O ¢€ a transformagao nula Or (g

Demonstragio. Seja v € E. Vale (Av, Bv) = (B*Av,v) = (Ov,v) = (O,v) =0
(onde (O,v) = (Op,v)). Particularmente vale (Av, Av) = 0. Assim Av = O
segundo axioma (P0S). Como v € E foi arbitrdrio o operador A = O é nulo. O

10.1.2 Matriz da adjunta

Teorema 10.1.11 (A matriz da adjunta é a matriz transposta). Seja a =
(aij) = [Alx y a matriz de uma transformagdo linear A: E — I em respeito a
bases ordenadas ortonormais X = {&1,...,&x} €Y ={m,...,mm}. Entdo

(i) a=[4]y, < al = [A*]y

(i) ai; = (mi, AEj)
Demonstragdo. (i) Seja a := [A]y 5, e b :=[A"]y, . Segundo da defini¢ao das
matrizes temos AE; = Y,°  neag; para j =1,...,ne A*n; = >."'_, &b, para

i=1,...,m. Usando isso e axiomas (BL,SIM) obtemos
bji = bri 0 = <§j, Z@«bm} = (A", &)
r=1 ~ r=1
(&5,6r) —_——

onde passo 4 é Proposigao 10.1.3. Bases ON sao essenciais. J& provamos (ii). [

O proximo resultado re-confirma o Teorema 4.2.2 dizendo que o posto de
uma matriz é igual ao posto da matriz transposta.

Coroldrio 10.1.12. Consideramos uma matriz real a € M(m x n) como trans-
formacgao linear R™ — R™ entre espacos cada um munido do produto euclidiano
e da base canonica. Entao a adjunta a* da matriz a é a matriz transposta, em
sfmbolos a* = a'. Assim posto(a) = posto(a').

Demonstra¢do. Teorema 10.1.11 (ii). O

Comentario 10.1.13. As regras basicas do Teorema 10.1.5 tomam para ma-
trizes (visto como transformagoes lineares e usando a* = a') a forma seguinte

1"=1, (a+b)f=a’+b’, (aa)'=caa’, (ba)'=a'b’, (a)f=a.

Sim, estas regras prova-se mais rapido diretamente, exceto tal-vez (ba)® = a’b?.
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Comentdrio 10.1.14 (Injetividade e sobrejetivade de a e a?). As afirmagoes
do Teorema 10.1.6 tomam a forma seguinte para matrizes a € M(m x n) — visto
como transformacdes lineares e usando a* = a’.

(i) a injetivo < a’ sobrejetivo
(ii) a sobrejetivo < a' injetivo
(iii) a isomorfismo < a' isomorfismo
Corolario 10.1.15. Sejo a € M(m x n) e b € R™, entdo
ar = b possui uma solugdo & b L N(a").

Demonstragao. Segundo Exemplo 6.0.21 sao equivalente ar = b < b € Im(a),
mas Im(a) = N(a*)" segundo Teorema 10.1.7. O

10.2 Foérmula para inversa a direita/esquerda

Proposicao 10.2.1 (Inversas a direita e esquerda). Seja A € L(E, F).

a) A sobrejetivo = AA* € L(F) € invertivel e AA*(AA") ' =Ip.

b) A injetivo = A*A € L(E) € invertivel e (A" A) ' A" A= Ig.
Demonstragao. a) Segundo Teorema 10.1.6 sobrejetividade de A significa in-
jetividade de A*. Isso implica® que AA*: F — F ¢ injetivo, assim segundo

Corolério 6.5.2 (dimensao igual) bijetivo, entao um isomorfismo.
b) Aplique a) para B := A*, use (A*)* = A, segue BB* = A* A invertivel. [

De fato, também valem as implicagbes opostas <’ como vamos ver no Co-
roldrio 11.4.9. O posto de AA* e de A*A é igual ao posto de A (Teorema 11.4.8).
Lema 10.2.2. Dado A € L(E, F), as restrigoes

Al: Tm(A*) =5 Tm(A4), A*|: Im(A) — Im(A4%),
sao isomorfismos (ainda que geralmente ndo sio inversas um do outro).

Demonstragio. E bem definido e injetivo como Im(A*) = N(A)™, entéo bijetivo
como dimIm(A) = dimIm(A*) segundo (10.1.4). Analogamente para A*|. O

Exemplo 10.2.3 (Néo séo inversas um do outro).

1 0

A= [1 1} € L(R?), A" = [1 X

01 ] € L(R?).

Sao invertiveis como o determinante é nao-nulo, assim sobrejetivo, ou seja
Im(A) = Im(A*) = R?, mas
w4 |11
wasll s
entdo A* # A7L,

3 Suponha v € N(AA*), ou seja AA*v = O, entdo Im(A*) 3 A*v € N(A) = Im(A*)L.
Consequentemente A*v = O, entdo v = O como A* é injetivo.
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N = |\ cax/

Ju () = Jur (A"

Figura 10.2: Operador normal A (< A* normal)

10.3 Trago — produto interno em L(E, F)

Exercicio 10.3.1.

Considere o produto interno no espago vetorial M(n x n) definido por
(a,b) :=tr (atb) = Zaijbij-
i3

Mostre que o subespaco A das matrizes anti-simétricas é o complemento orto-
gonal em M (n x n) do subespago S das matrizes simétricas:

A=S8* eassim S® A= M(n xn).

10.4 Operadores normais

Definigao 10.4.1. Consideramos operadores lineares A em E as quais comutam
com sua adjunta AA* = A*A. Tal A é chamado de operador normal.

Exemplo 10.4.2. Sio normais operadores A € L(E) tais que
a) A* = A; operadores auto-adjuntos
b) A* = AL operadores ortogonais
Um operador A é normal se e somente sua adjunta A* é normal, e neste
caso cada um imagem Av e A*v tem a mesma norma. Operadores normais tem
a propriedade que A e a adjunta A* tem os mesmos autovalores e autoveto-

res associadas, o mesmo nicleo e a mesma imagem as quais, além disso, sao
complementos ortogonais um do outro como ilustrado na Figura 10.2.

Exercicio 10.4.3. Seja A € £(F) normal. Prove que
a) a adjunta A* é normal também;
b) |Av| = |A*v| para todos os vetores v de F;
¢) v autovetor de A com autovalor A\ & v autovetor de A* com autovalor \;
d) N(A) = N(A*) e Im(A) = Im(A*). Agora lembre que N(A*) = (Im(A))~.

[Dicas: b) Calcule o quadrado com produto interno. ¢) 0 = |[(A — A)v|]? = ....
d) Para niicleo use b) e para imagem use complementos ortogonais (10.1.3).]
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10.5 Exercicios

Para todos os exercicios seja E um espaco vetorial de dimensao n < oo,
munido de um produto interno.

1. Determine uma inversa a direita para
AR =5 R?, (2,9,2) = (x+2y + 32,22 —y — 2),
e uma inversa a esquerda para

B:R? %R, (z,9)— (z+2y,2x —y,z + 3y, 4z + y).

2. Dado
111
a1 1 2
calcule aa’ e, a partir dai, encontre uma matriz b € M(3 x 2) tal que
ab = ]12.

3. Seja P uma projecao em E (P € L(F) e P? = P). Prove que a adjunta
P* também é uma projecdao em E. Dé um exemplo em que P* # P.

4. Uma matriz quadrada a chama-se diagonalizdvel quando é semelhante a
uma matriz d = (d;;) do tipo diagonal (d;; = 0 se i # j), ou seja, quando
existe p invertivel tal que p~'ap = d. Prove que:

(a) a diagonalizdvel = a' diagonalizdvel.

(b) Se a matriz do operador A € L(F) relativamente a uma base de E é
diagonalizavel, entao o é em relacao a qualquer outra base.

5. Seja A € L(E).

(a) Seja B = F; @ ---® Fy e cada F; é um subespago invariante por A.
Tome uma base ordenada V de F que seja uma uniao de bases das
F;. Determine a forma da matriz de A na base V.

(b) Se E possui uma base formada por autovetores de A, prove que existe
também uma base de F formada por autovetores de A* : F — E.
[Dica: (a).]
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