Capitulo 9

Produto interno

Neste! Capitulo 9 consideramos exclusivamente espacos vetoriais reais
(X7+7'7R)7 (E7+7',R), n:=dimF < oo.

O uso das letras F, F, G sinaliza dimensao finita enquanto dim X € Ny U {oo}.

Produtos internos (-, -) s6 sao definidos para espagos vetoriais reais (K = R).
Pode-se definir produtos similares, mas nao iguais, em espagos vetoriais com-
plexos (K = C). Eles sdo chamados de produtos hermitianos, veja Capitulo 13.

9.1 Produto interno, norma, métrica

Definicao 9.1.1 (Produto interno). Um produto interno?

rial real X é uma funcgdo de duas varidveis

num espaco veto-

() X xX =R, (u,0)— {u,v)

a qual satisfaz os trés axiomas

(SIM) (u,v) = (v, u) (simetria)
(BL) (u+ a,v) = (u,v) + (4,v), {(au,v) = alu,v) (l)i*]il](‘;l]'i(la(l(‘)g
(POS) u#0 = (u,u) >0 (positividade)

para todos os vetores u, v, 4,0 € X e escalares a € R. Neste caso X é chamado
de espago vetorial com produto interno.

Lema 9.1.2. Num espaco vetorial X com produto interno vale

1Cap. 9 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 2 de maio de 2024

2 Produtos internos sio também chamados de produtos escalares.

3 Note que simetria implica linearidade também na segunda varidvel, por isso o nome para
o axioma dois, abreviando bi-linearidade, é justificado.
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a) (v,0) =0 Vv e X;
(ND) (u,v) = (t,v) YveX = u=u; (nao-degenerado)
(ND)/ (u,v} =0 YweX = u=0. (ndo-degenerado)’
Demonstragao. (a) Dado v,w € X, vale (v, w) + (v, O) () (v, w4+ O) = (v, w).
(ND) Escrevendo a hipétese na forma (u — 4, v) = 0 Vo, resta aplicar (ND)'.
(ND)" Suponha por absurdo u # O. A hipdtese para v = u mostra que {(u,u) =0
em contradi¢ao ao axioma (POS). O

Lema 9.1.3 (Critério para dois operadores sdo iguais). Dado operadores A, B €
L(E,F) e basesU ={&,...,&} eV ={m,...,nm}, entio

Demonstrag¢io. “=" Trivial. “«<” Axioma (BL) na primeira entrada de (-,-) e
propriedade (ND) em Lema 9.1.2. O

Exemplo 9.1.4 (Produto euclidiano em R™). A funcao
(9 R"xR" > R
W
(z,y) =» z1y1 + -+ TpYn = [3:1 xn] :
Yn
é chamado de produto euclidiano em R™. O leitor pode verificar os 3 axiomas.

Caso nao especificamos diferentemente o R™ sempre serd munido do produto
euclidiano.

Exemplo 9.1.5 (Produto interno mediante integracao). No espaco vetorial
C%([a, b]) das fungoes reais continuas num intervalo [a, b] integracao

b
@m:/f@mmm (9.1.1)

define um produto interno. Deixamos ao leitor verificar os 3 axiomas.

Exemplo 9.1.6 (Integracdo nao dando produto interno). No espaco vetorial
C°(R) das fungoes reais continuas no R inteiro, integracio, nem sobre R, nem
sobre um intervalo [a, b],

%) b
me:[.MM@M7 mm:/ﬂWMMx

define um produto interno em C°(R), nio.
O problema no primeiro caso séo valores infinitos, por exemplo (2, 3),, = co.
O problema no segundo caso é o axioma (P0S). Seja u: R — R uma funcéo
continua a qual anula-se em [a, b], mas ndo no complemento inteiro. Por exem-
plo, suponha u(b+ 1) = 1. Assim u # O néo é a fungdo nula, mas a integral

(u,u) = f: u(x)? dx = 0 nao é positivo.
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Exemplo 9.1.7 (Polindémios em R e integracao sobre [a,b]). Em contraste ao
espaco C°(R), no espago vetorial dos polinémios P(R) integracio sobre [a, b]
produz um produto interno! Deixamos ao leitor mostrar que (9.1.1) realmente
satisfaz o axioma (P0S).

[Dica: Em quantos pontos um polindémio de grau n pode-se anular no méximo?|

Normas — norma induzida

Definigcao 9.1.8. Uma norma num espago vetorial real X é uma fungao
HX—)[0,00), l’i—>|l’|

a qual satisfaz os trés axiomas

(HOM) lax| = a|z| (homogeneidade) = |0| =0
(A) |z +y| < |z| + |y (desigualdade triangular)
(POS) z£0=|z|>0 (positividade)

para todos os vetores z,y € X e escalares o € R. Neste caso X é chamado de
espago vetorial normado.

Defini¢ao 9.1.9 (Norma induzida). Num espaco vetorial X com produto in-
terno existe para cada um vetor v um ntmero nao-negativo

[v] = ],y ==V (v,0) >0

chamado de norma induzida de v, ou informalmente o “comprimento” do
vetor. Um vetor de comprimento |v| = 1 é chamado de vetor unitirio. A
notacao v sinaliza que trata-se de um vetor unitario.

Exercicio 9.1.10. (a) A norma induzida é uma norma.
(b) Dado um vetor nao-nulo u, entao 4 := \TIIU é um vetor unitario.

Métricas — métrica induzida

4

Definicao 9.1.11. Uma métrica® num conjunto M é uma fungao

d: M x M — [0,00)
(¢,p) = d(q,p)

a qual satisfaz os trés axiomas

(SIM)  d(q,p) = d(p,q) (simetria)
(A) d(q, 7’) < d(q,p) + d(p7 T) (desigualdade triangular)
(POS)  d(q,q) =0 mas g #p=d(qg,p) >0 (positividade)

4 Métricas sdo também chamadas de fungdes distancia ou simplesmente distancias.
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Figura 9.1: Produto interno — norma — funcao distancia

para todos os pontos ¢,p € M. Neste caso M é chamado de espago métrico.
Definicao 9.1.12 (Métrica induzida). Num espago vetorial normado a fungao
d(x,y) = dy(z,y) == [z —y|
é chamado de métrica induzida ou distancia entre dois pontos.
Exercicio 9.1.13. A métrica induzida d(z,y) := |z — y| é uma métrica.
Entao produtos internos disponibilizam normas e normas disponibilizam
distancias. As inclusées sao ilustrados na Figura 9.1.

9.1.1 Produto interno e espaco dual — dualidade

Um produto interno (-, ) num espago vetorial E' com dim F = n finita dis-
ponibiliza um isomorfismo canénico® entre F e seu espaco dual

DiB B =AW o1

chamado de dualidade e onde (v,-) é a transformagao linear abreviada de
v = (v,): E—=> R, ur (v,u).
Teorema 9.1.14 (Dualidade). O operador D em (9.1.2) é um isomorfismo.

Demonstragdo. Linearidade de (9.1.2) vale segundo o axioma (BL) de bi-
linearidade. Injetividade vale segundo o axioma (P0OS) na sua incarnagéo (ND)'.
Sobrejetividade é equivalente a injetividade segundo Corolario 6.5.2 porque as
dimensoes dim F = n = dim E* sao iguais segundo Lema 4.1.20. O

5 Canénico significa sem a necessidade de fazer escolhas das quais o objeto construido
eventualmente vai depender. Por exemplo, se dim E = dim F', entdao F e F' sdo isomorfos
segundo Coroldrio 6.4.9, mas ndo tem um isomorfismo canénico geralmente. Mas um isomor-
fismo com muita escolha geralmente ndo pode extrair informagdes intrinsecas.
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Exercicio 9.1.15 (Produto interno induzido no espaco dual). Mostre que
(Ye:=(D' D) E*xE* - R
é um produto interno no espago dual de F.

Exercicio 9.1.16. Seja E um espago vetorial com produto interno (-, -) e seja
B = {&,...,&} uma base de E. Dado ndmeros ay,...,a, € R, prove que
existe um tnico vetor w € E tal que

<’LU,£1> =01, ..., <wv£n> = Olp.
As afirmagbes continuam em Lema 9.1.17.
[Dica: Proposicao 4.1.12 diz que uma transformacao linear ¢: F — R é deter-
minada por seus valores numa base, dizemos ¥¢§; := ;. Defina w := D~1).]

Lema 9.1.17 (Continuando Exercicio 9.1.16). Seja E um espago vetorial com
produto interno (-,-) e seja B = {&1,...,&,} uma base de E. Prove que existe
uma Unica base V = {n1,...,n,} de E tal que

<nia€j>:5ij7 iajzla"'vn
Defina a;; = (§;,§;) eb;j == (n;,m;), ondei,j =1,...,n. Prove que as matrizes
a = (a;;) e b= (b;;) sdo inversas uma da outra.

Demonstragio. Dado uma base B = {&1,...,&,} de E, seja B* = {¢1,...0n}
a base dual (4.1.6) de E*. Isomorfismos levam base em base (Teorema 6.4.7),
assim V := D~!'B* é uma base de E. Para os elementos n; := D~ '¢; de V vale

(416

(0.1.2) .
<7h,§j> < 1¢l7§]> (D(D 1¢1)) 5] ¢§j = 1]
Segundo Teorema 5.2.7 Iy = D~'D traduz em [Ig]g g = [D™'D]; ;. Assim

(5.2.4) (5.2.6) [

1 [Iglgs=[D'D] 5.5 D! D] 3. = ba

g s

onde resta provar a dltima identidade. (Como as matrizes sdo quadradas 1 = ba
é equivalente a 1 = ab.) Mais detalhado, resta provar que

C = [Dil]B*,B:b:: (<771a77]>) ) d:= [D]B)B* =a: = (<§u€j>)
Comegamos com a deﬁni(;éo de

= (i, nj)
=(D 1¢z,77j>
= (D(D™"¢y)) n;

Gin;

i (D™ ¢;)
b

= (¢

C;

=T

*

(glclj gncnj)
'fz)czy

ij
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onde * vale por definigdo (5.2.1) da matriz [Dfl]B* 5 = (¢ij). Deixamos ao
leitor provar similarmente a;; = d;;. O

9.1.2 Produto interno e matrizes simétricas positivas

Consideramos um espago vetorial real E de dimensao finita n. Escolhendo
uma base ordenada B permite traduzir cada um vetor numa lista de n niimeros
reais, o vetor coordenada. Vamos ver como identificar produtos internos com
uma classe de matrizes quadradas.

Vai ser 1til escrever vetores coordenadas como matrizes coluna. Denotamos de

Uy
u:= || e€Mnxl)

Un

o vetor coordenada [u]z de um vetor u em respeito a base B, veja (5.1.2).

Produto interno associado a uma base ordenada

Proposicao 9.1.18 (Existéncia de produtos internos). Um espago vetorial real
FE de dimensdo finita admite um produto interno.

Demonstrag¢ao. Dado uma base ordenada B = {&1,...,&,} de E, defina

(u,v)p := (u,v), :=u'v (9.1.3)
para u,v € FE onde u = [u]z € M(n x 1) é o vetor coordenada escrito como
matriz coluna. Os axiomas do produto euclidiano (-,-)o no R™ implicam os
axiomas correspondentes para (-, ). O

Exercicio 9.1.19. Seja £ = R™. Mostre que o produto interno associado a
base canoénica (-, -)g = (-, ) reproduz o produto euclidiano no R™.

A matriz de um produto interno

Definigao 9.1.20 (Matriz de um produto interno). Seja E um espago vetorial

munido de um produto interno (-, -). Dado uma base ordenada B = {&1,...,&,}
de F, calcule todos os nimeros reais
9ij = (&, &)

e coloque numa matriz quadrada denotada, dependente do contexto, de

g =85 = (9ij); j—, € M(n xn).

Esta matriz é chamada de matriz do produto interno em respeito & base B.
Verifique que a matriz real quadrada g é simétrica e também positiva, ou seja

n
Z gijuit; > 0

ij=1
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para todas as listas nao nulas © € R™. Denotamos de
S*(n) C M(n x n)
o subconjunto composto das matrizes reais n X n simétricas e positivas.

Comentario 9.1.21. Seja g = gp a matriz de um produto interno (,-)
em respeito a uma base ordenada B de E. Usando vetores coordenadas
u = [ulz € M(n x 1) podemos exprimir o produto interno em E através do
produto euclidiano assim

(u,v) = <Z Uifi»zvjfj> = > wigiv;
i j inj=1 (9.1.4)

_ t _
=u_ g v =(ugv),

IXn pxnp nx1

para todos os vetores u,v de F.
Vice versa, dada uma base ordenada B de E, a férmula (9.1.4) define um
produto interno em FE para cada uma matriz simétrica positiva s, em simbolos

dp: ST (n) i, {produtos internos em E}, s ([]z,s[]z)0-

A aplicagao @5 é uma bijegao entre conjuntos. Sobrejetivo: escolha um produto
interno em FE e use para s a matriz dele. Injetivo: aplique Lema 9.1.3.

Exemplo 9.1.22. Nos polinémios reais de grau menor ou igual um
P1(R) := {p(x) = ap + a1z | apg, a1 € R}
considere a base ordenada B = (£1,&2) = (3,1 + z). Integragao
1
(p,q) = / p(z)q(z) dx
-1
da um produto interno em P;(R) cuja matriz em respeito a B tem entradas

1
g1 = <§1,§1>=/ 3-3dz = 9z|", = 18,

-1

1
g i= (&) = [ (L40) Lro)do= (v ot a3, =873,

-1

1
g12 = (&1,62) :/ 3(1+x)de = (3$+3z2/2)|1—1 =G,

-1
(s1M)

g21 :=(£2,&1) =" (&1,&) = g12 = 6.

Exercicio 9.1.23 (Continuamos Exemplo 9.1.22). Determine a distancia

d(1,6) =& — &| = V(6 — &.6 — &)
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dos dois membros da base de E = P;.

Uma solugao em E. Inserindo na féormula obtemos para o quadrado

1
26
A6 = [ -0+ do= rr2e+ 1)L, =T
] ————
! 4+-4x+22

Outra solugao em coordenadas. A matriz g, jd conhecemos, calculamos

-l = el — el = |o| - ] = |24

Com isso, usando (9.1.4) no primeiro passo, obtemos

d(&1,&)* = ([&1 — &g, 9]z & — €
1

L[S sl [

Is)o

I

9.2 Plano euclidiano: Angulos e comprimentos

Depois as definicoes abstratas da prévia Secao 9.1 uns leitores deviam-se
perguntar como os matematicos chegaram a estas férmulas? Como chegaram a
nocao de produto interno? Isso tem uma significdncia no dia a dia?

O curso “Algebra Linear”, bem abstrato e algébrico, é baseado no curso
“Geometria Analitica”, bem geométrico. Esta ordem reflete o desenvolvimento
histérico. Os gregos Pitdgoras (aprox. 570-495 antes do Cristo) e Euclides
(aprox. 325-270 antes do Cristo), entre outros, estudaram a geometria no plano
e o francés René Descartes (1596-1650) introduziu uma ferramenta — o sistema de
coordenadas Cartesianas (1637) veja Definigdo 0.0.4 — para traduzir os estudos
geométricos do plano no universo da algebra.

Vamos lembrar o lado da algebra primeiro. No espaco vetorial R? das listas
ordenadas u = (u1, uz) de dois nimeros reais temos introduzido uma funcao

;0" R? x R? — R, (u,v) = wiv1 + ugvs

chamado de produto interno euclidiano e uma funcao associada

I'lo : R? — [0,00), u— /(u,u)o = 1/u? + u3

chamado de norma euclidiana.

Entramos entao a geometria. Fixando no plano II um sistema de coordena-
das Cartesianas OXY as duas fungbes acima ganham significancia geométrica:
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b P
R

0 [
Figura 9.2: Pelo teorema de Pitdgoras dist(R, P)? = u? + u =: |ul3

Lema 9.2.1 (Comprimento e dngulo). Seja OXY um sistema de coordenadas
Cartesianas no plano II. Uma flecha RP entre dois pontos, dizemos R com
coordenadas (r1,r2) € P com coordenadas (p1,p2), tém por defini¢ao o vetor co-
ordenada v = (u1,uz) := (p1 —71,p2—72).° Denotamos de v o vetor coordenada
da flecha de um ponto S para um ponto Q). Entao vale o sequinte.

(i) A norma euclidiana do vetor coordenada u da flecha ﬁ, ou seja

luly := y/u? + ud = dist(R, P) (9.2.1)

€ igual ao comprimento da flecha R?
(ii) O produto interno dos vetores coordenadas u,v de flechas ﬁ, 5@, ou seja

(u, ) := urvy + ugve = dist(R, P) - dist(S, Q) - cos
(9.2.2)

= |u| - |v| - cosZ(u,v)
€ igual ao produto dos comprimentos das flechas R? e 5@ vezes 0 coseno
do d@ngulo menor” 0 entre as retas contendo as flechas.

Comentario 9.2.2. Nunca esquega uma coisa: Num sistema de coordenadas
nao-Cartesianas, ou seja onde os dois eixos OX e OY nao sao ortogonais um ao
outro, a interpretagao geométrica acima é errada.

Demonstragio de Lema 9.2.1. (i) Como os eixos OX e OY sdo ortogonais o
teorema de Pitdgoras aplica: o quadrado do comprimento da hipotenusa RP é a
soma dos quadrados do comprimento |u;| = |p; —r;| dos catetos; veja Figura 9.2.
(ii) Flechas equipolentes (mesmo comprimento, dire¢do, sentido de percurso -
veja Exemplo 0.0.1) tem o mesmo vetor coordenada. Por isso suponhamos que
as flechas tem ponto inicial na origem O = R = S. Assim o vetor coordenada

de O? é u = (u1,us) = (p1,p2), andlogo para @ Consideramos dois casos.

6 Exercicio: Flechas equipolentes, veja Exemplo 0.0.1, tém o mesmo vetor coordenada.
7 de fato, a simetria do coseno garante que ndo importa se escolhe o 4ngulo menor ou maior
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di=45H0 @)
&

P =\
'QL/«‘(P
dCOSQ'Cj_I?

vV 0 a, O

Figura 9.3: Caso perpendicular Caso geral

Caso perpendicular O? 1 O@ De um lado, Pitdgoras para o triangulo
retangulo OPQ diz que

dist(P, Q)? = dist(O, P)? + dist(0, Q).
De outro lado, Pitagoras para o triangulo APQ, veja Figura 9.3, diz que

dist(P, Q)* = (v1 — u1)® + (v2 — up)?
=ud +ul 4+ v? + 03 — 2(uyvy + ugvs)

= dist(0, P)? + dist(O, Q)? — 2{u,v)o.

Pela comparagao (u,v)g = 0, de outro lado cos /2 = 0, assim (9.2.2) vale.

Caso geral. Utilizamos o caso perpendicular junto com o axioma (BL) de bi-

linearidade do produto interno. Denotamos de 6 o angulo menor entre as duas

flechas OP e O(). Dada a flecha O? com vetor coordenada u, e @ com v,
—> ,

fixamos um ponto P, # O tal que a flecha O P, (vetor coordenada u, ) é ortogonal

a ﬁ Como ilustrado na Figura 9.3 consideramos a combinacao linear

oP OF,

@ = dlSt(O, Q) -cosf - W + dlSt(O, Q) -sin6 - m

a qual em coordenadas toma a forma (4 := ﬁ u é vetor unitério)
0

v=|v], cos@- U+ |v|,-sinb - u,.
Tomando o produto interno com u e usando o axioma (BL) obtemos

(u,v)o = |v|y - cos b - (u, w)o~+ |v], - sin b - (u,uy)o = |uly|v], - cosb.
—— ——
k7 ©022),
Agora use (9.2.1) para |ul, e para |v|,. Note que segundo o caso perpendicular
jé provado a férmula (9.2.2) aplica e diz que (u,uy)g = ... cosw/2 = 0. O
——

=0
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9.3 Ortogonalidade

Definicao 9.3.1. Seja F um espaco vetorial com produto interno.
(i) Chama-se dois vetores u e v ortogonais, ou perpendiculares, simbolo
u L v, se tem produto nulo (u,v) = 0. (Note O L v para todos vetores.)

Chama-se um vetor u ortogonal a um subconjunto X, simbolou L X,
se u L x para todos os elementos x de X.

(ii) Chama-se X C E um subconjunto ortogonal se os vetores de X sao
dois-a-dois ortogonais.

(ii) Chama-se X C E um subconjunto ortonormal (ON) se X é composto
de vetores unitdrios (norma 1) dois-a-dois ortogonais.

(iv) Uma base Z = {e1,...,£,} é chamado de base ortonormal (ON) se
1 ,i=3j
(eirej) = bij := {O i (9.3.1)

onde d;; é o simbolo de Kronecker.

Teorema 9.3.2 (Conjuntos ortogonais, sem O, sao LI).
X C E\{O} conjunto ortogonal = X LI
Demonstragao. Suponha que
a1+ -+ agpx =0

para uma escolha finita de elementos z; € X e escalares «; € R. Tome o produto
interno de ambos lados com qualquer um dos elementos, dizemos z;, segue

a1 (21, 25) +‘-~O-,+Oéj (25, 2;) +\-~O-,+Oék (zk,z) = (O, ;) = 0.
=0 = =1 = =0
Mas a;|z;|* = 0 implica a; = 0 porque (x;,x;) > 0 pela hipétese z; # 0. O

Exercicio 9.3.3. Dado uma base ON Z = {1, ...,&,} de E, mostre que
v:Zvisi & v, = (gv), i=1,...,n (9.3.2)
i=1

para cada um vetor v € E.

Exercicio 9.3.4. Seja B uma base ordenada de um espago vetorial real E de
dimensao finita n. Seja (u,v)s = ([ulgz,[v]g)o 0 produto interno associado,
veja (9.1.3). Mostre que B é uma base ON de (u,v)p.

Exemplo 9.3.5 (Conjuntos e bases ortogonais).
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a) A base candnica £" é ortonormal em respeito a (-, ).
b) O conjunto {(0,0),(—1,1)} é ortogonal em R?.
¢) O conjunto {(1,1),(—1,1)} é uma base ortogonal de R2.

Teorema 9.3.6 (Teorema de Pitdgoras para espagos com produto interno).
Para dois vetores u,v € E sao equivalente

ulv o Juto]? =+ (9.3.3)

Demonstracdo. Usamos os axiomas bi-linearidade e simetria para obter

lu+v)® = (u+v,u+0)

) () + () + (o, ) + (0,0)
SIM
B ul? + Jol? + 2 (u, v)

e agora lembramos que por defini¢do escrevemos u L v no caso (u,v) =0. O

Exemplo 9.3.7. Para vetores ndo-nulos u,v € R? ter produto euclidiano nulo

0= (u,v)o = |u] - |v] - cos Z(u,v)

é equivalente que o angulo entre eles é rectangulo, ou seja Z(u,v) € {Z, 3T}

9.3.1 Projecao ortogonal sobre uma reta

Definigao 9.3.8 (Projegdo ortogonal sobre uma reta Ri). Seja E um espago
vetorial com produto interno. Dado um vetor v € E nao-nulo, seja 4 = Wl‘u o}

vetor unitario correspondente. Definimos a transformacao linear

pr,: E—FE
(u,v)
(u, u)

V=

u = {G,v)t € Rl
——
=pryv
chamada de projecao ortogonal sobre a reta Ra. Note que pr, = pry,.

Vamos justificar o nome de pr,,. Linearidade segue do axioma (BL) e

pr, (pryv) = (G, pryv) @ = (4, (4, v)a) @ = (G, v) (4, )4 = pryv
mostra que pr; = (pr;)? é uma projecio. Assim
Im(pr,) "2 Fix(pr,) = Ra (9.3.4)

onde identidade dois segue imediatamente da definicao de pr;, similarmente

N(pry) = {v € E | (v,ad) =0, Vai € Ra} =: (Ra)".
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Para justificar o termo ortogonal no nome de pr,, escolha v € E e note que
(pryv — v, ad) = ({4, v)0, at) — (v, al) = a (G, v) (4, 4) — o (v,a) = 0.
Assim o vetor w conectando os pontos v e pr;v é ortogonal a reta R, ou seja
w:=(v—pryv) LRa, wveekE.

Na notagao (7.1.1) temos que
pry = Pra.(ra)+-
Lema 9.3.9 (Projegoes ortogonais nao alongam). Para u,v € E ndo-nulos vale
pr, ol < vl
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onde “=" vale exatamente ao longo dos pontos fixos (9.3.4), ou seja pr,v = v.

Demonstra¢iao. Como w := (v — pryv) L Rd obtemos do Pitdgoras (9.3.3) que
2

[0 = v — prgv + prgvf” = Jw + prav|* = [w]* + |pravf* > [prav

onde “=" vale exatamente se |w|? = 0, equivalentemente O = w = v — prv. O

9.4 Desigualdades

Proposigao 9.4.1 (Desigualdade de Schwarz). Para u,v € E nao-nulos® vale

[(u, v)] < ful - [v] (9.4.1)

onde “=" € equivalente a cada um de u,v é miltiplo (nao-nulo) do outro.

Demonstracdo. Caso um de u ou v é nulo as afirmagoes valem. Suponha no
seguinte u # O e v # O: “<” Usando Lema 9.3.9 no ultimo passo obtemos

[(u, v)|

P (@, v) @] = [prav] < [v].

“=" Segundo Lema 9.3.9 temos igualdade se e somente se v = pryv. Mas

pr;v € Im(pr;) = Ré. Dal v € Rd = Ru é da forma v = au com « # 0. O

Proposigao 9.4.2 (Desigualdade triangular). Para u,v € E nao-nulos’ vale
lu 4+ v| < |u| + |v] (9.4.2)

onde “=7 ¢ equivalente a cada um de u,v € maltiplo positivo do outro.

Demonstragao. Utilizamos a desigualdade de Schwarz (9.4.1) para obter

2 2 2 2 2 2
lu+ " = [u” +[o]” + 2 (u, v) < ful” +[o]” + 2[ul - o] = (ju| + |v])

onde igualdade “=" é equivalente a (u,v) = |u| - |[v| > 0. Assim, por Schwarz,
cada um de u, v é miltiplo do outro, dizemos v = qu para um real o # 0. Mas
neste caso de 0 < (u,v) = alu|? e |u|? > 0 segue a > 0. O

8 Para u, ou v, nulo (9.4.1) também vale: 0 = 0. Mas s6 o nulo é miltiplo do outro.
9 Para u, ou v, nulo (9.4.2) também vale: 0 = 0. Mas s6 o nulo é miiltiplo do outro.
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9.5 Ortonormalizacao segundo Gram-Schmidt

Hipdtese. Seja X = {&1,...,&,} uma base ordenada de um espago vetorial E
com produto interno. Denotamos de

Fii= (@) Coo  C|Fr= (€1, &) [ C oo C = (61, &) = B

os subespacos gerados pelos primeiros 1,2, ...,n membros da base X.

Passo A. Vamos construir iterativamente bases ortogonais:

(1) base ortogonal {n;} de F;: escolha n; := & e j pronto;
(k) dado k > 1 suponha que {n,...,n;} é base ortogonal de Fy, defina
k

K
iy Sk
Mkt1 := Eh1 — E pry, &k+1 = Skl — E MW (9.5.1)
=1 i—1 (735 m5)

(k+1) entdo {n1,...,Mk, Nk+1} é uma base ortogonal de Fj1;
0 processo usa o ultimo membro &, de X quando k=n—-1=k+1=n

(n) ao fim obtemos uma base ortogonal

y:{7717"'777k‘777k+17"'377n}

de F,, = F.

Demonstragao (k) = (k + 1). Suponha (k) e defina 71, entdo

(k)
a) Metrr Lms oo M (Me+1,M5) = (Crt1515) — (Eet1,m5) =0
k
b) nk+1 & Fi (:) My yme) 2 O suponha por absurdo ng+1 € (1, ..., Nk)
= &kt1 € (M1, o, k) = Fr = (&1, .., &k) contradigao
(k)
) M1 € Frg- Met1 € M-y M, Eprn) = (€1, &y Errr) =t Pl

Segundo hipétese (k) o conjunto {ny,...,nx} é LI. Além disso 741 é nao-
nulo segundo b) e ortogonal a 71,...,m segundo a). Sendo assim o conjunto
ortogonal {n1, ..., Mk, Mk+1} é LI segundo Teorema 9.3.2. Note que o subespago

My mer) €€ &rrn)

é contido num subespago da mesma dimensao k + 1. Entao os dois sao iguais
segundo Teorema 3.2.1 (d). Assim {n,...,n,4+1} é base ortogonal de Fy1.

Passo B. A base Z := {f)y,...,%,} de E é ortonormal onde 7); := |n;| = n;.

Comentario 9.5.1. No caso que &1 ja é ortogonal a 71, ..., n; a defini¢do de
Nk+1 mostra que Ng41 = &xr1. O processo de Gram-Schmidt nao muda &g 1.
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Exercicio 9.5.2 (Listas arbitrarias). Seja (&1,...,&) uma lista arbitraria de ¢
vetores & € F, dobros e o vetor nulo, tudo permitido. Pode-se aplicar o processo
de Gram-Schmidt com a seguinte modificacao pequena da hipdtese

(k) dado k > 1 suponha a lista (n1,...,m%) gera Fy e seus membros sao dois-
a-dois ortogonais, defina

k k
Mhi1 = Eep1 — D Py rar = Cep1 — D (s k) i
Obtém-se também uma lista (71, ...,n¢) cujos membros sdo dois-a-dois ortogo-

nais, s6 agora é possivel que uns sao nulos. Com efeito, mostre que

(k)
Cor1 € (oo s&h) = (M ocsme) = M1 =0

[Dica: Note que (7);,&x+1) €é a i-ésima coordenada do vetor &;41 na base ON
composto daqueles 7j; onde 7; # O é ndo-nulo. Exercicio 9.3.3.]

Exemplo 9.5.3. Determine uma base ON do subespaco F' C R? gerado por

1 1 1
G=|-1], &=, &=10|, )= (o
1 1 1

Solucao com Gram-Schmidt (GS). Definicao (9.5.1) dos 741 diz que

1
mo=& = [-1|, |m[*=(m) =17+ (-1)*+12 =3,
1
1 1] J1 1 1
, 1
2§2<7|h|€22> 1= |1 3< -1, 1> ~-1| =212 7|772|2:§7
n 1 1 1 1 1
=1
n3 :=&3 —<Th’§23> m - 772’523> 72
| 72|
1] 1] J1 1 17 J1 1
1
= <—1,0>—13<§2,0>§2
] 3N\ [/ ] 3N [ 1
=2 :%2
1] 1 1 0
2 1
=lo| -2 |-1|-L|2[ =0
1] 1 1 0

Segundo GS e como 13 = O sabemos que F := (£1,£2,&3) = (n1,m2,m3) =
(m,m2). GS diz que o conjunto {n,n2} é ortogonal, entdo LI segundo Teo-
rema 9.3.2 usando que 11,72 # O. O conjunto ortogonal {n;,n2} é uma base
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ortogonal de F' porque é LI e gera F'. Uma base ON é composto dos vetores

1 1
1 _ 1 |_ — _ V32 = L
TR I R S I e EN ol il ol I

1

9.5.1 Existéncia e extensao de bases ortogonais

Lembramos que um espago vetorial de dimensao finita admite um produto
interno — cada uma base ordenada B induz um, notagao (-, )5, veja (9.1.3).

Teorema 9.5.4 (Existéncia). Um espago vetorial E com produto interno e de

dimensao finita n admite uma base ON Z = {e1,...,en}.
Demonstrag¢ao. Pegue uma base ordenada X = {{1,...,&,} de E e aplique o
processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt. O

Proposicao 9.5.5 (Extensao). Seja E um espago vetorial com produto interno.
Toda base ON X de um subespaco F' estende-se a uma base ON Z de E.

Demonstragao. Segundo Teorema 3.2.1 (b) a base X = {e1,...¢} de F é con-
tida numa base ordenada ) de F, dizemos Y = {e1, ...k, Ek+1,---,&n ). Apli-
que Gram-Schmidt para obter Z = {e1,...€k, k41, -,En}- O

9.5.2 Projecao ortogonal sobre um subespaco

O processo de Gram-Schmidt prova a existéncia de bases ONs: pegue qual-
quer base e aplique o processo; veja Proposicao 9.5.5. E importante usar uma
base ON nesta defini¢ao:

Definigao 9.5.6 (Projegao ortogonal sobre um subespaco F'). Escolha uma

base ordenada ON Z = {ey,...,ex} de F e defina a transformagao linear
prp: E—=E
k k
(9.5.3)
v Zpreiv = Z(si, v)E;.
i=1 i=1

Teorema 9.5.7 (Propriedades da projegao ortogonal).

. prplr =1Ip € L(F).
w:=(w-—prpv) L f VfeF.

1. pry € linear e bem definido (independente da base ON Z de F).
2. (prp)® = prp.

3. Im(pry) = Fix(prp) e E =Im(prg)® N(prp).

4. Im(prp) = F.

)

6.
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7. Yv € E wvale®? dist(v, F) := inf pe p dist(v, f) = |v — prpv].
=[v—f|

Demonstracao. Teorema C.6.1. O]

9.6 Complemento ortogonal

Subconjuntos nao-vazios

Definigao 9.6.1. O complemento ortogonal de um subconjunto nao-vazio
S C FE é definido assim

t={veF|(v,z)=0 V€ S}
Exercicio 9.6.2. Seja .S C E um subconjunto nao-vazio. Mostre que

(i) o complemento ortogonal St é um subespaco de E;

(i) ou St NS =0, ouStNnS={0}
yTCS=StcTt
) St =(S)*.

(iii

(iv

Subespacgos

Exercicio 9.6.3. Seja B uma base de um subespago F' C E, mostre que
L={veE| & =0 Ve B}

Proposigao 9.6.4 (Relacio entre F' e '+ e a projecdo ortogonal pry de (9.5.3)).
Para subespacos F' de E wvale o sequinte

(i) F N(prg); Im(pryp) = F
(i) £ = F@FJ- e dim E = dim F + dim F+;

(ili) prp = Pppy veja (7.1.1);

(iv) (FH)*t =F.

Demonstragdo. (i) “C” Para v € F1 vale

0 :<ervv U> = <erUa i erv> + <erv7 erv> =0+ <erU7 erv>

e consequentemente (P0S) diz que prpv = O.

“>” Para v € N(pry) vale v =v —prpv L f Vf € F segundo Teorema 9.5.7 6.
(ii) Item 3 de Teorema 9.5.7 junto com item 4 e no teorema presente item (i).
(iii) Item (ii) dize que (F, F' 1) s@o subespagos complementares. Teorema 7.1.5.
(iv) E suficiente mostrar inclusdao F C (F+)' e igualdade de dimensdo, veja

10 como dim F < co um infimo é um minimo
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Teorema 3.2.1 (d). Seja f € F, entdo (f, f} = 0Vf € FL, mas isso significa que
fe(FHt ={veEidw, f)=0VYf e FL}.

O Corolario 3.2.3 disponibiliza a férmula de dimensao para a soma direta. Use
item (ii) acima primeiro para F* no lugar de F e segundo para F para obter

dim(F+)t = dim E — dim F* = dim F.
O

Exemplo 9.6.5. No Exemplo 9.5.3 temos calculado a base ON Z = {e1,e5},
veja (9.5.2), do subespago F := (£1,&2,&3) de R3. Determine uma base ON do
complemento ortogonal

FL (eR | (v,f)=0VfeF}={veR® v Le,vle)

Vale a ultima igualdade porque a condigdo (v, f) = 0 é linear em f, entdo é
suficiente checar para os elementos f de uma base sé.

Uma solugao.

(2] 1

S Y 1 PO,
| %] |1
(2] (1

vLes: 0=< vl s |2 >=\}g($+2y+z).
z 1

Multiplique a primeira identidade por v/3 e a segunda por v/6 e forma a diferenca
das identidades resultantes para obter

0-0=0-3y—0 = y=0.
Com isso obtemos da primeira identidade que

1
z=—z, z € R livre, Ft=R|O0
-1

Uma base ON de F* é composto do vetor %(1, 0,-1).

Exemplo 9.6.6. Ache uma base ON para o complemento ortogonal do su-
bespaco F de R? gerado por os dois vetores

51 = (3771a 1)5 52 = (713253)
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9.7 Exercicios e umas solucoes

Exercicios.
1. Prove que (-,-) : R? x R? — R dado por

((z1,22), (Y1,92)) = 22191 — T1Y2 — T2y1 + 22292,

define um produto interno em R2.

2. Lei do paralelogramo. Seja |-| := /() a norma induzida de um
produto interno num espago vetorial E. Prove o lei do paralelogramo
lu+ ) + Ju—o> = 2ul* + 2|0 (9.7.1)

Interprete (9.7.1) geometricamente mediante um desenho.

No ano 1935 J. v. Neumann e P. Jordan descobriram que, vice versa, uma norma
|| j& é induzida de um produto interno quando ela satisfaz o lei do paralelogramo.
Neste caso (u,v) := % |u+v|> = 1 |u — v|* é um produto interno e induz |-|.

3. Considere os vetores v = (2,—1,2), v = (1,2,1) e w = (-2, 3,3). Deter-
mine o vetor de R3 que é a projecao ortogonal de w sobre o plano gerado
por u e v.

. _ 3
4. Considere a base U = {&1,&2, &3} de R® onde

51 = (17 17 1)7 62 = (17 _17 1)7 63 = (17 _17 _1)

Aplique o método de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal
Z = {e1,e2,e3}. Determine a matriz p de passagem da base U para a
base Z.

5. Determine as bases obtidas de U = {&1,&2,&3} pelo processo de Gram-
Schmidt nos casos seguintes:

(a) 51 = (37070)a 52 = (_1,370)3 53 = (23 _57 1)7
(b) & =(-1,1,0), & =(5,0,0), & =(2,-2,3).
6. Sejam Fy, Fp C E subespagos. Prove que

(a) (Fy+ Fy)*t = FitnFs (b) Ff- + Fs- = (Fy N Fy)*

7. Prove que o produto vetorial - x - : R3 x R?> — R3 definido no
Exercicio 5.4.5, satisfaz:

(a) uxv=—vXu;

(b) ux(v+0)=uxv+uxd;

(c) u

(d) uxv#0 <= {u,v} é um conjunto LI;

(e) u x v é ortogonal a u e ortogonal a v;

x (aw) = a(u x v), para todo a € R;

(f) e1 Xxea=e3, ey Xezg=e], e3Xe =es.
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C.6 Projecao ortogonal

Seja E um espago vetorial com produto interno e F' um subespago.
Teorema C.6.1 (Teorema 9.5.7 — Projecao ortogonal (9.5.3)).
1. prp € linear e bem definido (independente da base ON Y).

: (PTF)2 = Prp.
. Im(prp) = Fix(prp) e FE =Im(pryp)@® N(prp).
. Im(prp) = F.

prplr =Ip € L(F).

w:=(v—prpv) L f VfeF.

Vv € E vale? dist(v, F) := inf pep dist(v, f) = |v — prpvl.
————

RS A e

=lv—fl
Demonstrag¢ao. Sejam k < n as dimensdes de FF C E. 1. O axioma (BL)

causa linearidade. Sejam Y = {e1,...,ex} e Y = {&1,...,ér} bases ONs de F.
Escrevemos os vetores €; € F' na base )V de F' com coeficientes «;;, em simbolos

N

€i0ij, note que (g;,&;) = vy,
1

(

/‘.
Jj=

7

onde j = 1,...,k. Conforme Proposi¢do 9.5.5 podemos estender a base ON
Y de F tal que obtemos uma base ON Z = {e1,...,ek,k41,.--,6n} de E.
Usando a mesma extensdo obtemos a base ON Z := {81, EkyEht1s - st
de E. Escrevendo v € E na base Z de E na forma

k n
V= Zf/f/ -+ Z EJUJ (CG].)
j=1 J=k+1

. k . .
e abreviamos ), = > | para chegamos no nosso destino assim

k n
S lenv)e = > <5iZ;/ i+ Y ;,/,_,> :,
i=1 i J J=k+1
(& e ) |
B zl: <Zj: \—<EZ:_./;€J> i + J:zk;l <5170€J> vy )&

E (),'J"[)J‘C,'
05J
= E:vj?/
J

k
D NCTOES
j=1

como dim F' < oo um infimo é um minimo

2
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2. Dado v € E, use a defini¢ao (9.5.3) duas vezes para obter

k k
prg(pryv) :Z<£],Z =i, V) >

j=1 i=1
k
=D (v leee;
=1 \T_/
ij
k
= Z<5u )e Prpv
ij=1

3. Lema 7.1.2.
4. “C”Obvio. “D”Escreve f € F como CL na base ON ), ou seja

. . ON , .
f=hei+ o+ free = [1Y (ene)ei+ -+ fr (€0 er)es
= Jiprpe1+ -+ [i Prpeg
lin.
= prp(fier + -+ fuck)

= prpf € Im(prg).

5. S&o exatamente os pontos fixos Fix(prp) il Im(pry) 2 F nos quais uma
aplicagao age como a identidade.
6. Escrevendo v € F na forma (C.6.1) obtemos

v —Pprpv = Z:v,r, + Z/::,/z',/ - EJ: (ej,v)e; = Z]:Eﬂ)].

J vy

Escrevendo f € F na forma f = Zle €;fi; obtemos
n k
<’U _erU7f> = Z ZUJ <€Ja€i> fi =0.
J=k+1

5 N——
= 0

7. Dadov e EFe f € F, definindo w := v — prpv e f = prpv — f € F obtemos
que v — f =w+ f. Como w L f segundo item 6 o Pitadgoras generalizado diz

2 (93.3)

[v—f]

Assim infrep|lv — f| > |v — prpv|. Mas a desigualdade oposta vale também
porque prpv € elemento de F'. O

|U—erv\ +\erv—f| > \v—erv|

Exercicio C.6.2 (Exercicio 9.6.2). Seja X C F um subconjunto nao-vazio.

(i) O complemento ortogonal X+ é um subespaco de E.
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(ii) Ou X+ ¢ disjunto a X, ou X+ N X = {O}.
(iii) Y X = X+t cYh
(iv) X+ =(X)+.

Solucgdo. (i) A condicdo para um v € E de ser elemento de X+ ¢é linear. Con-
sequentemente X é fechado sob adicao e multiplicacio linear.

(ii) Caso X N X1 = ): Este caso aparece, por exemplo X = {z} onde = # O.
Caso XNX+ #0: Sejay € XNX+. Como y € X+ vale que (z,y) =0 Vo € X.
Escolha = y € X para obter 0 = (y,y), assim y = O segundo axioma ( (P0S)).
(iii) Dado v € X*, entdo (v,z) = 0 Vo € X. Obviamente esta condicio é
satisfeita para os elementos y de um subconjunto Y de X.

(iv) “C”Seja v € X1, entdo (v,x) = 0 Vo € X. Mas esta condi¢io é linear em
x e por isso fica valida para combinagdes lineares em X. ”D” Item (iii) para a
inclusdo X C (X). O
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