Capitulo 8

Subespacos invariantes

Durante! o presente Capitulo 8 denotamos de A € £(E) uma transformacio
linear, alternativamente chamado de operador linear

A:E— FE, E=(FE+,K), n:=dimFE < oo

num espago vetorial E sobre um corpo K e de dimensao finita. No inicio do
capitulo a dimensao pode ser também infinita no qual caso usamos a notagao

A X = X, X=X+,.K), dim X € Ny U {0}

para indicar esta generalidade maior.

Ate o fim da Secao 8.1 Autovalores e autovetores o corpo K pode ser qualquer
um e a dimensdo do espaco vetorial pode ser infinito.? Na Secdo 8.2 Polinémio
carateristico aparece a) um polinémio e por isso suponhamos que o corpo K seja
infinito (como explicado no Apéndice B) e aparece b) o determinante e assim
a dimensao do espaco vetorial deve ser finita. Na Secao 8.3 Fxisténcia no caso
real e complexo encontramos subespagos invariantes nos casos K = R, C, porque
temos um 6timo conhecimento quantos raizes um polinémio complexo ou real
tem pelo minimo; veja Apéndice B.

Motivacao — diagonalizavel e triangularizavel

A matriz [A]z de A depende da base B de E. Assim chegamos naturalmente
ao desejo de escolher uma base X tal que a matriz toma uma forma simples,
por exemplo uma forma diagonal

A O 0 0
0 X O 0
Ay =1 - - - D =rdiag (A, .o, A (8.0.1)
0 ... 0 X1 O
0 ... ... 0 An

LCap. 8 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 29 de abril de 2024
2 exceto na parte b) da Proposicio 8.1.5 quando aparece o determinante
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Tal simplificacdo maxima, para uma matriz diagonal, é realmente possivel para
a classe de operadores as quais admitem uma base composto de autovetores.
Um exemplo, no caso K = R, é a classe dos operadores auto-adjuntos — as quais
pode-se definir depois introduzir mais uma estrutura no espago vetorial — um
chamado produto interno o que vamos estudar no Capitulo 9.
Um exemplo, no caso K = C, é a classe dos operadores hermitianos as quais
estudamos no Capitulo 13 junto com produtos hermitianos.

Com uma matriz diagonal ficamos muito feliz. Mas se diagonalizar nao
da, o préximo nivel de felicidade é quando existe uma base que faz a matriz
triangular superior, ou seja

ai; ... Qin
(Al = o (8.0.2)
Apn
onde os campos vazios em baixo da diagonal por convencao tem valor 0 € K.

Definicao 8.0.1. a) Uma transformacao linear A € L(E) que admite uma base
X tal que a matriz correspondente é diagonal é chamado de diagonalizavel.
b) Uma transformacao linear A € L(E) que admite uma base X" tal que a matriz
correspondente é triangular superior é chamado de triangularizavel.

Subespagos invariantes

Definigao 8.0.2. Um subespaco F' C X é chamado de invariante por A
se a imagem AF C F é contido no subespago. Neste caso o operador linear
Alp : F = F, f— Af, é chamado de restrigao de A.

Exemplo 8.0.3 (Subespagos invariantes). Seja A € £(X).
a) F= {O} e FF=X. (0s subespagos invariantes triviais)
b) F=N(A), Im(A), Fix(4), aFix(A). (subespacos invariantes canénicos de
A)
Lema 8.0.4 (Dimensao 1). Seja A € L(X) e F um subespago de dim F = 1.
F invariante por A < IA=XNA) eK: Af =\ \fVf€EF.

Demonstragao. “=" Fixe £ € F nao-nulo, assim B = {{} é base de F. Seja
f € F nao-nulo (para f = O vale AO = \O para qualquer um escalar A). Entéo
f = a& para um unico escalar nao-nulo a. Como F' é invariante por A temos
A€ € F e assim A¢ = A\¢ para um unico escalar A = A\(A,&). Vale

Af = A(ag) = a A€ = a(A) = A(a€) = M.

O A(A, &) depende de £7 Repetindo o argumento para € € F nao-nulo obtemos
Af = A(6€) = GAE = a(\) = A(a€) = M.

Assim \f = Mf. Dai f # O implica que AA,¢) = ):\(A,g) Entao os escalares

A = ) sdo iguais e nao dependem nem de & nem de &, s6 de A.
“«<” Um subespago é fechado sob multiplicagao escalar. O
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Lema 8.0.5 (Dimensdo 2). Seja {u,v} C X um subconjunto LI, entdo
(u,v) invariante por A < Au, Av € (u,v).

Demonstrag¢ao. “=" Invaridncia por A junto com o fato que u,v € (u,v).

“<” Como B = {u,v} é uma base de (u,v), todo f € (u,v) é da forma f =
au + fv para escalares a, 8 € K. Assim Af = aAu+ SAv é elemento de (u,v),
porque Au e Av sdo e porque o subespago (u,v) é fechado sob - e +. O

8.1 Autovalores e autovetores

Definigao 8.1.1 (autovalor, autovetores, spectro). Seja A € L(X).

a) Por defini¢io chama-se um vetor nao-nulo
v e X\ {O} autovetor de A = N eK: Av =)

em palavras, se a imagem Av é um multiplo de v. Neste caso o escalar \
é chamado de autovalor de A e v um autovetor associado a A. As
vezes é pratico denotar um autovetor associado a A da forma v).

b) O spectro de A é o conjunto composto de

{todos os autovalores de A} =: spec A.

Observagao 8.1.2. Tendo em vista o Lema 8.0.4 podemos resumir
achar autovetores & achar subespacos invariantes de dimensao 1.

Exercicio 8.1.3 (Autovetores nao sdo tnicos).

a) Os miltiplos nao-nulos de um autovetor sdo autovetores .

b) Somas de autovetores associados ao mesmo autovalor \ sdo autovetores.
Definicao 8.1.4 (Autosubespago e multiplicidade geométrica). Seja A € L(X).
a) Dado um autovalor A de A, entao o conjunto

Ey\ = E\(A) := {todos os autovetores de A associado a A\} U {O}

é um subespago de X chamado de autosubespacgo associado ao autova-
lor A. Note que Ey # {O}.

b) A multiplicidade geométrica de um autovalor A é a dimensao
gx = ga(A) :=dim E),
do autosubespago.

Proposicao 8.1.5. Seja A € L(X) e X € spec A, entao valem os sequintes:
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a
b

) Ex=N(Ix — A4);
)

c) E\ C X € subespago invariante por A € L(X);
)
)

A €specA & M x — A nao admite inversa;

d) V€ € Ex\{O}: o subespago (§) € invariante por A € L(X);

e) Um subespago 1-dimensional invariante por A € composto de autovetores.

Demonstracdo. Abreviamos Ig e Ix de I.
a) Av=X v & (M- Ap=0.
b) A € spec A & Av = A paraum v # O < (Al — A)v = O para um v # O
< Al — A néo injetivo < AI — A néo invertivel (Cor. 6.5.2 e Prop. 6.4.4).
c¢) Para v € E) vale Av = \v € E) como o subespago E) é fechado sob “”.
d) Seja af € (€), entdo A(af) = aAf = al € (§).

e) Lema 8.0.4. O
Teorema 8.1.6 (Autovetores associado a autovalores diferentes sdo LI). Se
Ay ...y, A sdo autovalores dois-a-dois diferentes de A € L(X), entdo qualquer
escolha {&1,...,&} de autovetores associados forma um conjunto LI.

Demonstracdo. Indugao sobre o nimero k de autovalores.
k = 1. Como é autovetor & é nao-nulo, assim {&y, } é LI
k — 1 = k. Dado escalares ag, ..., ak, suponhamos que

i+ ot ol = O
Aplicamos A para obtemos

(e 71 Afl +-~-+OékA£k = A0 =0.
A1€1 Akk

Adicionamos a esta equagao (—Ag) vezes a equacdo anterior, obtemos

al()\l — )\k)fl + -+ O‘k—l()\k—l - )\k) 1+ 0 =0.
———r ~————

70 #0
Pela hip6tese k — 1 da indugao {&1,...,&k—1} é LI, entdo cada um coeficiente
anula-se, consequentemente 0 = oy = -+ = a—1. Com estes valores a equagao
no inicio da inducao reduz-se a axé, = O, entao como um autovetor nao se
anula segue que oy = 0 segundo (1.1.3). O

Coroldrio 8.1.7 (Nao tem mais autovalores como dim E).
n:=dimFE = |spec A] < n.

Demonstragdo. Se por absurdo |spec A| > n, entao segundo Teorema 8.1.6 pode-
se escolher um conjunto LI composto de mais como dim E elementos. Mas isso
contradiz Corolério 3.1.15. O
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Exemplos
Exemplo 8.1.8. Para A € £(X) tem-se autosubespagos
N(A) = Ey, FixA = Eq, aFixA=F_1,
sempre se um dos trés subespagos é nao -trivial.
Exemplo 8.1.9 (Rotagoes, reflexdes, cisalhamento). Denotamos de A o ope-

rador linear na consideragao e de F, F' subespagos invariantes por A dos quais F
tem dimensao 1 — entao E é autosubespaco, enquanto F' nao necessariamente é.
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Figura 8.1: Rotacao Ry no plano pelo angulo 6
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Figura 8.2: Rotagdo A, no espaco em torno do eixo z pelo dngulo «
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Figura 8.4: Cisalhamento C,: R? — R?, dado a € R

Diagonalizacao

Coroldrio 8.1.10 (Diagonalizavel). Se A € L(E) possui n = dim E < oo au-
tovalores dois-a-dois diferentes A1, ..., A, entao obtém-se uma matriz diagonal

[A], = diag[A1, ..., A\
veja (8.0.1), para qualquer selecio X = {&1,...,&,} de autovetores associados.
Demonstragdo. A i-ésima coluna da matriz [A], é composto dos coeficientes de
A =M =€ 0t 4 €1 0 & A+ Epn 0o+ 60
veja (5.2.1). O

O exercicio seguinte diz que um operador A € L(F) é diagonalizavel se, e
somente se, existe uma base B de E composto de autovetores de A.
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Exercicio 8.1.11 (Matrizes diagonais). Mostre o seguinte.

(i) A matriz de um operador A € L(E) em respeito a uma base X =
{&1,...,&,} composto de autovetores é a matriz diagonal

[A]» = diag[A1, ..., A\

cujas entradas ao longo da diagonal sao os autovalores correspondentes.

(ii) Vice versa, se a matriz de um operador A € L(E) em respeito a uma base
B={&,...,&} de E ji é uma matriz diagonal

[A]z = diag[ai1, - . ., ann)
entdo cada um elemento a;; na diagonal é autovalor de A e &; é autovetor.

Comentario 8.1.12 (Matrizes triangulares — autovalores ainda na diagonal).
Se a matriz [A]4 s6 ¢ triangular cada um elemento a;; na diagonal continua ser
autovalor de A, mas os elementos da base BB geralmente nao sdo mais autovetores.
Em vez de construir para os a;; autovetores a mao, é recomendavel esperar a
introdugao do polinémio caracteristico, veja Lema 8.2.3.

Aplicagao: calculagao de poténcia de operadores

Seja B uma base de F e seja X uma base composto de autovetores do ope-
rador A € L(E) com autovalores associados A;. Entao

diag[A1, ..., \n] = [A]x,x = [IE]B,X [A]B,B [IE]X,B
em outros simbolos, denotando de p = [Ig], 5 a matriz de passagem

diag[A1,...,\] =p lap, a:= Al 5-

Resolvemos para a = p~ldiag[\1, ..., \,] P 0 que, para k € N, traduz em
ak = pdiag[\F,..., \¥]p~L.

Observe que no lado direito s6 temos que multiplicar trés matrizes. O Exercicio 1
na Secao 8 ilustra esta técnica de calcular poténcias de matrizes e operadores.
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8.2 Polindmio caracteristico

Nesta Secao 8.2, como utilizamos o determinante, suponhamos que E é um
espaco vetorial de dimensao n finita e para podermos trabalhar com polinémios
suponhamos que o corpo K seja infinito, veja Apéndice B.

Teorema 8.2.1 (Polinémio caracteristico). Seja A € L(E) um operador linear.
a) As raizes® do polinémio caracteristico de A

pa(N) : =det (Mg — A) AeK
= det (A1, — a) ,a:=[Alg (8.2.1)
=:pa(N)

onde B ¢é qualquer base ordenada de E, sdo os autovalores de A, assim
spec A ={Xg € K|pa(Xg) =0}.

A ordem m de uma raiz \o,* veja (B.3.1), chama-se de multiplicidade
algébrica do autovalor Ao e usamos o simbolo alg, = m.

b) Dada uma matriz quadrada a € M(n x n; K), entdo o polinémio pa € P, (K)
€ monico e de grau n.

Demonstragao. a) Segundo Proposigao 8.1.5 b) vale que A € spec A < A\p— A
nao é invertivel. Mas isso é equivalente que o determinante do operador anula-se,
ou seja det (A\[g — A) = det (AL, — [A]z) = 0, veja Teorema A.4.5.

b) Segue da férmula (D.3.1) em [Sall9] a qual ndo vale sé para o corpo R,
mas também para gerais corpos infinitos K. O

Comentario 8.2.2 (A convengao (8.2.1) faz p4(\) ménico). Uns autores usam
a ordem oposta det (A — Alg) o que difere de ps(\) por um fator (—1)", veja
por exemplo [Sall9, Ap.D.3]. No todo caso as raizes sdo as mesmas. Mas o
polinémio p4(A) é mdnico, veja Defini¢ao B.3.3, o outro s6 quando n é par.

Teorema 8.2.1 reduze existéncia de autovalores, entao autovetores (ou equi-
valentemente subespagos invariantes de dimensdo 1), a existéncia de raizes de
um polinémio com coeficientes em K e de grau n = dim E. Nos casos impor-
tantes K = C e K = R, tratados na Segao 8.3, tem-se conhecimento 6timo sobre
raizes, veja Apéndice B.4.

Lema 8.2.3. Seja A € L(E) e seja B base de E. Se a matriz a := [A]g € trian-
gular, entdo os elementos a;; € K da diagonal sdo autovalores do operador A.

Demonstra¢do. O determinante de uma matriz triangular
pa(A) =det (A1, —a)=(A—a11) - (A — ann)

é o produto dos elementos da diagonal. O

3 as raizes de um polinémio p séo os pontos A nos quais o polinémio anula-se p(A) =0

4 0 maior inteiro m tal que pa(A) = (A — Xo)™ - ¢()\), onde g(\) é ainda um polinémio
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Lema 8.2.4 (Polinémio caracteristico da inversa). Para A € L(E) invertivel

_\\dim E
pa(N) =S pa(3).
Demonstragio. pa—1(X)det A = det((Ag — A7) A) = det(=A(11p — 4)). O

Lema 8.2.5 (Restricdo a subespago invariante — divisor). Dado um operador
linear A: E — E e um subespago invariante FF C E. Seja A': F — F a
restricao de A. Entdo o polindémio caracteristico par € um divisor do polinémio
caracteristico pa, ou seja

pa(A) =pa(A) - q(X)
para um polinémio q(N).

Demonstracao. Seja a’ a matriz de A’ numa base B’ de F e a a matriz de A
numa base B contendo B’. Seja k = dim F e n = dim F, entao

_(a’ b (AL —a’ b
a_(O c)’ )\lln—a—< 0 )\]ln_kc)'

A férmula (A.4.2) do determinante de uma matriz triangular de blocos diz que
pa(N) : =det (A1, — a)
= det (A1, —a’) - det (A\1,,_x — ¢)
=par (M) -q(N)

onde ¢(\) = det (AL,_ — c). O

Multiplicidades — desigualdade e igualdade
Proposicao 8.2.6 (Desigualdade). Para os autovalores Ay € spec A vale que

9x, = dim By < alg,, . (8.2.2)

e Igualdade vale, segundo Proposicao 8.2.7, para operadores auto-adjuntos
(Teorema 11.3.3), ortogonais,” hermitianos, e unitarios.

e Desigualdade estrita tem-se para o cisalhamento C; € L(R?), veja
Figura 8.4. No caso C o leitor pode verificar que g1 =1 < 2 = alg;.

Demonstrag¢iao. Como Ey, é um subespago invariante de A (Proposi¢ao 8.1.5)
consideramos a restricdo A’ de A a E), a qual A" = M\I: E), — E), é multi-
plicagao por A\g. Note que o polinomio caracteristico da restricao é

pAa’ ()\) = det (AIEAO — AOIEAO) = (A - Ao)gko.

5 Isso nao implica diagonalizavel, poderia ter falta’ de autovalores: A rotagdo por § = /2
no plano é ortogonal mas nao possui autovalores (reais).
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Pelo Lema 8.2.5 o polinémio caracteristico de A é um muiltiplo do polinémio
caracteristico da restricao A’, ou seja

pa(A) =par(A) - q(A) = (A = Ag)?0 - ()

para um polindmio ¢(A). Mas ¢ também poderia ter, ou ndo, uma raiz no

ponto Ag e consequentemente ser da forma g(A) = (A — Ag) - ¢(A\) para um
polindémio ¢, veja Teorema B.3.1. Isso prova que a ordem da raiz A\g do polinémio
caracteristico de A é pelo menos gy,. O

Proposicao 8.2.7 (Igualdade). Seja A € L(E) um operador linear. Suponha
que B = {&,...,&.} € uma base de E composto de autovetores de A. Sejam
A, .- A € K 0s autovalores (2-a-2 diferentes) de A. Entdo vale que

E\,®---®OFE, =FE, gx, =algy, i=1,...,m

Além disso o subconjunto B; C B composto dos autovetores associados ao auto-
valor \; € uma base do autosubespaco E,;.

Demonstracao. Conforme Teorema 8.1.6 a soma ¢é direta Ey, @ --- ® E), C E.
Dai gx, +---+gx, < dim E = n. Seja F; o subespaco gerado por 53;. Como B; C
E,, segue a inclusdo F; C E), e dai |B;| < ga,. Obtemos as duas desigualdades

n=|Bl= B[+ 4B < g+ +ag <n (8.2.3)

As duas desigualdades em (8.2.3) séo igualdades. Dail dim(Ey, @ --- @ E\,.) =
dim F e por isso Ey, ®---@® E),. = E segundo Teorema 3.2.1 (d). Além disso as
quatro igualdades em (8.2.3), junto com 0 < |B;| < ga,, mostram que |B;| = gy,
para todos os i. Por isso F; = E), e B; é base de E),. De (8.2.2) obtemos

n=gx +--+gr <algy 4+ 4alg, <deg(pa) =n

onde a ultima desigualdade é o fato que um polindmio nao tem mais raizes como
indica o seu grau. As desigualdades sao igualdades e, junto com 0 < gy, < alg,,
segue que gy, = alg,, para todos os i. O

Operadores reais
Existéncia de um autovalor na dimensao impar

Teorema 8.2.8. Cada um operador linear num espago vetorial real de dimensao
impar possui pelo menos um autovalor.

Demonstracdo. O polinémio caracteristico é um polinémio real de grau impar
e assim possui pelo menos uma raiz. O

Na dimensao par ja temos visto na Figura 8.1 exemplos sem autovalores: quase
todas rotagoes no plano.
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Triangularizavel

Teorema 8.2.9. Um operador linear num espaco vetorial real E de dimensao
n cujo polindmio caracteristico pa possuin raizes (reais e contadas com multi-
plicidade)® € triangularizdvel.

O cisalhamento C, : R2 — R?, veja Figura 8.4, é triangular e e seu polinémio
caracteristico tem duas raizes. Como o tnico subespago invariante de dimensao
1 é o eixo-z o cisalhamento nao é diagonalizdvel.

O polinémio caracteristico na dimensao 2

Comecgamos com uma preparacao técnica.

Lema 8.2.10. Sejad = {&1,&} C E Ll e a,b,c,d € K, entao o conjunto

{a&1 + b, ¢ +dés} éLD & ad—be=0.
—— ——
=v1 =iv2
Demonstra¢do. Provamos que LI é equivalente a desigualdade # 0. Seja F :=
(€1, &2) com base U e seja G := (v1,v2). Entao LI significa que o operador linear
A : F — G definido por A& = v; e A& = vg, assim levando base em base, é um

isomorfismo segundo Teorema 6.4.7. Mas isso é equivalente a sua matriz [A],,
ser invertivel e isso a seu determinante nao ser nulo 0 # det [A],, = ad —bc. O

Seja A € L(E) um operador linear e B = {£1, &} uma base de E. Escrevemos

ai= Ll =[5 7]

e calculamos

=A-a)(A=0) - By

=22~ (a+ A+ ad — By (8.2.4)
=) — (tra)\ + deta
=A% — (tr A)\ + det A.

Note que traco e determinante de [A],; nao dependem da escolha da base B;
veja (5.4.1) e (5.3.4).

As colunas da matriz a := [A]; sdo os coeficientes de A = {1+ & e de
A€o = &7 + €20 segundo definigdo (5.2.1). Para A € K e I = I obtemos

(M — Ay = (A — a)éy — B& =: vy,
(M — Ay = —v& + (A — )& = va.

6 equivalentemente o polinémio caracteristico é o produto de fatores reais do primeiro grau
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Obtemos as trés equivaléncias seguintes usando, respectivamente, Pro-
posicao 8.1.5 b), o fato que {£1,&>} é base, e Lema 8.2.10, a saber

A €specA & A — A € L(F) ndo é um isomorfismo
=4 {Ul, 1}2} é LD
(8.2.4)
S0=A-a)A=0) =By ="pa(A).
Em resumo, na dimensao dois temos mostrado

A €spec A (ou seja A autovalor) & pa(A\) =0.

Teorema 8.2.11 (dim E = 2). Dado um operador linear A € L(E), entdo as
raizes do polinémio caracteristico de A

pa K=K, A= A2 — (trA)\ +det A

onde
trA:=tr [A]lz, detA:=det[A]g

s@o os autovalores de A, assim spec A= {X € K| pa(\) =0}.
Comentario 8.2.12 (Corpo K = R). As raizes de um polinémio real quadratico
ar’ +br+c=0

existem no caso b? > 4ac e sao dados pela férmula

_ —b+Vb? —4dac
o 2a ’

bV —4c

5 (8.2.5)

T4 nocasoa =1: =4

Exemplo 8.2.13. Determine o spectro e os autosubespacos da matriz real
o 4 3
o2

Uma solugao. Passo 1 — autovalores. Temos que determinar, se existir, os
autovalores as quais sao as raizes reais do polinomio caracteristico

pa(A) : = A2 — (tra)\ + deta
=N - (4+2A+(4-2-1-3)
=\ — 6\ +5.

Encontramos as raizes através da férmula (8.2.5) obtendo

~ 6++/36 20
===

s =3+2  A_=1, A, =5

Assim speca = {1,5}.
Passo 2 — autosubespacgos. Isto é o nicleo da matriz A1 — a para A = 1, 5.
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E; = N(1—a): Depois calcular a matriz 1 — a escalonamos ela e resolvemos
de baixo para cima, veja Exemplo 6.6.2. Ou seja

BCE EIRETH

1 -1 11 0 0

O SL obtida é z +y =0 e assim y = —z para € R. Assim E; = R(1,—1).
Es = N(51 — a): Analogamente

aca [l 3] 5

-1 3 0 0
O SL obtida é x — 3y = 0 e assim = = 3y para y € R. Assim F5 = R(3,1).

Comentéario 8.2.14 (Truque de autovetores). Seja a uma matriz real 2 x 2
nao-nula e A um autovalor (real ou complexo). Entao

A —a= [a ﬂ = a{_ﬁ] —A{_ﬂ
x % « o}
se a primeira linha nao é nula. Caso a primeira linha é nula, use a segunda

linha, dizemos (v, d), para obter um autovetor (—d,~).

Demonstra¢do. Como A é autovalor, a matriz A1 — a nao é invertivel. Dai as
duas linhas sdo LD, e a segunda é um multiplo (real ou complexo) da primeira

_|a B _|a B
)\ll—a—[* *}_[ca CB]

O vetor (—f, «) estd no nicleo desta matriz. O
Exercicio 8.2.15. Determine autovalores e autosubespacos do operador linear

A: P1(R) = P1(R), a+bx v (4da+ 3b) + (a+ 2b)z.

8.3 Existéncia no caso real e complexo

Nesta secao restringimos a espagos vetoriais reais ou complexos (K = R, C)
de dimensao finita n e a operadores lineares A em F, ou seja A € L(E).

Caso real

Teorema 8.3.1 (Existéncia). Um operador linear A num espago vetorial real E
de dimensao finita admite um subespago invariante F de dimensao 1 ou 2.

Demonstra¢ao. Teorema C.5.1 O]

A rotagdo Ry no plano por um angulo #, ndo um miiltiplo inteiro de T,
em simbolos 6 ¢ 7Z, ndo tem um subespaco invariante de dimensdo 1, mas de
dimenséo 2 — o plano mesmo. O cisalhamento C; € £L(R?), veja Figura 8.4, tem
um subespago invariante de dimensao 1, o eixo x, mas nao de dimensao 2.
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Caso complexo

Teorema 8.3.2 (Existéncia). Um operador linear A num espago vetorial com-
plexo E de dimensdo finita admite um subespacgo invariante F de dimensdo 1.
FEquivalentemente A admite um autovalor.

Demonstragao. O polindmio caracteristico pa(A\) é um polinémio complexo e
assim possui uma raiz segundo Teorema B.4.1. O
8.4 Exercicios

1. Seja A:R? = R? (z,y) — (3x +y, 2z + 2y).

(a) Mostre que 4 e 1 sdo autovalores de A.
(b) Ache uma base ordenada B = (u,v) de R? tal que

Au = 4u e Av =nw.

. 1 - ,
(c) Dada a matriz a = {3 ] , ache uma matriz invertivel p tal que

2 2
[0

(d) Calcule A9,
2. Dado a € R3\ {0}, determine os subespagos de R? invariantes por
A:R?® 5 R3, Vi a X,
onde o produto vetorial x é definido no Exercicio 5.4.5.
3. Sejam A, B € L(E) operadores que comutam: AB = BA. Prove que

(a) N(B) e Im(B) sao subespagos invariantes por A;

(b) se F é um subespaco invariante por A, entdo BF := {Bf: fe€ F} é
ainda um subespaco invariante por A.

4. Dado A € L(F) e um polindémio p = p(x), prove que niicleo e imagem do
operador p(A) € L(E) (Definicao C.5.2) sdo subespagos invariantes por A.

5. Mostre que o operador derivagdo no espago P(R) dos polindmios reais
D:P(R)— P[R), p(x)—p(x):= %p(m)
tem spectro {0} e Ey =R C P(R) é composto dos polindmios constantes.

6. Seja A € L(E), prove que



8.4. EXERCICIOS 109

(a) A invertivel <= A néo possui autovalor 0;

(b) se A é invertivel, entdo os autovetores de A e A~! coincidem. E os
autovalores?

7. Seja A : R™ — R"™ o operador linear cuja matriz na base canonica tem
todas as entradas iguais a 1. Prove que

Exiba uma base de R™ na qual a matriz de A tem n? — 1 zeros.

8. Mostre que todo operador A € L(R"™) de posto 1 possui um autovetor v
cujo autovalor A é o traco de A.
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Apéndice B
Polinomios

Suponhamos! durante todo o Apéndice B que
K é um corpo infinito  (em simbolos |K| = o0) (B.0.1)

ou seja, o nimero de elementos de K, denotado por |K|, dever ser infinito. Esta
hipétese garante que os mondémios formam uma base para o espago vetorial
P(K) de polinémios; veja Teorema B.1.2.2 Corpos infinitos incluem corpos
mais importantes como os nimeros reais e os nimeros complexos

K=R,C

mas nao incluem os corpos Z, com p primo.
Neste Apéndice B seguimos o livro texto excelente [Koe85].

Definicao B.0.1 (Polinémio). Uma funcdo p: K — K dada por uma soma finita
p(x):a0+a1z+~~+ak,xk, reK

onde os coeficientes g, a1, . .., a sao elementos do corpo K, uma tal fungao p
é chamada de polinémio com coeficientes em K ou polinémio sobre K.

No caso aj = 1 o polinémio p é chamado de ménico. No caso a; # 0 o
exponente k é chamado de grau do polinémio, simbolo deg(p) := k. Seja

P(K)
o conjunto composto de todos os polinémios sobre K.

Os polindmios constantes correspondem aos elementos do corpo K. Por isso
faz sentido considerar o corpo K como subconjunto de P(K).

LAp. B de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 29 de abril de 2024

2 Em Z3, os polinémios 2x2 +x3 e 2z +2x2 +2x3, visto como fungdes Z3 — Z3 na varidvel x,
sao iguais (ambos tomam valor 0 em x = 0,1 e valor 1 em z = 2) ainda que os coeficientes sdo
diferentes (0,2,1 e 2,2,2). Claramente tal ambiguidade nao é desejavel. Em Zs o polindémio
x4+ 22 é constantemente nulo ainda que os coeficientes em frente dos monémios nio sao nulos.

3 Tem-se uma inclusio P(K) C F(K) no espago vetorial das fungdes K — K gragas a
infinidade de K a qual evita o problema exposto no rodapé anterior.
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B.1 Espaco vetorial

Lema B.1.1. P(K) € subespago do espago vetorial F(K) em Exercicio 1.2.10.
Demonstragao. P(K) é fechado sob adi¢do e sob multiplicagao escalar. O
Teorema B.1.2. Os monémios {1,z,2%,23,...} formam uma base de P(K).

Demonstracao. Gera: Verdadeiro por definicao de polinémio. LI: Escolha uma
CL de monémios e suponha que é igual ao polinomio nulo. Adicionando termos
da forma 0 - z*, se necessario, temos a hipdtese

a0+a1x+a2x2—|—---—|—ock.xk=0

para todos os x € K. Como o corpo K é infinito conforme hipétese B.0.1,
podemos escolher k+1 elementos dois-a-dois diferentes x1, ..., zr+1 € K. Temos

a0+o¢1xj+042xj2—|—---—|—o¢ka:jk:O, i=1L2..k+1

Consideramos isto como um sistema linear de k+1 equagoes nas k+1 incégnitas
ag,aq,...,a. O determinante da matriz A de coeficientes é o determinante de
Vandermonde, em simbolos det A = A(x1, 22, ...,Tk+1), & qual ndo é nula con-
forme Teorema A.4.6. Assim o sistema linear Aa = O, onde a = (ay, ..., ),
admite a solucdo tinica a = A~'O = O trivial. O

B.2 Anel

Definimos o produto de dois polinémios
p() = ag + a1z + -+ apa®,  q(x) = Bo+ fra + - + Bz’
através de calculacao distributiva, ou seja
(pg)(x) = p(z)q(z) ==y + 1z + -+ Wper™, 2 €K (B.2.1)

onde v9 = oo, 711 = apf1 + a1P0, -, Ve+e = aiBe. O coeficiente geral ~,,
¢ a soma de todos produtos o;3; com 0 < i <k, 0<j<flei+j=m A
férmula (B.2.1) define um produto

-+ P(K) x P(K) = P(K), (p.q) — pq

o qual é comutativo e associativo (porque a multiplicacido em K é). O elemento
neutro multiplicativo 1 de K é o elemento neutro da multiplicacdo ”-”. Assim
(P(K),+,+) é um anel comutativo e associativo com unidade 1 € K c P(K).
Ele é chamado de anel polinomial sobre K. Defini¢ao (B.2.1) prova o

Teorema B.2.1 (Grau). Se p # O e q¢ # O sdo polinémios, entio o produto
pq # O também nao é o polinémio nulo e vale deg(pq) = deg(p) + deg(q).
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Este teorema diz que o anel P(K) néo tem divisores nulos (p # O e g # O
com pg = O). Um anel sem divisores nulos é chamado de anel de integridade.

Teorema B.2.2 (Divisdo com resto). Dado dois polindmios p e g # O, entdo
existem polindomios unicos s e r tal que

p=qs+r

r=0 ou deg(r)<deg(q)
Demonstragdo. Nos casos p = O ou deg(p) < deg(q) escolhe s = O. Assim

podemos supor deg(p) > deg(q). Na terminologia em cima podemos supor
ag, Be # 0, assim k > £. Entao o polinémio definido assim

L

r(@) = p(@) = 52t - g(2)

é nulo ou tem grau k; < k. Se também vale ky < £ definimos s(z) := G- - k=t

e a prova é completa. No outro caso k1 > ¢ repetimos o processo com 71 em
lugar de p e chegamos no destino depois finito muitos passos. Para unicidade
veja Exercicio B.2.7. O

Corolario B.2.3. Seja p um polinémio, entdo para cada um ponto a € K existe
um dnico polindmio so tal que p(r) = (x — a)sq () + p(a), Vo € K.

Demonstragao. Na divisdo com resto escolha ¢(x) := x—a para obter p = gs+r
onde 7 é nulo ou possui grau nulo, assim é constante » = const. No ponto z = «
obtemos p(a) = 0 - s(a) 4 const. Para unicidade veja Exercicio B.2.7. O

Se escolhamos para o ponto a € K uma raiz de p, caso tem raizes, obtemos

Corolario B.2.4. Seja p # const um polindémio nao-constante, entdo para toda
raiz o € K de p existe um unico polinémio s, com p(x) = (v —a)sq(z), Vo € K.

Se s = s, possui uma raiz em K, entao podemos continuar o processo e
obtemos a representacao em Teorema B.3.1.

Corolario B.2.5. Um polinémio nao-nulo p # O nao tem mais raizes como
seu grau marca, em simbolos [p~1(0)| < deg(p).

Como o grau de um polinémio é finito o Coroléario precedente implica

Corolario B.2.6. Se p é um polindmio e vale p(a)) = 0 para infinito muitos
a €K, entao p= O € o polindomio nulo.

Exercicio B.2.7. Mostre os seguintes.

(i) Em Teorema B.2.2 os polindémios s e 7 sdo dnicos.

(ii) Em Corolario B.2.3 o polinémio s, é tunico.

[Dicas: Corolarios B.2.5 ¢ B.2.6.]
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B.3 Fatorizacao

Teorema B.3.1 (Fatorizacdo de polinémios). Um polinémio nao-constante p
de P(K) possui uma representagdo tunica* da forma

plx)=(x—a))™ ...(x —a,)™" - t(x) (B.3.1)
com pontos ay,...,q, € K dois-a-dois diferentes, um polinémio t sem raiz
em K, e expoentes my,...,m, € N tal que my + --- + m, + deg(t) = deg(p).
Além disso, os pontos aq,...,q, sGo exatamente as raizes de p em K.
Demonstragao. Coroléario B.2.4. O

Definicao B.3.2. Chama-se o expoente my, na representagao (B.3.1) de ordem
ou de multiplicidade algébrica da raiz a; do polinémio p.

Definicao B.3.3. Um polinémio nao-constante p de P(K) é chamado de irre-
dutivel se nao é um produto
pPF#P1L---Pk
de polinémios p; de grau < deg(p) e é chamado de redutivel no caso contrario.
Observagao B.3.4.
1. Todo polinémio de grau 1 — chamado de fator linear — é irredutivel.

2. Ser irredutivel depende do corpo. Por exemplo, os polinomios de grau dois
2 —1=(z+1)(z—1), 2?2+ 1= (x+i)(z—1)

sdo redutivel como polindémios complexos, elementos de P(C), mas sé o
primeiro é redutivel como polinémio real, elemento de P(R). Em P(R) o
polinémio quadratico 22 4+ 1 é irredutivel.

3. Como polindémio real (z2—1)(2%+1) é composto de trés fatores irredutiveis,
dois fatores lineares e um quadratico.

Como polinémio complexo (22 — 1)(z% + 1) é composto de quatro fatores
lineares irredutiveis.

B.4 Teorema fundamental da algebra

Teorema B.4.1 (Teorema fundamental da dlgebra — K = C). Valem e sao
equivalente: a) Um polinémio complexo ndo-constante p possui uma raiz.’
b) Um polindmio complexo p de grau k fatoriza em k fatores lineares, ou seja

plx)=clz —a1) - (. —ag) (B.4.1)

4 \nica até alternar a ordem no produto

5 Este teorema famoso tem uma histéria de séculos — desde o primeiro aparecimento até
o bem entendido de hoje: Girard (1595-1632), Descartes (1596-1650), Leibniz (1646-1716),
Euler (1707-1783) formulou a primeira vez “todo polindmio real de grau n possui exatamente
n raizes compleras” e provou para n < 6, D’Alembert (1717-1783), Lagrange (1736-1813),
Laplace (1749-1827), Gauss (1777-1855) deu 4 provas, Argand (1768-1822), Cauchy (1789-
1857). A quem maneja a lingua alemdo recomendo muito o livro [EHH192], Capitulo 4.
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onde ¢, a, ..., Sao numeros complexos, nao necessariamente diferente.

Demonstragao. a) Uma prova ao longo do abordagem de D’Alembert e Argand,
isto é minimizar o absoluto |p(z)| em C, é dada no livro [Art91, Thm. 9.1, p. 527].
b) Aplique iterativamente Coroldrio B.2.4 usando existéncia de uma raiz con-
forme parte a). Alternativamente, na férmula (B.3.1) o polinémio ¢ sem raiz deve
ser constante, porque no caso contrario ele ia ter uma raiz segundo parte a). [

Corolario B.4.2 (Polinémios reais — K = R). Um polinémio ménico real p
de grau n > 1 fatoriza como produto p = pi1...pr de polinémios mdnicos reais
wrredutiveis p; de grau 1 ou 2.

Demonstra¢ao. Um polinémio real é complexo e assim p tem a forma (B.4.1) no
teorema fundamental acima onde ¢ = 1 porque p é moénico. Os «; sao complexos
0 que nao impede real. Se um «a; nao € real o complexo conjugado @; também
¢ uma rafz — assim igual a um dos a; — porque p é um polinomio real. Mas o
produto (z — a;)(z — @;) = 22 — (a; + @;)x + a;@; é um polinoémio real. Assim
os fatores em (B.4.1) ou sdo linear e real ou sdo complexos mas combinam em
pares cujo produto é um polinémio quadratico real irredutivel. O
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C.5 Existéncia de subespago invariante (K = R)

Nesta secao suponhamos que A é um operador linear num espaco vetorial
real F de dimensao finita n > 1.

Teorema C.5.1 (Teorema 8.3.1). Um operador linear A em E admite um
subespaco invariante F' de dimensao 1 ou 2.

Definicao C.5.2. Dado um operador linear A € £(F) e um polindémio real
p=px)=ap+ a1z + -+ az" € P(R)

definimos um operador linear em F assim
p(A) :=aplp + 1A+ -+ a, A" € L(E)

Lema C.5.3. Dado A € L(E), entdo existe um polindmio monico irredutivel
q € P(R) de grau 1 ou 2 e existe um vetor nao-nulo v € E tal que g(A)v = O.

Demonstragdo. Seja n = dim E > 1, entdo como o espago vetorial L(E) tem
dimensdo n?, veja Corolario 4.1.15, o conjunto de n? + 1 elementos

{Ig, A, A2, A"}
é LD. Por isso existem coeficientes reais «;, nao todos nulos, tal que
0= aOIE+a1A+---+anzA"2

Seja au;, o coeficiente nao nulo do maior indice. O caso m = 0 é impossivel como
aplp = O implicaria o absurdo Ix = ap~ 'O = O. Entdao m > 1 e definindo
Bj = a;/a, obtemos que

O =Bolg+ LA+ -+ Bn1 A"+ A™ = p(A) € L(E)
O correspondente polinémio real

PA) == Po+ Bz + -+ Bpaa™ 2™
é monico e de grau m > 1. Segundo Coroldrio B.4.2 obtemos que
pP=P1---Pk
onde os p; sao polindmios moénicos reais irredutiveis de grau 1 ou 2. Como
O =p(A) =pi(4)...p(A)

pelo menos um dos operadores na direita nao é invertivel, dizemos p;(A4). (Caso
contrario o operador nulo O é invertivel — absurdo.) Dai ¢(A) :=p;(A): E - E
nao é bijetivo, assim ndao injetivo, ou seja N(q(A)) # {O}. O
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Demonstragao de Teorema C.5.1 (Existe subespago invariante de dim. 1 ou 2).
Dado A € L(F), segundo Lema C.5.3 existe um polinémio ménico irredutivel
q € P(R) de grau 1 ou 2 e existe um vetor ndo-nulo v € F tal que

O =q(A)v (%)

Caso g tem grau 1. Entdo ¢ é da forma ¢g(z) = © — A para um X\ € R. Daf
segue de (%) que O = ¢(A)v = (A — Mg)v = Av — \v. Por linearidade de A a
reta F' := Rv é um subespaco invariante por A.

Caso g tem grau 2. O polinomio é da forma g(z) = x?+ax+/3 para constantes
o, € R onde 5 # 0 como ¢ é irredutivel (no caso contrario ¢(z) = z(z + a) é

redutivel). Entao
0 Y g(A) = Adv + adv + Bu ()
Se Av = O obtemos a contradi¢cdo O = fSv.
e {v, Av} é LI: Suponha por absurdo que Av = pv para um p € R\ {0}.
Entao obtemos que
(x%)

@
—~

PP+ ap + o = (p® + ap+ ) v = q(u)=0
———
=q(p) 70

mas um polinémio irredutivel de grau 2 nao pode ter uma raiz real.
e O subespaco F' gerado por {v, Av} tem dimenséo 2 e é invariante por A:
Como A ¢ linear ¢é suficiente mostrar Av € F' e A(Av) € F. Com efeito

AveF,  AA)E _a(Av) - pueF

Isso finaliza a prova de Teorema C.5.1. O
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