
Apêndice A

Revisão de matrizes e
sistemas lineares

Seja1 R o conjunto dos números reais.

Comentário A.0.9 (Corpos gerais K). As construções neste Apêndice A para
matrizes e listas cujas entradas são números reais funcionam do mesmo jeito
para entradas num corpo geral K. Veja por exemplo [Lan93, Chap.VIII].

A.1 Matrizes

Para alunos da matemática recomendo o tratamento excelente [Art91, Chap-
ter 1], para os outros alunos recomendo [San12, Caṕıtulos 1 e 2].

Definição A.1.1 (Matrizes m⇥n). Uma matriz, mais detalhado uma matriz
m ⇥ n, é um quadro numérico de m linhas e n colunas

a = (aij) :=

2

64
a11 . . . a1n
... . . .

...
am1 . . . amn

3

75

onde os aij são números reais chamado de entradas da matriz. Por definição
a entrada aij está localizada na i-ésima linha e j-ésima coluna, para memorizar

alinha coluna

Uma matriz quadrada é uma matriz do tipo n⇥ n. Denotamos de

M(m⇥ n) :=
n
a = (aij)

��� aij 2 R, i = 1, . . .m, j = 1, . . . , n
o

1Ap. A de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 25 de março de 2024
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o conjunto de todas as matrizes reais a = (aij) do tipo m ⇥ n. Definimos a
adição de duas matrizes entrada por entrada, ou seja

a+ b = (aij) + (bij) := (cij) , cij := aij + bij

Definimos a multiplicação escalar de uma matriz por um número real �,
chamado de escalar por tradição, também entrada por entrada, ou seja

�a = � (aij) := (cij) , cij := �aij

A matriz cujas entradas todas são o número nulo 0 é chamada de matriz
nula, śımbolo 0. Se na matriz nula n ⇥ n colocamos o número 1 ao longo da
diagonal obtemos a matriz identidade 1l = 1ln. Denotamos de �a := (�1)a a
matriz cujas entradas são os negativos �aij das entradas aij da matriz a. Como
�a+ a = 0 dizemos que �a e a são inversos aditivos um do outro.

Definição A.1.2 (Matriz transposta). A transposta de uma matriz a 2

M(m ⇥ n) é a matriz at com entradas (at)ij = aji. Ou seja, a transposta
de uma matriz tem como linhas as colunas da matriz original.

Definição A.1.3 (Linhas e colunas de matrizes). Seja a = (aij) 2 M(m ⇥ n)
uma matriz m⇥n. Note-se que o primeiro ı́ndice i de uma entrada aij indica a
linha e o segundo j a coluna dela. Tendo isso na vista vamos denotar a k-ésima
coluna, respectivamente a `-ésima linha, de uma matriz a com os śımbolos

a•k :=

2

64
a1k
...

amk

3

75 , a`• :=
⇥
a`1 . . . a`n

⇤
(A.1.1)

Temos escolhido o śımbolo • para sugerir “este ı́ndice é aberto” – ele corre e
assim gera uma lista, ou vertical ou horizontal dependente se • fica no primeiro
ou no segundo lugar. Assim podemos escrever a matriz a nas formas seguintes

a =

2

64
a1•
...

am•

3

75 =
⇥
a•1 . . . a•n

⇤

Definição A.1.4 (Espaço-coluna e espaço-linha). Seja a = (aij) 2 M(m ⇥ n)
uma matriz m ⇥ n. O espaço-coluna é o conjunto de todas as somas das
colunas a•k da matriz decorado com fatores escalares �k 2 R, em śımbolos

Esp-col(a) := {�1a•1 + · · ·+ �na•n | �1, . . . , �n 2 R} ⇢ M(m⇥ 1)

Analogamente no espaço-linha usa-se as linhas da matriz a, ou seja

Esp-lin(a) := {�1a1• + · · ·+ �nan• | �1, . . . , �n 2 R} ⇢ M(1⇥ n)
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Produto matriz

Para duas matrizes a de tipo m ⇥ n e b de tipo k ⇥ p pode-se definir o
chamado produto matriz no caso que os ı́ndices n = k coincidem:

M(m⇥ n)⇥M(n⇥ p) ! M(m⇥ p), (a,b) 7! ab := (cij) (A.1.2)

onde

cij := ai•|{z}
1⇥n

b•j|{z}
n⇥1

:= ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
nX

k=1

aikbkj

Figura A.1: Produto matriz – o número de colunas de a iguale o de linhas de b

Lema A.1.5 (Umas propriedades do produto matriz). Vale o seguinte

(i) (cb)a = c(ba)

(ii) c(a+ b) = ca+ cb e (a+ b)c = ac+ bc

(iii) a1ln = a e 1lma = a a 2 M(m⇥ n)

(iv) b(�a) = �(ba)

para todos � 2 R e matrizes a,b, c tal que as operacoes fazem sentido.

Definição A.1.6 (Matriz inversa). Uma matriz quadrada a 2 M(n⇥n) admite
uma inversa se existe uma matriz quadrada b tal que ab = 1ln.2 Neste caso tal
b é único e usa-se o śımbolo a�1 para denotar b; veja Seção 6.4.1.

Definição A.1.7 (Matrizes quadradas comutando). Dizemos que duas matrizes
quadradas a,b 2 M(n⇥ n) comutam se ab = ba.

2 No caso se matrizes quadrada a condição ab = 1ln é equivalente à condição ba = 1ln.
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A.2 Escalonamento de matrizes segundo Gauss

Definição A.2.1 (Operações elementares (oe)). Pode-se aplicar para as linhas
de uma matriz três tipos de operações, as chamadas operações elementares:

(oe1)
l
trocar duas linhas

(oe2)
·
multiplicar uma linha com um escalar ↵

(oe3)+ adicionar uma linha para uma outra

Teorema A.2.2. O espaço linha não muda quando aplicar (oe)’s a uma matriz.

Demonstração. Óbvio da Definição A.1.4 de Esp-lin.

Processo de escalonamento – método de Gauss (*1777 †1855)

Chama-se uma matriz escalonada se em cada linha o primeiro elemento não-
nulo está à esquerda do primeiro elemento não-nulo da próxima linha. Exemplos

escalonadas:

2

4
1 4 0 0
0 3 9 5
0 0 0 3

3

5 ,

2

4
1 4 0 0
0 0 3 9
0 0 0 0

3

5 não é:

2

4
1 4 0 0
0 3 9 5
2 0 0 3

3

5

Numa matriz escalonada os primeiros elementos não-nulos das linhas são cha-
mados de pivôs da matriz escalonada.

Definição A.2.3. Uma matriz pode ser transformada numa matriz escalonada
aplicando operações elementares. O processo é repetir os três passos seguintes:

1. Localiza a primeira coluna não-nula e nela o primeiro elemento não-nulo,
dizemos a. Troca a linha de a e a primeira linha.

2. Embaixo de a anulamos todo elemento não-nulo, dizemos b: Multiplique
a linha de b com �a/b, depois adiciona a linha de a. Continue até todos
os elementos embaixo de a são nulos.

3. Esqueça a linha e a coluna de a e trata a matriz restante começando de
novo com passo 1.

O processo de escalonar uma matriz a termina com uma matriz escalonada –
não é única – denotada aesc e ilustrada na Figura 3.1 onde ⇤ simboliza entradas
qualquais, nulos ou não-nulos.

Exemplo A.2.4. Ilustramos o escalonamento. Seja Li a i-ésima linha.

a =

2

4
0 1 2
2 1 1
4 0 �2

3

5
1.

L1$L2
�!

2

4
2 1 1
0 1 2
4 0 �2

3

5
2.

�
2
4
L3

�!

2

4
2 1 1
0 1 2
�2 0 1

3

5
2.naL3
adic.L1
�!

2

4
2 1 1
0 1 2
0 1 2

3

5

3.esq.linha
e col.de 2
�!

2

4
2 1 1
0 1 2
0 1 2

3

5
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Figura A.2: Uma matriz escalonada aesc com pivôs p1, . . . , pd 6= 0

e agora começamos de novo com passo 1 tratando a matriz reduzida

1.
L2$L2
�!

2

4
2 1 1
0 1 2
0 1 2

3

5
2.

�
1
1
L3

�!

2

4
2 1 1
0 1 2
0 �1 �2

3

5
2.naL3
adic.L2
�!

2

4
2 1 1
0 1 2
0 0 0

3

5 =

2

4
2 1 1
0 1 2
0 0 0

3

5

A matriz escalonada reduzida

O processo de escalonar uma matriz a não lida a um resultado único: por
exemplo, se aesc é uma matriz escalonada, então 7aesc também é.

Definição A.2.5 (A matriz escalonada reduzida). Chama-se uma matriz es-
calonada reduzida, śımbolo aesc�red, se cada um pivô é 1 e as entradas acima
dele são nulos. A matriz nula já é escalonada reduzida.

A matriz escalonada reduzida é única: Se uma matriz a não possui pivô,
então trata-se da matriz nula e

0esc = 0esc�red = 0

Dado então uma matriz não-nula a. Calcule uma forma escalonada aesc. Na
matriz aesc multiplique a primeira linha com 1/p1 onde p1 é o pivô da primeira
linha. Se a linha 2 não é nula, então faça o mesmo na linha 2. Depois aplique
operações elementares à linha 2 para anular cada uma entrada acima do pivô
dois. Continue até não tem mais linhas não-nulas.

Figura A.3: A matriz escalonada reduzida aesc�red

Exerćıcio A.2.6. Suponha que a é uma matriz quadrada n ⇥ n e uma ma-
triz escalonada aesc possui n pivôs. Neste caso a matriz escalonada reduzida
aesc�red = 1ln é a matriz identidade.
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A.2.1 Aplicações de escalonamento

Matrizes

(i) Base e dimensão do subespaço gerado por m vetores. Seção 3.1.3

Dado m vetores v1, . . . , vm 2 Rn, colocamo-los como as linhas de uma
matriz a 2 M(m⇥ n) e calculamos uma forma escalonada aesc. As linhas
não-nulas, dizemos `1, `2, . . . , `d como na Figura 3.1, formam uma base do
espaco-linha de a cuja dimensão é consequentemente d. Assim o subespaço

hv1, . . . , vmi = Esp-lin(a)
Teor.A.2.2

= Esp-lin(aesc) ⇢ Rn

tem como base as linhas não-nulas {`1, . . . , `d} da matriz escalonada aesc.

(ii) Base e dimensão da imagem de uma matriz a. Seção 4.2

A imagem de uma matriz a 2 M(m⇥n) é igual, veja (4.2.2), a seu espaço-
coluna o que coincide com o espaço-linha da matriz transposta at ou seja

Im(a) = Esp-col(a) = Esp-lin(at)
Teor.A.2.2

= Esp-lin(atesc) ⇢ Rn.

Assim as linhas não-nulas de atesc formam uma base de Im(a). A dimensão
da imagem é chamado de posto da matriz.

(iii) Resolução de sistemas lineares ax = b. Seções A.3 e 6.6

Existência de uma solução x é equivalente a b sendo uma CL das colunas
da matriz a. Neste caso segue os passos descrito no Comentário A.3.5.

(iv) Núcleo de uma matriz a. Seção 6.6.2

Escalone a matriz estendida [a : O] e resolve [a : O]esc = [aesc : O] “de
baixo para cima”, veja Comentário A.3.5.

(v) Cálculo da matriz inversa (Gauss-Jordan). Seção A.4

Transformações lineares gerais

Se A : E ! F é uma transformação linear entre espaços vetoriais da di-
mensão finita escolha bases e calcule a matriz de A correspondente. Aplique as
técnicas para matrizes descritos acima.

• Cálculo do posto de uma transformação linear Seção 6.1.

• Cálculo do núcleo e da imagem de uma transformação linear Seção 6.6.

• Resolução de sistemas lineares Seções A.3 e 6.6.

• Cálculo da transformação linear inversa (Gauss-Jordan) Seção A.4.
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A.3 Sistemas Lineares

Seja a uma matrizm⇥n e b = (b1, . . . , bm) uma lista ordenada dem números
reais. Agora mesclamos ás n colunas de a a lista b como a (n+1)-ésima coluna
para obter a chamada matriz aumentada, notação

[a : b] :=

2

64
a11 . . . a1n b1
... . . .

...
...

am1 . . . amn bm

3

75 .

Definição A.3.1. Suponha uma matriz a tipom⇥n e uma lista b = (b1, . . . , bm)
são dadas. Queremos saber se existe uma solução x = (x1, . . . , xn) do sistema
linear (SL) de m equações a n incógnitas x1, . . . , xn

8
>><

>>:

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1
...

...
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

(A.3.1)

ou, equivalentemente, da equação correspondente ax = b entre matrizes.3

É útil chamar a matriz aumentada [a : b] o sistema linear definido por (A.3.1).
A lista b = (b1, . . . , bm) é chamada de inomogeneidade do sistema linear. O
caso b = O = (0, . . . , 0) chama-se de sistema linear homogêneo (SLH).

O sistema linear (A.3.1) pode ser escrito equivalentemente na forma

x1

2

64
a11
...

am1

3

75+ · · ·+ xn

2

64
a1n
...

amn

3

75 =

2

64
b1
...
bm

3

75. (A.3.2)

O lado esquerdo é um exemplo de uma chamada “combinação linear” das
colunas a•1, . . . ,a•n da matriz a, veja (A.1.1), representando o vetor b – um
conceito fundamental o qual vamos tratar no próximo parágrafo.

Comentário A.3.2. Note-se que o lado esquerdo de (A.3.2) corre sobre toda
a imagem da matriz a se variamos x sobre todas as listas. Então um SL [a : b]
tem uma solução se e somente se a lista b é elemento da imagem da matriz a.

Lembramos do curso MA141 “Geometria Anaĺıtica” o seguinte

Lema A.3.3. Uma lista x é solução do sistema linear [a : b] se e somente se x
é solução do sistema linear associado à matriz escalonada [a : b]esc.

Ideia de demonstração. (Veja por exemplo Artin “Algebra” (1991), p. 13.)
As operações elementares podem ser escrito como matrizes invert́ıveis e. O
resultado de uma operação elementar numa matriz a então é a matriz ea. Assim
aesc = pa onde p é da forma p := e1 . . . ek. Além disso e[a : b] = [ea : eb],
então [a : b]esc = [pa : pb]. ’)’ Se ax = b, então pax = pb. ’(’ Use p�1.

3 Sempre se escrevemos ax = b consideramos x e b como matrizes colunas n ⇥ 1 e m ⇥ 1,
respectivamente, e ax é o produto matriz.
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Note-se que no caso especial quando um sistema linear é homogêneo, ou seja
b = O, vale a relação seguinte

[a : O]esc = [aesc : O].

Corolário A.3.4 (Núcleo). N(a) = N(aesc).

Demonstração. As soluções de [a : O] e [a : O]esc são iguais (Lema A.3.3).

Resolução de um sistema linear usando escalonamento

Comentário A.3.5. Para resolver o SL ax = b

• escalone a matriz aumentada [a : b]

• obtendo uma matriz escalonada [a : b]esc =: [ã : b̃].

• Resolve o SL ãx = b̃ ”de baixo para cima”, veja Exemplo A.3.6 que segue.

• Uma lista x é solução de ãx = b̃ se e somente se x é solução de ax = b.

Exemplo A.3.6. Para encontrar as soluções (x, y, z) 2 R3 do sistema linear
8
><

>:

y + 2z = 0

2x+ y + z = 0

4x� 2z = 0

primeiro, formamos a matriz aumentada [a : b] onde b = (0, 0, 0) =: O, segundo,
escalonamos ela, e terceiro, resolvemos “de baixo para cima”. Segundo
Lema A.3.3 uma solução de [a : b]esc também resolve [a : b], e vice versa.

Exemplo A.2.4 mostra as matrizes a e aesc.
No Exemplo A.2.4 o lado direito = [aesc : O] desta fórmula representa o SLH

8
><

>:

2x+ y + z = 0

y + 2z = 0

0 = 0

Resolução “de baixo para cima”:

Linha 3. Começamos embaixo com a ultima linha 0x+0y+0z = 0 a qual não
representa nenhuma restrição para x, y, z.
Linha 2. Progredimos para cima, ou seja para a linha dois y+2z = 0. Escolha
uma variável para ser a variável dependente da(s) outra(s) variáveis, as quais
variam livremente no corpo. No nosso caso só tem uma outra e o corpo é R.
Escolhemos por exemplo como variável dependente y = y(z) = �2z como função
da variável z a qual varia livremente sobre os números reais, ou seja z 2 R.
Linha 1. Progredimos para cima, ou seja para a primeira linha

0 = 2x+ y(z) + z = 2x� 2z + z = 2x� z

lembrando que z 2 R é livre. Então x = x(z) = 1
2z para qualquer z 2 R.
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Conclusão. Toda solução do SL é da forma
2

4
x(z)
y(z)
z

3

5 =

2

4
1
2z
�2z
z

3

5 = z

2

4
1
2
�2
1

3

5

onde z 2 R é um número real arbitrário. Então o SL não tem só uma solução –
tem uma para cada um número real z. Isso conclui o Exemplo A.3.6.

A.4 Cálculo da matriz inversa – Gauss-Jordan

Esta Seção A.4 aplica só para matrizes quadradas.

Proposição A.4.1. Caso uma matriz n⇥n (quadrada) a admite uma inversa,
encontra-se a inversa assim: Considere a matriz [a : 1l] obtida por escrever a
matriz identidade 1l = 1ln à direita de a. Aplique as três operações elementares
(oe1� oe3), veja Definição A.2.1, até a matriz modificada tem a forma [1l : c]
para uma matriz c. Neste caso c = a�1 é a inversa buscada.

⇥
a : 1l

⇤ (oe)
�! · · ·

(oe)
�!

⇥
1l : c|{z}

a�1

⇤

Dica: É aconselhável escalonar a matriz a como passo intermediário e chegar
numa matriz da forma [aesc : d] onde aesc é um escalonamento de a. Depois
elimine todas as entradas acima da diagonal para ao fim chegar em [1l : c].

Ideia de demonstração. (Veja por exemplo Artin “Álgebra” (1991), p. 17.)
As operações elementares podem ser escrito como matrizes invert́ıveis e. O re-
sultado de uma operação elementar numa matriz a então é a matriz ea. Assim
reduzir a para a matriz identidade 1l traduz num produto matriz e1 . . . eka = 1l.
Aplicando a�1 da direita obtemos e1 . . . ek1l = a�1. Esta identidade diz que
aplicando as mesmas operações elementares na mesma ordem à matriz identi-
dade 1l obtém-se a matriz inversa a�1.

Comentário A.4.2 (Matrizes 2⇥ 2). Se ad� bc 6= 0 a matriz inversa é

a b
c d

��1

=
1

ad� bc


d �b
�c a

�

A.4.1 O determinante de matrizes quadradas

Antes de começar o processo descrito na Proposição A.4.1 deve saber que a
matriz é invert́ıvel. Nas dimensões 2 e 3 a ferramenta mais útil para checar é o
determinante.

Definição A.4.3 (Matrizes). Nas dimensões 1, 2, 3 define-se det[a11] = a11 e

det


a11 a12
a21 a22

�
=

diagonalz }| {
a11a22 �

anti
-diagonalz }| {
a21a12
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e

det

2

4
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

3

5 =
+

diagonalz }| {
a11a22a33 �

anti-diagonalz }| {
a31a22a13

+a12a23a31 � a32a23a11
+a13a21a32 � a33a21a12

Note como o primeiro ı́ndice dos aij ’s embaixo do produto da diagonal / anti-
diagonal fica constante e o segundo ı́ndice muda ciclicamente.

Exerćıcio A.4.4. Seja a =


a b
c d

�
e m =


p q
r s

�
. Prove que

1. det(am) = deta · detm [cálculo direto];

2. deta 6= 0 () a é invert́ıvel;

3. det(m�1am) = deta, para todo m invert́ıvel.

Pode-se definir o determinante de matrizes quadradas do qualquer tamanho
n⇥ n; veja por exemplo [San12, § 2.2].

Teorema A.4.5. Seja a uma matriz n⇥ n (quadrada), então são equivalente

deta 6= 0 , a invert́ıvel (a�1 existe)

O determinante respeita transposta e produtos, ou seja

detat = deta, detba = (detb) (deta) (A.4.1)

Em particular, a ordem no produto matriz não importa detba = detab.
Para matrizes c tipo k⇥ k, d tipo (n� k)⇥ (n� k), e tipo k⇥ (n� k), vale

det

✓
c e
0 d

◆
= det(c) · det(d) (A.4.2)

Demonstração. Veja por exemplo [San12, Teor.2.14 e 2.15] e [Sal19, Thm.D.3.5].
Para matrizes sobre um corpo veja [Lan93, VIII Prop. 4.16].

O determinante de Vandermonde

Teorema A.4.6 (Vandermonde 1771 (n = 3), Cauchy 1815 (caso geral)). Dado
elementos ↵1, . . . ,↵n de um corpo K, então vale

�(↵1, . . . ,↵n) := det

2

6664

1 ↵1 ↵1
2 . . . ↵1

n�1

1 ↵2 ↵2
2 . . . ↵2

n�1

...
1 ↵n ↵n

2 . . . ↵n
n�1

3

7775
=

Y

1i<jn

(↵j � ↵i)
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Demonstração. Para k = n, n � 1, . . . , 3, 2 adicione �↵1 vezes a (k � 1)-ésima
coluna à k-ésima coluna. Obtemos uma matriz n ⇥ n com (1, 0, . . . , 0) como
primeira linha e

�
1,↵j � ↵1,↵

2
j
� ↵1↵j , . . . ,↵

n�1
j

� ↵1↵
n�2
j

�

como j-esima coluna (j > 1). Desenvolvemos o determinante desta matriz
segunda sua primeira linha (1, 0, . . . , 0) obtemos

�(↵1, . . . ,↵n) = 1 · det

2

64
(↵2 � ↵1) ↵2(↵2 � ↵1) . . . ↵n�2

2 (↵2 � ↵1)
...

(↵n � ↵1) ↵n(↵n � ↵1) . . . ↵n�2
n

(↵2n� ↵1)

3

75

= (↵2 � ↵1) · · · (↵n � ↵1) ·�(↵2, . . . ,↵n)

Agora indução finaliza a demonstração.

A.5 Exerćıcios

1. Use escalonamento para resolver o sistema linear

x+ 3y + z = 1

2x+ 6y + 9z = 7

2x+ 8y + 8z = 6

nas incógnitas x, y, z 2 R.

2. Determine a inversa da matriz a =


1 1
1 2

�
caso existisse.4

3. Decida quais das matrizes possuem inversa e calcule quando existir:

a =


1 2
3 4

�
, b =

2

4
4 2 3
4 5 6
7 8 8

3

5 .

4 deta = 1 6= 0 então a�1 existe, resultado a�1 =


2 �1
�1 1

�
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