Capitulo 2

Limites e Continuidade

2.1 Limites

Defini¢ao 2.1.1 (Limite). Seja' f: R* 5 D — R uma funcdo com dominio D.
Seja a € D um elemento da fechadura de D. Dizemos que o limite de f quando
a varidvel u tende a a (existe e) é igual a L € R, em simbolos

I =L
se e somente se
Ve>0 39>0VYueD: Ju—al<d = |f(u)—L|<e. (2.1.1)

Caso o limite L existir, entdao L é independente do caminho C' ao longo do
que os pontos u aproximam-se a a:

Lema 2.1.2 (Critério). Suponha que o limite de f quando os pontos u tendem
a a ao longo de um caminho C1 € Ly e ao longo de um caminho Cy € Ly com
Ly # Ly. Entdo lim,_,, f(u) ndo existe.

Demonstragio. Escolha € := (Ly — L1)/2. O

Exemplo 2.1.3 (Limites nao existem). As fungdes sao definidas em todo ponto
menos da origem.

a) Seja f: R — R igual —1 para z < 0, igual 1 para = > 0.
lim f(z) = -1#1=lm f(z).
z—0 \ , z—0 ,

<0 z>0
=-1 =1

b)
.’172 _ y2 ] .’1,'2 _ yQ
(@,1)—=(0,0) x* +y (@.1—(0,0) 1=+ 1y
ao longo eixo-z ao longo eixo-y \ ,
=1 =-1
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. Ty 1 1 . Ty

lim =3 #—— = lim -3 (2.1.2)
@u=00) g +y 2 2 (@,1)=(0,0) Te 4y
diaggn;ln50= x 51/2 anti»di:‘ig)ot?:lgz = —x 5_1/2

Os limites ao longo do eixo-z, e ao longo do eixo-y, sdo ambos nulos.

d) Seja m € R a inclinagao da reta y = mz.

x> . xm? 1 . x>
lim 5 = lim 15 =0#-= lim -
(z,9)—(0,0) 32 4 y4 z—0 1+ mix 2 (@)= (0,0) 2?2 4y
reta y = mz pardbola = = y2
. . ’ _ 2 =z _l
O limite ao longo da pardbola z = —y= é —3.

Exemplo 2.1.4 (Limite existe). O limite lim, (0,0 13 =0 é nulo.

2+y
Demonstragao 1 (Defini¢gao 2.1.1). Escolha ¢ > 0 e defina § := £/3. Seja

VvVt +y? =|(z,y) — (0,0)] < d=¢/3. Entao
3 2
x <3yl =3V <3V + 12 < 37

2?2 + 32
Demonstragao 2 (Coordenadas polares 1.1.2). De x = rcosf e y = rsin f segue

—0‘ 3ly| - 2+ 5 <

3 9 limitado

3 3 0sind —_—

lim 2337:1/ = limg > s.1n2 = 3 lim r cos® #sin = 0.
(2.9)—(0,0) 2 +y2  r=0r2(cos? § + sin® 0) 70

Seqiiéncias em R*

o0
=1
cada um membro u’ = (uf,...,u}) € R¥ é uma lista ordenada de k nimeros,
sao andlogo a seqiiéncias em R. Dizemos que o limite definido por

As propriedades do limite de uma seqiiéncia (uf) = (uz) em R*, onde

Y2

lim uf := ( lim uf,..., lim ué
£— 00

£— 00 £— 00
existe, se os k limites a direita existem.

Lema 2.1.5. Dado seqiiéncias (u’), (v’) C R¥ com limites a e b, respectiva-
mente. Entao vale o sequinte

(i) limy_oo(uf +v%) =a+b;
(i) limg_yoo(uf - v%) = a - b.

Lema 2.1.6 (Teorema do sanduiche). Dado trés seqiiéncias (u’) < (v*) < (w*)?
em R* tal que limy_, o ul = a = limy_, oo wt. Entdo limy_,o v’ = a.

2 (ut) < (v%) < (w*) & V€€ N: membros correspondentes de uf, v¢, e W¥ satisfazem

14 4 4 )4 £ £ 4 4 4
up vy <wy o, uy<vySwy o, L, up S Swg
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2.2 Continuidade

Definigdo 2.2.1. Seja f: R¥ 5 D — R uma funcao com dominio D.

a) A funcao f é dita continua num ponto a € D do seu dominio se
1) o limite lim,_,, f(u) existe e 2) é igual ao valor f(a). Em simbolos

YVe>0 3 >0 VYueD: Ju—al<d = |f(u)— fla)|<e.

b) A funcao f é continua se é continua em todo ponto do seu dominio. Neste
caso dizemos que f é de classe C°. Denotamos de C°(D) o conjunto de
todas as fungoes continuas com dominio D.

Teorema 2.2.2 (Adicao e multiplicacdo). Sejam as funcoes f e g continuas
nos seus dominios. Entao sdo continuas as funcoes f+ g, f— g, e fg no seu
dominio dom fNdomg e a funcdo f/g no seu dominio dom f Ndom gN{g # 0}.

Corolario 2.2.3. a) Polinémios p = p(x1,...,x) sdo continuas em R,
b) Fungoes racionais, ou seja h = p/q onde p e q sao polindmios, sdo continuas

em R*\ {q = 0}.

Demonstra¢do. Sabemos do calculo I que polindmios de uma varidvel sdo

continuas em R*. Polinémios de varias varidveis p(zri,...,2)) sdo somas
finitas de termos da forma aj, ;2] ...z} onde a;, ;. € Re ji...,j, € No.
Aplique Teorema 2.2.2. O

Exercicio 2.2.4. Determine o maior dominio D C R? no qual a funcio

2 2
f(z,y) == 5372 ¢ continua.

SorLugAo. Como fungao racional f é continua em R? \ {22 + y? = 0} = R?\
{(0,0)}. Segundo Exemplo 2.1.3 b) o limite de f quando (z,y) — (0,0) nao
existe. Assim D =R2\ {(0,0)}.

Comentdrio 2.2.5. A funcio g: R? — R definida por

22—
g(l‘ y) — ﬁ ) (I,y) # (070)3
0 s (z,9) = (0,0),

é descontinua no ponto (0,0); veja Exemplo 2.1.3 b).

Exercicio 2.2.6. Mostre que a funcio h: R? — R definida por

h(z,y) = {ﬁﬂ;’z , (z,y) #(0,0),

0 ) (‘Tay) = (0’0)7

é continua.

SOLUGAO. A funcao li:;z'//_ é racional assim contfnua em R? \ {22 +¢? =0} =
R2\ {(0,0)}. Resta checar se o limite de h quando (z,y) — (0,0) existe e é

igual a h(0,0): Isso é verdadeiro segundo Exemplo 2.1.4.
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Teorema 2.2.7 (Composigao). Se as fungoes f(x1,...,zr) e g(y) sdo continuas
e o dominio de g € contido na imagem de f, a fun¢cdo composta

h:=gof:Rf>domf—=R, (x1,...,2%) ¢ g(f(x1,...,2x))
é continua.

Exercicio 2.2.8. Determine o maior dominio D tal que a fungado h(z,y) :=

arctan(Z) é continua.
RESULTADO. Como dom (arctan) = R = im f onde f(z,y) := ¥, obtemos

D = dom f = R?\ {x = 0}.
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