Apéndice A
Uns basicos de Calculo 1

Na apresentacao dos bésicos seguintes, e suas demonstragoes, seguimos o
livro excelente “Postmodern Analysis” de Jiirgen Jost [Jos05].

Teorema A.0.9. Seja f: [a,b] = R uma fungdo com um minimo, ou mdximo,
local mo ponto xg € (a,b). Se f é diferencidvel em xq, entao f'(xg) = 0.

Demonstragao. Tratamos o caso de um minimo (para méximo considere — f).
Vale que f(z) > f(xo) para todos os z € (a,b) N (—6,0) para um § > 0.
Se z < xg vale w < 0 enquanto para x > xg vale % > 0. Como
f é diferencidvel em x(, o limite seguinte existe

f/(xo) — lim f(xO) — f(x)

w#moo To — T

=0

e é 0, porque um limite nao pode ser diferente ao longo de dois caminhos. [J

Teorema A.0.10 (Teorema de Rolle). Seja f: [a,b] = R continuo onde a < b,
diferencidvel em (a,b), e f(a) = f(b). Entdo existe xg € (a,b) com f'(xg) =0.

Demonstragao. Se f é constante em [a,b], entdo f'(x) = 0 para todos z €
(a,b). Se f nao é constante, existe um z, € (a,b) com f(z.) # f(a) = [(D).
Suponhamos que f(z.) > f(a) (no caso "<’ continue com F':= —f). Segundo

Teorema 6.1.12 do Valor Extremo a fun¢ao continua f no compacto [a, b] assume
seu maximo num ponto xg € [a,d]. Num méximo f(zo) > f(z.) > f(a) = f(b),
consequentemente g € (a,b). Segue f'(zg) = 0 conforme Teorema A.0.9. [

Coroldrio A.0.11 (Teorema do Valor Médio). Seja f: [a,b] — R uma fun¢do
continua onde a < b, diferencidvel em (a,b). Entdo existe xg € (a,b) com

f(b) = f(a)

/ —_—

Demonstragio. Seja F(z) = f(x) — f(a) — W(m —a). Como F(a) =
0 = F(b) existe, segundo o Teorema A.0.10 de Rolle, um zy € (a,b) tal que
0= F'(z0) = f'(m) — LU= O
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Teorema A.0.12 (Expansdo de Taylor). Suponha que a fungao f: [a,z] = R
(ou [:[x,a] — R dependente se a < x ou x < a) possui uma derivada continua
f™ em [a,z] (resp. em [r,a]) e ainda seja n + 1 vezes continuamente dife-
rencidvel em (a,x) (resp. em (x,a)). Entdo existe um T entre xg e x com

f(z) = Ta(2) + Ru(2; ) (A.0.1)
onde o n-ésimo polinémio de Taylor é T (2) = T % (2)
T,(x) := f(a)+ f'(a)(x — a) + 5./ (@) (& — a)* + -+ + 2 f"(a)(x — )"

e o resto de Lagrange ¢é R (2 2) = R (x; 2)
Ro(:7) = Gk [ (@) (& — a)™*

Demonstragdo. Como x # a definimos z € R através da igualdade

i f(é) (x —a)’ + i (x—a)" 2. (A.0.2)
— !

A fungdo definida como segue

O
o(y) == f() Z f (x— )t - ﬁ(m — y) Tz

é continua em [a, 2] e diferencidvel em (a, ) (suponha a < z o caso a > = sendo
andlogo). Obviamente p(x) = 0 e, segundo a definigdo de z, anula-se também
»(a) = 0. Pelo Teorema A.0.10 de Rolle existe Z € (a,z) com ¢’(Z) = 0. Como

DL/ perny o, B
90,( Z (f (/) !/)Z _ ](027(1)/? (.’L‘— U)é 1) +%($ . ,’1/)"2’
=1
(1),
:fT!('/)(m—u)"—f'(u)
(n+1)(, ,
_fnil(i)(x_ "+ %(m_ )

o valor nulo 0 = ¢'(y = ¥) implica que
2= fr+(z).

Insera isso em (A.0.2) para receber (A.0.1). O
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