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РАЗВЕТВЛЕННЫЕ НАКРЫТИЯ МНОГООБРАЗИЙ С КРАЕМ 
И ИНВАРИАНТЫ ЗАЦЕПЛЕНИЙ. I 

В работе найдены связи между инвариантами узла KczS2k~l кораз­
мерности 2 и инвариантами циклических разветвленных накрытий шара 
D2k с ветвлением над ориентированными компактными подмногообразиями, 
натянутыми на К; аналогичные связи изучаются в более общей ситуации. 

Настоящая работа посвящена новой интерпретации некоторых изве­
стных теоретико-узловых инвариантов, как например, сигнатуры и еди­
ниц Минковского. Оказывается, что их можно рассматривать как инва­
рианты циклических разветвленных накрытий шара с ветвлением над 
ориентированной поверхностью, натянутой на зацепление. В частности, 
сигнатура одномерного зацепления равна сигнатуре многообразия, дву­
листно разветвленно накрывающего шар. 

Эта интерпретация позволяет определить подобные инварианты в бо­
лее общей ситуации. Кроме того, на ее основе удается: 1) выявить связь 
между подходами Рохлина (3) и Тристрама (9) к проблеме реализации 
двумерных гомологических классов четырехмерного многообразия; 
2) обобщить результаты Рохлина (3) на случай поверхности с особенно­
стями; 3) обобщить неравенства Мурасуги (8) — Тристрама (9) на боль­
шие размерности. Этим приложениям будет посвящена вторая часть 
статьи. 

В статье используется дифференциально-топологическая терминоло­
гия. В частности, многообразиями называются гладкие многообразия, а 
подмногообразиями — подмногообразия гладких многообразий в смысле 
дифференциальной топологии. 

В первых трех параграфах излагается главным образом известный 
материал в форме, приспособленной к нуждам настоящей работы. В § 1 
описывается построение канонических разветвленных накрытий, пред­
ставляющее собой модификацию конструкции из [(3), § 2]; в §§ 2, 3 изу­
чаются инварианты четномерного 2ж-многообразия с краем, связанные с 
его квадратичной формой. Основные результаты сформулированы и ча­
стично доказаны в § 4; в § 5 завершается доказательство основной 
теоремы. 

Автор благодарит В. А. Рохлина за постановку задачи и помощь. 
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§ 1. Канонические накрытия 
1.1. Ц и к л и ч е с к и е р а з в е т в л е н н ы е н а к р ы т и я . Подмного­

образие Л многообразия X мы будем называть правильным, если дХ[) 
Г}А = дА и в точках своего края А трансверсально дХ. 

Пусть У— многообразие размерности я + 2 , и пусть А — собственное 
правильное п-мерное подмногообразие (п-\-2) -мерного многообразия X. 
Отображение Р: У-*-X называется циклическим т-листным разветвлен­
ным накрытием многообразия X с ветвлением над Л, или, короче, цик­
лическим m-листным разветвленным накрытием пары (X, Л), если: а) 
определяемое отображением Р отображение р :Y\P~i(A)-+X\A есть 
циклическое m-листное гладкое накрытие; б) для всякой точки а^А су­
ществуют такие вложения сра: DnxD2-+Y и фа: DnxD2-*-X, что cpa(DnX 
XD2) —окрестность точки а и 

P°q>a(v, w)=qa(v9 ww), 
где v^Dn, w^D2 (w рассматривается как комплексное число). 

1.2 О п р е д е л е н и е . Пару, состоящую из ориентированного связного 
компактного (п-\-2)-мерного многообразия X с Hi(X)=Hi(dX)—О 
и его ориентированного компактного правильного я-мерного подмногооб­
разия Л, реализующего нуль группы Нп(Х, дХ), мы будем называть 
специальной парой. 

1.3. П о с т р о е н и е к а н о н и ч е с к и х н а к р ы т и й . Пусть (X, А) — 
специальная пара с dim Л = я, и пусть X : Hl(X\A)-+Z— коэффициент 
зацепления с фундаментальным классом подмногообразия Л. Построим 
для каждого натурального m накрытие pm : Zm-+X\A, отвечающее ядру 
композиции 

щ(Х\А)-^Н1(Х\А)^1^2т, 

где h — гомоморфизм Гуревича и £т — естественная проекция. 

Пусть В — (замкнутая) трубчатая окрестность подмногообразия Л в X; 
она обладает структурой гладкого SO (2)-расслоения над Л со слоем D2. 
Поскольку край С слоя этого расслоения однократно зацеплен с Л, компози­
ция гомоморфизма включения ях(С)—>^т1(Х\Л) с гомоморфизмом Е^М 
сюръективна. Из этого следует, что связны слои расслоения рт

1(В\А)->А, 
получающегося как композиция сужения р~т

х (В\А)->В\А накрытия pm:Zm-> 
- > Х \ Л и сужения Б \ Л - ^ Л расслоения В—>Л, и потому расслоение 
Рт(В\А)->А наделяется структурой SO(2)-расслоения "ссТ слоем D 2 \{0}. 
Пусть рт:Вт-^А — ассоциированное расслоение со слоем D2, и пусть 
i: р~п\ (В\А) —>Вт — естественное вложение. Определим послойное вложение 

i': р~т (В\Л) —> Вт формулой i' (w) = | w I m i [w) и склелм многообразия Zm и 
Bm посредством этого вложения. Естественные дифференциальные структуры 
многообразий Zm и Вт определяют дифференциальную структуру полученного 
многообразия. Обозначим его через Nm(X,А) и определим отображение 
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Pm:Nm(X,A)->X формулой 

р (jA^lPm (*)» е с л и х е Zm, 
\рт(х), если хф1т. 

Очевидно, это отображение является циклическим m-листным разветв-
ленным накрытием пары (Х9А). 

Ориентируем Nm(X,A) так, чтобы проекция Рт имела степень +т. 
Автоморфизмы разветвленного накрытия Pm:Nm(X,A)-^X (т. е. диф­
феоморфизмы / : Nm(X, A)-+Nm(X, А) с Pmf = Pm) сохраняют ориентацию; 
они образуют группу, канонически изоморфную группе 

л*(Х\А)/рт^1 (Zm) - Jti (Х\Л)/Кег &тЩ 

автоморфизмов накрытия рт: Zm-+X\A, которая в свою очередь кано­
нически изоморфна Zm. Пусть Т :Nm(X,A)-+Nm(X,A)—автоморфизм 
накрытия Pm : Nm(X, А)->Х, отвечающий стандартной образующей груп­
пы Zm. 

Разветвленное накрытие Рт: Nm(X, A)-+X и 2т-многообразие* 
(Nm(XfA),T) зависят лишь от исходных данных: специальной пары 
(X, А) и натурального числа т. Мы будем называть Pm : Nm(X, Л)-+Х 
каноническим т-листным накрытием, а гт-многообразие (Nm(X,A), T) — 
каноническим m-листным накрывающим пары (X, А). 

1.4. К о б о р д а н т н о с т ь Zm-M н о г о о б р а з и й с к р а е м . Назовем 
л-мерные гт-многообразия (Хи 7\), (Х2,Т2) кобордантными, если су­
ществует Zm-MHoroo6pa3ne (X, Т) размерности /г+1, край которого мож­
но получить, склеив (Хи 7\) с (—Х2, Т2) посредством некоторого эквива-
риантного диффеоморфизма (дХи TJdXi)-+(dX2, Т2/дХ2). 

Для замкнутых многообразий это определение эквивалентно обычно­
му [(2), стр. 92—93]. Подобно тому, как это делается в замкнутом случае, 
можно показать, что кобордантность гт-многообразий с краем —экви­
валентность. Однако классы кобордантных гт-многообразий с краем не 
образуют группы относительно дизъюнктного суммирования. 

1.5. Если (Х0,А0), (ХиА,) —специальные пары с Х0 = Х1 = Х и дА0 = 
= дАи то для каждого натурального m канонические m-листные на­
крывающие (Nm(X0,A0), Г), (Nm(X1,Ai), Т) кобордантны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть dim A0 = n. Подмногообразие {0} X 
Х(—Ao)U IXdA iU{l}xA i реализует нуль группы Нп(д(1хХ)). Поэто­
му существует реализующее нуль группы Hn+i(IxX,d(IxX)) правиль­
ное подмногообразие А с краем 

dA = {0}X(-A0)\JIXdAi{J{l}xAi. 

Очевидно, (1ХХ9А) —специальная пара. 

Под гш-много'об;разием мы будем понимать пару, состоящую из ориентирован-
компактного многообразия X и сохраняющего ориентацию диффеоморфизма 
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Определим вложение i:X\AQ-+IxX\A формулой i(x) = (0, x). Из, 
коммутативности диаграммы 

%(х\л0) ^ Н^ХХА/^ 1т 

лх (I х Х\А) -^Н±(/ х Х\А) % 

в которой h0 и h — гомоморфизмы Гуревича, ^ — естественная проекция^ 
л0 — коэффициент зацепления с Л0 в X, а Я —коэффициент зацепления с 
Л в IxX, следует, что накрытие рт : Nm(X, A0) \Р-£(А0)-+Х\А0, отве­
чающее ядру гомоморфизма ^mX0h0, эквивалентно сужению накрытия 

Рт: Nm{I х X,A)\P£(A).-*I x Х \ Л , 
отвечающего ядру гомоморфизма £тАЛ; эта эквивалентность естественно 
продолжается до вложения 

h:Nn(X,A0)^dNn{IxX,A). 

Очевидно, /о обращает ориентацию и коммутирует с Т. Аналогичным об­
разом строится вложение 

j^NniXtAj^dNnilxXtA) 

с lm ]\ = dNm(IxX, A)\lntlmj0, которое согласовано с ориентациями и 
коммутирует с Т. Вложения /0 и ]\ дают представление края Zm-MHoroo6-
разия Nm{IxX,A) в виде результата склеивания (—Nm(X9A0)9T) 
с (NMAJ,?). 

§ 2. Инварианты 2т-многообразий 

2Л. Ф ор м ы с изо м етр и ей. Пусть ST — поле характеристики 0. 
Тройку, состоящую из конечномерного векторного пространства У над 
£Г, билинейной симметрической или кососимметрической формы q на У 
и ее изометрии %\У-+-У мы будем называть Z-формой (над 5Г). Будем 
называть Z-форму (У, q, т) с тж=1 2т-формой. 

Невырожденной частью Z-формы (У, q, т) будем называть Z-форму, 
получающуюся из (У, q> т) в результате факторизации по радикалу фор­
мы q (т. е. по аннулятору всего пространства У). Назовем Z-форму 
(У, q, т) кобордантной нулю, если ее невырожденная часть (У, д, т) та­
кова, что У содержит т-инвариантное вполне изотропное (т. е. аннули­
рующее себя) подпространство половинной размерности. Будем назы­
вать Z- формы (Уи qu Ti), (У2, q2, т2) кобордантными, если они обе сим­
метрические или обе кососимметрические и если Z-форма 

( П 0 Г 2 , qi®(—q2), Tl0T2) 
кобордантна нулю. Нетрудно проверить, что кобордантность Z-форм — 
эквивалентность (ср. Левин (5), (6)). 

Множество классов кобордантных симметрических Z-форм над &~ 
обозначим через A+i(#"), а множество классов кобордантных кососим-
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метрических Z-форм над ЗГ— через Л-4 (#~). Эти множества являются, 
как нетрудно видеть, группами относительно ортогонального суммиро­
вания. 

2.2. Ф о р м а Zm-M н о г о о бр а з и я . Пусть (X, Т) есть Zm-MHoroo6pa-
зие размерности 2k. Диффеоморфизм Т индуцирует линейное преобразо­
вание 

T.:Hh(X;Q)+Hh(X;Q) 

периода т, которое сохраняет индекс пересечения 

Q:Hk(X;Q)®Hk(X;Q)~+Q. 

Таким образом, (Hk(X; Q), Q, Г*) есть 2т-форма над Q; мы будем назы­
вать ее формой 2т-многообразия (-Х, Т). 

2.3. Формы кобордантных Zm-многообразий кобордантны. 
Эта теорема очевидным образом вытекает из следующих двух лемм: 
1) Форма 2т-многообразия, являющегося результатом склеивания 

Zm--многообразий (Хи 7\), (Х2, Т2) посредством эквивариантного диффео­
морфизма (дХи Tl\dXi) -* (—дХ2, Т2\дХ2), кобордантна ортогональной 
сумме форм Zm-многообразий (Хи 7\), (Х2, Т2). 

2) Форма кобордантного нулю Zm-многообразия кобордантна нулю. 
Доказательство первой леммы содержится в доказательстве аддитив­

ности G-сигнатуры [(*), предложение 7.1]; доказательство второй содер­
жится в доказательстве того, что G-сигнатура кобордантного нулю G-
многообразия равна нулю. 

§ 3. Инварианты Z-форм 

3.1. Р а з л о ж е н и е Z-формы. Пусть ЗГ— поле характеристики О, 
и пусть Ф = (У°, q, т) есть Z-форма над ЗГ. Если Я — неприводимый мно­
гочлен над ЗГ, то через Т% обозначим Я-примарную компоненту простран­
ства Т\ 

Tb = KerX(i;)N для большого N; 

сужение F-формы Ф на Тк будем обозначать через Фк ИЛИ через (Тк, 
qu тх). 

Если Я (t) =tk+aitk-i-{-.. .+ak — многочлен с коэффициентами в ЗГ, 
то многочлен 

b(t)=-^(aktk + ak_1tk-1+... + l) 

назовем симметричным многочлену Я. Как показал Милнор [(7), лемма 3.1], 
если многочлен Я не симметричен многочлену Я', то подпространство V"% 
ортогонально (относительно q) подпространству Wv- Из этого следует, что 
Z-форму Ф = (2^, q, х) можно разложить в ортогональную сумму Z-форм двух 
типов: 1) Фя, где Я — симметрический (т. е. симметричный себе) неприводи­
мый многочлен над f, и 2) ( ^ + ^ q \ П f 2^ , х \ WK + Щ, где Я — 
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несимметрический неприводимый многочлен над f, и что слагаемые второго^ 
типа кобордантны нулю. Кроме того, Z-форма Ф кобордантна нулю тогда и 
только тогда, когда все ее слагаемые первого типа кобордантны нулю; см.. 
Левин (6). 

3.2. Р а с ш и р е н и я Z-формы. Если Ф = (2^, q,%) есть Z-форма над 
f и Ж — расшчрен/ie потя f, то имеется очевидное расширение Z-формы Ф 
до Z-формы над Ж. Эту Z-форму мы будем обозначать через Ф или через. 

/уу> /чр /чр 

(̂  , 4 , 0 
3.3. ЛЕММА (Левин [(6), предложение 17]). Симметрическая Z-фор­

ма над Q кобордантна нулю тогда и только тогда, когда ее расширения 
до Ъ-форм над всеми пополнениями поля Q кобордантны нулю. 

3.4. ЛЕММА (Левин [(6), предложение 16]). Если {Т, q, т) —невы­
рожденная симметрическая Z-форма над одним из пополнений поля Q и 
если характеристический многочлен преобразования х равен %е, где X — 
неприводимый симметрический многочлен, то Z-форма (Т, q, %) кобор­
дантна нулю тогда и только тогда, когда Z^-форма {Т, q, 1) кобордантна 
нулю и показатель е четен. 

3.5. И н в а р и а н т ы с и м м е т р и ч е с к и х Zi-ф о р м. Пусть Т — век­
торное пространство размерности п над 2F, и пусть q — билинейная сим­
метрическая форма на Т. Пусть еи ..., еп — ортогональный (относитель­
но q) базис пространства Т с 

q{ei®ei)=ai, 

где а^ЗГ, агФО для 1 ^ л ^ г и а{=0 для г < 1 ^ я . 
Обозначим через d(q) элемент факторгруппы &~/(@~)2 мультиплика­

тивной группы поля $Г по подгруппе квадратов, определяемый формулой 

d t o ) = ( - l ) ^ n ^ ( m o d ( W 

Обозначим через e(q) число г, приведенное по модулю 2. Ясно, что d(q) 
и e(q) —инварианты класса Zi-форм, кобордантных Zi-форме (Т, q, 1). 

Пусть ^~=QP — поле р-адических чисел. Обозначим произведение 
г 

\\ а{ через D; пусть D = pad, где d — единица кольца целых р-адических 
IU 

чисел. Из классификации квадратичных форм над Qp (см., например, 
(4)) следует, что класс Zj-форм, кобордантных ггформе (У0, q, 1), пол­
ностью определяется инвариантами &(q), d(q) и единицей Минковского 

Cq = 
( (Р . DT П (аь ai)> е с л и Р =£= 2 • 

|(—1)U i V Ь \1 2 s [J (а,, су), если р = 2 
1<й£/<г 
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(здесь (,) —символ Гильберта). В случае четного г единицу Минковско-
го можно заменить введенным Левиным (6) инвариантом 

Г(Г+б) Г_ 

ц(<7)=(_1,-1) 8 ( - 1 . D ) 2 Ц <aha,). 

Действительно, нетрудно убедиться в том, что 

C(<7)=(d(<7),(-ir>M<7). (1) 
3.6. И н в а р и а н т ы с и м м е т р и ч е с к и х Z-ф о р м. Пусть Ф = 

= (Т, q, т) — симметрическая Z-форма над Q, и пусть (Т, q, т) — ее не­
вырожденная часть. 

а) Для каждого симметрического неприводимого многочлена X обо­
значим через ех(Ф) приведенный по модулю 2 показатель, с которым X 
входит в характеристический многочлен преобразования т. 

б) Для каждого симметрического неприводимого многочлена X обо­
значим через ^(Ф) инвариант d(qk). 

в) Для каждого симметрического неприводимого над R многочлена 
> обозначим через ая,(Ф) сигнатуру o(q%). 

З а м е ч а н и е . Сигнатуры ок(Ф) можно получить, отправляясь от 
эрмитовой формы qHC: (F®C)® (У°®С)-*С, определяемой формулой 

qHC ((vx <g) г,) <g> (v2 (х) z2)) - г&Я (v± (g) v2). (2) 

Именно, для. g e С с | g | = 1 и g =f= ± 1 сигнатура о>_2^е£+1 (Ф) равна удвоен­
ной сигнатуре сужения формы qHC на (v®C)f~. 

г) Для каждого симметрического неприводимого над Qp многочлена X 
обозначим через С%(Ф) единицу Минкозского C(q%p). 

д) Так как всякий симметрический многочлен нечетной степени делится 
на t—1 или на t-\- 1, то всякий неприводимый симметрический многочлен X 
с Х(1)ф0фХ(— 1) имеет четную степень. Поэтому для таких X А,-примар-
ные компоненты Z-фэрм четномерны. Следозатечьнэ, для каждого симметри­
ческого неприводимого над Qp многочлена X с X(l)=f=Q=f=X(— 1) определен 

Q 

инвариант Левина \x(qx )• Этот инзариахЧ/г мы будем обозначать через [хдФ). 
3.7. Симмвпрические Z-формы Ф, Ф' коборданпгны тогда и только тогда, 

когда dUl (Ф) = dt^ (Ф'), dt+1 (Ф) - dt+1 (Ф'), еЦФ) - вЦФ'), ак(Ф) = ак (Ф'), 
С£(Ф)= С1(Ф') при в:ех X и р} для копорых эпи ичварианпы определены. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим нашч Z-формы в виде 

Ф - Ф,_г ® Ф,+150 Ф и Ф' = Ф ^ © ' Ф ш © Ф'. 

Кобэрдантность Z-фэрм Ф, Ф' равносильна кобордантностя соответствующих 
слагаемых этих разложений (см. п. 3.1). В силу результатов п. п. 3.3 — 3.5, 
для кобордантности Z-форм Ф^» Ф/_1 и Ф/+1, Ф +̂1 необходимо и достаточно, 
чтобы 4 (Ф) - 4 (Ф')> Ъ (Ф) = ^ (Ф'), вь (Ф) = ак (Ф'), С{ (Ф) = С1 (Ф') для 
X (f) = t — 1 и X (t) = i + 1 и для всех простых р. 
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Для всякого симметрического неприводимого над Qp многочлена X с 
Х(1)Ф0ФК(—1) 

^(А = ((-1)^(1)м-1))",ф). 
где deg X — степень многочлена X [см. (6), п. п. 7,21]. Поэтому формула (1) 
позволяет выразить инварианты \х{ через С£ и еа/. 

1*£(ф) = ( ( - 1 )^х (1 )Х( -1 ) , ( -1 )мрУ Л < Ф ) сИФ\ (3) 

где через а обозначен показатель при р в разложении числа (Х(1) Ц—1)) к . 
С другой стороны, как показал Левин [(6), теорема 21], инзарланты 

&к, сгх, и<£ полностью определяют класс Z-форм, кобордантных Z-форме с три­
виальными (t— 1)-и (t J

r 1)-примарным:1 компонентами. Следовательно, Z-формы 
Ф, Ф' кобордантны тогда и только тогда, когда еЦФ) = еЦФ')> сЦФ) =аЦФ') 
и С£(Ф) = С£(Ф') для всех простых р и для всех X с Ц1)^=0 =£=М — 1), 
при которых эти инварианты определены. 

3.8. ЛЕММА. Всякая кососимметрическая Z-форма, совпадающая со 
своей Х-примарной компонентой, где X(t)=t—1 или X(t)=t+l, кобор-
дантна нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как показал Левин [(6), лемма 12], Z-форма, 
совпадающая со своей А,-примарной компонентой, кобордантна такой 
Z-форме (У, q, т), что X— минимальный многочлен преобразования т. 
Поэтому в случаях X{t) = / ± l можно считать, что всякое подпространст­
во т-инвариантно. С другой стороны, невырожденная часть формы q име­
ет (как невырожденная кососимметрическая форма) вполне изотропное 
подпространство половинной размерности. 

3.9 Г о м о м о р ф и з м М. Определим гомоморфизм 

M i A - ^ - w Y + . O F ) , 

отнеся классу кососимметрической Z-формы (F, q, т) класс симметриче­
ской Z-формы (У, \x(q, %),%), где форма \i(q, т) определяется формулой 

V(<7, т) (v,®v2) = q((т—т-1) v,®v2) 

[ср. Милнор (7)]. Корректность определения и гомоморфность этого ото­
бражения вытекают непосредственно из определений. 

3.10. Гомоморфизм М инъективен. Действительно, пусть (У, q, т) — 
такая кососимметрическая Z-форма, что Z-форма (У, \i(q, т), т) кобор­
дантна нулю. В соответствии с изложенным в п. п. 3.1, 3.8, достаточно 
рассмотреть случай У=УХ, где X — симметрический неприводимый мно­
гочлен с Х(1)¥=0ФХ(—1). В этом случае т—т-1 — автоморфизм, и пото­
му форму q можно выразить через \i(q, т): 

q (Vi®v2) = ii (q, т) ((т—т"1)~Ч®v2). 
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Следовательно, радикалы и т-инвариантные вполне изотропные подпро­
странства форм q и \i(q, т) совпадают, и, значит, Z-форма (Т, q> т) ко-
бордантна нулю. 

3.11. Кососиммвпрические Z-формы Ф, Ф' кобордантны тогда и только 
тогда, когда еЦМФ)- ея(МФ'), ак{ШФ) = а^(МФ'), С£(МФ) = С£(МФ') для 
всех простых р и для всех Я с X(l)^=f=0=f=X(— 1), при которых эти инва­
рианты определены. 

Эта теорема следует из результатов п. п. 3.7, 3.8 и 3.10. 
Замечание . В силу равенств (3), теорема 3.11 останется верной, если 

в ее формулировке заменить условие С£(МФ) = Ся(МФ') условием |л£(МФ) = 
= |х£(МФ'). 

§ 4. Основные результаты 

4.1. П о с т р о е н и е и н в а р и а н т о в з а м к н у т о й с п е ц и а л ь ­
н о й п а р ы . Пусть (М, L)—специальная пара с dim М=2&+1, со­
стоящая из замкнутых многообразий, и пусть Л—ориентированное 
компактное правильное 2^-мерное подмногообразие произведения 1ХМ, 
имеющее край дА = {1} X L. В силу теоремы 1.5, класс Zm-MHoroo6pa-
зий, кобордантных каноническому накрывающему (Nm(I X -М, Л),Г), не 
зависит от подмногообразия Л, а зависит только от дифференциально-
топологического типа пары (М, L), и потому инварианты этого класса 
являются инвариантами пары (М, L). В частности, как показывает 
теорема 2.3, к числу инвариантов пары (М, L) принадлежит класс 
гт-форм, кобордантных форме канонического накрывающего (Nm(I X 
ХМ, Л), Г), а значит, и инварианты этого класса, описанные в § 3. 

4.2. С п а р .и в а « и е З а й ф е р т а . Пусть М — ориентированно"? 
замкнутое (2k + 1) -мерное многообразие и N — его ориентированное 
компактное 2&-мерное подмногообразие. Обозначим через Hk(N) ядро 
гомоморфизма включения 

Hk(N;Q)—*Hk(M;Q). 

Ориентации многообразий N и М определяют нормальное векторное поле 
на N. Пусть s:N—*M\N — малый сдвиг вдоль этого поля. Спаривани­
ем Зайферта пары (М, N) называется спаривание 

Q:Hk(N)(g)Hk(N)^Q, 

определяемое формулой 

Q(vi®v2)=K(vl®s.(v2)), (4) 

где К — коэффициент зацепления. 
4.3. 2 т - ф о р м ы с п а р и в а н и я . Пусть Т — конечномерное век­

торное пространство над Q. В этом пункте по каждому спариванию 
q:Y®y°—>Q и каждому натуральному т^2 мы построим две Zm-

4 Серия математическая, № 6 
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формы над Q: симметрическую, (Жт~\ q+u т), и кососимметрическую, 
(Fm_1, q-u т); мы будем называть их Ът-формами спаривания q. 

Пусть glv.., Im-i — координатные проекции (т— 1)-ой декартовой сте­
пени Тт~1 пространства Т и т]± , . . . , T]m-! — координатные вложения. 
Определим оператор т : Fm_1—••У"1-1 формулой 

m-2 m-i 

x(v)= 2 л » « Ь ( » ) - 2 ЛЙ^1(о).. (5) 

Очевидно, г т = 1. Для е = ± 1 определим формы #£: F™"1®^™""1—^Q 
формулой , 

q* fa®i>2) = 2 в &(иЛ ® S< ̂ ) ) + е? & К) <8> & fa))) -
i = i 

m-2 

" - 2 to (Бй-i fa) ® Ь fa)) + гд(Ы fa) ® £* fa))). (6) 

Нетрудно проверить, что формы qe инвариантны относительно т. 
4.4. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Пусть (М, L) — специальная пара с 

dim М== 2&+1, состоящая из замкнутых многообразий; пусть N — ори­
ентированное компактное 2к-мерное подмногообразие многообразия Мч 
натянутое на L (т. е. с dN = L), и пусть А — ориентированное компактное 
правильное 2k-мерное подмногообразие произведения IxM, имеющее 
край дА = {1} XL. Тогда для каждого т^2 форма канонического т-лист-
ного накрывающего (Nm(I X М,А),Т) кобордантна (симметрической в 
случае нечетного k и ко со симметрической в случае четного k) Ът-форме 
спаривания Зайферта пары (М, N). 

4.5. С л е д с т в и е . Пусть L — ориентированное замкнутое (2k—1)-
мерное подмногообразие сферы S2h+i; пусть N — ориентированное ком­
пактное 2k-Mepnoe подмногообразие сферы S2k+\ натянутое на L, 
и пусть А — ориентированное компактное правильное 2k-Mepnoe 
подмногообразие шара D2h+2, имеющее край дА = L. Тогда для каждого 
m ^ 2 форма канонического m-листного накрывающего (Nm(D2h+2,A),T) 
кобордантна (симметрической в случае нечетного k и кососиметрической 
в случае четного k) 2т-форме спаривания Зайферта пары (S2k+\ N). 

Вывод с л е д с т в и я из основной теоремы. Пусть D — подмно­
гообразие шара D2k]+2, диффеоморфное D2k+2 и не пересекающееся с A |J s2k+1. 
Так как сужение канонического накрытия Pm: Nm (D2h*2, A) -> D2 +2 на 
D2k+2\lntD диффеоморфно каноническому накрытию i\Tm(D2/5+2\IntD, A) -> 
-^D2k+2\lntD, то Z^-многообразие (Nm(D2k+2> А),Т) можно получить, при­
клеив к (Nm(D2*+2\Int D, Л), Т) гш-многообразие(Р"1 (D), Т \ Pm

x (D)). Но Pt (D) 
диффеоморфно дизъюнктному объединению m копий шара D. Следовательно 
формы гт-многообразий (Nm (D2k+\ А), Г), (Nm (D2*+2\Int D, Л), Т) изоморфны. 
Пара (D2*+2\IntD, S2k+1) диффеоморфна (/ X S2k+\ {1} х S2fe+1) и потому, в 



РАЗВЕТВЛЕННЫЕ НАКРЫТИЯ 1251 

силу основной теоремы, форма канонического накрывающего (Nm(D2 + 2 \ In tD , 
А), Т) кобордантна соответствующей гт-форме спаривания Зайферта пары 
(S2*+1, N). 

4.6. К л а с с и ч е с к и е т е о р е т и к о - у з л о в ы е и н в а р и а н т ы . 
Пусть (S2k+\ К)—узел размерности 2k—1 (т.е. пара, состоящая из 
сферы 52ft+1 и ее ориентированного подмногообразия К, гомеоморфного 
Slk-1). Спаривания Зайферта пар вида (S2h+\ N), где N— ориентиро­
ванное компактное подмногообразие сферы S2k+\ натянутое на К, назы­
ваются также спариваниями Зайферта узла (S21i+\ К), а квадратичные 
формы, получающиеся в результате симметризации этих спариваний, 
называются квадратичными формами узла (S2fe+1, К). Сигнатура и еди­
ницы Минковского квадратичной формы узла называются сигнатурой и 
единицами Минковского этого узла;: они действительно являются его 
инвариантами, т. е. не зависят от выбора N (см., например, (10)). 

Симметрическая 22-форма спаривания получается в результате 
обычной симметризации этого спаривания. Поэтому если k нечетно, то 
квадратичная форма узла (S2h+\K) кобордантна (как 1гформа) квадра­
тичной форме многообразия, двулистно разветвленно накрывающего 
шар £)2И"2 с ветвлением над любым ориентированным компактным пра­
вильным подмногообразием, натянутым на К, и, значит, сигнатура и 
единицы Минковского узла (S2k+i, К) равны соответственно сигнатуре 
и единицам Минковского квадратичной формы этого многообразия, 

4.7. Э р м и т о в ы ф о р м ы с п а р и в а н и я . Пусть У — конечно­
мерное векторное пространство над Q, и пусть q:T0T—>Q— спарива­
ние. Для £ е С с | £ | ' = 1 , £=7̂ 1 определим эрмитову форму qa)\ (F(x)C)(g) 
®(F(x)C)—>С формулой 

<7<С> (fPi ® *i) ® fa <8> 22)) = % (О — I) Я (v± ® v2) + (1 — 0 q (v% (x) vj) (7) 

[ср.-И,'п. 25,'(•)]. 
Если £— первообразный корень m-ой степени из I, то форма qa) 

изоморфна сужению на (Fm-1(x)C)f_s эрмитовой формы (q+i)HC (см. 
п. 3.6), построенной по симметрической Ът-форме спаривания q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим вложение v:T(g)C—>Tm~l(g)C 
формулой 

v(tF®2)= -l~%\i(v)® ( Г " 1 - 1)2. (8) 

Покажем, что Im v = (Тт~1 (х) С)*_с. Действительно, пусть 
пЩТт-*® С),_с = К е г ( т - 0 . Тогда 

m-l 

• (% - 1) v = 2 Л/ ( £ м - lrn-г - Ш V - % ( ^ + £ У 0 = 0. • • 
/ = 2 

4* 
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Следовательно, (lm~i + t>li)v = 0 и (gi-±—lm-i—t,li)v = 0 для i=2,..* 
. . . , т — 1. Из этих уравнений получаем: 

Ь (о) = - ^ ^ 6 ^ 1 (о). (9) 

Положим w = m gw«i(У). В сшу (9) имеем: 

m-i /— m—1 

Теперь покажем, что v — изометрия. Действительно, в силу формул 
(8), (2), (6), (7), 

(q+1fc (v (ух (х) гх) (х) v (o2 (x) z2)) = 
m-i m-l . 

= % 2 2 (Г-|-1)«т-/-1)-<7+1(л*(^)®п/Ы) = 
*=1 / = 1 

- ( т-х 
Z\4 | 41 1Гт~1 

т 
<£ (£"-' - 1) ( Г " - 1) (<? (Ox ®vj + q № ® Од)) 

т - 2 

- 2 (S'"""1 - ! ) ( Г " - !) Я (yi ® уг) -
/ e l 

т-2 

= - ^ {2т (q (С! ® f 2) + <7 (о, ® и,)) -
т 

— т(1 +Z)q(v1(g)V2) — m(l + £)<7(tfa®0i)} = 

= ЗД, ((1 — £) g (их ® о2) + (1 — С) qf {v% (x) yx)) - qr(C) {{vx (g) 2X) (g) (u2® 22)). 
4.8. С и г н а т у р ы Л е в и н а — Т р и с т р а м а . Сигнатуры эрмито­

вых форм спаривания Зайферта (в случае узлов любой размерности и 
одномерных зацеплений) рассматривались в работах Тристрама (9) 
и Левина (5), (6). (В статье Тристрама (9) сигнатура формы (̂еХР(р-1)яг/р) 
обозначается через op{q), а в статье Левина (5) если А — матрица спа­
ривания q, то сигнатура формы q^ обозначается через аА(—£).) 

В силу основной теоремы и результата предыдущего пункта, сигнату­
ры эрмитовых форм спаривания Зайферта, отвечающих корням из еди­
ницы, можно получить в качестве инвариантов циклических разветвлен­
ных накрывающих. Точнее, если в условиях основной теоремы k нечетно 
и £ — первообразный корень m-ой степени из 1, то сигнатура отвечаю­
щей £ эрмитовой форме спаривания Зайферта пары (М, N) равна сигна­
туре сужения на Кег(Г* — £) эрмитовой формы, построенной по форме 
2т-многообразия (Nm(I X М, A)J). 
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§ 5. Доказательство основной теоремы 
5.1. В ы б о р п о д м н о г о о б р а з и я Л. Как было показано в п. 4.1, 

класс 2т-форм, кобордантных форме канонического накрывающего 
(Nm(I X М, Л),Г), не зависит от А. Поэтому основную теорему достаточ­
но доказать для какого-нибудь конкретного А. Мы будем считать, что А 
получено в результате сглаживания углов «подмногообразия с углами» 
[72, 1] X L (J {72} X N. Точнее, пусть с : / х L —>- N — вложение с 
с(1, х) =х для X G L , И пусть / : / - > / — гладкая функция с f{t)=ll2. 
для ^ 7 г , /(1) = 1 и / / ( / ) > 0 для / > 7 2 . Определим функцию h : N-> I 
формулой 

(f(t), если х = c(t,y)^c(I X L), 
h (x) = J i 

—, если x^N\c(I X L). 

Положим Л = {(*, *) е / X # | / > А (*)}. 
5.2. В с п о м о г а т е л ь н ы е о б ъ е к т ы . Обозначим через 5 мно­

жество 
{(t;x)€=IxN\t^h(x)} 

lf}*R. {1}*N {1}*L 

Рис. 1 

(см. рис. 1); ясно, что 5 — подмногообразие размерности 2k + 1 с углом 
на крае вдоль {1} X L. Введем сокращения: 

U = / х M\S, X - / х М, U= P7* (U), 

Z=Nm(IxM,A), Л = Р-1(Л). 

Так как коэффициент зацепления класса х^Н1(Х\А) с фундамен­
тальным классом [Л] подмногообразия Л равен индексу пересечения 
класса х с классом из H2k+i(X, A\JdX), реализуемым подмногообразием 
•S, то коэффициенты зацепления классов из образа гомоморфизма вклю­
чения Ht(U)—УН1(Х\А) с классом [Л] равны нулю. Поэтому сужение 
U-+U канонического накрытия Рт\Х-*Х тривиально, т. е. U состоит 
из т компонент, каждая из которых диффеоморфно отображается про-
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екцией Рт на U. Пусть U0 — одна из компонент многообразия О; поло­
жим Uj=Tj(U0) для / = 1 , . . . , т—1. 

Обозначим через я естественную проекцию многообразия X = I X М 
на М. Фиксируем какую-нибудь риманову метрику на X. Пусть 
С ь ..., Cg — такие ориентированные связные компактные правильные 
(k + 1)чмерные подмногообразия многообразия [0, 1/2] X М, что: 

1) дСи . . . , dCjo.A\ 
2) подмногообразия п(дС^,..., n(dCg) реализуют некоторый базис 

du . . . , dg пространства Hk(N) =Ker{Hk(N-, Q) ~+Hh(M; Q)); 
3) подмногообразия Cu . . . , Cg ортогональны краю многообразия 

[о, V2] x м. 
Обозначим для i = 1,..., g и / = 0,..., т — 2 через Си «подмногообразие 

с углами» 

р-1 (Q n (t//+1 U Я и I//); 

ориентируем Ct-tj так, чтобы сужение C i f if|(i7 i+1U^)—*С{ проекции 
Рт имело степень + 1 . Обозначим через ei}j элемент группы Hk+i (X; Q), 
представителем которого является Ctii; пусть <§ — подпространство про­
странства Hk+i(X\ Q), порожденное векторами eit5 (*'=l,...,g; / = 0 , . . . 
..., т—2). 

т-2 
Ясно, что T!jSi,Q = в/./ для / < т —2 и Т^е^о = — ̂  вм- Таким обра-

/ = 0 

зом, подпространство $ 7\-инвариантно. 
5.3. Р е д у к ц и я к л е м м а м . Основная теорема очевидным обра­

зом вытекает из следующих двух лемм. 
ЛЕММА 1. Невырожденные части Ът-формы (Hh+i)X\ Q), Q, Г*) а е# 

сужения на & канонически изоморфны. 
ЛЕММА 2. Сужение Ът-формы (Hk+i(X, Q), Q, Г*) яа # изоморфно 

Ът-форме спаривания 0 : Hk(N) (x) Hk(N) ~> Q (симметрической, если k 
нечетно, и кососимметрической, если k четно). 

5.4: Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1. Пусть /? — регулярная окрест­
ность подмногообразия N в М. Положим 

V = / X / ? f W = U.\JV, V = rJ(V)t W=r^{W), 

M = P^({0} X M), Л/ = Р^({0} X ЛО, 

Естественная деформационная ретракция V-^IxN-^A индуцирует 
деформационную ретракцию V-+A. Ясно, что композиция включения 
{0}XN-*V и ретракции V-+A есть диффеоморфизм. Эта композиция 
индуцирует отображение N-+A, сужения которого на подмногообразия 
Nj также являются диффеоморфизмами. Поэтому гомоморфизм включе­
ния v* :#*(№; Q)->#*(V; Q) сюръективен. 
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Рассмотрим отрезок гомологической аддиционной последовательно­
сти триады {Х\ U, V): 

Hk+1 (W\ Q) -> Hk+1 (V; Q) © Hk+l (&; Q) -3* 

^ tf *+1 (X; Q) ^ tf * (# ; Q) X Hk (V; Q) © Hk (U\ Q). 
Из сюръективности v* следует, что Im ср совпадает с образом гомомор­
физма включения .х*: Hh+l(U\ Q) -> Hk+i(X\ Q). Естественная деформа­
ционная ретракция с7-^{0}хМ индуцирует деформационную ретракцию 
U-^M и потому Imx* содержится в образе гомоморфизма включения 
Hk+i(dX] Q)-*Hh+i(X; Q), совпадающем с радикалом формы Q. Таким 
образом, Im ср содержится в радикале формы Q и, значит, изоморфны 
невырожденные части 2т-формы (Hk+i(X; Q), Q, Т*) и ее сужение на 
любое Г*-инвариантное прямое дополнение подпространства Im ф. 

Покажем, что $ — пряхмое дополнение подпространства Imcp = Ker%. 
Для этого достаточно доказать, что классы %evj с *'= 1, . . . , g и / = 0 , . . . 
..., m—2 образуют базис пространства Im % = Ker if>. 

Пусть /?'— трубчатая окрестность подмногообразия А в W, и пусть 
i7*— пересечение С{(~)дЯ', ориентированное как край многообразия С г \ 
\lntR'. Положим Fi,j = P~^(Fi)r\^3- Ясно, что FitJ+i\J(—Fiti) реализу­
ет класс %eitj. С другой стороны, Fitj реализует образ класса d{при ком­
позиции естественного изоморфизма Hk(N; Q) ->- Hk(N5\ Q) и гомомор­
физма включения Hk(Nfy Q)-+Hk(W\ Q). Естественные деформационные 
ретракции W-^{0}XA/' и U-+{0}XM индуцируют деформационные ре­
тракции W-+N и U-+M. Поэтому в диаграмме • . , 

Hk(W-,Q)%Hk(V-,Q) ' 

образованной гомоморфизмами включения, вертикальные стрелки—изо­
морфизмы. Таким образом, реализуемые подмногообразиями Fitj' классы 
di^Hk(W\ Q) образуют базис пространства Кег со*. Так как композиция 
включения Nj-^-V и деформационной ретракции F->-Ж есть диффеомор­
физм и Nj — деформационный ретракт пространства Wh то гомоморфизм-
включения (у*|#ь(И^; Q) | :Нк(Щ; Q)-*Hk(V; Q) является изоморфиз­
мом. Кроме того, ясно, что г*й<,*=^<Дл для любых £, Д, /2. Следователь­
но, классы %eij = di> j+l—ditj образуют базис пространства 

Кег v* П Кег со* = Кег г]). 

5.5. Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . 2. Как было показано в предыду­
щем пункте, классы %e{>j образуют базис пространства Im^. Из этого 
следует, что классы е^ линейно независимы. Кроме того, 

*%> = 

£/,/, если / < m —2, 

— 2 еи> есди / = m г~~ * • 
/=0 

file:///lntR'
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Поэтому для доказательства леммы 2 достаточно доказать, что 

( 0, если | / i — / 2 | > 1 , 
П(о ъло \ _ J — e ( d ' » ® d * , ) . е с л и h = h + 1» 
У Hw, СХ) * w j - _ е в № > ^ ^ е с д и / а = А + ^ 

IQ ( 4 (х) d/2) + eG (d,, (х) d^), если /\ - /2. 

Построим сначала гладкие многообразия, реализующие вц* Пусть р 
П множество единичных направленных внутрь 

2 ' 1 X М векторов нормаль­

ного расслоения подмногообразия Л f) /—1 х /И в X, и пусть у — единичное 

касательное к 1-Х х / И и нормальное к Л векторное поле на Л П {—} X /И, 
определяемое ориентациями многообразий Л и М. Обозначим через (3, прооб­
раз многообразия dCi при естественной проекции |3-^Л П \—\ X.И.Продол­
жим поля т П Pi» • • • > Т П Pg Д° нормальные по ieS Тъ • • • > Tg н а ci> •••»cg> 
следя при этом за тем, чтобы мнокестза Ti U Pi> • • • » Tg U Pg были глад­
кими подмногообразиями касате!ьного пучка тХ и чтобы подмногообразия 
Ti> • • • » Tg б̂ 1ли транезерсальны друг другу и нулезому селению. 

я g 
В силу компаклности \J С/, длины векторов из |J ^ не превосходят 

некоторого числа г. Пусть о ]> 0— такое вецественное число, что у под­
многообразий С19 . . . , CgJ А П |—| X /И многообразия X существуют геоде­
зические трубчатые окрестности радиуса р. Обозначим для i= 1, . . . ,g и 
f e [ — 1 , 1 ] через Ci образ подмногообразия ^ i касательного пучка хХ при 
отображении х-*ехр — *, и для i = 1, . . . , g, *е(0 ,1] обозначим через 

D; образ подмногообразия % при том же отображении. Множества С\ и D/ 
язляются гладкими подмногообразиями многообразия X. Ориентируем С\ так, 
чтобы естественный диффеоморфизм С\-^СЬ имел степень + 1, если ^ > 0 , и 
степень — 1 в противном случае. 

Положим Citi = P~\ (С\) П f/y; обозначим через Д-,7 компоненлу много­
образия Рт($)9 пересекающуюся с C[h и положим для ^ > 0 

4 / = Cl/+1 U Dl, U С& 

Ориентируем £*,/ в соответствии с ориентацией многообразия С;>/+3. Очевидно, 
подмногообразие £;,/ р/-изотопно подмногообразию с углами Citi. Таким 
образом, подмногообразие E\9j реализует класс ец. 

Займемся теперь подсчетом Q (eilth ® e/t>/i). Для этого найдем индексы 
i_ 

пересечения Elltil • E}tiJu. Очевидно 
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Dlh П Dlh С P. 1 (D?t П D\2) С P^1 (exp ( £ P П f P" 

Следовательно, 

^i./i * Ei2,j2 = (Qb/i+i U Wi,/i) ' (C'WYH U C/2./2). 

Кроме того, С/,/ (Z f//. Поэтому если | /х — /21 > 1, то 
i 

Далее, если tv f 2 e [— 1,1] и tx=f=t2, то индекс пересечения C/Jt/ • C£f/=: 

= C/J • C/2 равен коэффициенту зацепления подмногообразий dC/J, дС\\ в 
i •— I X /И. Этот коэффициент зацепления мы будем обозначать через 

Х(дС%дС\% 
Пусть теперь \х = /2 = /. Имеем: 

1 

4 , / . • elu = Q.-c\2 + си
2 • а;1 = х(дС1 дс}2) + х(дси

2,дс^у 

Очевидные изотопии переводят дС? |J dCj2 в dCh (J ЗС?, и дС,ч2 |J ЗСГ,1 в 

(— dCl%) [J (— аС/2). Таким образом, 

я?,./ • 4 . / = * (dciv del) + зц- eel - dcit) - 55(вс,ж, ас?2) + 
1_ 

+ (-i)fe+1^(aci2,ac?1). 
Но, по определению спаривания Зайферта, 

£{дС1х,дС\) = Цйи®<10 

1_ 

X{dCi2JdCl)^b{dl2®d^ 

значит, если /i=/2 , то 
1 

Д./, • я!,./, = в №, о rffj + ( - i)ft+le (dlt <g> d;i). 
Аналогичные рассуждения показывают, что если / 1 = / 2 + 1 , то 

#,./, •£U=-8(*,®U1), 
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и если /2 = / i+ 1, то 

Д./,-£Ц-(-1)*9К®4)-
Поступило 

24.Х.1972 
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