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INTRODUCTION.

Fixons un nombre premier p > 1 et soient Q, le corps des nombres p-adiques et
C, la plus petite extension complete et algébriquement close de Q,,. Ce travail est
dédié a la dynamique des fonctions rationnelles sur la droite projective P(C,) ; voir
aussi [Hs], [Bel], [Be2], [R-L] et [Y].

Comme le corps C, est algébriquement clos toute fonction rationnelle de degré
au moins deux, a coefficients dans C,, a une infinité de points périodiques dans
P(C,). On classifie ces points comme dans le cas complexe de la maniére suivante :
a chaque point périodique zp € P(C,) d’une fonction rationnelle R € C,(z), on
associe son multiplicateur A = (R™)'(zp) € Cp, o n > 1 est la période de zy. Alors
on dit que zg est attractif, indifférent ou répulsif selon que |A| < 1, |]A\| = 1 ou que
|A| > 1, respectivement.

Théoréme A. Si une fonction rationnelle de degré supérieur ou égal a deux, a
coefficients dans C,, a au moins deuxr points périodiques non-répulsifs (comptés
avec multiplicité), alors elle en a une infinité.

On peut comparer ce résultat avec le cas complexe pour lequel on sait (cf. [Sh],
[Ep]) qu’une fonction rationnelle de degré d > 1, a au plus 2d—2 cycles non-répulsifs.

Comme toute fonction rationnelle de degré d > 1 a d+1 > 2 points fixes, comptés
avec multiplicité, le corollaire suivant est immédiat.
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2 J. RIVERA-LETELIER

Corollaire. Une fonction rationnelle de degré auw moins deuz, a coefficients dans
Cp, qui n’a pas de point five répulsif, a une infinité de points périodiques non-
répulsifs.

La preuve du Théoreme A est basée sur la propriété suivante.

Chaque fonction rationnelle induit une action sur
Uespace hyperbolique H,,, qui commute avec la composition.

En d’autres termes, si R et ) € C,(z) sont deux fonctions rationnelles, et si I’on
note R., Q. et (RoQ). les actions induites sur H,, par R, Q et Ro() respectivement,
alors on a

(ROQ)* =R, 0 Q..

En particulier, si R € C,(z) est une fonction rationnelle alors (R"™), = R}, pour
tout entier n > 1. Apparement il n’y a pas d’analogue complexe de ces propriétés.

Une majeure partie de ce travail est consacrée a I’espace hyperbolique (p-adique)
H, et a I’étude de l'action sur H), induite par une fonction rationnelle. L’espace
hyperbolique H,, est munit d’une distance pour laquelle il est un arbre réel (au sense
de J. Tits), séparable et complet. La situation est ici analogue au cas complexe
puisque d’une part le groupe des automorphismes de P(C,) agit par isométries sur
H, et d’autre part le bord & 'infini de H, est canoniquement identifié a P(C,).

Comme nous le verrons ultérieurement, la démonstration du Théoreme A revient
a montrer qu’il existe un point périodique répulsif dans I’espace hyperbolique ; voir
Théoreme A’ plus bas.

Il y a des fonctions rationnelles qui n’ont pas de points répuslfis dans P(C,) ;
considere par exemple le polynéme z? € C,[z]. Mais on a la propriété suivante.

Théoreme B. Toute fonction rationnelle de degré au moins deuz, a coefficients
dans Cp, a un point fize répulsif, soit dans P(C,), soit dans H,.

Ce théoreme est une contrepartie a la propriété suivante : toute fonction ra-
tionnelle R € C,(z) a un point fixe non-répulsif dans P(C,) ; voir [Bel]. En effet, si
R n’a pas de point fixe avec multiplicateur égal a 1, alors R a exactement deg(R)+1
points fixes et on a la formule d’indice

L 1y !
1—X  1-X

. - =1
1- Adcg(R)

ol les \; € C, sont les multiplicateurs des points fixes ; voir [Bel] et [Mi]. Par la
propriété ultramétrique, on ne peut pas avoir |\;| > 1 pour tout 0 < i < deg(R).

Dans le théoreme suivant on caractérise les fonctions rationnelles par le nombre
de points périodiques dans H,. On identifie le corps résiduel de C,, a IF,,, la fermeture
algébrique du corps fini F,, de p éléments. Alors on dit qu'une fonction rationnelle

R € F,(2) est inséparable s'il existe une fonction rationnelle Q € F,(z) telle que

R(z) = Q(z").
Théoréeme C. Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deus.
Si Uaction R, sur H, induite par R a au moins deux points périodiques dans H,,
alors elle en a une infinité. De plus on a les propriétés suivantes.
(1) SiR. n'a pas de points périodiques dans H,, alors R a un point fize attractif
dans P(C,) et tous les autres points périodiques de R dans P(C,) sont
répulsifs.
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(2) Si R. a exactement un point périodique dans H,, alors, aprés changement

de coordonnée, R a une bonne réduction R € F,(2) qui est inséparable.
Dans ce cas tous les points périodiques de R dans P(C,) sont attractifs.

Par exemple le polynéme P(z) = 2% + ¢ € C,[2] est tel que P, n’a pas de points
périodiques dans H, si [d%c?=1| > 1 ; et il est tel que P, a unique point périodique
dans H, si p|d et |¢| < 1.

La notion de bonne réduction a été introdiute par Morton et Silverman dans
[MS] ; voir Section 5.1.

Finalement on montre une “ Formule des Points Fixes ” pour les fonction ra-
tionnelles, qui est un analogue au fait que toute fonction rationnelle de degré d > 1,
différente de I'identité, a d+ 1 points fixes comptés avec multiplicité. Cette formule
est valable pour toutes les fonctions rationnelles R € C,(z) de degré au moins 1 et
elle compté, avec une multiplicité appropiée, les objects suivants.

(1) Les points fixes de R dans P(C,) qui ne sont pas indifférents.
(2) Les points fixes répulsifs de R. dans H,.
(3) Les composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité £(R) C P(C,)
qui sont fixées par R.
Le domaine de quasi-périodicité £(R) C P(C,) (introduit dans [R-L]) est 'interieur
de l'ensemble des points récurrents par R et la notion de composante analytique
remplace celle de composante connexe ; voir [R-L].

Réduction d’une fonction rationnelle et 1’espace hyperbolique. Comme
nous le verrons par la suite, 'action d’une fonction rationnelle sur I'espace hy-
perbolique H, est étroitement reliée aux différentes réductions que la fonction ra-
tionnelle peut avoir ; voir Section 5.1 pour une définition de réduction.

Soit O, = {# € C, | |2| < 1} 'anneaux des entiers de C, et soit m, = {z €
Cp | |2| < 1} son idéal maximal. On identifie le corps résiduel O,/m, de C, a F,

et on note m la projection de P(C,) sur P(F,). On identifie aussi le groupe des
automorphismes de P(C,,) au groupe PGL(2,C,).

Fixons une fonction rationnelle R € C,(z). Pour chaque coordonnée de P(C,)
il existe une coordonnée A larrivée, dans laquelle R a une réduction R € F,(2)
non-triviale (c’est a dire avec deg(é) > 1) ; voir Section 5.1 pour une définiton de
réduction. Cette coordonnée est unique, sauf post-composition par un élément de

PGL(2,0,). Par conséquent la fonction rationnelle R € C,(z) induit une action
R.: PGL(2,C,)/PGL(2,0,) — PGL(2,C,)/PGL(2,0,)*

de telle facon que pour S € PGL(2,C,)/PGL(2,0,), R.(S) est l'unique élément
de PGL(2,C,)/PGL(2,0,) tel que R a une réduction non-triviale en coordonnées
représentant S et R.(S).

Il y a une distance naturelle dans PGL(2,C,)/PGL(2,0,) et on peut définir
l’espace hyperbolique H,, comme la complétion de cet espace métrique. Alors
laction R, induite par R s’étend en une action sur H),, encore notée R,.

1on remarque que PGL(2,0,) n’est pas un sous-goupe normal de PGL(2, (Cp) ; Papplication
R, est une application de classes lateraux.
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Par exemple la propriété pour R € Cp(z) d’avoir une réduction Re F,(z) non-
triviale, se traduit par le fait que I'action R, sur H, fixe le point de H, correspondant
a la coordonnée usuelle de P(C,). On note ce point Scan et on 'appelle point
canonique de H,. C’est & dire qu’ une fonction rationnelle R € C,(z) a une réduction
non-triviale si et seulement si le point Scan est fixé par R,. Dans ce cas R est semi-
conjugée & R par la projection 7 : P(C,) — P(F,), sauf en un ensemble fini de

classes résiduelles. Autrement dit il existe un ensemble fini = C P(F,) tel que 'on
ait le diagramme commutatif suivant :

R
P(Cp) — 77_1(3) — P(Cp)
rl L
P(F,) —E —  P(F)
R

Alors les différentes propriétés dynamiques de R se traduisent en propriétés dy-
namiques de R. Par exemple il n’est pas difficile de montrer que toute fonction
rationnelle R € Fp(z) de degré au moins 1 a une infinité de points périodiques ; cf.
Appendice 1. Dans le cas ou deg(ﬁ) > 1, ces points périodiques (sauf un nombre
fini d’entre eux) se relevent en points périodiques non-répulsifs de R dans P(C,).

La condition deg(fi) > 1 est équivalente a ce que le point fixe Scan € H, de
R, soit répulsif. En général [’existence d’un point périodique répulsif de R, dans
H,, implique lexistence d’une infinité de points périodiques non-répulsifs de R dans
P(C,) ; cf. Corollaire 5.5. Donc le Théoreme A suit de la assertion suivante.

Théoreme A’. Si une fonction rationnelle R € Cp(z) a au moins deux points
périodiques non-répulsifs dans P(C,), alors R, a un point périodique répulsif dans
H,.
Remarques sur ’espace hyperbolique. L’espace métrique H, est un objet as-
sez naturel et il apparait dans la littérature sous divers formes. Par exemple il est
un cas trés particulier des immeubles de Bruhat-Tits (celui associé & SL(2,C,)) ;
voir [BT], [T] et Appendice 2. L’analogie avec 1’espace hyperbolique complexe et
le plan hyperbolique est déja explicite dans [Mu].

Il est aussi relié au espace analytique de P(C,), au sens de V.G. Berkovich ; voir
[Ber] (Remark 4.2.4 (v) et Chapter 5) et Appendice 2. On peut voir aussi [BHM]
et [Es2]. Le fait qu'une fonction rationnelle induit une action sur cet espace suit de
[Ber], on peut voir aussi [Bou] et [R-L].

On considere ici un traitement différent, qui convient mieux a l’etude de l'action
d’une fonction rationnelle ; voir aussi la remarque dans la page 22 de [R-L].

Plan de P’article.

La Section 1 est consacrée a quelques rappels sur le corps C,,.

Dans la Section 2 on définit ’espace hyperbolique. On introduit les bouts (Sec-
tion 2.1), on décrit les points de ’espace hyperbolique (Section 2.2) et on considére
la propriété de séparation (Sections 2.3 et 2.4) ; on peut comparer avec [R-L].

Dans la Section 3 on introduit la distance d sur H, et on montre que I’espace
métrique (H,, d) est complet (Proposition 3.2) et qu’il est un arbre réel au sens de
J. Tits [T] (Proposition 3.7).
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Dans la Section 4 on montre que chaque fonction rationnelle induit une action sur
I’espace hyperbolique et on montre des propriétés locales de cette action. En parti-
culier elle est lipschitzienne, avec constante égale au degré de la fonction rationnelle
(Corollaire 4.7).

La Section 5 est dédiée aux Théoremes A et B. On montre d’abord que tout point
périodique répulsif dans Hl, est rationnel (Proposition 5.4) et que lexistence d’un
point périodique répulsif dans H,, implique celle d'une infinité de points périodiques
non-répulsifs (Corollaire 5.5). La preuve des Théoremes A et B est dans la Sec-
tion 5.5.

La Section 6 contient un critere pour lexistence d’un point fixe dans H,, (Propo-
sition 6.3). Il est utilisé dans la preuve du Théoreme C pour “produire” des points
périodiques.

Dans la Section 7 on considere 'ensemble exceptionnel (comme dans le cas com-
plexe) de I'action d’une fonction rationnelle sur H,. On montre que cet ensemble
contient au plus un élément et qu’il est non-vide si et seulement si la fonction
rationnelle a une bonne réduction dans une coordonnée apropriée (Théoreme 2).

Dans la Section 8 on étudie la propriété locale d’inseparabilité (de Paction sur
H,, induite par une fonction rationnelle) qui est équivalente a ce que l'action soit
localement expansive.

La Section 9 contient la démonstration du Théoréme C. On réduit la démonstration
du Théoreme C a la Proposition C disant que l’existence d’un point périodique
inséparable, qui ne soit pas exceptionnel, implique l'existence d’une infinité de
points périodiques inséparables. La démonstration de cette proposition est ana-
logue a la démonstration de Julia de la densité des points périodiques répulsifs.

Dans I’ Appendice 1 on considere des propriétés des fonctions rationnelles a coeffi-
cients dans Fp (qui est isomorphe au corps résiduel de C,,), qui est & caractéristique
positive.

Dans I’ Appendice 2 on fait quelques remarques sur I’espace hyperbolique. En par-
ticulier on consideére son bord a l'infini et ces relations avec I'immeuble de Bruhat-
Tits de SL(2,C,) et avec ’espace analytique de P(C,), au sens de V.G. Berkovich.

Dans I’ Appendice 3 on montre la “ Formule des Points Fixes 7.
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G. Havard qui a fait des corrections d’orthographe pour l'introduction.

Je voudrais enfin remercier le College de France pour son hospitalité et la Uni-
versidad Catolica del Norte pour sa générosité.

1. PRELIMINAIRES.

Soit p > 1 un nombre premier, Q, le corps des nombres p-adiques et soit C,, la
plus petite extension complete et algébriquement close de Q.
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On note |- | la norme sur C, et C; = C, — {0} le groupe multiplicatif de C,. On
appelle
Gl = {lz[12€C}
= {r>0/]log,r est rationnel}.

le groupe de valuation de Cj. De plus on note dist la distance sur C, induite par
| On note O, = {z € C, | |2| < 1} l'anneau des entiers. Alors m, = {z € C,, |
|z] < 1} est un ideal maximal de Op. Le corps ((Nip = Op/m, est appellé le corps
résiduel de C,p, qui est isomorphe a la fermeture algebrique Fp du corps fini F,,. On
identifie @p aF,.

Pour z € O, on note 2 la projection de z dans F,. Pour ( € F, on pose
B(¢) = {z =(}. Donc on a la partition,

Op = '—'FZ,B(C)-

1.1. La droite projective. On consideére la droite projective P(C,), qui est 'ensemble
des droites dans C,, x C,, passant par (0,0). Pour (z,y) € C, x C, —{(0,0)}, on
note [z,y] € P(C,) le point corresponant & la droite {(Az, A\y) | A € C,}. On note
oo le point [1,0] € P(C,) et on identifie P(C,) — {oo} avec C,, par l'application
A 1] — A

On étend la projection de C, & F, & une projection de P(C,) = C, U {00}
a P(F,) = F, U{oo}, par Z = 00 € F,, pour z € {|z|] > 1} U {co0}. On pose
B(oo) = {Z =00} = {|z] > 1} U {oo} et alors on a la partition

(1) P(Cp) = Up,, B(C)-

On a une correspondance entre PGL(2,C,) et les automorphismes de P(C,),
telle que () € PGL(2,C,) correspond I'automorphsime de P(C,) donné en coor-
données homogenes par [z,y] — [ax + by, cx + dy].

Le sous-groupe PGL(2,0,) de PGL(2,C,,) correspond & les automorphismes qui
préservent la partition (1). De plus I'automorphisme de P(C,) associé a (¢ g) €
PGL(2,0,) préserve chaque élément de la partition (1), si et seulement si [a—1| < 1,

|[d—1] <1, |b| <1et|c| <1.
La distance chordale sur P(C,,) est définit par,

lzy’ — 2yl
max{|z|, [y|} max{|z'],[y'|}

dist( [z, ], [2',y']) =

ou en coordonnées,

A 2|
ist(z,2") = ,
{1, 2]} max(L, |71}
voir [Ru] ou [MS]. Cette distance coincide avec la distance induite par | - | sur O,.

De plus un automrophsime de P(C,,) préserve la distance chordale, si et seulement
si correspond & un élément de PGL(2,0)).
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1.2. Boules et couronnes. Etant donné r € |C;| et a € C,, on appelle
{zeCpl|lz—a|<r}et{zeCpy||z—a| <r}

boule ouverte de C, et boule fermée de Cp, respectivement. Sir ¢ |Cy| alors ces
deux ensembles coincident et on I'appelle boule irrationnelle de C,. Notons que par
définition une boule B de C,, est irrationnelle si et seulement si diam(B) ¢ |C;| ;
en particulier si B est ouverte ou fermée alors diam(B) € |Cy|.

Etant donnés deux boules B et B’ de C,, il y a trois possibilités : soit BNB' =0,
soit B C B’, soit B’ C B.

L’image d’une boule ouverte (resp. fermée, irrationnelle) par un automorphisme
de C, est une boule de méme nature.

Une boule ouverte (resp. fermée, irrationnelle) de P(C,) est soit une boule de C,
de méme nature, soit le complémentaire d’une boule fermée (resp. ouverte, resp.
irrationnelle) de C,. Pour ce qui suit le mot boule dénotera une boule de P(C,).

Etant donnés deux boules B et B’ de P(C,) il y a quatre possibilites : soit
BN B' =0, soit BC B, soit B' C B, soit BNB' # (0 et BUB' =P(C,).

Dans ce dernier cas les complémentaires de B et B’ sont disjointes ; si B et B’
ne sont pas fermées alors on dit que BN B’ est une couronne. Aprés changement de
coordonnée, on peut supposer B = {|z| < r} et B’ = {|z| > r'} U{oo} avec 1’ < r;
alors

BN B ={z€C,|log,|z| € (log,',log,r)}.

On note mod(B N B’) = log,r —log,r" > 0, qui ne dépend pas du choix de
coordonnée, et on appelle le module de la couronne B N B’.

L’image d’une boule ouverte (resp. fermée, irrationnelle) par un automorphisme
de P(C,) est une boule de méme nature.

2. BouTs ET POINTS DE H,.

Dans cette section on définit les bouts (Section 2.1) et les points de espace
hyperbolique H, (Section 2.2) et on étudie la propriété de séparation (Sections 2.3
et 2.4). Les bouts et les points rationnels ont été considérés dans [R-L] ; les points
rationnels ont été appelés systemes projectifs.

Dans I’Appendice 2 on considere une défintion assez courte de H,.

2.1. Bouts. Soit {B;};>0 une suite croissante de boules fermées ou irrationnelles.
Alors B = U;>0B; est soit une boule ouverte ou irrationnelle, soit égale a P(C,).
Donc {B — B;}i>0 est soit une suite decroissante de couronnes, soit une suite de-
croissante de boules, respectivement. On appelle {B — B;};>¢ chaine évanescente.
Notons qu’on a

Ni>o(B—B;) =0

et par conséquent B — B; C C,, pour ¢ assez grand. De plus diam(B — B;) converge
vers un nombre positive lorsque ¢ — oo.

On dit que deux chaines évanescentes { B—B; };>0 et { B'— B} };>¢ sont équivalentes
si pour tout N > 0 il existe n > N tel que By C Bj, et Bjy C B,. Dans ce cas
B=D"H.

Définition 2.1. Un bout est une classe de équivalence de chaines évanescentes.
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Soit P un bout et {B — B;};>0 une chaine évanescente définissante. Alors B
dépend seulement en P et on note Bp = B.

Si Bp = P(C,), alors on dit que P est un bout singulier. Sinon Bp est une boule
ouverte ou irrationnelle qui est déterminé par P. Si Bp est une boule ouverte
(resp. irrationnelle) alors on dit que P est rationnel (resp. irrationnel). On a
une correspondance entre les boules ouvertes (resp. irrationnelles) et les bouts
rationnels (resp. irrationnels).

Chaque automorphisme ¢ de P(C,) induit une bijection sur les bouts rationnels
(resp. irrationnels, singuliers). On note cette action par ¢..

2.2. Partitions de la droite projective et points de H,. Un point de H, est
un ensemble de bouts, de telle fagon que les points de H,, forment une partition de
I’ensemble de bouts.

Il y a trois types de points de H), : les points singuliers, rationnels et irrationnels.

2.2.1. Points singuliers. Les points singuliers de H, sont les ensembles de la forme
S = {P}, out P est un bout singulier.

2.2.2. Points non-singuliers. On dit que deux boules ouvertes ou irrationnelles By
et By sont associées, si By N By = () et si By et B; sont maximales pour cette
propriété. C’est-a-dire que si i € {0,1} et B} est une boule ouverte ou irrationnelle
telle que B; C Bl et B, N By_; =0, alors B, = B;.

Lemme 2.2. Soient By et By associées a B. Alors By = By ou By N By = .
Dans ce dernier cas By est associce a By.

Preuve. La premiere assertion suit par maximalité. Supposons By N By = 0.
Soit i € {0,1} et soit B. une boule ouverte ou irrationnelle telle que B; C B et
BiNBy_; = 0. Alors B ¢ Bj, car By_; est associée & B, donc B, N B = {). Par
conséquent B] = B;, car B; est associée & B. O

Un point non-singulier S de H, est un ensemble de bouts rationnels ou irra-
tionnels tel que les boules Bp, et Bp, sont associées pour tous Py et P; € S
distincts, et maximal pour cette propriété. Dans ce cas on dit qu'une boule Bp,
avec P € S, est associée a S.

Notons que 'union d’une suite croissante de boules ouvertes ou irrationnelles est
une boule ouverte, une boule irrationnelle ou elle est égale & P(C,). Par conséquent
chaque point non-singulier S de H, contient au moins deux éléments et on a la
partition,

P((Cp) = UsBp.

2.2.3. Points irrationnels. Les points irrationnels de H, sont les ensembles de la
forme {P, P’} ou P et P’ sont des bouts irrationnels tel que Bp LI Bpr = P(C,).

Etant donné un bout irrationnel P les ensembles Bp et P(C,) — Bp sont des
boules irrationnelles et alors {P,P’} est un point irrationnel de H,, ot P’ est le
bout associé a P(C,) — Bp.

2.2.4. Le point canonique. Rappelons que pour ( € ]P’(Fp) on noté B(() la boule
{z € P(C,) | Z= ¢} ; voir Préliminaires. Donc on a la partition canonique

P(Cy) = Upgs,, B(O).



ESPACE HYPERBOLIQUE P-ADIQUE 9

Soit P(¢) le bout correspondant & B({). Alors il est facile de voir que Scan =
{P(O}P(FP) est un point non-singulier de H,,. On l'appelle le point canonique de
-

2.2.5. Points rationnels. Soit P un bout rationnel et soit ¢ un automorphisme de
P(C,) tel que ¢({]2] < 1}) = Bp. Alors P = ¢, (P(0)) et S = {,(P(O)}eqe, st
le point (non-singulier) de H, qui contient P. On appelle S € H,, point rationnel.
En particulier Scan est un point rationnel. 7

Notons que on a un paramétrage de S par P(IF,) qui est unique, sauf changement

de coordonnée projectif de P(IF},).
2.2.6. Définition de l’espace hyperbolique.

Définition 2.3. L ’espace hyperbolique p-adique, qu’on note H,, est I’ensemble
des points rationnels, irrationnels et non-singuliers. De plus on note Hg (resp. HE)
Uensemble des points rationnels (resp. non-singuliers) de H,.

Dans la Section 3 on munit H, d’un distance pour laquelle il est un arbre réel
séparable et complet. Notons que Hg est dénombrable, car P(C,) est séparable.

Il est claire que chaque le groupe PGL(2,C,) des automorphismes de P(C,,) agit
sur H,, préservant H;lf et ]H[g. Cette action est transitive sur Hg et le stabilisateur
du point Scan correspond au groupe PGL(2,0),). Par conséquent on a une bijection
entre PGL(2,C,)/PGL(2,0,) et Hg.

Etant donné un automorphisme ¢ de P(C,) on note ¢, l'action sur H, induite
par ¢.

2.3. Propriété de séparation.

Définition 2.4. Soit S € H, et X C P(C,).

(1) SiS e HE{ est non-singulier et si X intersect au moins deuzx boules associées
a S, alors on dit que S sépare X et on note S < X.

(2) SiS ={P} € H, est singulier et si pour toute chaine évanescente {D;};>0
définissant P on a D; C X, pour i assez grand, alors on note S < X.

Soient $ € Hy et X, Y C P(Cp). Alors § < X et X C Y implique S < Y.
D’autre part, si S est singulier, S < X et S <Y implique X NY # ().

Lemme 2.5. Soit S € H un point non-singulier et B' C P(C,) une boule telle que
S < B'. Alors il existe une unique boule B associée a S telle que B ¢ B’. Si de
plus B’ est ouverte ou irrationnelle, alors BN B’ # () et BN B’ est une couronne.

Preuve. Apres changement de coordonnée on suppose B’ = {|z| < r'} ou B’ =
{]z| < 7'}. Comme S sépare B’ il existe de boules distincts By et Bp associées
a S qui intersectent B’. Alors By N By = () et on peut supposer By C C, ; par
conséquent By C B’. Apreés changement de coordonnée on suppose By = {|z| < r},
avec r < r’.

Par conséquent B’ ne contient pas la boule B = {|z| > r}U{oo}, qui est associée
as.

Si B" = {|]z| < '} alors {|z| < r} C B’, donc B’ contient toutes les boules
associées a S qui sont différentes de B.

Si B" = {|z| < 7'} alors r < r/, car § sépare B’. Donc {|z| < r} C B’ et par
conséquent B’ contient toutes les boules associées & S qui sont différentes de B ;
de plus BN B’ = {r < |z] <r'} # 0 est une couronne. O
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Lemme 2.6. Soient S et S’ € H,, de points distincts. Alors il existe un unique
bout P € S tel que S’ < Bp.

Preuve. Si S est singulier le lemme est trivial, donc on suppose S € HE.

1.— Supposons 8’ = {P’} singulier. Soit {D}};>o une chaine évanescente définissant
P’. 11 suffit de montrer qu’il existe une boule B associée a S et ¢ > 0 tel que
D; C B, car dans ce cas pour toute chaine évanescente { D’} équivalente & {D;} on
a f); C D} C B, pour j assez grand.

Supposons par contradiction que pour tout ¢ > 0 la boule D} n’est pas contenue
dans une boule associée & S. C’est & dire S < D] pour ¢ > 0. Soit B la boule
associée & S telle que B ¢ D{ (Lemme 2.5). Comme pour ¢ > 0 on a D} C D|
on obitient B ¢ D} et comme S < D} par hypothese, on a P(C,) — B C D} par
le Lemme 2.5. On obtient une contradiction car N;>oD; = (), puisque {D;};>¢ est
une chaine évanescente.

2.— Supposons S’ € HE. La unicité de P suit du Lemme 2.5.
Soit B(oo) (resp. B’(00)) la boule associée & S (resp. S’) contenant oo et posons
D =P(C,) — B(c0) (resp. D' =P(C,) — B'(c0)).
Notons que si une boule B contient D’ strictement, alors S’ sépare B.
Comme S et &’ sont distincts on a D # D’ et par conséquent il y a trois
possiblites.
e D'ND={. Alors D' C B(c0) et par conséquent S’ sépare B(c0).
e D C D'. Alors B'(00) C B(o0) et comme B’(c0) # B(oo) la boule B(oo)
intersecte une autre boule associée & S. Donc S’ sépare B(00).
e D' C D. Comme D # D’ il existe une boule B associée & S telle que
D’ c B. Donc 8’ sépare B. O

Lemme 2.7. Soient S, S’ € H§ distincts. Soit B (resp. B') la boule associée a S
(resp. S') telle que 8" < B (resp. S < B'). Alors BN B’ est une couronne.

Preuve. Par le Lemme 2.5 il existe une unique boule B associée a S telle que
B ¢ B’ et BN B’ est une couronne. Donc S’ sépare B et par conséquent B = B.
O

2.4. Propriété de séparation dans H,,. Fixons un point & € H,,. Par le Lemme 2.6
chaque point &’ € H, différent de S, détermine un bout P € S tel que S’ < Bp.

Comme P(C,) = UsBp est une partition de P(C,), chaque point 2’ € P(C,)
détermine un bout P € S tel que z’ € Bp. On note 2’ < Bp.

Définition 2.8. Soient Sp, S1 € H, UP(C,) et S € H,, des points différents. Pour
1=0,1 soit P; € S le bout tel que S; < Bp,. On dit que S est entre Sy et Sy si
Po # P1. On dit aussi que S sépare Sy et Si.

On note (Sp,S1) C H, l'ensemble de tous les points entre Sy et S1. De plus on
pose [80781) = (81,80] = (80,81) U {80} et [80,31} = [30,81) U {80}

Notons que un point S € H, peut séparer deux éléments de H,, UP(C,) seulement
siS e H;lf. Cette définition généralise la Définition 2.4 dans le sense que un point
S e HE sépare deux points 2o et z; € P(C,) distincts, si et seulement si S sépare
I'ensemble {29, 21} C P(C,) (dans le sense de la Définition 2.4).
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Lemme 2.9. Soient Sy, S1 € H, des points distincts et S € (So,S1). Alors on a
les propriétés suivantes.

(1) Si P eS8y estle bout tel que S < Bp, alors Sy < Bp.
(2) (S0, 81) = {8} = (S0, 8) U (S, 81).

Preuve. Soient Py, P; € S les bouts distincts tel que Sy < Bp, et S1 < Bp,.

1.— D’apres le Lemme 2.7 on a Bp N Bp, # 0, donc Bp, C Bp (Lemme 2.5).
Comme § < Bp, on a S < Bp.

2.— Counsidérons S’ € (Sy,S) et soient P}, P’ € S les bouts distincts tel que
So < Bp; et S’ < Bp:s. Par la partie 1, avec S; = S’ et Sy = 81, on a S; < Bpr.
Donc &’ € (Sp,S1). De la méme fagon on a (S,81) C (Sp, S1).

D’autre part soit 8" € (Sp, S1) différent de S et soient Py, Py € S’ les bouts tel
que Sy < Bp; et S; < Bp;. Comme S; < Bp, et S; < Bp; on a Bp, N Bp: # 0,
pour ¢ =0, 1.

Si Bp, N Bp; # 0 alors S < Bp; et par conséquent &’ € (Sp,S). Supposons
alors Bp, N Bp; = . Dans une coordonnée telle que 0 € Bp, et co € Bp; on a
Bp, = {|z| <r} et Bp; = {[z| > r'}U{oc}, ot 7’ >r > 1. Comme Bp, N Bp; # 0,
pour i = 0,1, on a Bp; = {[z| <1’} et Bp, = {|z| > 7} U{oc}. Donc & < Bp; et
par conséquent S’ € (S,Sy). O

Lemme 2.10. Soient Sy, S et So € H,UP(C,) de points différents tel que S; n'est
pas entre S; et Sy, pour tous les choiz de {i,j,k} = {0,1,2}. Alors il existe un
unique point S € H, tel que S est entre S; et Sj, pour chaque paire 0 < i < j < 2.
Dans ce cas S € ]ng,

Preuve. Si S; € HE soit B; la boule associée a S; telle que S; < B; et S, < B; ; on
pose D; = P(C,)—B;. Dansle cas Sy, S1, Sz € Hgf pour chaque paire 0 < i < j < 2,
B; N B; est une couronne (Lemme 2.7), donc Dy, Dy et Dy sont disjoints deux a
deux.

Pour chaque 0 < i < 2 tel que S; € P(C,) ou tel que S; € H, soit un point
singulier, on choisit une boule irationnelle D; telle que S; < D;, de telle facon
que les boules Dy, Dy et Ds soient deux a deux disjoints. Apres changement de
coordonnée on suppose 0 € Dy, 1 € Dy et oo € Dy. Donc Dy C B(0), D1 C B(1)
et Dy C B(oo0) et par conséquent Scan est entre S; et S;, pour chaque paire
0<i<j<2.

Supposons d’autre part que S € H, est un point entre S; et S;, pour chaque
paire 0 < i < j < 2. Considérons le bout P; € S tel que S; < Bp, (Lemme 2.6),
pour 7 = 0,1,2. Alors par hypothese les bouts P; sont deux & deux disjoints et
par consequent S € Hg. D’autre part on a D; N Bp, #  car S; < D;. Si Bp, ne
contient pas D; alors D;, Dy C Bp,, pour {i,j,k} = {0,1,2} (cf. Lemme 2.5) ;
mais ceci implique Bp, N Bp, # (), qui est une contradiction. Donc D; C Bp,. De
plus Bp, ne contient pas 1 et oo, et par conséquent Bp, C B(0). De la méme fagon
on a Bp, C B(1) et Bp, C B(c0). Donc § = Scan. O

Lemme 2.11. Soit P un bout et soient Sp,S1 € H, des points distincts tel que
So,S1 < Bp. Alors il existe un point S € Hﬂg tel que S < Bp et tel que [Sy,S) N
(S51,8) =[S, S), ou S est le point de H,, contenant P.
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Preuve. L’assertion est triviale si Sp € (S1,S) ousi &1 € (Sp, S). Donc on suppose
que Sy (resp. Sp) n’est pas entre Sy et S (resp. entre Sp et S). Comme Sy, S1 < Bp
et P € S, le point S n’est pas entre Sg et S;. Alors par le Lemme 2.10 il existe
un point S € Hg qui est entre Sy et Sy et entre S; et S, pour ¢ = 0,1. Donc on a
g < Bp, (SZ,S) = (Sl,g)U[g, S), pOUI‘i = 0, 1, et (80,81)—{3} = (So,g)u(g, 81)
(Lemme 2.9).

Considérons &’ € (S1,S). Alors S’ est entre S; et S et entre S; et Sp. Par
'unicité de S (cf. Lemme 2.10) on conclut que S’ n’est pas entre Sy et S. De
la méme fagon on a que (S, S) C (So,S) est disjoint de (S1,S). Donc (Sp,S) N
(51,8) =[S, S). O

3. DISTANCE SUR H,.

Dans cette section on définit une distance d sur H,, (Lemme 3.1) telle que (H,, d)
est complet et Hg est dense dans H),, (Proposition 3.2 et voir aussi Lemme 3.3). En
particulier H,, est séparable car Hg est dénombrable.

On montre aussi que l'espace métrique (H,,d) est un arbre réel au sense de
J. Tits (Proposition 3.7), voir [T] et [P] pour la définition d’arbre réel.

Dans ’Appendice 2 on donne une définition assez courte de I'espace métrique

(Hp, d).

Considérons des points non-singuliers S, &’ € H;If distincts. Soit B la boule
associée & S telle que 8’ < B et soit B’ la boule associée a S’ telle que S < B'.
Par le Lemme 2.7, BN B’ est une couronne. On définit

d(S,8") = mod(BNB').

Alors il est facile de voir que si D (resp. D’) est une boule de C, associée a S
(resp. ') on a

diam(D U D')?
? diam(D)diam(D’)"

(2) d(S,8") = log

Considérons maintenant S € HY non-singulier et S’ = {P’'} € H, singulier.
Soit B la boule associée a S telle que S’ < B et soit {P(C,) — B}};>0 une chaine
évanescente déffinisant P’. On suppose les boules B] irrationnelles. Alors D] =
P(C,) — B, C B, pour i assez grand. Donc {B N B/ };s1 est une suite croissante de
couronnes. On pose

d(8,8") = lim mod(BnN BY).
11— 00
Comme D] C C, pour i assez grand et diam(D;) — ' > 0, on a d(S,S’) < .
De facon équivalente, si D une boule associée & S contenue dans C, on a

diam(D U D})?
P diam(D)diam(D})

d(S,S8") = lim log

On peut définir d(S,S’) quand les points S et S’ € H), sont singuliers de fagon
analogue.

Pour § € H,, on pose d(S,S) = 0 ; notons qu’on a d(S,S8’) > 0 quand S # S'.
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Le lemme suivant montre que d défine une distance sur H,. Comme le module
d’une couronne est invariant par les automorphismes de P(C,), chaque automor-
phisme de P(C,) induit une isométrie sur H,.

Lemme 3.1. Soient Sy, S1 et S € Hy, de points distincts. Alors
d(Sp, S1) < d(So,S) +d(S,S1),
avec €galité si et seulement si S est entre Sy et Sy.

Preuve. Supposons que S est entre Sy et S;. Alors S € Hﬂs et apres changement
de coordonnée on peut supposer que S est associé & B = {|z| < r}, So < B et
S1 < {|]z] > r} U {oco}.

Soient Dy et Dy des boules tel que Dy C B et Dy C {|z| > r}. Alors diam(Dgy U
B) = diam(B) et diam(B U D;) = diam(Dy U D;). Par conséquent

diam(Dgy U B)? diam(B U D )? diam(Dgy U Dy)?

diam(Dg)diam(B) = diam(B)diam(D;)  diam(Dy)diam(D;)’

Dans le cas So, S1 € Hj} on obtient d(So,S) + d(S,S1) = d(Sp, S1), en prenant
D; comme boule associée a S;, pour i = 0, 1.

SiSy = {Po} (resp. S1 = {P1}) est singulier on considére une chaine évanescente
{Dy,i}i>0 (vesp. {D1 ;};j>0) définissant Py (resp. S1). Alors on obtient d(Sy,S) +
d(S,81) = d(So,S1) en prenant Dy = Dg; (resp. D1 = Dy ;) pour ¢ > 0 (resp.
J > 0) assez grand tel que Dg,; C B (resp. Di; C {|z| > r}) et en passant a la
limite quand ¢ — oo (resp. j — 00).

Supposons maintenant que & € H,, n’est pas entre Sy et S;. Si Sp est entre S;
et S ou 7 est entre S et Sy, alors la inegalité stricte suit du précédent. Sinon il
existe S € H,, qui est entre Sy et Sy, entre Sy et S et entre Sy et S (Lemme 2.10).
Alors, par le précédent,

(S, S) + d(S,S1) = d(So, S) + d(S,S1) + 2d(S,S) > d(Sy, S1).0

Notons que la distance entre deux points de HS) est rationnelle. De plus la
distance entre un point rationnel et un point irrationnel est irrationnelle, mais il y
a des points singuliers a distance rationnelle d’un point rationnel.

Proposition 3.2. L’espace métrique (H,,d) est complet et Hg est dense dans H,.
En particulier H,, est séparable.

Preuve. Soit S € H, et soit {B — B;};>1 une chaine évanescente définissant un
bout dans S. On suppose les boules B; fermées. Alors le point S; € H, associé
a P(Cp) — B; est rationnel. Si & € Hy, alors d(S,8;) = mod(B — B;) — 0
quand ¢ — oo. Si S est singulier alors D; = P(C,) — B, est une boule ouverte et
r = lim; - diam(D;) > 0. Par conséquent

d(S,S;) = log, diam(D;) — log,, 7 — 0,

quand i — oo. Donc HY est dense dans Hj,.

Soit {S;}i>0 C Hj une suite de Cauchy. Par le précédent on peut supposer
{Si}izo0 C Hg. Soit B; une boule ouverte associée a S; contenue dans C,,.
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Comme {S;}i>0 est une suite de Cauchy, pour chaque i > 0 I'’ensemble
UjZiBi C (Cp
est borné, cf. (2). Il existe alors une boule D; de C,, du méme diametre contenant
Uj>;B;. On a D;41 C D; pour i > 0 et de plus diam(D;) — r > 0, car {S;}i>0 est
une suite de Cauchy.
Soit S; € H}f le point associé a D;. Pour j >iona B; C D;j C D;, donc

d(S;,8;) +d(S;,8:) = d(S;,S;) — 0, quand i — o0.

Par conséquent {S;};>0 est une suite de Cauchy équivalente a {S;}i>o.
Soit D = ND,. Alors {D; —D};>¢ est une chaine évanescente et {S; };>0 converge
vers le point de H, associé & {D; — D};>¢. O

3.1. Géodésiques et segments géodésiques. Soient S et S’ € H, UP(C,) de
points distincts. Rappelons que (S,S’) C H;lf est ’ensemble des points entre S et
§,18,8)=(8,8]={S}U(S,8) et [S,8'] =[S,8") U{S’} (Définition 2.8).

Par example il est facile de voir que (0,00) C HE est égal & {S,}r, ou S, € HE
est le point associé & la boule {|z| < p"}. De plus Papplication

S-€(0,00) —reR

est une isométrie. Rappelons que chaque automorphisme de P(C,) induit une
isométrie sur H,.

Si z,2’ € P(Cp) on dit que (z,2") C Hj est la géodésique joignait z et z’. Comme
il existe un automorphisme de P(C,) qui envoie z & 0 et 2’ & oo, on conclut que
(z,2") est isométrique & R.

Dans le cas ou S € H,, et z € P(C,), on dit que [S, z) est une demi-géodésique.
Si S € H alors il existe un automorphisme de P(C,) envoyant z & co et S dans
(0,00). Par conséquent [S, z) est isométrique a [0,00) C R.

Dans le cas ou S, S’ € H, on appelle [S,S’] segment géodésique. Si S, S’ € Hﬂs
alors il existe un automorphisme de P(C,) qui envoie S et 8’ dans (0,00) C H.
Alors [S,S’] est isométrique & un intervalle fermé de R de longeur d(S,S’).

Lemme 3.3. Les points rationnels sont denses dans chaque segment géodésique de
H,.

Preuve. Soit ¢ un segment géodésique et soit S € H, appartenant & ¢. Fixons
S’ € ¢ différent de S et soit P € S le bout tel que 8" < Bp (Lemme 2.6).

Soit { B—B;}i>0 une chaine évanescente définissant P, telle que chaque B; est une
boule fermée. Alors pour ¢ assez grand le point S; € H,, associé au complémentaire
de B; appartient & (S,8") C ¢ (cf. Lemme 2.11). De plus S; converge vers S quand
i — 00 ; voir la démonstration de la Proposition 3.2. O

Lemme 3.4. Considérons S et S’ € H, distincts. Alors le segment géodésique
[S,S'] est isométrique d un intervalle de R de longeur d(S,S’). De plus pour
z € P(Cp), la demi-géodésique [S, z) est isométrique a [0,00) C R.

Preuve. Il reste a considérer le cas S € H, singulier. Supposons que S’ € H, U
P(C,) n’est pas un point de H, singulier, le cas S” € H,, singulier étant similaire.
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Soit {S;}i>0 C (S, S’) une suite convergente vers S telle que d(S, S;) est decrois-
sant (cf. preuve du lemme précédent). Alors (S;,S’) est une suite croissante de
segments géodésiques (ou demi-géodésiques) isométriques a un intervalle de R de
longuer d(S;,8') — d(S,S8’). Comme (S,8") = U(S;,S’) (cf. Lemme 2.9) on a que
[S,S’) est isométrique & [0,00) C Rsi &’ € P(C,) ou [S,S8’] est isométrique & un
intervalle de R de longeur d(S,S’), si S’ € H,,. O

3.2. Convexité et connexité dans H,,. Dans cette section on montre que I’espace
métrique (Hp,,d) est un arbre réel (Proposition 3.7). C’est-a-dire que pour tous
points distincts S et &’ € H), il existe un et un seul arc topologique [S,S’] C H,,
de extrémités S et S’, et que de plus cet arc topologique est isométrique a un
intervalle de R de longeur d(S,S’). Cette définition est due a J. Tits [T}, voir aussi
par exemple [P].

Définition 3.5. On dit qu’une partie X de H,, est convexe si pour tous Sp, S1 € X
distincts, X contient tous les points de H, entre Sy et S;.

Notons que par le Lemme 3.4 toute partie convexe de H,, est aussi connexe. On
verra que d’autre part toute partie connexe de H), est convexe, voir Proposition 3.7.
En particulier I'intersection non-vide de deux parties connexes de H, est aussi
connexe.

Etant donné un bout P contenu dans S € H,, on définit
Bp ={S8' €H, —{S}| S < Bp}.
D’apres le Lemme 2.6 pour chaque S € H,, on a une partition,
(3) H, — {S} = UsBp.
Lemme 3.6. L’ensemble Ep C H, est ouvert et sa fermeture est égale EPU{S}.

Preuve. Soit S’ € Bp. Si &” € H, est différent de S et n’appartient pas a Bp,
onaS € (8,8") et par conséquent d(S’,S"”) > d(S8’,S). Donc 'ensemble ouvert
(8" €H, | d(S',8") < d(S',S)} est contenu dans Bp.

D’autre part le point S appartient a la fermeture de Ep (cf. partie 1 du
Lemme 2.9) et comme ’ensemble

Hy — Bp U{S} = Upres—(py Bp
est ouvert par le précédent, on obtient que E’p U {S} est fermé. |

Proposition 3.7.

(1) Une partie de H,, est conveze si et seulement si elle est conneze.
(2) L’espace métrique (H,,d) est un arbre réel.

Preuve.

1.— D’apres le Lemme 3.4 toute partie convexe de Hl, est aussi connexe. D’autre
part soit Xc H, une partie connexe de H,. Soient S,S’ € XetS € (8,8"). De
plus soient P et P’ € Sy les bouts tel que S < Bp et 8’ < Bp,. Supposons par
contradiction que X c H, — {So}. Alors les ensembles é'p NX et ﬁp/ N X sont
non-vides et par le précédent ils sont ouverts et fermés dans X. On obtient une
contradiction, donc Sy € X. Par conséquent X est convexe.
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2.— Soient S et &’ € H,, des points distincts. Par le Lemme 3.4 [S,S’] C H,, est un
arc topologique de extrémités S et S’ et il est isométrique & un intervalle de R de
longeur d(S,S’).

D’autre part soit ¢ C H,, un arc topologique de extrémités S et S’. Comme £ est
connexe on a [S,8'] C ¢ par 1 et donc £ =[S, 5] O

Lemme 3.8. Etant donné une partie X de P(C,), ensemble
X={SeH,|S<X}
est convexe et par conséquent connexe.

Preuve. Considérons Sy, S; € X distincts et soit S € Hﬂg entre Sy et Sp. Soient
By et Bj les boules distincts associées a S, tel que S; < B; pour ¢ =0, 1.

Si S; est singulier on a B;NX #0, car S; < B; et S; < X.

Si S; est non-singulier il existe une boule El associée a S; telle que EZ ¢ B; et
D; =P(C,) — B; C B; (Lemme 2.5). Comme S; sépare X on a D; N X # ) et par
conséquent B; N X # (.

Donc B; N X # (), pour ¢ = 0, 1, et par conséquent S sépare X. (]

On appelle X I'enveloppe convere de X C P(C,). Notons que I'ensemble X
contient tous les points en H,, qui sont entre deux points dans X. Maissi X C P(C,)
est d’interieur non-vide alors X contient aussi des points singuliers.

Notons que Ep est connexe d’apres le Lemme 3.8 et par conséquent chaque Ep
est une composante connexe de H, — {S} (cf. (3) et Lemme 3.6). Par conséquent
les points de branchement de H, sont les points rationnels.

4. ACTION DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR Hp.

Considérons une fonction rationnelle R € C,(z) qui ne soit pas constante. Etant
donné un point w € P(C,) le degré local de R en w, que l'on note degp(w), est
définit comme suit. On considére des coordonnées tel que w = 0 et R(0) = 0. Alors
R est localement de la forme

adzd+ad+1zd+1+..., oud>1letag#0;

on définit degp(w) = d et on dit que degp(w) est la multiplicité de w comme
préimage de R(w). Il n’est pas difficile de voir que deg(w) ne dépend pas du choix
des coordonnées.

Pour w € P(C,) on a

(4) > degg(z) = deg(R)
R(z)=w

et pour @ € Cp(z) on a degg,p(w) = degg(R(w)) - degp(w).
Etant donnés X, Y C P(C,) tel que R(X) C Y on dit que R: X — Y est de
degré d,ou d > 1, si pour tout y € ¥

Z degp(z) =d;
z€X, R(z)=y

de facon équivalente, tout point dans Y a exactement d préimages dans X comptées
avec multiplicité.



ESPACE HYPERBOLIQUE P-ADIQUE 17

Les points critiques d’une fonction rationnelle R € C,(z) sont les points ¢ €
P(C,) tel que degp(c) > 1. Si c € P(C,) est un point critique de R, alors la
multiplicité de ¢ comme point critique de R est par définition degp(c) — 1. Une
fonction rationnelle R a 2deg(R) — 2 points critiques comptés avec multiplicité.
C’est-a-dire

> (degg(c) — 1) = 2deg(R) — 2.
P(Cp)

4.1. Action d’une fonction rationnelle sur le bouts. Fixons une fonction
rationnelle R € C,(z).

Proposition 4.1. Soit P un bout rationnel (resp. irrationnel, singulier). Alors
il existe un bout P’ de méme nature et un entier d > 1 tel que pour toute chaine
évanescente {C;}i>0 définissant P, il existe N > 1 tel que on a les propriétés
susvantes.

(1) {R(Cy)}i>nN est une chaine évanescente définissant P’.
(2) Pour touti> N, R:C; — R(C;) est de degré d.

La preuve de cette proposition est a la fin de cette section.
On note R.(P) = P’. De plus on note degp(P) = d et on 'appelle degré local
de R en P.

Lemme 4.2. Soit P un bout non-singulier. Alors il existe un entier N > 1 tel que
(1) Chaque point y € Br_(py a N + degg(P) préimages par R dans Bp.
(2) Chaque point y ¢ Br_(py a N préimages par R dans Bp.

En particulier R : Bp — Bp_(p) est de degré degp(P) ou R(Bp) =P(C,).

Les démonstrations de la Proposition 4.1 et du Lemme 4.2 dépend du lemme
suivant.

Lemme 4.3. Considérons r > 0. Alors il exite un entier d > 1 et ro € (0,7) tel
que aprés changement de coordonnée a larrivée, on a |R(2)| = |z|¢ sirg < |2| <,
et pour tout 7o € [ro,T)

R:{ZE(CP|770<\z|<r}—>{weCp|?g<|w\<rd}

est de degré d. Si de plus r ¢ |C;| alors il existe r1 > 1 tel que R(z) = |2|? si
ro < |z| < ri, et tel que pour tous ro <79 <71 <711

R:{ze(Cp|?0<|z|<?1}—>{w€((jp|?g<|w|<?§l}
est de degré d.

Preuve. Etant donné un polynéme P(z) = ag + a1z + -+ + az® € Cplz], soit
n(P) > 0 le plus petit entier qui maximise |a,|r™ et on pose Tp(z) = P(z) —
Ap( p)z"(P ). Aprés changement de coordonnée & l'arrivée on suppose R = P/Q,
avec P(2) = 2"P) 4 Tp(z) € Cpl2] et Q(2) = 2™D + Ty(2) € Cpl2].

Quitte a changer R par R — 1 on suppose n(P) # n(Q) et quitte a changer R
par % on suppose n(P) > n(Q). Par conséquent |R(z)| = |2["F)="(@) pour z € C,
tel que |z| < r est assez proche de 1.

Posons d = n(P) — n(Q) > 1. Alors pour |w| < r? le polynéme

P,(z) =P(z) —wQ(2) =co+c1z+ -+ cp2",
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est tel que c,(py = 1 et tel que n(P) est le plus petit entier qui maximise |c,|r"
(C’est & dire n(P,,) = n(P)). Posons r,, = |w|4. On choisit ry € (0,r) proche de r,

tel que si 7§ < |w| < r? alors |, ()| = |wl,
6l < 7P = ey @, pour n(Q) < i < n(P)

et |c;|rd, < \cn(Q)|rZ(Q) pour 0 < j < n(Q).

Par conséquent (n(Q),log, [w|) et (n(P),0) sont des sommets consecutifs du
polygdéne de Newton de P,. Donc P, & d = n(P) — n(Q) zéros dans {|z] = ry},
comptés avec multiplicité. C’est-a-dire que R a d préimages de w dans {|z] =7y}
comptées avec multiplicité, et par conséquent pour tout 7o € [ro,r),

R:{70<|z|<r}—>{'77g<|z|<rd}

est de degré d.
Si de plus r ¢ |C|, on a |ag|r’ < ™) pour i # n(P) et |bj|lri < r™(@) pour
Jj # n(Q). Alors on peut montrer les assertions du lemme de fagon analogue. O

Preuve de la Proposition 4.1.

Cas 1.- Le bout P est non-singulier. Apres changement de au coordonnée au départ
on suppose Bp = {|z| < r}. Considérons la coordonnée a l'arrivée donnée par le
Lemme 4.3. Notons que pour toute chaine évanescente {C;};>¢ définissant P, on
a C; = {p; < |z| < r} pour i assez grand, ou p; — r quand i — oco. Alors la
proposition suit des assertions du Lemme 4.3 dans ce cas.

Cas 2.- Le bout P est singulier. Ce cas dépend du Lemme 4.2 (ce lemme dépend
du cas précédent seulement).

Comme NC; = (), pour i assez grand la boule C; est disjointe des poles de R. Dans
ce cas R(C};) est une boule et R : C; — R(C;) est de degré d; > 1 (Lemme 4.2).
Comme C;1 C C; on a d;y1 < d; et il existe N > 0 tel que d = d; ne dépend pas
de i pour i > N.

On voit facilement que P’ et d ne dépend pas du représentant de P choisi. 0O

Preuve du Lemme 4.2. Apreés changement de coordonée on suppose Bp =
{|]z] < r}. Considérons la coordonnée a l’arrivée donnée par le Lemme 4.3. Alors
d = deggr(P), Br,(p)y = {|lw| < r?} et il existe rg € (0,7) tel que |R(z)| = [2]*
quand ro < |z| < r.

Soit N > 0 le nombre de poles de R dans la boule {|z| < r}. Alors par le
polygoéne de valuation R a N + d zéros dans {|z| < r} (voir par example [Esl] ou
[R-L] Section 1.3.2).

Considérons y € {|z| < r?}. Alors |R(z)—y| = |2|?¢ quand max{ro, |y|} < |z| < 7.
Donc la fonction rationnelle R —y a N + d zéros dans {|z| < r}.

Considérons y ¢ {|z| < r?}. Alors ‘%' = |2|¢ quand ry < |z| < r. Comme
la fonction rationnelle Ry—fy a les mémes zéros que R, elle a N péles dans {|z| < r}.
]

4.2. Action d’une fonction rationnelle sur H,. Dans cette section on définit
laction R, sur H, induite par une fonction rationnelle R € C,(z). On définit aussi

pour chaque point S € H, un entier degr(S) > 1 qu’on appelle degré local de R en
S.
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Etant donné un point singulier & = {P} € H,, on note R.(S) = {R.(P)} € H,,
et degp(S) = degr(P) > 1.

Soit & = {P,P’} € H, un point irrationnel. Alors par le Lemme 4.3 on a
degr(P) = degr(P’) > 1 et {R.(P), R.(P’)} est un point irrationnel de H,. On
note degp(S) et R.(S) € H, respectivement.

La proposition suivante décrit ’action d’une fonction rationnelle sur les points
rationnels de H, ; voir [R-L] Proposition 2.4.

Proposition 4.4. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et S € Hg un point
rationnel. Alors on a les propriétés suivantes.

(1) Il existe un point rationnel S’ € HY tel que si P € S alors R.(P) € S'.

(2) Considérons des paramétrages

S={P)}ecrm,) ¢t S ={P'(E)}¢cr,)-

Alors il existe une fonction rationnelle R e Fp(z) telle que pour tout & €
P(F,) on a

R.(P(€) = P'(R(€)) et degp(P(£)) = degy ().
Donc pour tout P' € S

> dean(P) = des(R)
PES,R.(P)=P
(3) Il existe un sous-ensemble fini T C S tel que R(Dp) = P(C,) pour tout
P €T et tel que R : Dp — Dpg_(py est de degré degr(P) pour tout
P eS8 —T ; dans ce dernier cas R(Dp) = Dg, (p).

On note deg(S) > 1 le degré de }NB, qui ne dépend pas du choix des coordonnées.
4.3. Action locale d’une fonction rationnelle.

Proposition 4.5. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle fizant 0 € P(C,) et
localement de la forme R(2) = aqgz® + agy12 + -+, ot d = deg(0). Alors pour
r >0 petit Ri(S;) = Sjq,ra et degp(Sy) = d = degp(0) ; ou S, € H, est le point
associé a la boule {|z| < r}.

Preuve. Pour r > 0 soit P, € S, le bout associé a {|z| < r}. Pour r > 0 petit on a
R({|z| = r}) = {|z| = |aa|r?} et I'application R : {|z| < 7} — {|2] < |aq|r?} est de
degré d. Donc R, (Pr) = Pjq,|re €t degr(P;) = d. Par conséquent R.(S,) = Sjq,|rd-

De plus notons que 'image du bout associé a {|z| > r}U{oco} est le bout associé a
{|z| > |ag|r?} U{cc} et comme R({|z| = r}) = {|z| = |aq|2?} on conclut que P, est
le seul bout dans S, ayant P|,,,« comme image. Donc degr(S,) = degr(P,) = d
(cf. partie 2 de la Proposition 4.4). O

Proposition 4.6. Soit R € C,(2) une fonction rationnelle. Soit P un bout et soit
S € H,, le point qui contient P. Alors il existe un point Se H,, tel que S < Bp et
tel que on ait les propriétés suivantes.

(1) R.((S,S)) = (R.(S), R«(S)) et R. est injective sur (S,S).

(2) Pour tout 8" € (S,S) on a degr(S’) = degr(P).
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(3) d(R.(S), Ru(S)) = degg(P) - (S, S).
Corollaire 4.7. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle. Alors pour tous S et
S’ €H, ona
d(R.(S), R«(8")) < deg(R) - d(S,S").

En particulier Uaction sur H), induite par une fonction rationnelle est continue.

Preuve. Rappelons que pour tout bout P on a degz(P) < deg(R), voir Section 4.1.
Posons t' = d(S,S8’) et pour 0 < ¢ < t' soit Sy € [S,S’] le point tel que d(St, S) =
t;onaS =S8et S =S8y Parla Proposition 4.6 pour tout ¢ € [0,¢') (resp.
t € (0,¢]) il existe ¢ € (¢,t] (vesp. t € [0,t)) (cf. Lemme 2.11) tel que on ait
d(R+(Sp), R«(S7)) < deg(R) - d(S, S5)-

Comme l'intervalle [0,¢'] est compact il existe 0 = tg < t1 < ... < tx = t’ tel que
d(R* (St'i—1)7 R, (Stb)) < deg(R) . d(St'i717Sti) pour 1 <1 < k. ([l

Corollaire 4.8. Considérons un segment de H,, paramétre par {S;yo<i<y, de telle

fagon que d(Sy,,St,) = |to — t1| pour 0 < tg < t1 < t'. Supposons que R € C,(z)
est une fonction rationnelle telle que R, soit injective sur [Sp, Sy]. Alors

A(R.(So), R (Si)) / deg u(S
En particulier on a d(R«(Sp), R«(St)) > d(So, Si)-

Preuve. Comme dans la démonstration du corollaire précédent on peut trouver
0=ty <t1 <...<tp=1t tel que pour 1 <i <kle degré deg (S) soit constant
sur [S,_,,St,] et tel que on ait d(R.(St,_,), R«(St,)) j; degr(Ss)ds (cf. partie
2 et 3 de la Proposition 4.6). Comme par hypothese R, est mJectlve sur [So, Sy,
I’assertion du corolliare suit. d

La démonstration de la Proposition 4.6 dépend du lemme suivant.

Lemme 4.9. Soit C' une couronne et soit R € C,(z) une fonction rationnelle
telle que R(C') est aussi une couronne. Alors il existe un entier d > 1 tel que
R:C — R(C) est de degré d et on a,

mod(R(C)) =d - mod(C).

Preuve. Apres changement de coordonnée on suppose C' = {rg < |z| < r1} et
R(C) = {r} < |z| < r{}. En particulier R n’a pas de zéros ni des péles sur C. On
pose R = P/Q ou,

P(z)=ap+a1z+ ...+ apz" € Cplz] et

Q(2) = bo + b1z + oo + by 2™ € Cyl2.
Alors il existe 0 < k < n (resp. 0 < k' < n') tel que |a;|rf
|b; \7"0 < |bk/|r0) pour 0 < i < k (resp. 0 < j < k') et |a;|r}
b; |71 < |br|r") pour k < i <n (resp. k' < j <n).

Comme R(C) = {r{ < |z| < r{} on a k # k' et quitte & chager R par &
on suppose k > k’. Alors on peut montrer, comme dans la démonstration du
Proposition 4.1, que R : C — R(C) est de degré d = k — k’. De plus notons que
Ty = (|ak|/\bk/\)r0 et 71 = (lax|/|bw|)r$. Par conséquent

mod(R(C)) = 1ogp(7"1/7’0) = logp(rl/ro) =d- mod(C).O0

lak|rE (resp.

<
< |ak|r’f (resp.
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Preuve de la Proposition 4.6. Si le bout P est non-singulier, le lemme suit de
la preuve du Proposition 4.1 et du Lemme 4.3. Donc on suppose S = {P} singulier.

Soit {D;}i>o une chaine évanescente définissant P et soit S; € H]E le point
associé & D;, de telle facon que S;;; est entre S; et S. On pose S = S;. On
suppose R : D; — R(D;) de degré degp(P) et que {R(D;)}i>0 est une chaine
évanescente définissant R, (P) (Proposition 4.1).

De plus on suppose les boules D; irrationnelles, de telle fagon que C; = Dy — D;
est une couronne et par conséquent d(S,S;) = mod(C;). De plus R(C;) = R(Dg) —
R(D;) est aussi une couronne, donc d(R(S), R(S;)) = mod(R(C;)). Comme R :
C; — R(C;) est de degré degr(P) on a par le Lemme 4.9,

d(R(S),R(S;)) = mod(R(C;)) = degr(P) mod(C;)
degr(P)d(S,S;).0

5. POINTS PERIODIQUES DANS H,.

Fixons une fonction rationnelle R € C,(z) et considérons 'action R, sur H),
induite par R. On dit qu'un point S € H,, est périodique par R, si’l existe n > 1
tel que R} (S) = S. Dans ce cas on dit que S est indifférent si degpn(S) =1 et on
dit que S est répulsif si degpn(S) > 1.

Comme on verra dans la Section 5.1 les points fixes rationnels sont étroitement
relies a la notion de réduction, voir aussi Section 8.1.

Le reste de cette section est dédiée & la preuve des Théoremes A et B. Dans
la Section 5.2 on considére les points fixes irrationnels ou singuliers et dans les
Sections 5.3 et 5.4 on considere les points périodiques répulsifs et indifférents re-
spectivement. La Section 5.5 contient la démonstration des Théoremes A et B.

5.1. Réduction d’une fonction rationnelle et points fixes. En coordonnées
homogenes une fonction rationnelle s’ecrit de la forme [Py, Pi], ot P et Py €
Cplz0, #1] sont de polynémes homogenes du méme degré, égal au degré de la fonction
rationnelle. Pour \ € (C;‘,7 [APy, AP1] représente la méme fonction rationnelle.

Etant donné un polynéme P € C,|zo, z1] on note P sa projection dans F,[z0, 1].

Définition 5.1. Considérons une fonction rationnelle R € C,(z) donné en coor-
données homogeénes par [Py, P1]. Quitte a remplacer Py et Py par APy et APy on
suppose Py et Py a coefficients entiers et tel que au moins un des coefficients de Py
ou Py soit de norme égale a 1.

Alors on dit que R a une réduction non-triviale si les polynomes ]50,}51 €
Fylz0,21] sont tels que ni Py, ni Py est un multiple de ’autre. DanﬁvceA/cas la
fonction rationnelle R € Fy,(z), donnée en coordonnées homogénes par [Py, Pi1], est
de degré au moins 1 et on dit que R est la réduction de R.

Si de plus Py et Py n’ont pas de racine commune sur Fp X Fp, autre que (0,0),
alors on dit que R a une bonne réduction.

La notion de bonne réduction & été introduite par Morton et Silverman dans
[MS], voir aussi [Be2], [R-L] et Section 7.2.

Les propriétés suivantes sont faciles de voir ; cf. [R-L].
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Une fonction rationnelle R € C,(#) a une réduction non-triviale si le point canon-
ique Scan € H, est fixé par R,. Dans ce cas la fonction rationnelle Re F,(z) est
de degré au moins 1 et elle coincide avec la fonction rationnelle donnée par la
Proposition 4.4.

Donc on a la propriété suivante : Pour tout point rationnel S € Hg la condition
R.(S) = S est équivalente a ce que R ait une réduction non-triviale dans une
coordonnée compatible avec S.

Notons qu'une fonction rationnelle R € C,(z) a une bonné réduction si et seule-
ment si elle a une réduction non-triviale qui est de degré égal au degré de R. De
fagon équivalente R € C,(z) a une bonne réduction si et seulement si le point
canonique Scan € H, est fixé par R, et le degré de R en Scan est maximal :
degp(Scan) = deg(R).

Si une fonction rationnelle R € Cp(z) a une bonne réduction, alors pour tout
bout P € Scan on a R, (P) € Scan et R(Bp) = BR*(P)'

5.2. Points fixes singuliers ou irrationnels.

Lemme 5.2. Soit S = {P, P’} € H,, un point irrationnel et soit R € Cp(z) une
fonction rationnelle telle que R.(S) =S. Alors degr(S) =1 et R fixe P et P’.

Preuve. Aprés changement de coordonnée on suppose Bp = {|z| < r} et Bp/ =
{lz| > r} U {oo}, ot 7 € |C;|. Posons R = P/Q avec,

P(z) =ag+ a1z + -+ aqz? € Cylz] et

Q(2) = by +brz+ -+ bgz? € C,lz]-
Soit 0 < n < d (resp. 0 < n’ < d') le plus petit entier qui maximise |a,|r"™ (resp.
by 7). Comme 7 ¢ (Cx| on a |a;|r* < [an|r™ (resp. |bj]r! < by [7) pour i £ n

(resp. j # n'). Donc |R(2)| = |an/bn||2]"™™ pour tout z tel que |z| est assez
proche de . Donc |ay, /by |[r™™™ = r et comme r & |Cyl on adegp(P) =n—n'=1
et R, fixe P et P'. O

Lemme 5.3. Soit P € H, un bout singulier, soit {D;};>o une chaine évanescente
définissante et soit r = lim;_, o, diam(D;) > 0. De plus soit R € C,(z) une fonction
rationnelle telle que R.(P) = P. Alors degr(P) = 1 et il existe N > 0 tel que
|R —id| <r sur Dn.

Preuve. Soit N > 1 assez grand tel que pour ¢ > N, la boule D; ne contient ni
de poles ni de points fixes de R. Alors R(D;) est une boule et {R(D;)};>n est une
chaine évanescente définissant P.

Posons § = {P} € H,, et soit S; € H} le point associé & D;. Par la Proposi-
tion 4.6, on peut supposer N assez grand tel que

d(S, R.(SN)) = d(R.(S), R.(Sn)) = degr(P) d(S, Sn).

Par conséquent Dy C R(Dy) C C,. Si R(Dy) # Dn, alors 'image de Dy par
R —id est la boule {|z| < diam(Dy)} ; mais ceci n'est pas possible car cette
boule contient 0 et R n’a pas de points fixes sur Dy. Donc R(Dy) = Dy et par
conséquent degp(P) = 1.

Comme R n’a pas de point fixe sur Dy, |R — id| est constant sur Dy. Comme
R fixe chaque boule D;, pour i > N, on a |R —id| < lim; o diam(D;) = r sur
Dy. O
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5.3. Points périodiques répulsifs.

Proposition 5.4. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et soit S € H,, un point
périodique répulsif de R.. Alors on a les propriétés suivantes.

(1) Le point S est rationnel.
(2) Soit P €S etn>1 tel que R?(P) =P. Alors Bp contient un point fize
de R™. Si de plus R?(Bp) C Bp, alors ce point fize est non-répulsif.

Preuve.

1.— Le fait que le point S est rationnel est une conséquence immédiate des
Lemmes 5.2 et 5.3.

2.— Aprés changement de coordonné on suppose S = Scan et Bp = {|z| <
1}. Donc R"™ a une réduction non-triviale qu’on note R e F,(z). Par hypothese
deg(R) = degpn(Scan) > 1, donc la fonction rationnelle Q(z) = R™(z) — z a
Q(z) = R(2) — z € F,(z) comme réduction. Donc Q(0) = 0 et par conséquent
Q.(P) =P et {|]z]| <1} = Bp C Q(Bp) (Lemme 4.2). Alors il existe zg € Bp tel
que R™(z9) — z0 = Q(z0) = 0.

2.1.— Si on a R*"({|z| < 1}) C {]z| < 1} alors |(R"™)'(20)] < 1, donc zp est
non-répulsif. O

Corollaire 5.5. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle telle que R, ait un point
périodique répulsif dans H,. Alors R a une infinité de points périodiques non-
répulsifs dans P(C,).

Preuve. Soit S € H), un point périodique répulsif de R, de période n > 1. Soit
T C Scan 'ensemble fini tel que R(Bp) = Bg,(p), pour tout bout P € S — T
(Proposition 4.4).

Comme R a une infinité de points périodiques (Lemme 10.1) il existe une infinité
de bouts P € Scan périodiques par R? et tel que R"™(P) € S — T pour m > 1.
Pour un tel P € S on a R™¥(Bp) = Bp, ot k > 1 est la période de P. Par la partie
2 de la Proposition 5.4 la boule Bp contient un point périodique non-répulsif de R.
U

Corollaire 5.6. Une fonction rationnelle ayant une réduction non-triviale de degré
au moins deut, a une infinité de points périodiques non-répulsifs dans P(C,).

Preuve. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle ayant une réduction Re F,(2)

non-triviale. Alors R, (Scan) = Scan et degpr(Scan) = deg(R) > 1 par hypothése
(cf. Section 5.1). Cette & dire Scan est un point fixe répulsif de R. Alors le
corollaire suit du corollaire précédent. O

5.4. Points périodiques indifférents. Dans cette section on considére le Théoreme 1
qui est une (petite) reformulation du Théoréme 3 de [R-L]. Le but est de démontrer
la Proposition 5.7 ; la démonstration des Théoremes A, B et C en dépend.

Etant donné une fonction rationnelle R € C,(z), soit £(R) C P(C,) 'interieur de
I’ensemble des points récurrents par R, qu’on appelle domaine de quasi-périodicité
de R ; voir [R-L]. Cet ensemble est ouvert, invariant par R et pour tout n > 1 on
a E(R") = E(R). De plus £(R) contient les points périodiques indifférents de R.

Rappelons qu’un affinoide ouvert est le complémentaire dans P(C,,) d’une réunion
finie non-vide de boules fermées disjointes {B;};. On appelle les bouts correspon-
dants aux boules P(C,) — B;, bouts de l’affinoide.
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Théoréme 1 ([R-L] Théoreme 3). Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré
au moins deuzx. Alors chaque composante analytique C de E(R) est un affinoide
ouvert différent de P(C,) et chaque point de H, contenant un bout de C est un
point périodique répulsif de R..

La notion de composante analytique (introduité dans [Bel]) remplace la notion
de composante connexe ; voir aussi [R-L]. La seule propriété qui nous intéresse
ici c’est la suivante : £(R) # ) implique qu’il existe un composante analytique de
E(R), qui d’apres le Théoreéme 1 c’est un affinoide ouvert.

Donc une conséquence immédiate du Théoreme 1 est que £(R) # 0 implique que
R, a un point périodique répulsif dans H,.

Proposition 5.7. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) R. a un point périodique indifférent dans H,.

(2) R. a une infinité de points périodiques indifférents dans H,.

(3) R a un point périodique indifférent dans P(C,).

(4) R a une mﬁmte de points périodiques indifférents dans P(C,).

(5) E(R) #

Dans ce cas R, a aussi un point périodique répulsif dans H,.
La démonstration de cette proposition dépend du lemme suivant.

Lemme 5.8. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle.

(1) Soit S € H,, un point fize indifférent de R.. Alors il existe un bout P € S
fizé par R. ; notons qu’on a degr(P) = 1.

(2) Soit P un bout fixé par R. tel que degr(P) = 1 et soit S € H,, le point
contenant P. Alors il existe un point S € Ep tel que tout point dans le
segment (S,S) C H,, est fize indifférent.

Preuve.
1.— La assertion est triviale si S est singulier. Elle suit du Lemme 5.2 si S est
irrationnel et de la Proposition 4.4 si S est rationnel.

2.— Soit Sy tel que Sy < Bp, tel que R, soit injective sur (Sp,S) et tel que
degr(S’) = 1 pour tout 8’ € (Sp,S) (Proposition 4.6). Comme R.(P) = P on
a R, (So) =< Bp.

Si Sy n’est pas fixé par R, considérons le point S tel que (Sp,S) N (R«(Sp),S) =
[S,S) (Lemme 2.11). Alors R.(S) € (R.(So),S) et d(S,S) = d(R.(S),S), donc S
est fixé par R,. Quitte & remplacer Sy par S on suppose R.(Sp) = Sp.

Alors tout point dans (Sp, S) est fixé par R, (cf. Proposition 4.6).

O

Preuve de la Proposition 5.7. Le fait que £(R) # 0 implique l’existence
d'un point périodique répulsif de R, dans H, est une conséquence immédiate du
Théoreme 1.

L’équivalence entre les propriétés 3, 4 et 5 & été démontré dans [R-L], voir Corol-
laire 5.17. L’equivalence entre 1 et 2 suit du Lemme 5.8. Donc il reste & montrer
que 3 implique 1 et 1 implique 5.

Supposons que R a un point périodique indifférent dans P(C,). On se ramene au
cas R(0) = 0et |R'(0)| = 1. Alors pour r > 0 assez petit R: {|z| <r} — {|z| <r}
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est de degré 1 et par conséquent le point S € H, associé a la boule {|z] < r} est un
point fixe indifférent de R, ; voir aussi Proposition 4.5.

Soit & € H, un point périodique indifférent de R.. Quitte a remplacer R par
un itéré on suppose que S est fixé par R,. D’apres le Lemme 5.8 on peut supposer
que S est rationnel et apres changement de coordonnée on suppose § = Scan-
Alors R a une réduction R € F,(z) de degré 1. Soient P € Scan et n > 1 tel
que R"™ : Bp — Bp soit de degré 1 (cf. Lemme 10.1 et Proposition 4.4). Alors
Bp C E(R) (voir [R-L] Corollaire 3.12). O

5.5. Théorémes A et B. Fixons une fonction rationnelle R € C,(z) de degré au
moins deux. Notons que par le Corollaire 5.5 le Théoreme A suit du Théoréme A’.

Lemme 5.9. Soit zy € P(C,) un point fize de R et soit S € H,, un point tel que
S € (20, R«(S)) C H,. Alors, soit zp est un point fize répulsif de R, soit (29,S)
contient un point fixe répulsif de R, .

Preuve. Pour r > 0 soit S, € H}} le point associé a la boule {|z| < r}. Notons que
la propriété R.(S,) < {|z| < r} est ouverte en .

Comme S € (20, R«(S)) C HY, le point S est non-singulier. Aprés changement
de coordonnée on suppose zg = oo et S = S,,. Posons

r1 = sup{r > ro | R.(Sv) < {|z| < r} pour tout v’ € (rg,7)} > ro.

Sir = o0, alors co € P(C,) est un point fixe répulsif de R (cf. Proposition 4.5).
Supposons r1 < co. Alors R.(S,) < {|]z| < m} pour tout v’ € (rg,r1). Donc
R.(S,,) appartient & la fermeture de B = {S € H, | S < {|z| <r1}}, quiest égale a
BU{S,,} (Lemme 3.6). Mais R.(S,,) & B par définition de 71, donc R, (S, ) = Sy,

Par construction on a
d(R«(8:),Sr,) > d(Sp,S,,), pour tout r’ € (rg,r1).

Donc le degré de R au bout associé a {|z| < r1} est strictement plus grand que 1
(cf. partie 3 de la Proposition 4.6) et par conséquent degp(Sy,) > 1. ]

Preuve du Théoréme A’. Si R a un point périodique indifférent le Théoreme suit
de la Proposition 5.7, donc on suppose que R a deux points périodiques attractifs
2o et z1 € P(C,). Quitte & remplacer R par un itéré on suppose les points zg et z
fixés par R et aprés changement de coordonnée on suppose zp = 0 et z; = oco.
Pour 7 > 0 soit S, € HJ} le point associé & la boule {|z| < r}. Comme 0 est
un point fixe attractif, pour r > 0 petit on a R.(S,) = S, avec 7’ < r (Proposi-
tion 4.5). Clest-a-dire S, € (00, R.(S;)) C Hp. Par le Lemme 5.9, (c0,S,) C H,
contient un point fixe répulsif de R.. (]

Lemme 5.10. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et soit P un bout non-
singulier tel que Bp C Bg, (py et R«(P) # P. Alors on a les proriétés suivantes.
(1) La boule Bp contient au moins degr(P) > 1 points fizes de R, comptés
avec multiplicité.
(2) Soit Bp C P(C,) contient un point fize répulsif de R, soit Bp C H,, contient
un point fixe répulsif de R,.

Preuve.
1.— Apreés changement de coordonnée on suppose que R.(P) est le bout associé
a {|z| < r}. Posons Q(z) = R(z) —z € C,(z). Alors il n’est pas difficile de voir
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que Q«(P) = R.(P) et degy(P) = degr(P) (cf. Lemme 2.3 de [R-L]). Par le
Lemme 4.2 Bp contient au moins degy(P) = deggr(P) zéros de (), comptés avec
multiplicité.

2.— Soit zp € Bp un point fixe de R et soit S € H;‘f le point contenant le bout
P. Si R.(S) # S, alors par hypothese on a S € (zg, R.(S)) et lassertion suit du
Lemme 5.9.

Supposons R.(S) = §. Alors pour &’ € (z,S) proche de S on a R.(S’) €
ER*('])). Comme par hypothése R.(P) # P, on a &’ € (2, R.(S’)) et lassertion
suit du Lemme 5.9. O

Preuve du Théoréeme B. Soit zy € P(C,) un point fixe non-répulsif de R. Il y
a deux cas.

Cas 1.- Le point fixe zg est attractif. Soit B une boule fermée contenant zg, assez
petite. Alors le bout P associé¢ a P(C,) — B est tel que Bp C Bg_(p) et R.(P) # P
(cf. Proposition 4.5). Donc le théoreme suit du lemme précédent dans ce cas.

Cas 2.- Le point fixe zg est indifférent. Alors la composante analytique C' de £(R)
contenant zg est fixée par R. Soient Py, ..., P, les bouts de C et soit S; € H,, le
point contenant P;. Notons que degy(P;) = 1.

Alors R, permute les bouts Py, ..., P, et d’apres le Théoreme 1 il existe 0 < i <
n tel que degp(S;) > 1. Si R.(S;) = S; on est fini, donc on suppose R.(S;) = S;
avec j # 4. Comme degp(P;) = 1 il existe un bout P € S; différent de P; tel que
R.(P) = R.(P;) = P;. En particulier P # P; = R.(P). De plus on a,

Bp C P((Cp) — Bpi C B'pj.

Alors le théoreme suit de la partie 2 du Lemme 5.10. (]

6. APPLICATIONS PROPRES ET POINTS FIXES.

Le but de cette section est de montrer un critere pour l’existence de points
fixes (Proposition 6.3), qu’on utilisera dans la démonstration du Théoréme C pour
“ produir ” des points périodiques, voir Proposition C dans la Section 9.

Fixons une fonction rationnelle R € C,(z). Etant donné un ouvert Vc H,, on
dit que lapplication R, : ¥V — R, (V) est propre si R,(9V) N R, (V) = (.

Lemme 6.1. Soit V C H, un ouvert tel que lapplication R, : V — R*(]j) est
propre. Soit W C R, (V) un ouvert connexe et soit YW C V une composante conneze
de R;TOW)NY. Alors R.(W) = W' et Uapplication R. : W — R.(W) est propre.

La démonstration de ce lemme dépend du Lemme 6.2 plus bas.
Par exemple R., comme application de H, dans lui méme, est propre. Alors

comme conséquence du lemme, pour tout ouvert W c H, et toute composante
connexe Wy de R;1(W), on a R.(Wy) = W et l'application R, : Wy — W est
propre.
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Lemme 6.2. Soit S € H,, P € S et soit S’ € Hy, tel que 8" < Br_(py. Alors il
existe S € R71(S') tel que S < Bp, tel que R.((S,S)) = (R.(S),S’) et tel que R,
est injective sur [S,S]. On a alors d(S,S) < d(R.(S),S’).

Preuve. La derniere assertion suit du Corollaire 4.8.

Posons rg = d(R.(S),S’) et pour 0 < r < rg soit S,. € [R.(S),S’] le point tel
que d(R.(S),S;) = r. En particulier S5 = R.(S) et S, ="

Posons §g = S. 1l suffit de montrer que pour 0 < r < ry on peut définir S,. € Ep
tel qu'on ait R.(S,) = 8. et Up<r <7 {Sr} = [So,Sy]. Ceci est une conséquence des
considérations suivantes.

(1) Supposons que est S, déja définit pour 0 < r < r; < rg. Soit P’ €
S, = R.(S,,) le bout tel que S/ < Bp: et soit P; € S,, un bout tel que
R.(Py) =P’ ;sir =0 on choisit P; = P. Par la Proposition 4.6 il existe
e > 0 tel qu’'on peut définir S, € E”pl pour ry <r <7y +e.

(2) Supposons que S, est déja définit pour 0 < r < r1. Alors pour 0 < r <
r’ <ryonadS,,S) <1’ —r (Proposition 4.6). Comme H, est complet
(Proposition 3.2) il existe un point limite de {S,}o<r<r,, quand 7 — 77.
On définit S, comme ce point limite.

O

Preuve du Lemme 6.1. Fixons un point S € W et soit &' € W' — {R.(S)}. Parle
Lemme 6.2 il existe S € R71(S') tel que R, ((S,9)) = (R.(S), S’) CW CR, (V)
Comme lapplication R, .V — R, (V) est propre on a [S,S] C V. Donc S € W et
par conséquent R, (W) = W’

D’autre part soit S € OW. Si de plus S € 0V alors R,(S) ¢ W C R,(V), car
R,:V — > R, (V) est propre. Si S € V alors R, (S) ¢ W, par définition de W.
Donc R, : W —s W' est propre. O

6.1. Un critére pour l’existence de point fixe.

Proposition 6.3. Soit R € C,(z) une Jonction rationnelle et soit Vc H, un
ouvert conneze tel que R, V — R, (V) soit propre et tel que R, (V) contient
la fermeture topologique V de V. Alors, soit V contient un point ﬁxe rationnel de

R, soit il existe un point fixe répulsif zo € P(C,) de R tel que V contient une
demi-géodésique issue de zg.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de la proposition.

Corollaire 6.4. Soit W C H, un ouvert connexe borné et soit V une composante

conneze de R;l(w\). Si W contient la fermeture de 17, alors V contient un point
fize rationnel de R,.

Preuve de la Proposition 6.3. Supposons que R, n’a pas de point fixe rationnel
dans V. Alors R, n'a pas de point fixe dans V car si S € V est un point fixe de
R, alors § n’est pas rationnel par hypothese et donc S est un point fixe indifférent
(Proposition 5.4), mais comme V est ouverte le Lemme 5.8 et le Lemme 3.3 im-
pliquent que V contient un point fixe rationnel.
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1.— Fixons Sy € V. Pour chaque t > 0 on définira S; € V & distance ¢ de So tel
que R, soit injective sur [Sp, S, tel que pour tout S € [Sp,S;] on ait R.(S) €
[R«(Sp),S) et tel que

[So, St] = Uo<e<e{Sr} et [Ri(So), Ri(St)] = Uo<r<i{ Ri(Str) }-

1.1.— Soit ty > 0 tel que S; est déja définit pour 0 < t < ty. On définira S; pour
t > to proche de tg.

Notons que par hypotheése R.(Sy,) € [R«(So), Sty ), donc [R.(So), Sty) = [R(So), R (S, ) U

(R.(Sty), Sty) (Lemme 2.9). Soit S € R;(S;,) donné par le Lemme 6.2, de telle
fagon que R, soit injective sur [S;,,S] et Ry((St,,S)) = (Ru(St,), Sty ). Comme R,
est injective sur [Sp, Si,] et Ru([So,S,]) = [Re(So), Re(St,)], on a Sy, € (So, S) et
R, est injective sur (Sy,S).

Soit t; > to assez proche de tg tel que [St,,St,] C V et tel que
(5) d(Sto ) Stl) =+ d(R* (8750)7 R* (St1 )) < d(sto’ R* (Sto)) ;

ou S, € (Sp,S) est le point a distance t1 de Sy, voir figure 1. Pour ¢y < t < 1 soit
S; le point dans [St,, Sy, ] & distance ¢ de Sp.

S S S &)
R
S, R(&) R(§) R()
FIGURE 1

Il reste & montrer que pour tout tg < ¢t < t; on a R.(S;) € [R«(Sp),St). Comme
R.(S1) € (Ri(Sy), Sty ) les bouts P, P’ € R.(S;) tel que Sy, < Bp et R.(S;,) < Bps
respectivement, sont distincts. Alors S; < Bp, car sinon R.(S:) € (St,,S:] et on
aurait

d(Sty, St) = d(Sty, Ri(St)) = d(Sty, R (Sty))
= d<8to7 R, (Sto)) - d(R*(Sto)v R, <8t1)) > d(StO’Stl)’

ol la derinére inégalité suit de (5). Donc S; < Bp et comme R.(Sy) < Bps on a
R.(S;) € (R«(S0), St)-

1.2.— Soit ty > 0 et supposons que S; est déja définit pour 0 < ¢ < ¢ ; maintenant
on définira Sy, .

Comme H,, est complet (Proposition 3.2) il existe un point Sy, € H,, tel que
[So0, Sty) = Uo<i<to{St}- En particulier S;, est & distance to de Sp, R, est injective
sur [So, St,] et par continuité on a R.(Sy,) € [R«(So), Sto]-

Par définition on a S;, € V C R. (V) et par conséquent R.(St,) € [Re(S0),St,) C
R.(V). Comme [So,St,) C V et lapplication R, : ¥V — R, (V) est propre on
conclut &, € V. Comme par hypothese R, n’a pas de points fixes dans Y on
obtient R, (St()) S [R* (So),sto).
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2.— Comme conséquence de 1.1 et 1.2 on peut définir S; € 17, pour t > 0, satisfasaint
les proprietétés en 1. Pour t > 0 soit P, € S; le bout tel que Sy € Ept pour t' > t.

Alors pour ¢t < t' la boule Bp, contient Bp, strictement. Comme S; est a
distance t de Sp le diametre chordal de Bp, tend vers zéro quand ¢t — co. Comme
P(C,) est complet il existe zg € P(C,) tel que Ny>oBp, = {z0}. La propriéte
R.(S:) € [R.«(Sp), St) implique que zg est un point fixe de R. La propriéte R.(S;) €
[R«(So),S:) implique aussi que zg est répulsif (cf. Proposition 4.5). O

7. BONNE REDUCTION ET L’ENSEMBLE EXCEPTIONNEL.

Dans cette section on considere I’ensemble exceptionnel de I'action sur H, in-
duite par une fonction rationnelle ; comme dans le cas complexe pour les fonctions
rationnelles, voir par exemple [Mi]. On peut comparer aussi avec [Hs| pour le cas
des fonctions rationnelles & coefficients dans C,,.

Cet ensemble est étroitement relie au concept de bonne réduction introduit par
P. Morton et J.H. Silverman en [MS] ; voir Section 5.1.

De facon un peu surprenante une partie essentielle du Théoréme 2, caractérisant
I’ensemble exceptionnel, est donnée par un théoreme de R. Benedetto, qui a été orig-
inalement formulé de facon completment indépendante de I'espace hyperbolique ;
voir [Be2].

On montre d’abord la Proposition 7.1 (dans la Section 7.1) sur le nombre de
préimages d'un point dans H, par la action induite par une fonction rationnelle.

7.1. Sur le nombre de préimages d’un point dans H,,. Le but de cette section
est de montrer la proposition suivante.

Proposition 7.1. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle. Alors pour tout point
S € H,, 'ensemble R;'(S) C H,, des préimages de S par R, est fini et on a

Y degp(S') = deg(R).
RH(S)

Ceci & été montré dans [R-L] (Lemme 2.5) pour les points rationnels de H,.
Fixons une fonction rationnelle R € C,(z). On considére d’abord le lemme
suivant.

Lemme 7.2. Chaque point S € H, a un nombre fini de préimages par R..

Preuve. Soient S; € R;(S), pour 1 < i < k, des points distincts ; on montrera
que k < deg(R). Choisissons un bout P € S et pour 1 < ¢ < k soit P; € S; un
bout tel que R, (P;) = P. De plus soient {C;};>0 et {C; ;};>0 chaines évanescentes
représentant P et P; respectivement.

Soit N > 0 assez grand tel que les C; y soient disjoints deux & deux et soit
M >0 tel que Cp C R(C;,n) pour 1 < ¢ < k. Fixons w € Cp. Alors chaque C;
contient au moins une préimage de w et par conséquent k < #R~1(w) < deg(R).
O

Preuve de la Proposition 7.1.

1.— Supposons d’abord que le point S € H, n’est pas singulier. Apres changement
de coordonnée on suppose S € (0,00) C H,. Pour r > 0 on note S, € (0,00) le
point de H,, associé¢ & la boule {|z| < r}.
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1.1.— Soit X C P(C,) I’ensemble des zéros et des poles de R et soit X c H,
I’enveloppe convexe de X. Comme X a au moins deux éléments, I’ensemble X est
non-vide.

Soit &’ € H,, un point tel que R.(S’) € (0,00). Alors il existe bouts Py, Poo € S’
tel que 0 € By, (p,) et o0 € Bg, (p.).- Par le Lemme 4.2 les boules Bp, et Bp_,
intersect X. Donc 8’ € X et par conséquent R;((0,0)) C X.

1.2.— Considérons la fonction

Elle prend la valeur deg(R) pour r > 0 petit (cf. Proposition 4.5 et (4)) et alors il
suffit de montrer qu’elle est localement constante.

Fixons 79 > 0 et soit Py € S,, le bout tel que 0 € Bp,. Pour chaque &’ €
R;1(S,,) et chaque P’ € &' tel que R.(P') = Py soit S(P’) € H, le point donné
par la Proposition 4.6, de telle facon que R, soit injective sur (S’,S(P’)] et tel
que on ait degp(S) = degp(P’) pour 8 € (8',8(P’)]. On suppose de plus que
S(P') e X.

Soit r < 7o proche de rg. Alors chaque un des segments (S’,S(P’)] contient
exactement une préimage de S, par R..

D’autre part, pour tout S € R71(S,) il existe 8’ € R71(S,,) & distance au plus
ro—rde8 (Lemme 6.2). Comme par 1.1 on a Se )A(, si r est assez proche de rq
onad e (S,8(P)), on P €& estle bout tel que S < Bps (voir Lemme 2.11).
En particulier degp(S) = degp(P).

Donc, par la Proposition 4.4 si S est rationnel, on a

Z degp(S) = Z Z degp(P')

SeRI(S,) S'€RIY(S,,) P'ES', R(P)=Po

= Z degr(S').

S’€RIM(Sry)

Le cas r > ry proche de rq est similaire.

2.— Supposons maintenant S = {P} € H,, singulier. Soient S; = {P;} € H,, pour
1 < i < k, les préimages de S par R,. Pour chaque 1 < i < ksoit S; € H, donné par
la Proposition 4.6, de telle facon que R. soit injective sur (S;,S;), R«((Si,S;)) =
(R«(Si), R.(S))) et tel que degp(S) = degr(P;) = degg(S;) pour S € (S;,S)).
Quitte & prendre les points S; plus proches des S; on suppose que S’ = R.(S;) ne
dépend pas de 1 < i < k, et on suppose les segments (S;,S;) deux & deux disjoints.

2.1.— Soit &' € (8,8) tel que d(S,8’) < d(S;,S;) pour 1 < i < k et soit S €
R;1(S'). Dapres le Lemme 6.2 il existe 1 < i < k tel que d(S;,S) < d(S,8) <
d(S;,Si).

Supposons par contradiction que S € (S;,S;). Soit S € (S;,S;) tel que (S;,S;)N
(8:,8) = (8i,S] (cf. Lemme 2.11) et soient P,P € 8 les bouts tel que S; < Bx

-~

et § < Bj respectivement. Par définition de S; on a degp(P) = degg(S), donc

R.(P) # R.(P) (cf. Proposition 4.4). Comme R, est injective sur (S;,S) et sur
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(S;,S;) on a R.(S) & (S,8"), qui est une contradiction car R,(S) = & € (S,8')
par définition.

2.2.— Donc toute préimage de S’ est contenue dans un des segments (S:,Si).
D’autre part, pour 1 < i < k il existe une préimage S; de S’ dans (S;,S;). Comme
S € (8,8) est un point non-singulier on a par 1,

Z degpr(S") = Z degp(Si) = Z deg(S:)

S’ER*—l(S) 1<:i<k 1<i<k
= Z degp(S) = deg(R).00
SeR7H(S")

7.2. Ensemble exceptionnel. Comme dans le cas complexe on considere la définition
suivante.

Définition 7.3. On dit que un point S € H,, est un point exceptionnel de R si
Uensemble U,>oR;™(S) est fini.

Cette terminologie est justifiée par le théoreme suivant.

Théoréme 2 (Ensemble Exceptionnel). Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle
de degré au moins deux et soit R, Uaction sur Hy, induite par R. Alors il existe au
plus un point exceptionnel de R,.

Si S € Hy est un point exceptionnel de R, alors S est rationnel, R.(S) =S et
R a une bonne réduction dans une coordonnée ¢ telle que v«(S) = Scan-

Voir Section 5.1 pour une définition de bonne réduction.

Dans la terminologie de [R-L] on dit qu’une fonction rationnelle R est simple,
si’l existe une coordonnée dont laquelle R a une bonne réduction. Alors on obtient
le corollaire immédiat suivant du théoreme.

Corollaire 7.4. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deus.
Si R nest pas simple, alors pour tout S € H, l'ensemble U, >0 R, "(S) est infini.

La démonstration du théoreme dépend du théoreme suivant de R. Benedetto et
d’un lemme plus bas.

Théoréme ([Be2], Theorem B). Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré
au moins deux et soit n > 1 un entier. Si R™ a une bonne réduction, alors R a
une bonne réduction. De fagon équivalente, si R?(Scan) = Scan et degpn (Scan) =
deg(Rn), alors R* (Scan) = Scan et degR(Scan) = deg(R)

Preuve. Posons O = {Scan, R«(Scan), - - -, R? " (Scan)} C H,. Comme R? a une
bonne réduction, pour tout P € Scan on a R"(Bp) = Bgr(p), donc pour tout point
S € O et tout bout P € S on a R(Bp) = B, (p) (cf. Lemme 4.2). Supposons par
contradiction que O contient au moins deux points. Comme ’ensemble O est fini
et R.(O) = O, pour arriver & une contradiction il suffit de montrer que pour tous
Sp, 81 € O distincts, on a d(R+(Sp), R«(S1)) > d(So, S1)-

Soit P; € S; le bout tel que S1—; < Bp,, pour ¢ = 0,1 ; alors C' = Bp, N Bp,
est une couronne (Lemme 2.7). Posons D; =P(C,) — Bp, C Bp, , ;onaP(C,) =
Do U CUD;. Comme R(Bp,) = Bg,(p,) # P(Cp) on conclut que D; = R(D;) =
P(C,) — Bg, (p,) (cf. Lemme 4.2) et par conséquent C= P(C,) — Do Ui Dy est une
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couronne. Comme R(C) C Bpg, (p,) N Br.(p,) = C et P(C,) = DouC U D; on
conclut que R : C — C est de degré deg(R) > 1. Alors par le Lemme 4.9,

d(R+«(So), R«(S1)) = mod(a) = deg(R)- mod(C) = deg(R)-d(Sp,S1) > d(So,S1).0
Lemme 7.5. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux
ayant une bonne réduction. Alors tout point périodique de R, distinct de Scan est
indifférent.

Preuve. Notons que pour tout P € Scan on a R, (Ep) = ER*(P)- Considérons un

point périodique S # Scan et soit P € Scan tel que S € ]§7p. Quitte & remplacer R
par un itéré on suppose S fixé par R, et par conséquent R.(P) = P.

Si degr(P) =1 alors deggr(S) = 1.

Si degr(P) > 1 alors par le Lemme de Schwarz, pour tout boule B C Bp le
diametre chordal de R(B) est strictement plus petit que celui de B. Par conséquent
pour tout point S € H,, — {Scan} on a d(R.(S), Scan) > d(S,Scan). Donc R.(S) #
S pour tout S € Ep. O

Preuve du Théoréme 2. Soit S € H, et posons E = U;>oR;™(S). Alors
R™Y(E) C E, et par conséquent si E est fini on a,

D #RIN(S) = #R(E) < #E.
E

Donc #R;1(8") =1 et degr(S’) = deg(R) pour tout S’ € E (cf. Proposition 7.1).
En particulier R™Y(E) = E et tout élément de E est périodique par R,. Par
conséquent il existe n > 1 tel que R?(S) = S, on a degpn(S) = deg(R™) > 1
et S est rationnel. Donc, par le Théoréeme de Benedetto, on a R.(S) = S et
deg(S) = deg(R). On conclut que R a une bonne réduction dans une coordonnée
¢ telle que ¢.(S) = Scan.

En particulier tout point exceptionnel est fixe répulsif. Donc, par le lemme
précédent, il existe au plus un point exceptionnel de R. O

8. LEMME D’APPROXIMATION ET INSEPARABILITE.

Dans cette section on s’occupe de la propriété locale qu’on appelle inséparabilité,
qui se traduit géométriquement en une expansion locale (Propsition 8.1).

L’intérét c’est le suivant : on montre que si R € Cp(z) est une fonction ra-
tionnelle telle que R, n’a pas de points périodiques indifférents, alors tous les points
périodiques de R, (qui sont alors répulsfis) sont inséparables (voir Corollaire 8.3 et
Proposition 9.1).

8.1. Lemme d’Approximation. Pour étudier la propriété locale d’inséparabilité
(que par simplicité on définit seulement au points rationnels) on montre la propriété
générale suivante.

Lemme d’Approximation. Soient R et Q € C,(z) deux fonctions rationnelles
ayant la méme réduction ; c’est a dire

R.(Scan) = Q«(Scan) = Scan

et Ry et Q. coincident sur Scan- Alors R, et Q. coincident sur un voisinage de
Scan dans Hy,.
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Preuve. Posons ¢ = Q — R € C,(z). Soit 7 C Scan un ensemble fini tel que pour
P € Scan —7 on ait R(Bp) C C, et Q(Bp) C C,. Dans ce cas Q(Bp) = R(Bp) =
Bg.(p) C {|z| £1} (Lemme 4.2) et par conséquent e(Bp) = (R—Q)(Bp) C {|2] <
1}.

Comme l’ensemble 7 C Scan est fini on peut trouver Py, P; € Scan tel que
£+(Po) et e.(Py) soient distincts. Donc e.(Scan) < {|z| < 1} et par conséquent il
existe rg € (0,1) tel que €.4(Scan) < {|z| < ro}-

Pour chaque P € T soit Cp C Bp une couronne de la forme C'p = Bp — B}, ol
B, C Bp est une boule fermée, de telle facon que

R(Cp) C Br.(p) et (Cp) C {[z] <ro}.

Posons X = P(C,)—UzBj. Alors pour tout bout P € Scan et toute boule B C Bp
contenue dans X on a R(B) C By, (p) et &(B) C {|z] < ro}. Par conséquent R(B)
est une boule (Lemme 4.2) et si le diamétre chordal de R(B) est plus grand que 7o,
alors Q(B) = (R +¢)(B) = R(B).

Notons que pour tout point rationnel S € Hg tel que § < X il existe une boule
B associée a S telle que B C X. Si de plus S est tel que d(R.(S),Scan) < log, %,
alors la boule R(B) a un diameétre chordal plus grande que r¢. Donc par le précédent
R.(S) = Q.(S). Alors par continuité (Corollaire 4.7), R, et Q. coincident sur

1
{8 S Hp | S<X, d(R*(S),Scan) < lng 7’_}7
0
qui est un voisinage de Scan dans H,. [l

8.2. Inséparabilité. On dit qu'une fonction rationnelle Re F,(z) est inséparable
$il existe une fonction rationnelle Q € F,(z) telle que R(z) = Q(z?). Ceci est
équivalente & ce que degr(¢) > 1 pour tout (resp. une infinité de) ¢ € P(F,) ; voir
Proposition 10.3.

Proposition 8.1. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle ayant une réduction
non-triviale R € Fp(z) Etant donnén > 1, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) On a deggr(S) > p™ pour tout point S € H,, dans un voisinage de Scan.
(2) On a degr(P) > p™ pour tout (resp. pour une infinité de) P € Scan-
(3) 1l existe une fonction rationnelle Q € Fp(2) telle que R(z) = Q(zP").

Dans ce cas, pour tout point S € H,, dans un voisinage de Scan on a
d(R* (8)7 Scan) Z pnd(S, Scan).

Preuve. L’équivalence entre 2 et 3 suit de la Proposition 10.3 dans I’Appendice 1,
par induction en n > 1. L’implication 1 = 2 suit de la Proposition 4.6. Supposons
que la propriété 3 est vraie.

Soit @ € Cp(z) une fonction rationnelle ayant é comme réduction et posons
F(z) = 2*", de telle facon que R et Q o F ont la méme réduction. Par le Lemme
d’Approximation les actions R, et (Q o F'), coincident sur un voisinage de Scan-
Comme F, satisfait la propriété 1, R, aussi satisfait cette propriété.

Notons que pour tout S € H, dans un voisinage de Scan on a d(F%(S), Scan) >
p™d(S, Scan)- Sil'on prend la fonction rationnelle @ € C,(z) ayant le méme degré
que @, alors Q a une bonne réduction et par conséquent on a d(Q.(S),Scan) >
d(S,Scan) pour tout S € H, (cf. Lemme de Schwarz). Donc (Q o F)., et par
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conséquent R, par le Lemme d’Approximation, satisfait la derniere assertion de la
proposition. O

Voir Section 5.1 pour la définition de réduction.

Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle. Si & € HY est un point rationnel, on dit
que R, est inséparable en S, si'action de R, de S & R.(S) est inséparable ; c’est a
dire, si degr(P) > 1 pour tout (resp. une infinité de) P € S ; voir Proposition 10.3.
Le corollaire suivant est immédiat (cf. Proposition 4.6).

Corollaire 8.2. Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle et S € Hg un point
rationnel. Alors R, est inséparable en S si et seulement s’il existe un voisinage
Vc H, de S tel que degp(S’) > 1 pour tout S’ € V. Dans ce cas degr(S’) > p
pour tout S’ € Vet R, est inséparable en tout point rationnel contenu dans V.

On dit qu'un point périodique S € Hl, est inséparable, si S est rationnel et
si R, est inséparable en S. Notons que les points périodiques inséparables sont
répulsifs.

Corollaire 8.3. Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle telle que R. n’a pas de
points périodiques indifférents. Alors tous les points périodiques de R, dans H,
sont inséparables.

Preuve. Soit S € H, un point périodique de R.. Par hypothese S est répulsif et
par conséquent rationnel. Quitte a changer R par un itéré on suppose que S est
fixé par R,.

Comme S est répulsif il existe une infinité de cycles de bouts dans S (Proposi-
tion 10.1). Comme R, n’a pas de points périodiques indifférents, pour tout cycle

{Pl,...,Pn} CS.

on a degpn(P;) > 1 (cf. partie 2 du Lemme 5.8). Par conséquent il existe une
infinité de bouts P dans S tel que degr(P) > 1. Donc l'action de R, est inséparable
en S (cf. Proposition 8.1). O

9. SUR LE NOMBRE DE POINTS PERIODIQUES DANS IH,,.

Cette section est dediée a la démonstration du Théoreme C.

La démonstration est comme suit. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de
degré au moins deux. On montre d’abord que si 'action R, sur H, a au moins
deux points périodiques, alors elle en a une infinité.

Si R, a un point périodique indifférent alors R, en a une infinité (Proposi-
tion 5.7), donc on suppose que R, n’a pas des points périodiques indifférents. Par
conséquent tous les points périodiques de R, sont répulsifs et aussi inséparables,
voir Corollaire 8.3.

Supposons que R, a un point périodique dans Hj,. Si ce point périodique est
exceptionnel, alors le Théoreme 2 et le Lemme 7.5 impliquent que R, a exactement
un point périodique dans Hj,. D’autre part, si ce point périodique n’est pas ex-
ceptionnel, alors la proposition suivante implique que R, a une infinité de points
périodiques dans H,.

Proposition C. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle telle que R, a un point
périodique inséparable qui n’est pas exceptionnel. Alors R, a une infinité de points
périodiques inséparables.
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La démonstration de cette proposition est dans la Section 9.2, plus bas. Elle
est analogue a la démonstration de G. Julia de la densité de points périodiques
répulsifs, voir [Mi].

Montrons maintenant les assertions du Théoreme C qui restent.

Preuve de l’assertion 1. Supposons que R € C,(z) est telle que R, n’a pas
de points périodiques dans H,. Par le Théoréeme A’ la fonction rationnelle R a
au plus un point périodique non-répulsif dans P(C,), et comme toute fonction
rationnelle a au moins un point fixe non-réulsif (voir [Bel] ou I'Introduction), alors
R a exactement un point périodique non-répulsif, qui est alors un point fixe de R.
Par la Proposition 5.7 ce point fixe est attractif ; voir Corollaire 5.17 de [R-L].

Preuve de I’assertion 2. Supposons que R, a exactement un point périodique
dans H,,. Alors R, n’a pas de points périodiques indifférents dans H, (Proposi-
tion 5.7) et donc le (seul) point périodique de R, dans H), est inséparable (Corol-
laire 8.3). La Proposition C implique qu’il est un point exceptionnel et par le
Théoreme 2, apres changement de coordonnée la fonction rationnelle R a une bonne
réduction qui est inséparable. Le fait que tous les points périodiques de R dans
P(C,) sont attractifs est alors facile de montrer ; voir par exemple Proposition 4.6
de [R-L].

Exemple. D’apres la Proposition 5.7 toute fonction rationnelle R € C(z) ayant
un point périodique indifférent dans P(C,) est telle que R, a une infinité de points
périodiques (indifférents) dans Hy, (considére par ezemple le polynéme z+z% € C,[z]
avec d > 2).

Considérons d’autre part le polynome Q(z) = 2P + pz? € Cplz] avec d > p.
Le point Scan € H, est fixé par Q. et Q. est inséparable en Scan. De plus
deg(Scan) = p < deg(Q), donc par le Théoreme 2 le point Scan n'est pas un
point exceptionnel de Q.. Alors la Proposition C implique que action Q. a une
ifinité de points périodiques (inséparables) dans H,.

9.1. Lemme d’incompressibilité. Par un théoreme de Montel, si R € C(z)
est une fonction rationnelle a coefficients complexes et zg € P(C) est un point
périodique répulsif de R on a

P(C) — E C Up>1R™(V),

o V est un voisinage quelconque de zg et l'ensemble exceptionnel E C P(C)
contient au plus deux points, voir par exemple [Mi].

La propriété analogue dans H, n’est pas vraie (voir exemple plus bas) mais elle
est vraie pour les points périodiques inséparables.

Proposition 9.1. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et soit R, l'action
induite par R sur H,. Soit S € H, un point périodique inséparable de R.. Alors

pour tout voisinage Vc H, de S on a

~

Un>1RZ(V) = H,,.

Cette proposition est une conséquence simple du lemme suivant. Etant donné
un point S € Hj, et r > 0 on pose

B(S,r) ={S' € H, | d(S,S") < r}.
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Lemme d’Incompressibilité. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et soit
S € H,. Alors pour tout r >0 on a

B(R.(S),r) C R.(B(S,7)).

Si de plus S € H), est un point rationnel et R, est inséparable en S, alors il existe
ro > 0 tel que pour tout v > 0,

B(R.(S),r +min{r,ro}) C R.(B(S,r)).

Preuve. 1.— Soit &' € H, — R.(B(S,r)). Par le Lemme 6.2 il existe S € R71(S)
tel que R.((S,S)) = (R.(S),8’) et tel que R, soit injective sur (S,S). De plus on
a d(R«(S),S8") > d(S,S).

Comme S € R71(S') n’appartient pas & B(S, r) on a d(R.(S),8') > d(S,8) > r.

2.— Si R, est inséparable en S, alors il existe ro > 0 tel que degR(g’) >p>1
pour tout S € H, a distance au plus 79 de S (Corollaire 8.2).

Donc si § € Hj, est comme en 1, on a

d(R.(S),S’) > d(S,S) + min{r, 70}
(cf. Corollaire 4.8) et par conséquent B(R,(S),r + min{r,r}) C R.(B(S,r)). O

Preuve de la Proposition 9.1. Soit r > 0 tel que B(S,r) C V et soit 7y > 0
donné par le lemme précédent. Alors on montre par induction

B(S,r +n-min{r,r}) c R*(B(S,r)).0

Exemple. Soit c € C, tel que |c| = 1 et considérons la fonction rationnelle R(z) =
zid + ¢, ou lentier d > 2 n’est pas divisible par p. Elle a une bonne réduction
R(z) = L+ ¢ € Fp(2) satisfaisant, R(0) = oo, R(c0) = 0 et degy(¢) = 1 pour
¢ €F, —{0}.

Donc pour tout point S € H, tel que S < {|z| = 1} on a d(R.(S),Scan) =
d(S,8can). Par conséquent si l'on choisit ¢ € C, tel que R™(2) # 0 pour tout
n > 1, alors pour tout voisinage VY de Scan dans Hy, I’ensemble

~

Un>1 R (V)
est borné. Par exemple on peut choisir c € C, tel que E(E) soit fixé par R.

9.2. Démonstration de la Proposition C. Soit S € Hg un point périodique
inséparable de R, qui ne soit pas exceptionnel.

1.— Quitte a remplacer R par un itéré on suppose que S est fixé par R..
Considérons r > 0, qu’on choisira apres et posons

Vo={S €H, |dS,S) <r}.

Pour k > 1 soit Vj, la composante connexe de R, k(f}o) qui contient S. On choisit
r > 0 assez petit de telle facon que diam(]A/k) — 0 quand k — oo, et tel que la
fermeture topologique V; de ]71 soit contenue dans 170 (cf. Proposition 8.1). Alors
pour tout k£ > 1 la fermeture topologique V, de 17k est contenue dans 17;6_1.

De plus on suppose r > 0 assez petit tel que R, soit inséparable en tout point
rationnel contenu dans Vy (Corollaire 8.2).
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2.— Comme S n’est pas exceptionnel il existe une préimage S’ € H,, de S par
R., différente de S. Par la Proposition 9.1, on a Unlef(ﬁo) = H,, donc il exsite
un point Sy € ]A)o et un entier n > 0 tel que R?(Sp) = S’ Soit m > 0 tel
que la composante connexe )7\/\0 de R, (n+1) (ﬁm) qui contient Sy est contenue dans
Vo — {S}.

On deﬁmt par induction une suite d’ensembles ouverts Wk C Vk, pour k > 1,
tel que Wk+1 soit une composante connexe de R (Wk) N Vk ; voir figure 2.

FIGURE 2

3.— Comme les apphcatlons RFE . Wk — WO et R )7\/\0 — 17m sont propres,
I'application RE+7+1 . Wi — V,, est aussi propre (Lemme 6.1). D’autre part, si
E>m+lonaW, CV,C V,m ol W, est la fermeture topologique de Wk. Donc
chaque ouvert Wk, pour k > m + 1, contient un point périodique rationnel Sy de
R, (Proposition 6.3) qul est 1nseparable car R, est 1nseparable en chaque point
rationnel contenu dans V - Vo Comme S, € Wk C Vk —{S} et dlam(Vk) — 0

quand k£ — 0, on conclut que R, a une infinité de points périodiques inséparables.
|

10. APPENDICE 1. FONCTIONS RATIONNELLES EN CARACTERISTIQUE POSITIVE.

Dans cette section on considere des propriétés de fonctions rationnelles a coef-
ficients dans Fp. Comme la caractéristique de Fp est positive, parfois il y a des
propriétés assez différents au cas de caractéristique zéro ; par exemple le polynome
2P € F,[2] induit une bijection sur P(F,,).

Rappelons que pour toute puissance ¢ de p on a Fp = Up>1Fgn

Lemme 10.1. Soit R € F,(2) une fonction rationnelle.
(1) Sideg(R) =1 alors tout élément de P(F,) est périodique par R.

(2) Sideg(R) > 1 alors tout élément de P(Fj) est prépériodique par R et il en
a une infinité qui sont périodiques par R.
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Preuve. Soit ¢ > 1 un puissance de p telle que R € F,(z). Alors chaque P(Fyn) =
Fyn U {oo} est invariant par R et comme P(F,) = U,>1P(F,), tout élément de

P(F,) est prépériodique par R.

1.—Si deg(ﬁ) = 1 alors R induit une bijection sur chaque P(Fy») et par conséquent

tout élément de P(IF,) est périodique par R.
2.— Supposons deg(g’,) > 1. Soient (i,...,¢; € P(F,) les racines de E(z) —2=0
et posons \; = ]?Z'(Ci). Pour chaque 1 < i < k tel que \; # 0 soit n; > 1 le plus
petit entier tel que A\7* = 1. Si \; = 0 ou si n; > 1, alors ¢; est une racine simple
de R(z) — z et en général pour tout entier r qui n’est pas divisible par n;, (; est
une racine simple de Er(z) — z. D’autre part, si n; = 1 et p Jr alors la multiplicité
de (; comme racine de }Nlr(z) — z est égale a la multiplicité de {; comme racine de
R(z) — z.

Par conséquent, si r est un nombre premier tel que r > max{p,n1,...,ny}, alors
il existe une racine ¢, de R"(z) — z qui n'est pas une racine de R(z) — z ; car
deg(R"(2) — z) > deg(R(z) — ). Cest & dire ¢, est un point périodique de R de
période primitive r. Comme il y a une infinité de choix pour r, on conclut que Ra
une infinité de points périodiques. O

Définition 10.2. On dit qu’une fonction rationnelle Re F,(z) est inséparable
s’il existe une fonction rationnelle Q € F,(2) telle que R(z) = Q(zP).

Notons que I’application z — zP est un automorphisme de F,. Par conséquent
pour toute fonction rationnelle @ € Fp(z) il existe une fonction rationnelle @1 €
F,(2) tel qu'on ait Q(z7) = (Q1(2))?.

Etant donnée une fonction rationnelle R € F,(z) on dit que ¢ € P(F,) est un
point critique de R si degz(¢) > 1. Dans ce cas on dit que deggz(¢) — 1 est la
multiplicité de ¢ comme point critique.

La propriété suivante suit de la formule de Riemann-Hurwitz (voir par exemple
[Hart], page 301, Collorary 2.4) et elle n’est pas difficile de montrer.

Proposition 10.3. Soit Re F,(2) une fonction rationnelle ayant plus de 2 deg(ﬁ)—
2 points critiques, comptés avec multiplicité. Alors R est inséparable.

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 10.4. Soit R € E,(z) une fonction rationnelle qui ne soit pas inséparable.

Alors il existe une infinité de points périodiques ¢ € P(IF},), tel que degg,. (¢) =1,
oun > 1 est la période de .

11. APPENDICE 2. REMARQUES SUR L’ESPACE HYPERBOLIQUE.

Notons que l'espace hyperbolique H, n’est pas seulement un espace métrique
car chaque point rationnel a une structure alébrique, donnée par un paramétrage
par le corps résiduel @p = E, ; voir aussi Appendice 3. On remarque que ’espace
métrique (H,, d) ne dépend pas du nombre premier p (!).

On peut définir I'espace métrique (H,d) (et par conséquent (H,,d) comme sa
complétion) de fagon assez courte comme suit.
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Considérons la relation sur C, x R définie par,
(w,r) ~ (w',r") si et seulement si 7 =7’ et log, |[w — w'| <.

La ultremétricité de la norme | - |, montre que cette relation est transitive et par
conséquent elle détermine une relation d’équivalence ; voir figure 3. La distance

log, [w —w’| log, [w — w’|

FIGURE 3
usuelle sur R induit une distance sur C, x R/ ~ ; la distance entre les points
répresentes par (w,r) et (w’,r’) est donnée par
(6) 2max{r,r’,log, |w — w'[} =7 —1,

quand w # w’. Si w = w’ cette distance est donnée par |r — r’|. De plus il n’est
pas difficile de voir que ’espace métrique qu’on obtient est un arbre réel.

Considérons la bijection entre C, x R/ ~ et HE, qui au point répresenté par
(w,r) associe le point de HYf ayant {|z — w| < p"} comme boule associ¢e. Cette
bijection est une isométrie, car la distance entre les points de HE ayant

{lz—w| <p'}et {]z—w'| <p"},
comme boules associées est par définition,
o diam({]z — w| < p"} U{|z — w'| < p"'})?
& Giam({]z — w| < p" Ddiam({[z — w'| < p"})’

qui est égale & (6) ; voir (2) dans la Section 3.

11.1. Bord a Yinfini. Le bord & 'infini (voir par example [Ca]) de H,, est définit
comme l’ensemble des classes de équivalence de demi-géodésiques, par la relation
de équivalence suivante : deux demi-géodésiques sont équivalentes si et seulement si
leur intersection est aussi une demi-géodésique. Soient z, 2’ € P(Cp) et S, &' € H,.
Alors on voit facilement que les demi-géodésiques [S, z) et [S’, 2’) sont équivalentes
si et seulement si z = 2z’. Donc le bord & l'infini de H,, est canoniquement identifié
a P(C,).
La distance sur P(C,,) induite par H, (rélative & Scan) est définie par,

dist(z, 2') = p~4ScansS)

ou S est déterminé par la propriété [Scan, 2)N[Scan, ') = [Scan, S| (cf. Lemme 2.11).
Cette distance coincide avec la distance chordale ; voir Préliminaires.
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11.2. I’immeuble de Bruhat-Tits de SL(2,C,). Maintenant on montre que
HY est isométrique & I'immeuble de Bruhat-Tits associ¢ a SL(2,C,) ; voir [BT] et
[T].

Soit K un corps munit d’une valuation ultramétrique w. Dans notre cas K = C,,
et w(z) = —log, |z|. On étend w & K en posant w(0) = oo. Posons G' = SL(2, K)
et pour chaque r € R on considere le sous-groupe G, de G engendre par les matrices

de la forme,
1u 10 ot t 0
01/’ \w1 0t1)’

ot w(u) > r, w(w') > r et w(t) = 0; cf. [T] pages 385 — 386. Notons que
Go = SL(2,0k), ou O = {z € K | w(z) > 0} est anneau d’entiers de K.
De plus considérons le sous-groupe de G :

{60 (50 o)

et la fonction v qui a n = ({ ,°,) € N associe la translation v(n)(z) = z — 2w(t)

de Ret an= (_Ot t;) € N la reflexion v(n)(z) = 2w(t) — z ; cf. [BT] 6.1.

On considere la relation dans G x R

(7) (g,7) ~ (g',7") si et seulement s’il existe

n € N tel que ' = v(n)(r) et g~ *g'n € G,,

qui est une relation d’équivalence ([BT] 7.4.1 et [T] page 386). Notons que dans
ce cas on a G = nGyn~1t. Alors 'immeuble associé ¢ G = SL(2,K) est par
définiton ’ensemble quotient du produit G x R par la relation d’équivalence (7) ;

cf. [BT] 7.4.2. La distance usuelle de R induit une distance sur 'immeuble.

Considérons maintenant K = C,. L’immeuble de PGL(2,C,) est définit de
facon analogue et coincide avec I'immeuble de SL(2,C,) ; cf. (7). On identifie
PGL(2,C,) au groupe des automorphismes de P(C,). En particulier pour chaque
g € PGL(2,C,), g« note I'action sur H,, induite par g.

Pour r € R soit S, € H le point associé¢ a la boule {z € C, | |z] < p"}.
Alors le groupe G, correspond a le stabilisateur de S, et le groupe N correspond
au groupe des automorphismes de P(C,) qui préservent {0,00} C P(C,), et par
conséquent la géodésique (0,00) = {S,}r C HE. De plus pourne Netr€Rona
1+(Sr) = Sy(n)(r)-

Considérons 'application m de PGL(2,Cp) xR & Hﬁ, qui au point répresenté par
(g,7) associe le point g *(S,) € Hiy. Soient (g,7) et (¢',7') € PGL(2,C,)xR. Alors
9;1(Sr) = (¢')7 H(S) si et seulement sl existe n € N tel que n.(S,) = Sy(ny(r) =
S, et tel que (g~ 'g'n), appartient au stabilisateur de S, qui est égale & G,.. Par
conséquent 'application 7 induit une bijection entre I'immeuble de SL(2,C,) et
]HIE ; on note cette application encore par 7.

De plus cette bijection est une isométrie. En effet, il suffit de vérifier que si la
distance entre les points répresntés par (g,r) et (g,7') € G x R est préservée par 7.
Comme g, est une isométrie de ]HIH; on a,

d(g*_l(Sr),g,:l(Sr/)) = d(Ser’> — ‘T _ ,'n/|.
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11.3. L’espace analytique de P(C,) au sense de V.G. Berkovich. Con-
sidérons la fonction

-1+ H, UB(C,) —> [0, 00] = RU {~o0, 00}

défini comme suit. Pour z € C; on pose [|z]| = log, || et on pose [0] = —oc et
|loo]| = +o0. Soit 7 la projection de H,, sur (0,00) = {S,}r C H,, ou S, est le
point associé a la boule {|z| < r}. Alors pour S € H, on pose ||S]| =r our € R

est tel que 7(8S) = S,

L’espace analytique de P(C,,), au sense de [Ber], peut étre définit comme P(C,)U
H, munie de la plus petit topologie telle que pour toute fonction rationnelle R €
C,(2) la fonction

H, UP(C,) — [—00, +00], § — [|R.(S)]]

est continue. Comme la projection 7 est continue pour la topologie induite par
la distance d, cette topologie induit une topologie plus petite sur H,. Il n’est pas
difficile de voir que cette topologie sur H,, ne coincide pas avec la topologie induite
par la distance d. En effet I'espace analytique de V.G. Berkovich est localement
compact ; voir [Ber]. De plus il n’est pas difficile de vérifier que tous les ouverts
pour cette topologie ont un diametre infini pour la distance d.

12. APPENDICE 3. FORMULE DES POINTS FIXES.

Chaque fonction rationnelle de degré d > 1 différente de I’identité a d + 1 points
fixes comptés avec multiplicité. L’objectif de cet appendice est de démontrer une
propriété analogue.

Fixons une fonction rationnelle R € C,(z). On comptera les objets suivants,
avec une multiplicité définie plus bas.

(1) Les points fixes de R dans P(C,) qui ne sont pas indifférents.
(2) Les points fixes répulsifs de R. dans H,.
(3) Les composantes analytiques de £(R) C P(C,) qui sont fixées par R.

Rappelons que E(R) C P(C,) est U'interieur de I’ensemble des points récurrents par
R et la notion de composante analytique remplace celle de composante connexe ;
voir [R-L] et Section 5.4.

La multiplicité est définie comme suit.

e On assigne multiplicité 1 & chaque point fixe de R dans P(C,), qui n’est pas
indifférent. On note F' > 0 le nombre de ces points fixes ; clairement F' < deg(R) +
1 < oo0.

e 5i S € H, est un point fixe répulsif de R., alors sa multiplicité m(S) est par
définition

m(S) = degp(S) + 1 — #(bouts dans S fixés par R.).

Par la Proposition 4.4 on a 0 < m(S) < degy(S). On note R C H, I'ensemble de
points fixes répulsifs de R, dans H,.

e Soit C' C P(C,) une composante analytique de £(R) fixée par R.

Si deg(R) =1 alors on a C' =P(C,) et alors on pose m(C) = 2.

Sideg(R) > 1 alors C est un affinoide ouvert ; c’est a dire C' ¢’est le complémentaire
dans P(C,) d’une réunion finie non-vide de boules fermées disjointes {B;}; (voir
Théoreme 3 de [R-L] ou le Théoréme 1 dans la Section 5.4). Les bouts associes aux
boules P(C,) — B;, pour ¢ € I, sont appelles bouts de la composante C.
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Alors la multiplicité m(C) < 2 de C est par définition
m(C) = 2 — #(bouts de C fixés par R,) ;

(nalvement on considere C' comme “un gros point fixe indifférent”, avec degr(C) =
1). Notons que m(C) peut étre negative. On note £ l'ensemble de composantes
analytiques de £(R) fixées par R.

Formule de Points Fixes. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au
moins 1. Alors les ensembles R et £ sont finies et on a,

F+ Zm(é‘) + Zm(C) = deg(R) + 1.
R 3

Le reste de cet appendice est dédié a la démonstration de cette formule.
La démonstration du lemme suivant est a la fin de cet appendice.

Lemme 12.1. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins 1 et

soient R et & comme au-dessus. Alors les ensembles R et € sont finies.

Si R est de degré 1 on a R = {0}, et soit F = 2 et £ = () ; soit F = 0 et
g = {P(C,)}. Donc la fomule est verifiée dans ce cas.

On suppose maintenant que R est de degré au moins 2. Etant donné un bout
rationnel P fixé par R., on note m(P) > 1 sa multiplicité comme point fixe de R, ;
voir Proposition 4.4. Notons que m(P) > 1 implique degr(P) = 1.

1.— Soit & € R un point fixe répulsif de R, et soit F(S) C S lensemble des
bouts dans S fixés par R,. Alors par la Proposition 4.4 on a,

Z m(P) = deg(S) + 1,
F(S)

ou de fagon équivalente, 3 r g (m(P) — 1) = m(S).
2.— Etant donné une composante analytique C' € Ede & (R) fixée par R, soit
F(C) Tensemble des bouts de C' qui sont fixés par R. et soit I(C) le nombre

de points fixes indifférents de R contenus dans C, comptés avec multiplicité. La
Proposition 5.10 de [R-L] dit

(8) 1(C)~2= ) (m(P)~2).

F(C)

(Cette formule est une conséquece du Théoreme des Résidus). De fagon équivalente
I(C) = m(C) = 3 z(c)(m(P) — 1). De plus notons que

» I(C)=T=deg(R)+1-F
g

est égal au nombre de points fixes indifférents de R dans P(C,), comptés avec
multiplicité.

3.— Si P € F(C) est un bout de C fixé par R,, alors le point de H,, qui contient
P est un point fixe répulsif de R, (cf. Théoréme 1 dans la Section 5.4). D’autre
part si S € R est un point fixe répulsif de R, et P € F(S) C S est un bout fixé
par R, avec m(P) > 1, alors degr(P) = 1 et par conséquent P est un bout d’une
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composante analytique de £(R) fixée par R. Par conséquent on a

Sms) = 3 om

R F(S)

Z Z m(P) —
g FO)
> (I(C) = m(C)), don

> m(S)+ Y m(C) =Y I(C)=1T=deg(R)+1-F.
7 £ g

Preuve du Lemme 12.1. Notons que si R est l'identité alors R=0et & =
{P(C,)}, donc on peut supposer R différente de I'identitié. Alors ’ensemble X C
P(C,) des points z tel que R(zg) est fixé par R, est fini ; soit Xc H,, I’enveloppe
convexe de X.

1.— Soit § € R un point fixe répulsif de R, et soit P € S un bout fixé par R,.
Alors la boule Bp contient un point fixe de R (cf. partie 2 de la Proposition 5.4).
S’il existe un bout P’ € S différent de P qui est fixé par R,, alors par le méme
raisonnement la boule Bps rencontre X et on a S < X. D’autre part, si P € S
est le seul bout dans S qui est fixé par R., alors m(P) > 1 et par conséquent
degr(P) = 1. Comme degr(S) > 1, il existe un bout P’ € S différent de P tel que
R.(P') =P ; donc Bp C R(Bp/) (Lemme 4.2) et par conséquent Bps rencontre X .

Dans les deux cason a § < X, donc S € XorRcCX.

1.1.— Fixons S € R et considérons zp € X. Alors il existe un point S(z0) €
(S,20) C H, tel que (S,S8(20)) est disjoint de R (cf. Proposition 4.6). Comme
I'ensemble X est fini et R C X on conclut que R est discret.

1.2.— Pour chaque zy € X il existe une boule B(zy) C P(C,) contenant z, telle
que B(z) = {S € H, | S < B(z0)} soit disjoint de R (cf. Lemme 4.5). Comme
Iensemble X est fini, 'ensemble X-U Xﬁ(zo) C H,, est compact et comme cet

ensemble contient R (qui est discret par 1.1), on conclut que ’ensemble R est fini.

2.— Soit C' € &€ une composante analytique de £(R) fixée par R.

Par la formule (8) on obtient que si aucun des bouts de C n’est fixé par R, alors
C contient deux points fixes de R, comptés avec multiplicité ; voir aussi Corollaire
5.12 de [R-L]. Par conséquent il existe un nombre fini de telles composantes.

2.1.— D’autre part si P est un bout de C' fixé par R, alors le point S € H, qui
contient P est un point fixe répulsif de R, (Théoreme 1 dans la Section 5.4). C’est
adire S € R Comme chaque § € R contient un nombre fini de bouts fixés par R,
et comme R est fini, le nombre de composantes C € ) ayant un bout fixé par R,
est aussi fini. On conclut que & est fini. (]
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