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Prefacio

Nestas notas trata-se de um manuscrito para o curso ‘Analysis 11” para alu-
nos do segundo semestre nas areas da matematica, da fisica, e da engenharia
na ETH Ziirich. Serao pressuposto os conteidos dos cursos “Analysis 1”7 e
“Lineare Algebra 1”7 do primeiro semestre.

O manuscrito foi produzido para o curso Analysis I no D-ITET no pri-
meiro semestre de 2017. Neste curso foram tratado no Capitulo [1{s6 espacos
de Banach de dimensao finita e normas matriz, os resultados de Capitulo
foram resumidos sem demonstragoes, e Capitulo [7] sobre formas diferenciais
e o Teorema de Stokes nao foram tratados.

O apéndice contém tanto material que é pressuposto conhecido de outros
cursos, como material que pertence ao conteuido deste curso. Na tltima cate-
goria pertencem o Apéndice [A] sobre fecho e interior de subconjuntos de um
espaco métrico e o Apéndice [B|sobre espagos métricos conexos. Com respeito
a primeira categoria serd pressuposto da /flgebm Linear o Apéndice @ sobre
o determinante e serdo pressupostos da Andlise I partes do Apéndice [C]sobre
espagos métricos compactos assim como o Apéndice [E] sobre o Teorema do
Ponto Fixo de Banach. (O Teorema de Arzela-Ascoli em Apéndice |C| nem
foi tratado na aula, nem é usado no texto.)

Dia 4 de maio 2017 Dietmar A. Salamon
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Prefacio do tradutor

Investigando a literatura para o curso MA/MM-720 “Andlise no R™” no pri-
meiro semestre de 2019 na UNICAMP encontrei o manuscrito “Analysis 11”7
no site do autor. Como é comum o assunto é tratado em dois partes, diferen-
ciacao e integracao. Gostei muito que o autor trata o parte da diferenciagao
livre de coordenadas locais. Neste parte X é um espaco vetorial de dimensao
finita e munido de uma norma qualquer. Na minha opiniao R™ nao é um
ambiente bom para introduzir a derivada. A razao, tal-vez surpreendente na
primeira vista, é a existéncia de uma base canonica e de um produto interno
canonico. Isso complica o entendimento, nao s6 da derivada. Como assim?
Objetos totalmente diferentes como, por exemplo, a derivada e o gradiente
de uma funcao parecem ser iguais. Nao poucos alunos pensam que sao listas
com n entradas e a diferenca seria escrever a primeira lista "horizontal’ e
a segunda ’vertical’. Neste jeito a significancia da derivada é obscurecida.
Também ¢é perdido a consciéncia que o gradiente sé existe na presenca de um
produto interno e que o valor dele é ser um campo vetorial e consequente-
mente gerar um fluxo, em outras palavras, um sistema dinamico.

Por isso temos substituido o titulo tradicional, mas bastante constringindo,
“Andlise no R™”, pelo titulo “Andlise em dimensdes superiores” abrangendo
ambas — modernidade e tradicao.

O assunto do primeiro parte é andlise em espagos vetoriais normados na
dimensao finita. Baseado na dimensao finita tais espagos sao automatica-
mente completo, ou seja, toda sequéncia de Cauchy tem um elemento limite.
Um espaco vetorial normado, seja a dimensao finita ou nao, com esta pro-
priedade é chamado de espaco de Banach. O primeiro parte de andlise em
dimensoes superiores trata de derivada e diferenciagao e o segundo parte de
integral e integracao. O primeiro parte — em contraste extremo ao segundo —
abre os bracgos para dimensao infinita essencialmente sem custo extra.

Para a definicao de derivada nao precisa-se nenhuma hipotese sobre a
dimensao. E a demonstracao (longa) do teorema da fungao inversa é igual
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em dimensao finita e infinita com a excecao de uma unica aplicacao do teo-
rema da inversa limitada, o qual simplesmente citamos. Para nao implantar
na memoria hipdteses desnecessariamente restritivas vamos formular os re-
sultados, em casos sem custo adicional, em termos de espacos de Banach.
Consideramos gratuito uma referéncia, por exemplo, ao teorema da inversa
limitada. Isso aplica-se para §2.1H2.5| e §[3.1H3.2l Comegando com §[3.3] so-
bre subvariedades, a situagao muda drasticamente — agora dimensao infinita
requere métodos muito diferentes — e por isso vai-se impor a condicao de
dimensao finita imediatamente.

Analogamente nao faz sentido restringir-se a séries de matrizes quadradas
se todo que importa sé é que os operadores lineares e suas composicoes sejam
limitados e o espago vetorial normado seja completo. Tem-se que entender
assim o nivel de generalidade em §[1.3{1.6] Em §[I.7 a integral 1-dimensional
com valores vetores é disponibilizado para seu uso em Capitulo

No semestre 2019-1 temos tratado na aula todos os assuntos, menos o
Capitulo [} Em Capitulo [5] temos omitido as provas com excepgao das
Segoes .7 e 5.9 Temos iniciado o curso revisando os apéndices.

Agradeco muito a grande confianca do autor refletido no fato de permitir
a tradugao do texto dele da lingua alema ao portugués, e ainda concordar
com a proposta de introduzir a derivada e o teorema da funcao inversa no
ambiente natural — espacos de Banach, seja a dimensao finita ou nao.
Em outras palavras, a restricao ao caso de dimensao finita no texto original
foi removido pelo tradutor nas hipéGteses das Segoes [1.7, 2.1H2.5], e B.113.2}
Usamos como insumo externo (na dimensao infinita sé) uma vez cada um
dos seguintes: Os teoremas da inversa limitada e da extensao limitada, e um
corolario do teorema de Hahn-Banach. (Localize no indice remissivo.) O
tradutor leva toda a responsabilidade.

Destaco que a texto e as provas tratam analise na dimensao finita.

Agradecimentos. Com prazer agradeco aos alunos Luiz Augusto Silvestre
Luccas e Matias Zimmermann pela ajuda com a lingua portuguesa e erros
tipograficos, e a grande maioria da turma do curso MA/MM-720 em 2019-1
na UNICAMP pelo interesse na matéria e uma ambiéncia muita agradavel.

Campinas, Joa Weber
Junho 2020
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Capitulo 1

Espacos de Banach e
Operadores Lineares

1.1 Normas equivalentes

Esta primeira secao tem por objetivo recordar algumas definig¢oes e resultados
conhecidos do curso Anélise I. Seja X um espago vetorial real. Uma norma
em X é uma aplicagdo X — R : z — ||z|| com as seguintes propriedades.

(i) Para todo z € X vale ||z]| > 0e ||z|| =0 < 2 =0.
(ii) Para todo z € X e todo A € R vale || Az|| = || ||z].
(iii) Para todos os z,y € X vale ||z +y|| < ||z]| + ||yl

Um espago vetorial normado é um par (X, ||-||) composto de um espago
vetorial real X e uma fungdo norma ||-|| em X. Uma classe importante de
espagcos vetoriais normados sao aqueles cuja norma é gerada por um produto
interno. Um produto interno em X é uma aplicacao bilinear simétrica
XXX = R:(z,y) =~ (x,y), a qual satisfaz a condi¢ao (x,z) > 0 para todos
os x € X \ {0}. Dado tal produto interno, entao a férmula

||| :== /(z,x) para x € X (1.1.1)

define uma norma e vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz |(z,y)| <
lz|| ||ly|l para todos os x,y € X.
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Seja (X, [|-]]) um espago vetorial normado. Ora a férmula
dz,y) =z —y|  paraz,yeX (1.1.2)

define uma funcao distancia d: X x X — R a qual faz de X um espaco
métrico. O espago vetorial normado (X, ||-]|) é chamado de espago de Ba-
nach se o espago métrico associado (X,d) é completo, ou seja, se toda
sequéncia de Cauchy converge. (lembrando que uma sequéncia (x,),eny em
X é uma sequéncia de Cauchy, se para todo € > 0 existe um ny € N,
tal que para todos os n,m € N vale: n,m > ny = d(z,,x,) <e.) Um
espago Hilbert (real) é um par (X, (-,-)) composto de um espago vetorial
real X e um produto interno (-,-) em X, tal que o espaco métrico associ-
ado (X, d) é completo com respeito a fungao distancia dada através de (1.1.1))
e (1.1.2). Consequentemente todo espago Hilbert é um espago de Banach com
respeito & fungdo norma (1.1.1]).

Ora, seja (X, [|-]]) um espago vetorial normado. Dado z,y € X e r > 0,
chama-se de intervalo o segmento [z —y,z +y] :={z+ty |t € [-1,1]} e
de bola (aberta) de raio r com centro x o conjunto

By (x) == By(;||[]) := Br(; X, 1) o= {y € X | e =yl <7}

Diz-se que subconjunto U C X é aberto se para todo elemento x € U existe
um € > 0, tal que a bola B.(z) estd contida em U. Denotamos com o simbolo

% (X,||-|) == {U c X | U é aberto com respeito |||} (1.1.3)
a coleccao de todos os conjuntos abertos.

Exemplo 1.1.1. Seja R" o espago euclidiano de todos vetores x =
(x1,...,2,) com x; € R. Para 1 < p < oo a férmula

n 1/p
Jal, = (2 |xz-|p) . aeRr (11.4)
=1

define uma norma no R". A desigualdade triangular para esta norma é
chamada de desigualdade de Minkowski. No caso de p > 1 a prova utiliza
a desigualdade de Holder (z,y) = > ", vy < ||z, lyll, para z,y € R" e
1/p+1/q=1. Para p = co a férmula

2] = max{|z1],...,[zal}, @ ER" (1.1.5)

define uma norma no R”.
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Exemplo 1.1.2. Uma matriz simétrica A = AT € R™" com coeficientes
a;; = aj; para i,j = 1,...,n é chamada de positiva definida se ela satis-
faz a condicio 2" Ax = 37", w;a;;x; > 0 para todos os x € R™ \ {0}. Toda
matriz-(n x n) positiva definida A define um produto interno no R" pela
formula

(@, y)a =" Ay = miay;.
ij=1
A norma associada de um vetor z € R” é dado pela férmula ||z|| , :== V2T Az
Exemplo 1.1.3. Seja (M, d) um espaco métrico. Entao o espago
BC(M):={f:M —R ‘ f ¢é continuo e limitado}

munido da norma definida através de

£l = suplf(p)]  para f € BC(AM) (116

é um espaco de Banach. A completude segue dos fatos que, primeiro, o
proprio limite de uma sequéncia uniformemente convergente de fungoes con-
tinuas também é continuo e, segundo, convergéncia uniforme ¢é equivalente a
convergéncia com respeito a norma do supremo. Caso (M, d) seja compacto
(ou seja, toda sequéncia em M admite uma subsequéncia convergente), entao
toda funcao continua f : M — R é necessariamente limitada. Neste caso
o espago BC(M) coincide com o espago C(M) de todas as fungoes reais
continuas em M e o espago C(M) munido da norma do supremo é
um espago de Banach.

Exemplo 1.1.4. Seja I = [a,b] um intervalo compacto de nimeros reais
(com a < b). Para 1 <p < 0o a férmula

b 1/p
WHfz(/ﬁﬂwwﬁ) para f € C(I) (1.1.7)

define uma norma no espago C(I) de todas as fungoes reais continuas em /.
O espago C(I) munido da norma ({1.1.7]) ndo é completo (Exercicio) e dai néo
¢ um espaco de Banach. No caso de p = 2 o produto interno

b
<ﬁm:i/fwmwﬁ para f,g € C(I) (1.18)

gera a norma (|1.1.7]).
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Exemplo 1.1.5. Seja I = [a,b] um intervalo compacto de reais (com a < b)
e seja £ > 0 um numero inteiro nao-negativo. Entao o espago vetorial real

CY(I) = {f:I-R | f € { vezes continuamente diferencidvel }

munida da norma definida pela féormula

— (k)
, 1= max su t
Ifllce = max, sup |10
para f € C*(I) é um espago de Banach. Para ¢ = 0 isso é o espago C([)
das fungoes continuas f : I — R com a norma do supremo como no Exem-

plofl.1.3}

Definigao 1.1.6. Sejam ||-|| e ||-||" duas fungées normas num espago vetorial
real X. Chama-se a funcio norma ||| equivalente a ||-||" (notagdo ||-|| ~
|]I') se existe uma constante ¢ > 0, tal que

1
=zl < |l=|” < ||z para todos os v € X. (1.1.9)
c

Comentario 1.1.7. (i) Seja X um espago vetorial real. Entao a “equi-
valéncia de normas” define uma relacao de equivaléncia no conjunto de todas

as normas em X. Ou seja, para todas as normas ||-||, ||-[|', ||-[|” em X vale
o I~ I |

o I~ I = I I ”

 [l-F~ I -~ 1T == A~ -

(ii) Sejam ||-|| e ||-||" duas normas equivalentes num espaco vetorial real X.

Entao as duas normas geram os mesmos conjuntos abertos. (Exercicio; veja
também o Exemplo [1.2.4]).

(iii) Sejam [|-]| e ||]|" duas normas equivalentes num espago vetorial real X.
Como os subconjuntos abertos de X com respeito a duas normas sao os mes-
mos, segue que todas as afirmacoes topoldgicas em X (portanto afirmagoes
as quais podem ser provadas por meio de conjuntos abertos, por exemplo
convergéncia, continuidade, ser fechado, compacidade), ndo dependem de
qual das duas normas equivalentes utilizamos. Se por exemplo A C X §é
compacto (respectivamente fechado) com respeito da norma |||, entdo A
também é compacto (respectivamente fechado) com respeito & norma ||-|".
Além disso, vale que uma sequéncia (zy)reny em X é Cauchy com respeito
a norma ||| (respectivamente converge) se e somente se ¢ Cauchy com res-
peito & norma ||-||" (respectivamente converge). Dai (X, ||-||) é um espaco de
Banach se e somente se (X, ||-||') é um espaco de Banach.
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Seja I = [a,b] C R um intervalo compacto com a < b. Entdo o conjunto
U :={f € C(I)| sup;|f| < 1} é aberto com respeito & norma do supremo
||| no Exemplo mas nao com respeito a norma |||, no Exemplo m
para 1 < p < oo. Consequentemente as normas |[|-[|, e |||, no espaco
C(I) nao s@o equivalente. Isto deve-se ao fato que o espago vetorial das
funcoes continuas num intervalo compacto nao trivial tem dimensao infinita.
O proximo teorema afirma que nos espagos vetoriais de dimensao finita duas
normas qual quais sao equivalente.

Teorema 1.1.8. Seja X um espago vetorial de dimensdo finita. Entao quais-
quer duas normas em X sao equivalente.

Demonstracdo. A prova tem quatro passos. Seja n := dim X € N. Denota-
mos com ||-||, a norma euclidiana no R™; veja (1.1.4]) para p = 2.

Passo 1. Seja ||-|| wma norma arbitrdria no R™. Entao existe uma constante
¢ >0, tal que todo x € R" satisfaz a desigualdade ||z|| < c||z||,.

Os vetores e; := (0,...,0,1,0,...,0) (com 1 no i-ésimo lugar) para i =
1,...,n formam a base canénica do R™. Seja ¢ := (327, |les]|?)V? > 0.
Entao vale x = )" | z;e; para todo vetor z € R" e daf

n n n
lzll <Y fwillleall < 4| D il | D lleal® = ezl -
i=1 i=1 i=1

Aqui a primeira desigualdade segue da desigualdade triangular para ||-|| e a
segunda da desigualdade de Cauchy—Schwarz para a norma euclidiana.

Passo 2. Seja ||-|| como no passo 1. Entao eziste uma constante § > 0, tal
que todo x € R™ satisfaz a desigualdade 0 ||z||, < ||z||.

A esfera unitdria "' := {z € R"| ||z||, = 1} munido da funcao distancia
d(z,y) = ||z — y||, para z,y € S"~! é um espago métrico compacto através
do Teorema de Heine-Borel. Definimos a funcao f : S*~! — R pela férmula
f(x) = ||z|| para z € S"'. Através de passo 1 vale |f(z)— f(y)| =
Nzl = llylll < llo—yl < cllo—yll, para todos os z,y € S"7! e daf
f é continuo. Como S" ! é compacto existe um z, € S"!, tal que
infgn-1 f = f(xg) =: 6 > 0. Para x € R" \ {0} vale entao

0 < f (lzlly @) = Mally ]| = llzlly " [l

Daqui segue a afirmagao do Passo 2.
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Passo 3. Quaisquer duas normas no R™ sao equivalente.

Segundo o Passo 1 e Passo 2, qualquer norma no R” é equivalente a norma
euclidiana. Daf segue o Passo 3 da parte (i) do comentério [1.1.7]

Passo 4. Quaisquer duas normas em X sao equivalente.

Escolha uma base f1,..., f, de X. Entao a aplicagao
©:R" > X,  ®E:=) &fi paral=(&,...&) ER”
i=1

¢ linear e bijetiva, consequentemente um isomorfismo de espacos vetoriais.

Sejam ||| e ||| duas normas em X, entdo as férmulas ||€]|, = || P& e
€]l = [|®€]|" para € € R™ definem duas normas no R". Tais normas sdo
equivalente segundo o Passo 3, consequentemente as duas normas ||-|| e |||’

em X também sao equivalente. Com isso o Teorema fica provado. [

Teorema tem umas consequéncias importantes.

Corolario 1.1.9. Todo o espaco vetorial normado de dimensdao finita é um
espaco de Banach.

Demonstracao. No curso Analise I foi provado que o R™ munido da norma
euclidiana é um espago de Banach. Dai, segundo o Teorema [1.1.8, o R"
munido de qualquer norma é um espago de Banach. Como todo espago
vetorial normado de dimensao finita é isomorfo a R™ para um n € Ny, a
afirmacao segue. O

Corolario 1.1.10. Um subconjunto de um espaco vetorial normado de di-
mensao finita é compacto se e somente se é fechado e limitado.

Demonstracao. Segundo o Teorema de Heine-Borel isto vale para o R" com
a norma euclidiana. Mas através do Teorema quaisquer duas normas
no R” sdo equivalente, portanto todas as trés propriedades (compacidade, ser
fechado, ser limitado) de um subconjunto do R™ sao independente da escolha
da norma. Portanto a afirmacao vale para qualquer norma no R™. Como
todo espago vetorial real de dimensao finita é isomorfo a R"™ para um n € Ny,
segue dai a afirmacgao em geral. O]

Segundo o Corolério a esfera unitdria S := {z € X | ||z|| =1} é
compacta em todo espaco vetorial normado de dimensao finita. E o exercicio
seguinte mostra que esta propriedade caracteriza exatamente os espacos ve-
toriais normados de dimensao finita.
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Exercicio 1.1.11. Seja (X, ||-||) um espago vetorial real normado, tal que a
esfera unitdria S := {z € X | ||z|| = 1} é compacta. Entdao X tem dimensao
finita. Dica: Prova o seguinte.

(i) Um subespago linear de X de dimensao finita ¢ um subconjunto fechado
de X.

(ii) Seja Y C X um subconjunto fechado. Entao vale para todo z € X \ YV
a desigualdade d(z,Y) := inf ey ||z — y|| > 0.

(iii) Seja Y € X um subespago linear fechado de X nao igual a X completo.
Entao existe um vetor z € X, tal que ||z|| = 1ed(z,Y) > . (Sejazy € X\Y.
Entao existe, segundo (ii), um yo € Y, tal que ||z — yo|| < 2d(z,Y). Ora,
seja 2 := [|lzo — yol| ™" (o — v0)-)

(iv) Se X tem dimensao infinita existe uma sequéncia (x,)n,en em S, tal que
|2y — @ || > & para todos os m,n € N com m # n. Entdo S nao é compacto.

Exercicio 1.1.12. Seja X um um espaco vetorial real de dimensao finita.
Chama-se um subconjunto K C X convexo se para todos os z,y € X e
todo t € R a condicao

r,ye K, 0<t<1 = (1-thr+tye K

é satisfeita.
(i) Seja f: X — R uma funcao. O conjunto aberto

U:={(z,s) € X xR|s> f(z)}

é convexo se e somente se a funcao f é convexa.
(ii) Seja U C X um subconjunto aberto, limitado, convexo, tal que para
todo x € X vale o seguinte (simetria de U em respeito a origem):

rxelU g —x e U.

(Conforme o Teorema os conceitos “aberto” e “limitado” para subcon-
juntos de X nao dependem da norma usada na definigao.) Entao a férmula

x| :=inf {A > 0| X'z € U} para x € X

define uma funcao norma em X e U é a bola aberta unitaria com respeito a
esta norma, em simbolos U = {z € X | ||z|| < 1}.

Exercicio 1.1.13. No espago C([0,1]) consideramos as normas |[-[|, do
Exemplo para 1 < p < oo. Para quais p e ¢ existe uma constante
¢ > 0, tal que a desigualdade || f]|, < c|[f]|, ¢ vdlida para todo f € C([0, 1])?
Mostre que as normas |-, e |||, para p # ¢ nao sio equivalente.
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1.2 A norma operador

Sejam (X, ||-||x) e (Y. ]|-]ly-) espacos vetoriais reais normados.

Definicao 1.2.1. Chama-se um operador linear A : X — Y limitado se
ezxiste uma constante ¢ > 0, tal que a desigualdade

[Azlly < cllzllx (1.2.1)

vale para todos os v € X. A menor de tais constantes ¢ > 0 chama-se a
norma (respectivamente norma operador) de A e usa-se a notagdao

A
HAH ‘= sup || x”Y
a0 |17 x

(1.2.2)

(Aqui entende-se o supremo sobre todos os vetores nao nulos x € X.) O
conjunto dos operadores lineares limitados de X para 'Y € denotado L(X,Y).

O termo “operador” é usado na literatura matemética como sinonimo
do termo “aplicacao”. A origem desta escolha de terminologia surge do
fato que muitos, dos mais importantes, exemplos de operadores diferenciais
ou operadores integrais sao da fisica matematica e para o estudo deles foi
desenvolvido a teoria das aplicagoes lineares. Este assunto leva-nos a “andlise
funcional” a qual iremos abordar sé marginalmente neste curso.

Corolario 1.2.2. Seja X de dimensao finita. Entao todo operador linear
A: X =Y € limitado.

Demonstra¢dao. Definimos uma funcao
X =Rz |z), =zl + [|Az]y - (1.2.3)

Como A ¢ linear, a funcao ¢ uma norma. Como X possui dimensao
finita, existe, segundo o Teorema [I.1.8 uma constante ¢ > 1, tal que para
todo z € X vale a desigualdade ||z]|, < c||z]y. Segue imediatamente a
desigualdade desejada ||Az||,- < c||z|| para todos os z € X. O

Teorema 1.2.3. Seja A : X — Y um operador linear. Entao sdo equivalente
as afirmagoes sequintes.

(1) A € limitado.
(ii) A € continuo.

(iii) A € continuo no ponto x = 0.
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Demonstra¢ao. Mostramos que (i) implica (ii). Se A é limitado, entdao A é
Lipschitz-continuo com a constante Lipschitz || A|, porque vale

dy(Azg, Az1) = |[[Aze — Az1|ly = ||A(20 — 21)|ly
< lA[[ llzo — 21l x = |All dx (z0, 1)

para todos os g,z € X; assim A também ¢ continuo. Que (ii) implica (iii)
segue imediato da definicao de continuidade.

Mostramos que (iii) implica (i). Seja entdo A continuo no ponto x = 0.
Desta forma segue da defini¢cao de continuidade com € = 1 que existe um § >
0 (escolha 0 < 1), tal que todo = € X com ||z|y < J satisfaz a desigualdade
|Az||y, < 1. Ora, seja z € X \ {0}. Entao vale

’ J
o 1Azl -

[E13
HxHX Y B ”xHX

Segue que ||Az|ly <671 |jx]y para todo x € X. Entao A é limitado. O

=9

X
e por isto

1> d

Az

Exemplo 1.2.4. Sejam ||-|| e ||-|" duas normas num espago vetorial real X.
Consideremos a afirmacao

Je>0Vr e X : |z <clz] . (1.2.4)
Esta condicao vale se e somente se o operador linear
id s (X[ = (X1 (1.2.5)

é limitado. Segundo o Teorema isso significa que a aplicagao (1.2.5]) é
continua. Isto por sua vez significa que a pre-imagem de qualquer conjunto

aberto em (X, ||-]|") sob a aplicacdo (1.2.5) é aberta em (X, ||-||). Ou seja
% (X, |1 € 7 (XD (1.2.6)
Portanto temos mostrado que as afirmacoes (|1.2.4) e (1.2.6) sao equivalente.

Desta forma segue a afirmagao

[~ 111 — %X, | =% (X, 1)
para quaisquer duas normas num espago vetorial real X (veja também a
parte (ii) do Comentario [1.1.7). Segundo o Teorema isto significa, por
sua vez, que a coletividade dos conjuntos abertos é independente da escolha

da norma num espago vetorial real de dimensao finita. Assim todo espaco
vetorial real de dimensao finita possui uma topologia canonica.
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Lema 1.2.5. L(X,Y) € um espaco vetorial normado.

Demonstracao. Temos que mostrar as trés afirmacoes seguintes.

(a) Para todo A € L(X,Y) vale ||[A]| =0 = A=0.

(b) Paratodosos A € L(X,Y)eA e Rvale \A € L(X,Y) e ||AA] = A [|A]l-
(c) ParaV A Be L(X,Y)vale A+ Be L(X,Y) e ||[A+ Bl < |A] + || B]-
As afirmacoes (a) e (b) seguem imediatamente das definigdes. Provare-

mos (c). Sejam A, B : X — Y operadores lineares limitados. Entao vale
para todo x € X a seguinte desigualdade

I(A+ B)zlly = [|Az + Bzl
< [Azlly +[|Bxly
< ([l + 1Bl =l
= (1Al + 1BID Nl -

Portanto A + B é limitado e para x € X \ {0} vale

A+ Bz
1A+ B)ally a4 8.
N

Seguindo o resultado da desigualdade triangular
A+ Bl < [[All + B
através da definicao da norma operador. O]

Exemplo 1.2.6. No caso de X = R” e Y = R™, o espago de todas as
aplicagoes lineares de R™ para R™ (Corolério é L(R",R™). Podemos
identificar ele com o espago R™*" das matrizes reais (m xn), porque qualquer
aplicagao linear de R™ para R™ é dada pela multiplicagao com uma matriz

ai; - Qip
A= : : c Rmxn
m1 - Amn
Nesta situacao a norma operador da aplicacao linear induzida por A com

respeito a normas adequadas no R"™ e no R™ também é chamada de norma
matriz. Seguem trés exemplos.
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(i) Com
lzlly =D lzl Ayl =) lwil
=1 i=1

para © € R" e y € R™ a norma operador de A = (a;;) € R™*" ¢ o nimero

A m
|All, = sup M = max Z || -
e Tl it

(ii) Com

2l = max |z;],  lylloe == max lyil

=1,..

=1,...

para © € R" e y € R™ a norma operador de A = (a;;) € R™*" ¢ o nimero

n

A
Al = sup 1A

ofacrr ||7llo =t

(iii) Com
]l ==

para x € R" e y € R™ a norma operador de A = (a;;) € R™*" é a raiz do
maior autovalor da matriz quadrada AT A € R™™", ou seja,

A
4= sup 122D

oxzeRn |7,

= max{\ > 0] ker(\>1 — AT A) # {0}}.

(iv) Paran > 1 e m > 1 nenhuma das normas operador em (i), (ii), e (iii) é
a norma de um produto interno no espago das matrizes reais (m x n). Para
ver isso, consideramos o caso m = n = 2 e as matrizes

=(30) o= (22)

Entao as matrizes A, B, A+ B, A — B sao todas de norma 1 com respeito a
qualquer uma das trés normas em (i), (ii), e (iii). Portanto vale

IA+BI* + A= BI* =2 #4=2|A|" + 2| B|’

mas entao a identidade do paralelogramo ¢é violada.
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Teorema 1.2.7. Se' Y é um espaco de Banach, entio L(X,Y) também é.

Demonstra¢ao. Temos que mostrar que L£(X,Y) é completo. Seja entao
(Apn)neny uma sequéncia de Cauchy em £(X,Y). Entao a desigualdade

|Apr — AmeHY < |[An — Al ||1‘||X

mostra que a sequéncia (A,z),eny para todo x € X é uma sequéncia de
Cauchy em Y. Como Y é completo, esta sequéncia converge e definimos
A: X — Y através de

Az = lim A,x

n—oo

para x € X. Vamos provar que A é um operador linear limitado e que a
sequéncia A, converge para A na norma operador.

A é linear. Para ¢, x; € X vale
Alzg+ 1) = ILm Ap(xo + 1)
= lim A,xo+ lim A,x;
n—oo

n—00

= AiL‘O + Ai[)l.

Analogamente mostra-se que A(Az) = AAz para todo A € R e todo x € X.

A é limitado. Primeiramente segue da desigualdade
Al = [[Aml] < [[An — Al

que a sequéncia (||A,||)nen é uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais e
por isso converge. Seja
c:= lim ||A,] .
n—oo

Entao todo x € X satisfaz a desigualdade

|Az|ly = || im A,z

n—oo

8
nlgilo”AanY

IN

Tim [} A, | 2]
= C||$||X

Segue, entao, que A é limitado e [|A| < c.
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A, converge para A. Seja ¢ > 0. Como A, é uma sequéncia de Cauchy,
existe um ng € N, tal que para todos os n,m € N vale:

m>mn > ng = A, — Al < e.

Desta forma segue a desigualdade ||A,z — A,z|ly < ¢||z|y para todos os
re X em>n>nge dai

[Aue — Azlly = Tim [| 4,2 — Agelly < ellel
m—0o0

para todo z € X e todo n € N com n > ny. Dividindo por ||| com x # 0
encontraremos

“Anx - AIHY
2l %

para todo n € N com n > ng. Com isso o Teorema fica provado. O

|A, — Al = sup
x#0

Um caso especial importante é ¥ = R. O espaco de Banach X* :=
L(X,R) é chamado de espago dual do espaco vetorial normado X. Teo-
rema [1.2.7 mostra que este espago dual sempre fica completo, mesmo que X
nao seja.

Exercicio 1.2.8. (i) Seja X um espago vetorial normado de dimensao finita.
Entao X* = L(X,R) é de dimensao finita e dim X* = dim X.

(ii) Sejan € Nesejam 1 < p,q < oo com 1/p+1/qg = 1. Paray € R"
definimos a aplicagao linear A, : R™ — R através de

Ay@) = Z%yz = (z,9)

para x € R". Entao a aplicacao
R" = (R")*:y — A,
é um isomorfismo de espacos vetoriais e vale

el _ M@

Iyll, = sup
170 e, o Tall,

para todos os y € R". (Veja o Exemplo m para |z|, e [ly[l,.)
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1.3 Algebras de Banach

Seja (X, ||-|]) um espago de Banach. Entao o espaco L£(X) := L(X, X) de
todos os operadores lineares limitados de X para X também é um espaco
de Banach (veja o Teorema . Este espaco possui uma estrutura de
produto (S,T) — S o T, dado pela composigao. Esta estrutura de produto
em geral nao é comutativa, nem existe um inverso para todo operador nao-
nulo 7' € L£(X); pois £(X) nao é um corpo; mas este espago satisfaz todas
as outras propriedades de um corpo; um tal espaco chama-se uma &lgebra.
O conceito de uma &algebra de Banach é 1til para calculos com operadores
inversos e matrizes exponenciais.

Definicao 1.3.1. Uma algebra real ¢ composta de um espaco vetorial
real A, uma aplicagao real A x A— A: (z,y)— xy, (chamada de pro-
duto) e um elemento 1 € A (chamado de 1-elemento ou o elemento
neutro) as quais satisfazem os sequintes ariomas.

(1) O produto € associativo, ou seja, para todos os x,y, z € A vale
(zy)z = x(yz).
(i) O produto € bilinear, ou seja, para todos os x,y,z € A e todo A € R wvale
z(y + 2) = xy + xz, (x +y)z =22+ yz, z(Az) = Mzz) = (\r)=z.

(iii) Para todo x € A vale lx = 1 = z.

Uma algebra real normada ¢é composta de uma dlgebra real A e uma norma
A —[0,00) : x — ||z|| @ qual satisfaz a desigualdade-produto

eyl < {l lyll (1.3.1)

para todos os x,y € A. Uma algebra de Banach real ¢ uma dlgebra real
normada na qual toda sequéncia de Cauchy converge (ou seja, visto como
espago vetorial normado A é completo, entdo é um espago de Banach).

Observe-se que o l-elemento numa algebra real A é determinado uni-

camente pelo produto. Seja 1" € A algum outro elemento que satisfaca a
condicao 1'z = 21’ = 1’ para todos os x € A, entao vale 1I' = 1'l = 1.
Uma algebra difere de um corpo pelos seguintes fatos: Primeiro, também
possuir uma estrutura de um espaco vetorial (compativel com o produto),
segundo, o produto nao precisa ser comutativo, e terceiro, nem todo ele-
mento nao-nulo de A precisa ser invertivel.
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Definicao 1.3.2. Seja A uma dlgebra real. Um elemento x € A chama-se
invertivel se existe um elemento y € A satisfaca a sequinte condi¢do

xy =yxr = 1. (1.3.2)

Caso exista tal elemento, entdo ele é determinado unicamente por x (pois
qualquer outro elemento y' € A satisfazendo a condicdo y'z = 1, também
satisfaz a identidade y' = y'1 = y'(zy) = (Wr)y = ly = y). Sex € A ¢é
invertivel chama-se o elemento unicoy € A, o que satisfaz a condi¢ao ,
de elemento inverso de x, denotado x7! := y. O grupo dos elementos

invertiveis de A € denotado por
G .= {xE.A‘ existe um y € A, tal que vy = yxr = ]1}.

Lema 1.3.3. Seja A uma dlgebra real com 1-elemento 1. Entdo vale o
sequinte.

(leGel =1

(ii) Se x € G entio 27 € G e vale (7 1)"! = x.
(iii) Se z,y € G entdo xy € G e vale (xy) ' =yt~ !

Demonstracao. Estas afirmacoes seguem imediatamente da definicao. [

Exemplo 1.3.4. Os niimeros reais e complexos formam algebras de Banach
com o produto comum e a fungao absoluto como norma. Um exemplo similar
é dado pelos quatérnios. Os quatérnios sao definidos no espago vetorial real
H = R* através de uma estrutura de produto adequada. Escrevemos os
elementos de H como somas formais

r =29+ iry + jro + ka3
com z; € R e definimos a estrutura de produto tal que valem as equacoes

jk=-kj=i, ki=-ik=j, ij=-ji=k, i?=j=k®=-1

e 1 é o l-elemento. A norma em H é dada por |z| := Z?:o z? e vale
|zy| = |z||y| para todos os z,y € H. Uma aplicagao bilinear a qual também
possui esta propriedade, ainda que nao é mais associativo, também existe em
dimensao oito (os octénios), mas em nenhuma dimensao exceto 1,2,4, 8.
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Exemplo 1.3.5. Se X é um espago de Banach, entdo £(X) junto com a
norma operador, a composi¢ao, e a funcao identidade é uma &algebra de Ba-
nach. A completitude segue do Teorema Exercicio: A norma opera-
dor em £(X) satisfaz a condigao (L.3.1)).

Exemplo 1.3.6. O espaco R"*" das matrizes quadradas é uma algebra de
Banach sob qualquer norma que satisfaca a condicao . Uma tal norma
no espago R™*" chama-se norma matriz. Por exemplo, pode ser a norma
operador associada a uma norma arbitraria no R"; veja o Exemplo Um
outro exemplo seria a norma euclidiana a qual pode ser recuperada através
da identificagao R™*™ =2 R™; neste caso obtem-se

n 1/2
Al = (Z a?j)

ij=1
para A = (a;;) € R"*". Exercicio: Esta norma satisfaz as condi¢oes ((1.3.1)
e [[Az||, < [|A] ||z||, para as matrizes A € R"*™ e os vetores x € R".

Exemplo 1.3.7. Seja (X, d) um espago métrico compacto. Entao C(X) mu-
nido da norma do supremo é uma &lgebra de Banach (veja o Exemplo|[1.1.3)).

Exemplo 1.3.8. Uma sequéncia z = (z¢, 1, 22,...) de nimeros reais é
chamada de absolutamente somavel se a série ), x; converge absolu-
tamente. Defina a norma de uma sequéncia absolutamente somavel por

oo
Izl =) lal
k=0

Denotamos com ! o espago de todas as sequéncias reais (xy)ren, absoluta-
mente somdveis. O espaco vetorial /! munido desta norma é um espaco de
Banach. A convolugao de duas sequéncias x,y € ¢* é definida através de

k
(xxy)g = inyk,i para k € Nj.
=0

Esta sequéncia também é absolutamente somével e vale ||z x y|| < ||z]| ||ly]|.
(Isto segue do Teorema da reorganizacao grande em [4].) Consequentemente
¢! é uma &lgebra de Banach. Exercicio: ¢! é completo.

Exercicio 1.3.9. Numa élgebra de Banach vale ||1]] > 1. Para quais das
algebras de Banach indicadas acima o produto é comutativo? Se A é uma
dlgebra de Banach, entao A% com a norma A? — R : (z,y) — ||z||+]|y|| ¢ um
espago de Banach e a aplicagao produto A* — A : (x,y) — zy é continua.
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Séries em espacos de Banach

Os conceitos de convergéncia e continuidade foram introduzidos no curso
Anélise I para espacos métricos arbitrarios. Entao valem particularmente
para funcoes e sequéncias com valores num espaco de Banach ou numa algebra
de Banach. Por causa da estrutura de um espaco vetorial pode-se transferir o
conceito da convergéncia de uma série para séries com valores em espacgos de
Banach. Se (X, ||-||) é um espago de Banach e (zy)ren, uma sequéncia em X,
entao chama-se a série y .- z; de convergente, se a sequéncia das somas
parciais s, := Y ,_, x) converge; neste caso denotamos o limite assim

oo
n—00
k=0 k

Portanto adotaremos a mesma terminologia e o mesmo simbolismo como no
caso de séries de niimeros reais ou complexos, ou seja, o termo “Y 77 xx” tem
dois significados: por um lado denota a sequéncia das somas parciais (8, )nen,
e por outro lado denota o limite deles, caso exista. Chamamos a série Y -, =y
absolutamente convergente se a série > ;- ||zl converge. Neste caso
também chamamos a sequéncia (z)ren, absolutamente somavel.

Teorema 1.3.10. Seja (X, ||-||) um espag¢o de Banach e seja (xy)gen, uma

A . s [e'e) ~
sequéncia em X . Se a série Y .,z converge absolutamente, entdo ela con-
verge.

Demonstracao. Seja s, = ZZ:O T a sequéncia das somas parciais e seja
e > 0. Porque a série > -, 3 converge absolutamente, converge a série
Y reo llzk]l em R. Ou seja, a sequéncia das somas parciais o, := > ., ||zl
da série das normas converge e consequentemente é uma sequéncia de Cauchy.
Portanto existe um numero natural ng € N, tal que para todos os m,n € N
vale o seguinte:

n>m > ng = On = Om = [[Tppa || + -+ 7] <e.

Segue da desigualdade triangular que para todos os m,n € N com n > m >
no vale a seguinte desigualdade

I8n = smll = llzmis + -+ 2all < N@maall + -+ llza] <e

Com isso é mostrado que (s,)nen, ¢ uma sequéncia de Cauchy em X. Como
X é um espacgo de Banach (entao completo), esta sequéncia converge, ou seja,
esta série Y-, ) converge. Com isso o Teorema [1.3.10| fica provado. O
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Séries de poténcias em algebras de Banach

Seja A uma édlgebra de Banach real e
o0
P(z) = Zakzk (1.3.3)
k=0
uma série de poténcias com coeficientes reais a € R e raio de convergéncia

1
P = pPp =
hm Supn%oo |(ln|

1/n"

Suponhamos que o raio de convergéncia seja positivo (ou ainda infinito).
Agora desejamos substituir a variavel z por um elemento da algebra de Ba-
nach A. Isto faz sentido formalmente, porque numa algebra de Banach pro-
dutos como z* sao definidos. Em particular, definimos 2° := 1 para todo
x € A. Portanto, levando isto em consideracao a série resultante em A sera:

Py(zx) := Zakxk. (1.3.4)

Ora pode se levantar a questao para quais = € A esta série é convergente.
Corolério 1.3.11. A série (1.3.4)) converge para todo x € A com ||z|| < p.

Demonstracao. Seja © € A com |lz|| < p. Segue da condig¢ao (1.3.1) na
definicao de algebra de Banach que vale a desigualdade

laxz™|| < lax] ll2]*

) k
para todo k € N. Como ||z|| < p, a série Y .- |ax| ||z]|" converge. Segundo
~ ,o. 00 k , .
o teste da comparacao, a série » .~ ||akm H também converge. Mas isso
. . e o0
significa exatamente que a série > .~ jazz"” converge absolutamente em A, e
dai segundo o Teorema [1.3.10| converge. O

Portanto temos mostrado que a formula ([1.3.4]) define uma aplicagao
Py:B,={recAl|z| <p}— A (1.3.5)

onde p é o raio de convergencia de P. O seguinte Lema mostra que esta
aplicagao ¢é continua. Desde ja notamos que o conceito de diferenciabilidade,
e de derivada, transfere-se para fungoes com valores num espago de Banach
ao pé da letra.
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Definicao 1.3.12. Seja I C R um intervalo e (X, ||-||) um espago de Banach.
Chama-se uma funcao f : I — X diferenciavel no ponto t € I com
derivada a =: f'(t) € X se vale: Ve >0 35 > 0 Vh € R:

[f(t+h) — f(t) — hal

0<|h| <6, t+hel — 7 <e.

Equivalentemente isso significa que o quociente de diferenca h=(f(t + h) —
f(t)) converge em X para a (quando h — 0). Em outras palavras

0 ity L) = O

h—0 h

caso o limite exista, e neste caso chamamos f diferencidvel no ponto t.

Teorema 1.3.13. Seja A uma dlgebra de Banach real e seja (1.3.3) uma
série de poténcias com coeficientes reais e raio de convergéncia p > 0. Entao
vale o sequinte:

(_1) Para todo r < p a restricao da aplicagao para o subconjunto
B, :={x € A| ||z|| <r} € Lipschitz-continua; vale

1Pa(@) = Pa)l S erllz =yl ¢pi= ) Klag]r*!
k=1

para x,y € A com ||z||,||y]| < r.

(ii) Para todo x € A a funcao definida por t — P(tz) no intervalo aberto
(—=p/ x|, p/ l|z]]) € diferencidvel e vale

%PA(W} = xQ4(tx), Q(z) := P'(z) := ; ka2 (1.3.6)

para todos ost € R com |t|||z] < p.
Demonstragdo. Provaremos (i). Vale 2% — yF = Z?Zl ¢ (z — y)y’~! para
todo k € N e todos os o,y € A, e dai

el <r lyll<r = [Ja* = ¥ < k" la — gl

Daqui resulta
1Pa(@) = Pa@)ll <D lal l2* = o) < D" klaxl o = yll = ¢, [l — y]
k=0 k=0

para todos os z,y € A com ||z]| < r e ||y|| <r. Com isso (i) fica provado.
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Na prova de (ii) atentamos que Q4(z) = >, kayz"~!. Daqui vale
||PA((t +h)x) = Pa(tz) — heQa(t)]|

Z (t+ h)* — t* — kht* ) aya*
k=

<+ B)F =t — kRt Jag] [|2]*

3 (5) 0 1 e ol

2 j=2

T
[\

Mg

k

[
NE

(14 100" = 1" = ke ) e

?
[N}

= [p([t] + [P]) = p(Jt]) = Al D[] -

Aqui p denota a série de poténcias

[e.@]
= >l )" A*
k=0

com raio de convergéncia p/ ||z||. Sejat € R com |t| < p/ ||z|. Entao existem
duas constantes 0 > 0 e ¢ > 0, tal que |[t|+ 6 < p/ ||z|| e dai todo h € R com
|h| < § satisfaz a desigualdade

(It + [R]) = p(It)) = Rl B(ED] < e lh]”.

Daqui segue
1PA((t + h)w) = Pa(te) — haQa(tw)|| < c|h|*

para todos os h € R com |h| < §. Com isso temos mostrado que

PA((t+ h)x) — Py(t
h—0 h
e daf segue (ii). Com isso Teorema [1.3.13|fica provado. O
Consideramos o caso especial A := R™" com uma norma matriz |[|-||.

Entao segue através de Teoremall.3.13|que a série matriz P(A) := Y 7o, arAF
converge nesta norma para toda matriz A € R™" com ||A|| < p. Enquanto,
segundo o Teorema [1.1.8] a conclus@o (convergéncia) é independente da es-
colha da norma, precisamos na hipétese (|| A|| < p) uma norma matriz.
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1.4 A série geométrica

A série geométrica tem raio de convergéncia p = 1 e representa a funcao

o
Ezk:

k=0

para z € C com |z| < 1.

Segundo o Teorema [1.3.13| recebe-se dai o seguinte resultado.

Teorema 1.4.1. Seja A uma dlgebra de Banach com ||1]| =1 e seja G C A
o grupo dos elementos invertiveis. Entao vale o sequinte.

(i) Seja x € A com ||z|]| < 1. Entao 1 —xz € G e

= ixk (1.4.1)

(ii) Sejax € G ey € A, tal que

l =yl ||« < 1. (1.4.2)
Entioy € G e
1i 1— ur 1 fo 71H ||$71||2||x—y|| (1.4.3)
o ST e ey

(iii) O grupo G dos elementos invertiveis em A é um subconjunto aberto de
A e a aplicacio G — G : x — =1 € continua.

Demonstracao. Seja x € A com ||z|| < 1. Entao vale

o0 o0 1

k k
|| < |lz]|* = < 00.

2 = 2 =

Daf converge a série Y, 2*, segundo o Teorema [1.3.10} Para Vn € N vale
n n n n
ll—x)Zxk:Zxk(]l—x) :Zxk—Za:k“ =1 2"
k=0 k=0 k=0 k=0

e dai segue (1—x) Zk ot =>2 2" (1 —x) = 1. Portanto 1—z € G e
(1—2)~t=>"2,2" e com isso (i) fica provado.
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Ora, sejam = € G e y € A dados com ||z — y|| [[z7!|| < 1. Entao vale
1=y =@ = y)a7]| < lle = wll o] < 1.

Segundo parte (i), segue dali yz~* € G e (yz=)~' = 77 ((1—yz~')*. Daqui
y € G e vale

< Hx”IIZHﬂ—W”Hk

_ H —1” H]l yr !
— [T =yt

lz~!1* |}z — y|

L= [lz=t ]l =y

Com isto parte (ii) ﬁca provado e parte (iii) segue imediatamente de (ii).

Com isso Teorema [1.4.1] fica provado. O
Exemplo 1.4.2. (1) Consideramos a algebra de Banach

A — RTLXTL

de todas as matrizes reais quadradas n x n. Toda matriz A € R™*" deter-
mina uma aplicacao linear Ty : R™ — R" através de Tyx := Az para x € R™.
Segundo a definigao, uma matriz A € R"*" é um elemento invertivel de A se
e somente se existe uma matriz B € R™*" com a propriedade AB = BA = 1.
Tal matriz B existe se e somente se a aplicacao linear T4 é bijetiva. Neste caso
a matriz inversa A~! = B induz a aplicacio inversa T);' = T4-1. Da /flgebm
Linear sabemos que as matrizes invertiveis sao precisamente aquelas com
determinante ndo-nulo (veja o Apéndice @ Por isso o grupo dos elementos
invertiveis em A = R™" é dado por GL(n,R) := {A € R™" | det(A) # 0}.
Isto é o grupo linear geral. Segundo o Teoremal|l.4.1|isto é um subconjunto
aberto de R™" e a aplicagao GL(n,R) — GL(n,R) : A+ A~! é continua.

(ii) Seja X um espago de Banach, e sejam A := £(X) e GL(X) := G. Se-
gundo o Teorema a aplicagao GL(X) — GL(X) : A~ A~! é continua.
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1.5 A aplicacao exponencial
A série de poténcias exp(z) := >, 2"/k! tem raio de convergéncia p = co e
induz assim uma aplicacao exponencial em qualquer uma algebra de Banach.

Definigao 1.5.1. Seja A uma dlgebra de Banach real. A aplicagao expo-
nencial em A ¢ a aplicacao

exp: A— A

definido através de
exp(x) :=e* := Z o para x € A. (1.5.1)
k=0

Segundo o Teorema a série em ([L.5.1]) converge absolutamente em todo
ponto x € A.

Teorema 1.5.2. Seja A uma dlgebra de Banach real. Entdo a aplicacao
exponencial exp : A — A em (1.5.1)) € continua e tem as sequintes proprie-
dades.

(i) Para todo x € A e toda sequéncia (z,)nen em A vale

nh_)rrolo Ty =1 = exp(x) = nh_g)lo <]l + %)n (1.5.2)
(ii) Vale exp(0) = 1 e, para todos os x,y € A,
Ty = yx - exp(z + y) = exp(x) exp(y). (1.5.3)
(iii) Para todo x € A wale
exp(z) € G, exp(z)~! = exp(—x). (1.5.4)
(iv) Para todo x € A e todo y € G vale
exp(yry ') = yexp(z)y . (1.5.5)

(v) Para todo x € A a fungio R — A : t — exp(tz) é continuamente
diferencidvel e a derivada dela é

% exp(tr) = z exp(tx). (1.5.6)
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Demonstracao. A continuidade da aplicacao exponencial é uma consequéncia
de Teoremall.3.13]e a afirmagao (i) prova-se como no caso de A = R (veja [4]).
Ora lembramos o argumento da prova de (i). Seja ¢ > 0 dado e seja N € N
escolhido, tal que ||z, — z|| < 1 para todo nimero natural n > N e

— (2l + 1) e
I;VT <3z (1.5.7)

Entao vale lim,,_, (Z)nik = % para todo k € {0,1,..., N — 1}. Dali existe
um numero inteiro ng > N, tal que para todos os n € N vale o seguinte:

N\ 2E 2 €

Ora, seja n € N com n > ng. Entao n > N e vale

[0+ -] = |2 ()E >

= R\ s () el el
= Elnk k! Z k nk +Z k!
k=0 k=N k=N
N—1 k k o) k
n\at oz (] + 1)
< Y5 -]+ M
k=0 k=N
< E.

Aqui segue o pentltimo passo das desigualdades ||z,| < ||z||+1 paran > N
1o~ 1 A
¢ (1) < 4 paran € Ncomn > k. O ultimo passo segue de (L.5.7) e (1.5.8).
Com isso (i) fica provado.
A afirmagao (ii) prova-se igualmente como no caso de A = R (veja [4]).
Pode-se também deduzir esta afirmagao no entanto diretamente de (i), porque
se z,y € A comutam tal que vale xy = yz, entao vale

<]H_£>n <ﬂ+g)n _ (]H- x+y+xy/n>n
n n n
para todo n € N. Na passagem ao limite n — oo resulta dai, segundo (i), a
equacao desejada exp(x) exp(y) = exp(x + y).

Parte (iii) segue imediatamente de parte (ii) com y = —z, parte (iv)
segue da equagao (yxy H)¥ = yafy~! para y € G, e parte (v) segue do
Teorema [1.3.13] Com isso Teorema fica provado. O
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Sistemas de equagoes diferenciais lineares

A aplicacao exponencial na algebra de Banach A = R"*" de todas as matrizes
(nxn) desempenha um papel importante na solugao do sistema de n equagoes
diferenciais ordinarias (EDOs) lineares de primeira ordem e em n variaveis.
Um tal sistema de equagoes diferenciais tem a forma

T1 = a0 + @122 + -+ - + A1 Ty, 21(0) = zo1,
Ty = A21T1 + QT2 + - - - + A2p Ty, z2(0) = zog,

(1.5.9)
jn = Qp1 21 + Apaa + - - + Anndn, ZL‘n(O) = Zon-

Aqui os a;; € R sao coeficientes reais constantes e, para todo ¢, a variavel z;
¢ uma aplicacao continuamente diferenciavel x; : R — R. Pensamos sobre
a variavel desta aplicagao como variavel do tempo t e denotamos com &; =
dx;/dt a derivada da fungdo x; com respeito ao tempo t. Na interpretagao
fisica a n-tuplo

z(t) = (x1(t),...,x,(t)) € R?

denota o vetor da posi¢ao de uma particula (ou vérias particulas simultane-
amente) no momento ¢ e a derivada &(t) = (i1(t),...,4,(t)) € R™ denota
o vetor velocidade no momento ¢. Englobando os coeficientes constantes
numa matriz A = (ay)f,—, € R™" podemos escrever o sistema de equagoes
diferenciais (|1.5.9) na forma curta

T = Az, z(0) = xy. (1.5.10)

Aqui g := (201, ..., Zon) € R™ denota o vetor inicial (ou o vetor posi¢ao no
momento ¢ = 0). Segue da equacao (|1.5.6) que a tnica solugao da equagao
diferencial ([1.5.10]) é dado pela formula

z(t) == ey (1.5.11)

onde o
eAt _ Z ‘Ak_'t e Rxn
k=0
denota a matriz exponencial. A convergéncia desta série segue da con-
vergéncia da aplicagdo exponencial para algebras de Banach arbitrarias A
no caso especial 4 = R™ " (veja o Teorema .
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Exemplo 1.5.3. Para
A = diag(A, ..., \n)

vale AF = diag(A\¥, ..., \F) e assim

Ak
— =di >\'n.
;k iag(e™, ... eM)

Exemplo 1.5.4. Para A € R vale

t2/2

Al /
A={ 0 A I
0 0 1

> = O

1t
= et=eM[ 0 1
00

Exercicio: Use esta formula para encontrar as solugoes de um sistema ade-
quado de trés equagoes diferenciais de primeira ordem em trés variaveis.
Generalize a formula neste exemplo para quatro e cinco varidveis, e entao
para matrizes de tamanho arbitrario.

0 —1
H = ( )
1 0
vale H?* = (—=1)*1 e assim

2t A
Ht __ 7 7 .
e = (1 2‘+4‘$ )]l+<t 3|+5|$ )H

. cost —sent
sent cost )’
(Veja [4] para a representagao como série de poténcias do seno e do coseno.)
Como as matrizes all e bH comutam, vale para a matriz

(1)

cos(bt) —sen(bt)

ezw(mw)cmm)

Exemplo 1.5.5. Para

a equacao

para todos os t € R.
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1.6 Composicao de séries de poténcias

Sejam (ay)g>1 € (be)e>0 duas sequéncia de nimeros reais, tal que as séries de
poténcias

P(z) := iakzk, Q(z) := i bz’
k=1 =1

tem raios de convergéncia positivos, ou seja,

1 -0 1
N
Lk 7 Iim SUp,_, o |be

pp = >0

 limsupy ., |a] K&

Particularmente vale P(0) = 0. Seja 0 < p < pp escolhido, tal que
ze€C, |zl<p — Z\akHzlk < po- (1.6.1)
k=1

Seja z € C com médulo |z| < p < pp, entdo vale | P(z2)| < pg segundo (|1.6.1)).
Assim a composi¢ao Qo P : {z € C||z| < p} — C é bem definida. O teorema
seguinte diz que esta composi¢ao mesma pode ser representado por uma série
de poténcias.

Teorema 1.6.1. Para k € Ny = NU {0} seja

= ibgﬁl > 11

=0 > mi=t i€N
Zi im;=k m; >0

a;"
ot (1.6.2)

A segunda soma em (1.6.2) € sobre todas as sequéncias (m;);en de nimero
inteiros nao-negativos as quais satisfazem as equacoes y . im; =k ey . m; =
. Como m; < k para todo i e m; = 0 para i > k, esta soma € finita e se
anula caso £ > k. Seja

R(z) := Z crzt (1.6.3)

a série de poténcias com coeficientes c. Entao vale o sequinte.

(i) O raio de convergéncia pr := (limsup,_, . |cx|'*)™' da série de potén-
cias R € maior ou igual p e R(z) = Q(P(2)) para todos os z € C com
|2 < p.
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(ii) Seja A uma dlgebra de Banach real. Entao todo x € A com ||z|| < p
satisfaz a desigualdade ||Pa(x)| < pg e a identidade

Ra(z) = Qa(Pa()). (1.6.4)
Demonstragao. Para k € Ny e N € N sejam os coeficientes reais ¢y dado
através de
N alal? .y
ChN = bel! .
k,N % ¢ Z myl - my!

m1+"'+mN:é
Zﬁ\’:l im; =k

Entao vale ¢y v = ¢ para k < N e ¢y = 0 para k > N? (porque toda
N-tuplo (my,...,my) € NJ com >,m; = ¢ < N satisfaz a desigualdade
k=>,im; < N> ,m;=N{< N?). Particularmente a fungao

(e 9]

Ry(z) := Z ck,Nzk

k=0

¢ um polinomio. Para N € N sejam os polindmio Py e () definido através

de
N N
Pn(z) := Z ap?”, Qn(z) = Z bz’
=1 =0

para z € C. Entao vale para todos os z € C a equacao

2 : k
RN(Z) = Ckx,NZ
k=0
oo N my , mso my
a, - a a
= > Dbt Y L2 N
m m
k=0 =0 mifotmy=t ! N

= D b #Wﬂ)ml(aﬁ)m~~(aNzN)mN

=0 mi+--+my=~{ 1 mN'
N

= sz (alz+a222+---+aNzN)€
=0

= Qn(Pn(2)).

Ora, seja 0 < r < p. Entao vale s := > ;7 |ax|7F < pg. Além disso, seja
z € C com |z| < r. Entdo Py(z) converge para P(z) e vale |Py(2)| < s
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para todo N € N. Como @y converge ao longo da bola {z € C||z| < s}
uniformemente para @, segue entao que Qn(Py(2)) converge para Q(P(z)),
portanto vale

lim Ry(z) = Q(P(z)) para todo z € C com |z| <. (1.6.5)

N—o0

Substituindo os coeficientes ay e by pelos médulos dos mesmos, teremos

k
lza=Y e 3 14

= Sym= €N
27, Zmlfk m; >0

N
k| <5,€N;:Z‘b£‘g! Z @™ |as|™ - - - |an|™
| N 7 {=0 my+tm =4~ ml! M mN!
Zivzl im;=k

Como ¢y < ¢ para todos os k, N bem como ¢y = ¢ para todo k < N e
cr.n = 0 para todo k > N?| segue dali para qualquer um N’ € N que

N oo
N <VN = ch ot < Z Zé P (1.6.6)
k=0 k=0

Aqui os dois termos exteriores convergem para

S Ind <i|) =S bl

/=0 k=1 /=0

quando N, N’ — oo, através do mesmo argumento como acima.
Consequentemente a diferenca >,y n7* dos dois dltimos termos
em (|1.6.6)) converge para zero, e para z € C com |z| < r vale dai

N 00 00
RN(Z) - Z Cka = Z Ck’NZk S Z EkaTk Ni))o 0. (167)
k=0 k=N+1 k=N+1

Segue de (1.6.5)) e ([1.6.7)) que vale a equagao

00 N
= ;ckzk = lim chkzk = ]\}I_Igo Rn(z) = Q(P(2))

N—oo
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para todo z € C com |z| < r. Como o nimero real r foi escolhido arbitraria-
mente no intervalo 0 < r < p, segue daqui que o raio de convergeéncia da série
de poténcias R satisfaz a desigualdade pr > p e que R(z) = Q(P(z)) para
todo z € C com |z| < p. Com isso (i) fica provado. Parte (ii) segue do mesmo
argumento, no que substitue-se z € C por z € A e o mdédulo de um nimero
complexo pela norma em A. Com isso Teorema fica provado. O]

Exemplo 1.6.2 (Logaritmo). A série

2, (—1)kLk L2 .3 4
L(z) ::ZT:Z_5+§_Zi...
k=1

tem raio de convergéncia p;, = 1 e representa a func¢ao L(z) = log(1+ z) para
z € Ccom |z| < 1. Ouseja, L satisfaz a equacao exp(L(z)) = 14z para todos
os z € C com |z| < 1. (Veja [2, Seite 44, Ubung 1.7.18].) Segundo parte (i)
do Teorema [1.6.1} segue dai primeiramente que os coeficientes co = c; =1 e
cr = 0, para k > 2, da série de poténcias 1+ z sao dados pela férmula
com a; = (—=1)""'/i e by = 1/£!. Ou seja, para todos os k € Ny vale

k
1 1, caso k=0,1
1\k—t [ 1,
Z( 1) Z H m,'Zml { 0, caso k> 2. (168)
/=0 >ymi=L €N
2 imi=k m; >0

Além disso, segue da parte (ii) do Teorem que, no caso de uma algebra
de Banach A, todo x € A com ||z|| < 1 satisfaz a equagao

exp (f: ﬂ) =1+x. (1.6.9)

k=1

Particularmente vale a equacao (|1.6.9) para toda matriz x € R"*™ com
|z|| < 1, onde ||-|| ¢ uma norma matriz qualquer no R"*".

1.7 Integracao com valores vetoriais

Queremos definir a integral de uma fun¢ao continua num intervalo com-
pacto com valores num espago de Banach X. Para ilustracao suponha
dim X =n < oco. Entao no caso X = R" a ideia é definir a integral simples-
mente coordenada por coordenada, ou seja, a integral de uma funcao continua
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x = (x1,...,2,) : [a,b] = R™ é o vetor com i-ésima coordenada dada pela in-
tegral da fungao z; : [a,b] — R. Se o espago vetorial de dimensao n ainda nao
for munido de uma base, entao pode-se, para esta definicao, simplesmente
escolher uma base a priori. Porém deve-se mostrar que tal definicao nao
depende da escolha da base. Uma outra possibilidade, para a definicao da
integral de uma funcao com valores vetoriais num espaco de Banach qualquer,
seria construir-la novamente através da convergéencia das somas de Riemann.
Qualquer que seja (em dimensao finita) o método empregado, deve-se provar
que ambos chegam ao mesmo resultado. Isso nao é dificil e serd provado
no seguinte lema, no qual também tratamos o caso geral de um espaco de
Banach qualquer (baseado num corolério do Teorema de Hahn-Banach).

Lema 1.7.1. Seja X um espag¢o wvetorial mormado de dimensdio n com
uma base fi,..., fn. Sejam a < b nimeros reais, e seja £ : |a,b] — X uma
aplicacao continua. FEntao para todo x € X sao equivalente as sequintes
afirmagoes.

(i) Para todo funcional linear continuo A : X — R wale

Alz) = / A(£(%)) dt. (1.7.1)

(i) Sejam &,...,&, : [a,b] = R as fungoes continuas definidas através de
E(t) =0 &(t) fi para t € [a,b], entdo vale

- il (/b 0 dt) £ (1.7.2)

(iii) O vetor x € o limite

N
) b—a b—a
x:]\}g%o E N §(a+/€ N ) (1.7.3)

k=1

Demais existe um unico vetor x € X que satisfaz as condigoes equivalentes.
Para um espago de Banach X tudo mantem-se vdlido se omitimos base e (ii).

Definicao 1.7.2. Seja X um espaco de Banach. O wvetor inico x € X no
Lema ¢ chamado de integral de ¢ sobre [a,b] e denotado

/abg(t) dt == .
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Ou seja, a integral € caracterizada pela condicdo

A (/abg(t) dt) - /:A(f(t))dt (1.7.4)

para toda aplicacao linear A : X — R.

Demonstracao do Lema[1.7.1. Caso dim X < oo. A idéia é traduzir o
caso geral ao caso padrao da integral de Riemann para fungoes com valores
reais. Os tradutores serao funcionais lineares continuas.

Provaremos (i) = (ii). Em dimensao finita um funcional linear é
continuo. Sejam A; : X — R os funcionais lineares definidos através de

Ai(f;) = b

para i,j = 1,...,n. Entao vale A;(£(t)) = Ai(D27_, &(t)f;) = &(t) para to-
dos os t e i e dai, segundo (i),

n

r= a0 = ([ ateonar) 5= ([ s ) 5

=1

Com isso fica mostrado que o vetor x satisfaz a condicao (ii).
Provaremos (ii) == (iii). Na situagao de (ii) vale

N

b . b—a b—a
fﬂz‘-—/a &‘(t)dt—ngnooZ N fz’(a‘Hﬁ N )

k=1

para i = 1,...,n segundo [5, Satz 4.1]. Como &(¢) = > ", &(t) fi para todo
t pela hipétese, e como x = > | x;f; segundo (ii), segue dai que

B u . Nb—a' kb—a P
r=2 |\ 2 T etk ) )

e dai o vetor z satisfaz a condigao (iii).
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Provaremos (iii) = (i). Como todo funcional linear A : X — R é
continuo segundo o Corolario [1.2.2] segue de (iii) a equagao

_ Y b—a b—a
A(x):A<N15%OZ v §(a+k: ¥ ))
k=1

Aqui a tltima igualdade segue de [5 Satz 4.1] para a fun¢ao continua Ao ¢ :
[a,b] — R com valores reais. Desta forma fica provado que o vetor = satisfaz
a condigao (i).

A existéncia e unicidade de um vetor x € X, o qual satisfaz as trés condi-
¢oes equivalentes, segue imediatamente da parte (ii). Com isso o Lema
fica provado no caso de dim X < oo. O]

Demonstragao do Lema[1.7.1, Caso dim X = oo. (iii) = (i). Como em
dimensao finita.

(i) = (iii). Seja (4, |||.,) o espaco Banach das funcoes limitadas
[a,b] — X e seja € o subespaco composto das fungoes continuas. Chama-
se uma funcao f : [a,b] — X de tipo escada se a sua imagem f([a,b]) =
{vi,...,ox} C X é um conjunto finito. Para todo 'degrau’ f~!(v;,) multipli-
que sua ‘altura’ vy € X com seu comprimento ¢; € R, depois faca a soma
sobre todos degraus de f para receber um elemento de X denotado de I(f).
O conjunto . das fungoes escada [a,b] — X é um subespago de Z e

!> X, [f=1f)

é uma aplicacao linear e continua (Exercicio) a qual, pelo teorema da extensao
limitada, estende-se a um operador linear continuo definido no fecho, ainda
denotado I : . — X. Embora que € nao é contido em .#, é contido no fecho
.#: Como [a, b] é compacto, todo elemento & de € é uniformemente continuo,
entao um limite de funcoes escada. Com efeito & = limy_, &n, onde &y €
a fungao escada com N degraus do mesmo comprimento (b — a)/N e valor
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v i =E(a+ kb_T“) ao longo do k-ésimo degrau cujo ponto final seja a + kb_Ta
(Exercicio: Inclusdes estritas € C . C % de subespacos fechados.)

Agora seja £ : [a,b] — X continuo e suponha que x € X satisfaca (i).
Existéncia do limite em segue da continuidade de I, com efeito

Jim 1(6) =1 Jim &) = 1(6). (1.7.5)

Seja A : X — R continuo e linear, entao

A lim 1 — A 1 ~b—a il
<Nl—r>noo (SN)>_ N N Slot N

Aqui a pentltima igualdade segue de [5, Satz 4.1] para a funcao continua
Ao :[a,b] = R com valores reais. A ultima igualdade usa a hipdtese (i).
Ora, suponha por absurdo que zy := 2 — limy_, [({x) ndo anule-se. Entao
um corolario conhecido do Teorema de Hahn-Banach associa a xy # 0 um
Ao € X* tal que Ag(xg) = |lzo|| > 0. Mas Ag(zg) = 0 pelas equagoes
seguindo (L.7.5). Com esta contradi¢do a parte (iii) fica provada.

Existéncia e unicidade de x. Com respeito a existéncia de um vetor z € X,
o qual satisfaz as duas condigbes equivalentes (i) e (iii), use a parte (iii) como
defini¢ao. A existéncia do limite foi mostrado em . Para ver unicidade
suponha por absurdo que um y € X, diferente de x, também satisfaga .
Neste caso um corolario do Teorema de Hahn-Banach associa ao vetor nao-
nulo z —y € X um ¢ € X*, tal que ¥(z —y) = || — y||. Entéo ¢(z—y) >0
como x—1y # 0. Por outro lado, de para A = 9 resulta que Y(x—y) =
Y(z) —¥(y) = 0 anula~se. Contradigao.

Com isso o caso dim X = o0, e assim o Lema [1.7.1} fica provado. O

No seguinte denotamos de C([a, b], X ), para a < b, o espago vetorial das
fungdes continuas z : [a,b] — X onde X é um espago de Banach.
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Lema 1.7.3 (Propriedades da integral) Para a < b vale o sequinte:
(i) A aplicagao C([a,b], X) = X : x +— f t)dt € linear.
(ii) Para todo x € C([a,b], X) e todo A € E(X, Y) vale

/b A(t) dt = A/bx(t) dt. (1.7.6)
(iii) Para todo x € C([a,b], X) vale
‘ /bx Dl < /b le()|], dt (1.7.7)
. «
(iv) Para todo = € C([a,8], X) ¢ todo ¢ € (a,b) vale

/:x(t) dt+/cbfv(t) dt:/ab:c(t) dt (1.7.8)

(v) Sex:[a,b] = X € continuamente diferencidvel, entio vale
b
/ #(#) dt = 2(b) — w(a). (1.7.9)
(vi) Se € : |a,b] — X € continuo, entdo a fun¢ao

:/tg(g)ds, a<t<b (1.7.10)

¢ continuamente diferencidvel com @(t) = £(t) para todos os t € [0, 1].

Demonstragao. Parte (i) segue diretamente da defini¢ao da integral.
Para parte (ii) escolhemos um funcional linear A : Y — R. Entao segue

(/Aa: dt)/AAm ) dt A(A/ (t)dt)

de (1.7.4) para A e para AA. Daf segue (ii) pela unicidade no Lema[1.7.1]
Para a demonstracao de (iii) usamos a desigualdade

Y b—a b—a Ay b—a
k < k
G e G
para N € N. Dai segue (1.7.7) com N — oo, segundo parte (iii) do
Lema [I.7.1]
As afirmagoes em (iv), (v), e (vi) seguem diretamente através das afirma-
¢oOes correspondentes para as integrais de fungoes com valores reais e parte (i)

do Lema[1.7.1] Com isso Lemal|l fica provado. O
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Observacoes finais

O Teorema sobre a existéncia e unicidade de solucoes de EDOs serd provado
no Capitulo 4| numa generalidade bem maior (também para equacoes dife-
renciais nao-lineares). Férmulas como aquelas dos exemplos na Segao
nos permitem, em principio, resolver explicitamente qualquer sistema linear
de EDOs de qualquer ordem (transforma-se o sistema primeiramente num
sistema da primeira ordem, depois determina-se a decomposi¢ao autovalor
da matriz A, ou seja, a forma normal de Jordan, e finalmente calcula-se a
matriz exponencial da forma normal de Jordan). No caso de equagdes di-
ferenciais nao-lineares, apenas em casos raros é possivel encontrar solucoes
explicitas. Geralmente pode-se no méaximo esperar dizer uma coisa sobre o
comportamento qualitativo das solugoes. Isto leva-nos a teoria qualitativa dos
sistemas dinamicos, uma &area bem particular e empolgante da pesquisa
na matematica.

Um assunto bem diferente, que falamos brevemente, sao os espagos de
Banach e os operadores lineares. Estes conceitos sao apresentados no inicio
da analise funcional, uma &area importante da matematica, tratado em
cursos da pés-graduacgao, a qual desempenha um papel importante e central
em muitas partes tanto na matematica (EDPs até topologia e geometria)
como na fisica (por exemplo na mecanica quantica).

Finalmente temos recebido aqui uma curta olhadela nas algebras de Ba-
nach, localizadas na interseccao entre analise, topologia, e algebra, mas
também formando uma area de pesquisa propria em matemaética.



Capitulo 2
Aplicacoes Diferenciaveis

Este capitulo comeca na Secao com uma introducao ao conceito da dife-
renciabilidade para funcoes de uma ou varias varidveis, ou mais geral para
aplicagoes entre espagos de Banach. A folha da Se¢ao[2.3]sao as regras basicas
para a derivada, como a regra de Leibniz e a regra da cadeia nas dimensoes
superiores. A Secao trata o Teorema da Barreira (um tipo de teorema
do valor médio generalizado) e umas das suas consequéncias. Seguidamente
consideramos derivadas superiores (Segao , discutimos séries de Taylor

(Segdo [2.0), e investigamos extremos locais (Secao [2.7).

2.1 Conceitos basicos

Ao inicio destas consideracoes introdutérias lembramos que uma funcao f :
R — R num ponto a € R é chamado de diferenciavel se existe o limite

fla+h) = f(a)

A= lim . (2.1.1)
Em redagao matemaética concisa isso é a afirmacgao
dJA€eRVe>036>0VheR
(2.1.2)

<O<|h|<6 — M—A)<e).

Em outras palavras, existe um nimero real A, tal que para todo nimero

real € > 0 arbitrariamente pequeno, existe um nimero real 6 > 0, tal que todo

nimero real h com 0 < |h| < § satisfaz a desigualdade |A — £t .

37
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A questao que queremos tratar nesta secao é como pode-se expandir este
conceito de diferenciabilidade do curso Andlise I para fungoes as quais sao
definidos num subconjunto aberto de um espago de Banach. Existem, efec-
tivamente, trés tais generalizagoes, as quais vamos discutir em seguida.

d

Figura 2.1: A derivada como aproximacao linear.

Antes de tudo cumpre observar que nao pode-se dividir por vetores, por
isso o lado direito em nao generaliza para fungoes definido em espacos
vetoriais. Mas podemos transformar a desigualdade em ([2.1.2)) numa forma
qual faz sentido para elementos de um espago vetorial normado:

fla+h) - f(a) _A':‘f(wh)—f(a)—flh
h h

_[fla+h) — fla) — AR

A |

(2.1.3)

Ora a condicao para diferenciabilidade diz que este termo torna arbi-
trariamente pequeno para |h| suficientemente pequeno. Isso tem o significado
geométrico que a funcao h +— f(a) + Ah pode ser interpretada como a tan-
gente ao grafico de f no ponto a e, além disso, representa uma boa primeira
aproximagao da fungao h — f(a + h) no sentido que a diferenga destas duas
fungoes para valores pequenos de h é pequeno em relacao a |h| (veja a Fi-

gura .
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O conceito de diferenciabilidade

Procurando uma aproximagao analoga para fungoes em conjuntos abertos de
um espago vetorial normado, entdo o nimero A = f’(a) no caso de dimensao
um deve ser substituto por uma aplicacao linear. Para espacos de Banach nés
lembramos a notagao L£(X,Y’) para o conjunto de todas as transformagoes
lineares limitadas de X para Y (Definicao [L.2.1).

Definigao 2.1.1 (Diferenciabilidade).

Sejam (X, [||lx) e (Y, ||ly) espagos de Banach, seja U C X um conjunto
aberto, seja f : U — Y uma aplicacao, e seja a € U. Chama-se a aplicagao f
diferenciavel no ponto a, se eriste uma aplicacdo linear limitada A €
L(X,Y), tal que para todo nimero real € > 0, existe um nimero real § > 0,
tal que para todos os h € X wale a sequinte afirmacao:

0l <8 = 0 - Ay <y, 21
Escrito como formula logica isso significa que
Ve>030>0Vhe X
<0 <||hl|y <0 = a+zxzeUe Hf(a-&-h)[h]‘”‘(}t:)—Ah||y < €>. (2.1.5)

A esta definicao seja anotado que a definicao conhecida do curso Anélise I
da diferenciabilidade de fung¢oes de uma variavel real manifesta-se como o
caso especial X =Y = R, porque neste caso uma aplicacao linear sempre é
dado por multiplicagao com um nimero real A.
Segundo, lembramos que uma aplicacao linear A : X — Y entre espacos ve-
toriais normados de dimensao finita é, pelo Coroldrio automaticamente
limitada, o que significa que sua norma operador

A
A= sup 1Al

0#£zEX ||5E||X

¢ finita. Terceiro, mais uma vez seja enfatizado que na definicao de di-
ferenciabilidade é exigido a ezisténcia de uma aplicacao linear A: X — Y
satisfazendo a condicao . Isso levanta a questao se existe s¢ um tal A.
Lema da uma resposta positiva a esta questao.
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Exercicio 2.1.2. Sejam X e Y espagos vetoriais normados de dimensao
finita, seja U C X um conjunto aberto, seja f:U — Y uma aplicagao, e
seja a € U. Entao a afirmagao “f € diferencidvel no ponto a” nao depende
da escolha das normas em X e Y. Dica: Teorema [L.IT.8

Lema 2.1.3. Sejam X,Y,U,a, f como na Definicao |2.1.1. Entdo existe no
mdzximo uma aplica¢ao linear A € L(X,Y) a qual satisfaz (2.1.5)).

Demonstracao. Sejam A, B : X — Y duas aplicagoes lineares as quais sa-
tisfagam ([2.1.5)), seja € > 0 dado. Entao existe pela hipdtese um 6 > 0 com

Bs(a) ={r e X| ||z —a|y <} CU
tal que todo vetor h € X com 0 < ||h|| < 0 satisfaz as desigualdades
[f(a+h) = f(a) = Ahlly < e[l
[f(a+h) = fla) = Bhlly <ellhlx.
Para todo h € X com 0 < ||h][y < 6 resulta dai que
[Ah = Bhlly = [[Ah + f(a) = fa+h) + f(a+ h) = f(a) = Bhly
< [If(a+n) = fla) = ARlly +[[f(a +h) = f(a) = Bhl|y
< 2= Jhlly
Daf recebemos a desigualdade ||Al|' ||(A — B)h||, < 2¢ para todos os veto-
res h € X com 0 < |[|h||y < d e dai através de re-escalar ainda para todos

os h € X \ {0}. Consideramos agora o supremo sobre todos os h € X \ {0},
entao recebemos

A—B)h
ozhex  [Pllx
para cada um € > 0. Disso segue que ||A — B|| =0 e dai A= B. O

Definigao 2.1.4 (Derivada e diferencial). Sejam X,Y espacos de Ba-
nach, U C X um conjunto aberto e f : U — 'Y uma aplicagcao, diferencidvel
no ponto a € U. Chama-se a aplicacao linear inica A : X —'Y, a qual satis-

faz (213), a derivada de f no ponto a, denotada df(a) == A: X — Y[
Se f € diferencidvel em todo ponto de U, entao chama-se a aplicacao

df :U — L(X,Y), awdf(a)
do diferencial de f.

1 Outras sfmbolos comuns na literatura para a derivada sao Df(a), Dof, dof, Tof,
f'(a). Neste texto usamos geralmente a notagao df (a).
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Lema 2.1.5 (Aplicagoes diferencidveis sao continuas).
Sejam X, Y espagos de Banach, seja U C X um conjunto abertoe f: U —Y
uma aplicacdo, diferencidvel no ponto a € U. Entao f € continuo no ponto a.

Demonstracao. Seja A = df(a) € L(X,Y) e seja e > 0 dado. Escolha § > 0,
tal que vale (2.1.4]) e defina

e 1
p = min 5,—,—} > 0.
{ 2| Al 2
Agora seja h € X com ||hl|y < p < J. Através de (2.1.4) a soma a+h e U
e satisfaz e desigualdade
[f(a+h) = fla)lly <[[f(a+h)— f(a) = Ahlly + [|AR]ly
<cellhllx + Al Il x

<ep+[|Alp
<e.
Com isso o Lema fica provado. O

Exemplo 2.1.6. Sejam X, Y espacos de Banach e seja U C X um conjunto
aberto, entao toda aplicacao constante f : U — Y ¢é diferencidvel em todo
ponto a € U e a derivada é df(a) = 0. O reverso sé vale para conjuntos
abertos conexos (Apéndice e serd provado na Secao

Exemplo 2.1.7. Sejam dados uma matriz A € R™*" e um vetor b € R™.
Eles determinam uma aplicacao afim f : R" — R™ através de

f(z):=Ax+0b  paraxz e R"

Neste caso vale f(a+ h) — f(a) — Ah =0 para todos os a,h € R". Desta
forma f é diferenciavel em todo ponto a € R" e a derivada é

df (a) = A.

Observe que aqui identificamos a matriz A € R™*" com a aplicagao linear
R™ — R™ : £ — A¢ (multiplicagdo de matriz e vetor). Uma tal identificacao
é possivel sempre quando nossos espacos vetoriais X e Y admitem bases
canonicas. Mas vamos também encontrar exemplos nas quais isso nao € o
caso. O principio bésico é que “a derivada € uma aplicagdo linear” (a qual
pode ser identificado frequentemente, mas nao sempre, com uma matriz).

Vale a mesma afirmagao para f(z) := Ax + b, mesmo argumento, no caso de
um operador linear A € L(X,Y) entre espagos de Banach e um vetor b € Y.
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Exemplo 2.1.8. Seja S = ST € R™™ uma matriz simétrica e define a
aplicacao f : R™ — R através de

1 1
f(z) = ExTS:U = 5(35, Sx) para x € R".
Aqui 27 é o vetor linha obtido de x através de transposicio e

<:C> y> = Z Z3Yi
i=1

para x = (z1,...,2,) ER" e y=(y1,...,yn) € R® é o produto interno
padrao no R™. Para a,h € R" vale

1 1
fla+h)— f(a) = E(a +h)'S(a+h) — §aTSa
_ Ly L, L
=50 Sh—|—2h Sa+2h Sh
1
=a’Sh + §hT5’h
e dai, aplicando a desigualdade de Cauchy—Schwarz, segue que

|Fa+h) — f(a) —a”Sh| = |7 SH

1

= —[(h,Sh
1

< 5 IRllISR]
ISTHIA]

< .

< 2L

Afinal dado € > 0, entao
0= 2¢ >0
el

satisfaz a condicao (2.1.4)) com
A:=a"S e R

(visto como aplicagao linear de R™ para R). Por isso a aplicacao f é dife-
renciavel com derivada

df(a) = a’'S

em todos os pontos a € R"™.
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Derivadas direcionais

Ora nés preocupamos com as duas possibilidades adicionais, ja anunciadas
no inicio, de expandir a definicao da diferenciabilidade conhecido do curso
Anélise I para fungoes de vérias variaveis. Trata-se da derivada direcional e
das derivadas parciais.

Defini¢ao 2.1.9 (Derivada direcional). Sejam X,Y espacos de Banach,
seja U C X um conjunto aberto, e sejam dados uma aplicacao f:U —Y e
elementos a € U e £ € X. A derivada direcional de f no ponto a na
direcao & ¢ o limite

def(a) i lim 110 1) = /(@)

t—0 t

€y (2.1.6)

caso exista.

Ora consideramos o caso especial de X = R" e Y = R™ e denotamos a
base canonica de R"™ com eq,...,e, € R", ou seja, o i-ésimo vetor

e;:=(0,...,0,1,0,...,0), i=1,...,n
¢ uma lista de n nimeros dos quais o i-ésimo ¢é 1 e os outros 0.

Definigao 2.1.10 (Derivada parcial). Seja U C R™ um conjunto aberto
e sejam dado uma aplicagao f: U — R™ e um elemento a € U. Diz-se que
e aplicagao f € parcialmente diferenciavel no ponto a, se as derivadas
direcionais

of
@ =
fl@) = 5-(@)
=0, f(a)
A 2.1.7
L flatte) — fo) (2.7
t—0 t
d
= E t:Of(ah"'7ai—17ai+taai+l7"'aan)
existem para i = 1,...,n. Neste caso chama-se os vetores 0;f(a) € R™ as

derivadas parciais de f no ponto a.
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Lema 2.1.11. Sejam X,Y espacos de Banach, seja U C X um conjunto
aberto, e seja f : U — 'Y diferencidvel no ponto a € U. Entdao existe a deri-
vada direcional O¢ f(a) para todo vetor £ € X e é dada através de

O f(a) = df (a)¢. (2.1.8)

Demonstragao. Seja A :=df(a) : X — Y eseja € € X. Para £ = 0 decorre
a existéncia da derivada direcional e também a identidade O f(a) = 0 = A
direto da definigao. Suponhamos entao £ # 0. Basta mostrar a afirmacao

lim L0 =) e (2.1.9)

t—0 t

Entao seja dado e > 0 e seja & := ¢/ ||£]| ;. Portanto existe pela defini¢ao[2.1.1]
um ndmero ¢ > 0, tal que todo vetor h € X com 0 < ||hl|y < 0 satisfaz a
condicao a + h € U e a desigualdade

If(a+h) = f(a) = Ahlly, <&|lAllx -
Ora, scja 6 := 06/ €]l e sejat € R com 0 < [t] <. Entao vale
0 < [[t€]lx = It l1€llx < S l1€llx =9,
edaia+t&eUe
1f(a+1t8) — fla) — tAEL[ly <E[te]lx = lt|e
e através disso segue que

Hf<a+t§t> @)

< e.
Y

Com isso ficam provados (2.1.9) e Lema|2.1.11} veja também o Exemplo[2.3.9,
[l

Lema[2.I.1T]mostra que diferenciabilidade implica a existéncia das deriva-
das direcionais. Obviamente a existéncia das (todas as) derivadas direcionais
implica diferenciabilidade parcial. Igualmente sabemos que diferenciabili-
dade implica continuidade (Lema . Os seguintes exemplos mostram
que nenhuma destas implicacoes pode ser invertido. Também ja sabemos do
curso Analise I que continuidade ainda nao implica diferenciabilidade parcial.
(A fungao continua R™ — R : 2 — ||z|| ndo é diferenciavel no ponto a = 0.)
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Exemplo 2.1.12. Este exemplo mostra que a existéncia das derivadas dire-
cionais nao implica diferenciabilidade. Seja f : R? — R a funcao

2
fly)i= s pan (ny) €B2\{(0,0)}
com f(0,0) := 0. Esta fungao satisfaz a condicao

f@t&,tn) =tf(&n)

para todo ¢ = (£,1) € R? e todo t € R. Daf existem todas as derivadas di-
recionais de f no ponto a =0 € R? e vale 9, f(0) = f(¢) para ¢ € R?. Como

a aplicagio R? = R : ¢ — 9,f(0) = f(¢) nao ¢é linear, pelo Lema [2.1.11] a
funcao f nao pode ser diferenciavel no ponto a = 0.

Exemplo 2.1.13. Este exemplo mostra que a existéncia das derivadas dire-
cionais ainda nao implica continuidade. Seja f : R? — R a funcao

2 2
flx,y) =2 -y

sey#0

com f(z,0) := 0. Esta fungao satisfaz a condigao f(t¢) = tf({), para todos
os ¢ € R? et € R. Consequentemente existem todas as derivadas direcionais
de f no ponto a = 0. Porém vale f(g,&3) =™ +&% > &' para todo € > 0,
e desta forma f é descontinua no ponto a = 0. Entao, conforme Lema [2.1.5
a funcao f nao é diferenciavel no ponto a = 0.

Exemplo 2.1.14. Este exemplo mostra que a diferenciabilidade parcial nao
implica a existéncia das derivadas direcionais. Seja f : R*? — R a funcao

f(z,y) = ——2 para (z,y) € B2\ {(0,0)}

com f(0,0) := 0. Esta funcao satisfaz a condigao

f(t&:tn) = [t|f(&:m)

para todos os ( = (£,n) € R? e t € R. Por isso existe a derivada direci-
onal de f no ponto a =0 € R? na diregao de ( = (£,n) € R? se e somente
se f(&,m) = 0. Mas isso vale para os membros e; = (1,0) e e2 = (0,1) da base
canonica. Consequentemente f é parcialmente diferencidavel no ponto a = 0,
mas nao existem todas as derivadas direcionais de f no ponto a = 0.
Exercicio: A funcgao f é continua.
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A matriz jacobiana

Agora suponhamos que U C R" é um conjunto aberto e f: U — R™ uma
aplicacao, diferencidvel no ponto zo € U. Entao df(xp) : R* — R™ é uma
aplicacao linear. Como sabemos da Algebra Linear uma tal aplicacao é dada
por multiplicacao com uma matriz A € R™*". Isso levanta a questao qual
matriz representa a derivada df (zg) : R" — R™ da nossa fungao e como pode-
mos calcular esta matriz. Para responder esta questao precisamos o seguinte
Lema para X =R"e Yy,...,Y,, =R

Lema 2.1.15. Sejam X,Y1,...,Y,, espacos de Banach, seja U C X um con-
junto aberto, seja

S
f= : U—=Y,x---xY, =Y (2.1.10)
fm

uma aplicagao, e seja xg € U e & € X. Entao vale o sequinte:

(i) A derivada direcional O¢ f(x¢) existe se e somente se as derivadas direci-

onais O¢ f;(xg) existem para j =1,...,m. Neste caso vale
O¢ f1 (o)
Ocf(x0) = : €Yl X - xXY,. (2.1.11)
e fm (20)
(i) A aplicagao f:U —'Y € diferencidvel no ponto xy se e somente se as
funcoes fi,..., fm : U — R sao diferencidvel no ponto xy. Neste caso vale
df1(wo)
df (xo) = : X =Y x---xY,. (2.1.12)
dfm(20)
Demonstragao. Seja |-|; a norma em Yj e aquelaem Y 3y = (y1,...,Ym) €

definido assim ||y||y := w/ZT:ﬂyj‘f‘

Provaremos a parte (i). Para este efeito suponhamos por ora que a deri-
vada direcional de f no ponto xy na direcao £ exista e vamos denotar esta
derivada direcional assim

(3]
a = : = 0cf(x0) €Y1 X -+ X Y.

am
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Entao vale

fi(wo +t§) — f;(x0)
t

< Hf(%ﬂLti)—f(xo) _

Y

para todos os t € R\ {0} e todos os j € {1,...,m}. Como o lado direito
converge para zero pela hipdtese concluimos que

i [ f1 (@0 +1€) — fi(wo) }
t—0 t

=0 para j =1,...,m.

J
Consequentemente existe para todo j a derivada direcional de f; no ponto
e na direcao de £ e vale

fi(wo +t§) — f;(x0)

0¢ fi(xo) = lim ; = a;.
Suponhamos, vice versa, que a derivada direcional a; := ¢ f;(x¢) existe para
todo j =1,...,m e definimos a := (a4, ..., a,) €Y, entdao vale
f(zo + 1) — fzo) _ zm: fj($0+t£)_fj(x0)_a'2
t Y i=1 ¢ ’ j‘

O lado direito converge pela hipotese para zero quando t — 0, e dai segue a
existéncia da derivada direcional O f(zo) = a. Isso prova a parte (i).

Provaremos a parte (ii) com o mesmo argumento. Se f é diferencidvel no
ponto zy com derivada A := df (z¢) : X = Y, e denotamos de A;: X - R a
composicao de A com a projecao de Y para a j-ésima coordenada, entao segue
a diferenciabilidade de f; no ponto zy com derivada dfj(zo) = A4;: X — R
através da desigualdade

| fi(@o + h) = fi(zo) — Ajhl; < If(wo+h) = fwg) = Ably
17l x - 171l x '

Suponhamos, vice versa, que f; é diferencidvel no ponto zy com A; := df;(zo),
e definimos a aplicacao linear A: X — Y como A := (A&, ..., An) para
¢ € X, entao segue a diferenciabilidade de f no ponto z( através de

1o+ B) — Flao) = Ahlly® _ &N [ ilwo +h) = fi(wo) = Ajhl;
Al _Z< ) |

171l
Com isso o Lema [2.1.15] fica provado. ]

j=1
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Lema 2.1.16 (A matriz jacobiana).
Seja U C R™ um conjunto aberto e seja f:U — R™ uma aplicacao com as

coordenadas fi,..., fm as quais sao diferencidvel no ponto xo € U. FEntao a
derivada df (zg) : R™ — R™ ¢é dada por multiplicagio com a matriz
0 o 0
a—ﬁ(l’o) a—ﬁ(%) e %(ﬂﬁo)
(o) §B(w0) -+ §E(x0)
Df(xo) = e R™*" (2.1.13)
dfm Ofm Ofm
ale(xo) a{m (o) -+ aan(ﬁo)

das derivadas parciais.

Demonstracao. Seja eq, ..., e, a base canonica do R", entao para todo vetor
E=> 1" ,&e € R" temos

Af (20)€ = Zé}df (s0)e Z&aelf (20) Z@af (v0) = Df(a0)€.

Aqui segue a primeira identidade da linearidade de df(xg), a segunda do
Lema [2.1.11] a terceira da definicao das derivadas parciais, e a quarta
da parte (i) do Lema [2.1.15 assim como da definigao da matriz D f(xg)

em (2.1.13)). Com isso o Lema [2.1.16| fica provado. m

Definicao 2.1.17. Na situag¢ao do Lema a matriz D f(xg) € R™*™
das derivadas parciais definido pela equacao (2.1.13) chama-se a matriz ja-
cobiana de f no ponto xg € U.

Notamos que o simbolo D f(x¢) da matriz jacobiana foi utilizado com a
finalidade de clareza, para a distincao formal entre a derivada como aplicacao
linear df (zg) : R™ — R™ e a matriz jacobiana das derivadas parciais, ou seja
D f(zg) € R™"™. Como o Lemaﬁca provado agora, esta distin¢ao torna
supérfluo e no seguinte vamos voltar ao nosso simbolo padrao df (zo) para a
derivada, seja como matriz jacobiana ou como aplicagao linear. Com efeito,
geralmente nao serd necessario distinguir na notacao entre uma aplicacao
linear de R™ para R™ e sua matriz representante.
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2.2 Diferenciabilidade continua

Na Secao temos visto que toda fungao diferenciavel é parcialmente dife-
renciavel num subconjunto aberto do R", enquanto o reverso nao vale. Mas
se suponhamos que as derivadas parciais existam em todo ponto de um aberto
e além disso sejam continuas, o seguinte teorema mostra que entao a nossa
funcao também é diferenciavel.

Teorema 2.2.1. Seja U C R™ um subconjunto aberto e seja dado xy € U.
Além disso, seja f: U — R™ uma aplicagdo, parcialmente diferencidvel em
todo ponto de U, e cujas derivadas parciais O;f : U — R™ parai=1,...,n
sao continuas no ponto xqg. Entao f € diferencidvel no ponto xy.

Defini¢ao 2.2.2. (i) Seja U C R"™ um subconjunto aberto. Uma aplica¢ao
f:U — R™ chama-se de continuamente diferenciavel se é parcialmente
diferencidvel e suas derivadas parciais O1f,...,0nf : U — R™ sao continuas.

(ii) Sejam X,Y espagos de Banach e seja U C X um subconjunto aberto.

Uma aplicagao f : U — 'Y chama-se de continuamente diferenciavel se ¢
diferencidvel e seu diferencial df : U — L(X,Y") € uma aplicagdo continua.

Exercicio 2.2.3. No caso de X = R"” e Y = R™ as duas defini¢coes na
Definicao sao equivalente uma a outra.

Demonstracao do Teorema[2.2.1 Segundo o Lema [2.1.15 é suficiente pro-
var o Teorema para m = 1. Ora, seja f: U — R uma funcao parcialmente
diferenciavel cujas derivadas sao todas continuas no ponto x,. Resta mostrar
que f é diferenciavel no ponto xy. Para isso utilizamos a norma euclidiana

|z|| := /2% +---+22  paraz=(z1,...,7,) € R"

e a base canonica eq,...,e, do R™.
Seja e > 0 dado. Como as fungoes 0; f : U — R sao continuas no ponto xg,
existe uma constante & > 0, tal que para todos os h € R" vale o seguinte:

ro+heUe parai=1,...,n,

Seja dado um vetor h = (hy, ..., h,) € R" com 0 < ||h]| < 0. Entao definimos
os vetores x1,...,x, € R" através de

[h]] <0 — (2.2.1)

Tk =9 + hieg + - - - + hieg para k=1,...,n.
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Note-se que aqui os x; sao todos vetores no R", e nao as coordenadas de um
vetor. Satisfazem as equacoes

Ty = Tp_1 + hpep, parak =2,...,n, Tn = To + h. (2.2.2)
Como ||z — xo|| < ||h]] < 9, vale z;, € U segundo ([2.2.1]), dai segundo (2.2.2))

n

flao+h) = flzo) =Y (flar) — flzao)). (2.2.3)

k=1

Do mesmo modo vale |21 + thyer — xo|| < 0 para todos os ¢ € [0, 1] e todos
os k€ {1,...,n}. Segundo (2.2.1)), segue dali xy_1 + thye, € U e

100 f (251 + thier) — O f(w0)| < % (2.2.4)

para todo 0 <t <1etodo k=1,...,n. Para cada um tal k£ definimos uma
funcao ¢y : [0,1] — R através de

Or(t) == fap_1 + ther) para 0 <t < 1.

Dado k € {1,...,n}, existe segundo o Teorema do Valor Médio um t; € (0,1)
com ¢ (tx) = or(1) — ¢x(0). Usando ¢ (0) = f(xk_1) € ¢p(l) = f(xy) vale

POk f (xp—1 + trhier) = @ (tk) = f(xr) — fagp-1)- (2:2.5)
Usando (2.2.3)), (2.2.4), e (2.2.5)) encontraremos que

flwo+h) = flwo) = > hudi f (o)

_ Z< F(ren) — F(ex) — hidef (20))

_ an: hie (O f (w1 + trhrer) — O f (fvo))|
< Z gl 104 (211 + tiuer) — O (o)
<.

Com isto segue a afirmacao do Teorema [2.2.1] através da definicao de dife-
renciabilidade em Defini¢ao [2.1.1} O



2.2. DIFERENCIABILIDADE CONTINUA 51

Para muitos exemplos de fungoes de varias variaveis podemos reduzir a
diferenciabilidade, com a ajuda do Teorema [2.2.1] a diferenciabilidade de
fungoes de uma variavel, conhecido do curso Analise 1.

Exemplo 2.2.4. A fungao f : U := (0,00) x R — R definido por
lay) o= a8 = v

é continuamente diferencidvel, porque segundo resultados da Analise I é par-
cialmente diferenciavel e as suas derivadas parciais sao dadas por

of

-J (:1:, y) — Ylog(a)

ox
g—;}x, y) = 95 log(z) — log(x)a”

R e |
- yﬁl? )

SRS

parax > 0 ey € R. Aquelas fungoes % U —Re 3—5 : U — R sao continuas,
de novo segundo exemplos da Andlise I e um resultado da Analise I qual diz
que a soma, o produto, e o quociente de duas fungoes (em espagos métricos
arbitrarios) também sao continuas. Daqui segue, segundo o Teorema [2.2.1
que nossa funcao f : U — R é continuamente diferenciavel. Segundo o
Lema sua derivada df (z,y) : R — R (como aplicagao linear) é repre-
sentada pela matriz jacobiana df (z,y) = (y2¥~!,log(z)z¥) € R'*? denotada
com o mesmo simbolo df (z,y).

Exemplo 2.2.5. Do mesmo modo ve-se que a aplicacio f : R® — R? definida
por f(z) := (x1+To+T3, T1To+T371+ToT3, T1Tox3) parax = (x1,Te,73) € R3
¢ continuamente diferencidvel. Sua matriz jacobiana no ponto x € R? é

1 1 1
df(x) = | xe+2x3 w3+21 21+ 29
Tol3 31 1T

Isso é um exemplo s6. Segundo o Teorema [2.2.1] e resultados da Anélise I,
toda aplicagao polinomial f : R™ — R™ é continuamente diferenciavel.

O seguinte teorema refere-se a sequéencias de funcoes continuamente dife-
renciaveis e diz que se convergem uniformemente, junto com as suas derivadas
parciais, entao o limite também é continuamente diferenciavel. Aplicacgoes
deste teorema importante encontram-se nas Segoes [2.3] [2.5] e [2.6]
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Teorema 2.2.6 (Convergéncia em C" ao longo compactos (em C. )).
Sejam X,Y espacos de Banacfﬂ e seja U C X aberto. Seja fr:U —Y
uma sequéncia de aplicagoes continuamente diferencidveis, tal que as sequén-
cias de aplicagoes continuas (f)ren € (dfx)ken convergem uniformemente em
qualquer compacto K C U. Considere pontualmente, para x € U, os limites

f(z) == lim fi(x), G(z) := lim dfy(z).
k—o0 k—o0
Entao o limite f : U — R € continuamente diferencidvel e df = G.

Demonstragao. Seja ||-|| . a norma operador em £(X,Y’). Pela hipétese vale
lim sup (@)~ @) =0, Jim sup |G(e) — drs@)l, =0 (22
=00 pe K k=00 ze Kk

ao longo de qualquer subconjunto compacto K C U. Como o limite de
uma sequéncia uniformemente convergente de aplicagoes continuas é continuo
(Analise I), as aplicagoes f : U — Y e G : U — L(X,Y) s@o continuas. Resta
mostrar que a derivada df (x) existe para todo = € U e é igual a G(x). Para
isso escolhemos z € U e ¢ > 0 com B.(z) C U. Seja e € X um vetor unitério.
Pela hipétese a fungao [—¢,e] — R : t — fi(x + te) é continuamente diferen-
cidvel com derivada 4 fi(z + te) = dfy(x + te)e. Dal, segundo (1.7.9)), segue

fr(x +te) — f(x) = /Ot df(z + se)eds (2.2.7)

para todos os k € N e todos os t € [—¢,¢]. Além disso, segundo (1.7.7)), vale

¢ ¢ ¢
/ G(m—i—se)e—/ dfi(z + se)eds|| < / |G (z + se)e — dfp(x + se)e|| ds
0 0 0

<e sup [|G(y) —df(¥)ll - llell
yElr—e,x+e]

para todo t € [—¢,¢] e todo k € N. Segundo ([2.2.6), o lado direito dessa
desigualdade converge a zero para k — 0o, e dai, segundo (2.2.7)), segue

flz+te) — f(z) = /OtG(x + se)eds para —e <t <e. (2.2.8)

Por isso e segundo ((1.7.10)), a fungao [—¢,e] = R : ¢t — f(x + te) é continu-
amente diferencidvel e vale df (z)e = 4|,_o (f(z + te) — f(z)) = G(z)e para
todo vetor unitério e. Segue que df (x) = G. O Teorema é provado. [

2 Temos estabelecido integracio (Lema [1.7.3)) s6 para fungdes continuas no intervalo
com valores em dimensao finita, mas fica valido no caso de valores num espago de Banach.
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2.3 A regra da cadeia

Ora dedicamos-nos as regras bésicas do calculo diferencial, as quais contém
particularmente a regra de Leibniz e a regra da cadeia. Os seguintes sao os
resultados principais desta secao.

Teorema 2.3.1 (Regras do calculo). Sejam X,Y espacos de Banach,
seja U C X aberto, sejaxy € U, esejam f,g: U —Y ea : U — R aplicagoes
as quais sao diferencidveis no mesmo ponto xo. Entdao vale o sequinte.

(i) A soma f+g:U —Y € diferencidvel no ponto xqy e vale a férmula

d(f + g)(x0)§ = df (v0)& + dg(x0)§ (2.3.1)

para todos os € € X.

(ii) O produto af : U — Y € diferencidvel no ponto xy e a sua derivada é
dado pela regra de Leibniz

d(af) ()€ = alxo)df (x0)é + f(zo)da(xy) (2.3.2)

para todos os £ € X.

(iii) Se a(x) # 0 nao se anula em nenhum dos pontos x € U, entao o quoci-
ente fla:=a 'f: U —Y € diferencidvel no ponto xy e vale a férmula

/ _ a(xo)df (20)§ — f(xo)da(x0)§
d (—) (20)€ = a(1o)? (2.3.3)
para todos os £ € X.
Demonstragdao. Veja a pagina [54] UJ

Teorema 2.3.2 (Regra da cadeia). Sejam (X, |-[|x), Y, |Illy), (Z,]ll,)
espacos de Banach, sejam U C X e V CY abertos, seja f:U —V uma
aplicacao, diferencidvel no ponto xo € U, e seja g:V — Z uma aplicagao,
diferencidvel no ponto yo := f(xo) € V. Entao a composi¢io go f :U — Z
¢ diferencidavel no ponto xg e a sua derivada no ponto xy € a composi¢ao das
deriwadas de f e de g, ou seja

d(go f)(xo) = dg(f(zo)) o df (zo) : X — Z. (2.3.4)

Demonstragao. Veja a péagina [57] O
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No caso de X = R" e Y = R a demonstracao do Teorema pode-
se gerir em trés modos diferentes. Primeiro, possa-se transferir a demons-
tracao do teorema correspondente para fungoes de varias varidveis. Segundo,
possa-se sem perda de generalidade supor X = R" e depois, com perda de
generalidade, supor adicionalmente que f e g sao continuas o que é suficiente
para a grande maioria das aplicagoes. Nesta situacao seguem as afirmacoes
do Teorema [2.3.1] imediatamente do Teorema 2.2.1] e das resultados corres-
pondentes na Analise I sobre a soma, o produto, e o quociente de fungoes
de uma variavel real. Particularmente obtém-se entao as férmulas no Teo-
rema da consideragao das fungoes t — f(xo +t&) e t — g(zo +t&). O
terceiro método é reduzir Teorema [2.3.1] a regra da cadeia no Teorema [2.3.2]
e isto é o método o qual vamos usar aqui.

Teorema [2.5.4 = Teorema[2.3.1] (Caso Y =R — fungaoes).
Seja a := ¢g. Lema [2.1.15| diz que a aplicacao F : U — R? definida assim

Fla) = ( /(@) > para z € U

é diferencidvel no ponto xy com derivada dF(xq) : X — R? dada pela férmula

dF (z0)€ = ( j{;gg;g ) para ¢ € X. (2.3.5)

Provaremos parte (i). Segundo o Teorema a funcio h:R* - R
definida assim

hy, z) =y +2
¢ diferencidvel. Segundo (2.1.13) a derivada no ponto (y, z) € R? ¢

dh(y,z)(n,¢) =n+¢
para (1,() € R?. Dai segue, segundo o Teorema [2.3.2] que a fungao
f+g=hoF :U—R

é diferenciavel no ponto xg com derivada

d(f + g)(20)§ = dh(F (x0))dF (10)§
= dh(f(x0), g(x0))(df (z0)€, dg(x0)§)
= df (x0)€ + dg(x0)§

para £ € X.
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Provaremos parte (ii). Segundo o Teorema a fungao h:R? - R
definida assim

h(y, z) = yz
é diferencidvel. Segundo (2.1.13)) a derivada no ponto (y,z) € R? ¢
dh(y, 2)(n,¢) = zn+y¢
para (1, () € R?. Daf segue, segundo o Teorema [2.3.2) que a fungao

fg=hoF :U—R

¢ diferenciavel no ponto xg com derivada

d(fg)(x0)§ = dh(F(x0))dF (x0)§
= dh(f(xo), g(wo))(df (70)E, dg(70)§)
= g(z0)df (x0)§ + f(wo)dg(x0)§
para £ € X.
Provaremos parte (iii). Como g(x) # 0 para todos os = € U, vale a

inclusao

FU)cV:=Rx (R\{0}).
Segundo o Teorema a funcao h : V — R definida assim

)
h ==
(y,2) = >
é diferencidvel. A derivada dh(y, z) : R*> — R no ponto (y,z) € V é
n_y¢
dh /R L}
. 2).0) =1 - S

para (1,¢) € R?, segundo (2.1.13)). Entao, segundo o Teorema[2.3.2, a fungao
f

“=hoF:U—=R
g

é diferenciavel no ponto xy com derivada

/ _ T T
d (E) (20)€ = dh(F(x0))dF (x0)&

= dh(f(z0), 9(x0))(df (0), dg(x0)E)
. g(zo)df (v0)§ — f(x0)dg(w0)§
g(xo)?
para £ € X. Com isso o Teorema fica provado. O
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Demonstragao de Teorema[2.3.1] (Caso geral: X,Y ). Provaremos parte (i).
Sejam ¢ e f diferencidvel no mesmo ponto a := x¢y € U. Denotamos A :=
dg(a) e B := df(a). Dado € > 0, entao existem constantes d,,0; > 0 tal
que , com ¢/2 em vez de ¢, vale para g e para f. Neste caso vale
para a aplicacao g + f, a aplicacdo linear A 4+ B, e as constantes € e § :=
min{d,, d¢}. Isso prova que g + f ¢é diferencidvel no ponto zy € U com
derivada (2.3.1).

Provaremos parte (ii). Sejam o : U — R e f : U — F diferencidvel no
mesmo ponto a := xy € U. Denotamos A := da(a) e B := df(a). Sejac, >0
uma constante de continuidade de o no ponto a. Dado £ > 0, defina

i € S e AfAllB]

co = min {4 AL S f(@ly ), &= min { Sl } .

Por convencao 1/0 = co. Entao existem constantes d,,d¢ > 0 tal que (2.1.4)
vale, respectivamente, para a e €, e para f e €. Seja h € X, tal que

Ca

) €
0 < [lA]lx <6 := min {5“’5f’ W} '

Entao adicionando trés vezes zero encontraremos que
[(ef)(a+h) = (af)(a) — ala) Bh — f(a) Ablly
< [[f(a)lly lala + h) — afa) = Ah| + |a(a + h) — afa) — Ah| || Bh|]y
+ |a(a+h)||[f(a+h) — fla) = Bhlly + [AR[ || Bh]ly

< (é‘a 1F(a)lly +ea Bl x
+er (Jea)] +callhllx) + 1A B ||h|lx) 171l x
<e|lhllx-

Os primeiros trés dos quatro termos da soma sao < €/4 e o dltimo é < /4.
Isso prova que g + f é diferenciavel no ponto xq € U com derivada .

Provaremos parte (iii). Com a ajuda de Exemplo e da parte (ii)
obtemos que 0 = d(1) = d(at) = (do) = + ad(L) e daf d(1) = —da. Segue
desta 1dltima férmula e, primeiramente, de parte (ii) que

d(fé) - édf%—fd <é) - M.

a2

Com isso temos provado parte (iii) e Teorema : O
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Demonstragao do Teorema[2.3.3. Sejam A € L(X,Y) e B € L(Y,Z) as
aplicagoes lineares limitadas

A = df (xg), B :=dg(yo).
Resta mostrar que a composicao
gof:U—2Z2
é diferenciavel no ponto zy € U com derivada
d(go f)(z9) = BA€ L(X,Z).

Para este fim seja ¢ > 0 dado. Como g ¢é diferenciavel no ponto
yo = f(zo) € V com dg(yo) = B, existe uma constante p > 0, tal que

By(yo;Y)={y Y| ly—wly <p} CV (2.3.6)
e tal que todo elemento y € B,(yo; Y) satisfaz a desigualdade

l9(y) — 9(yo) — By — wo)ll; < ST AD 1y — yolly - (2.3.7)

Como f é diferencidvel no ponto xy € U com df (zy) = A, existe uma cons-
tante 0 > 0, tal que

Bs(zg; X) ={z € X| |lz — xo|lx <6} CU (2.3.8)
e tal que todo elemento x € Bs(xo; X) satisfaz a desigualdade
€
1f (@) = fzo) — Alz — w0 ly < 5——5m ll# — ol x - (2.3.9)
YT 2(e+ 1Bl .
Escolhendo aquele 6 > 0 suficientemente pequeno, entao vale
(1+[|A])d < p. (2.3.10)

Ora, fixe x € X com ||z — x¢||y < 6. Entao x € U, segundo (2.3.§)), e através
de (2.3.9) e (2.3.10)) segue com f(zg) = yo a desigualdade

1 () = yolly < \If(2) = f(2o) = Alx = zo)lly + [[A(z = zo)lly

15
< -y + Al ||z —
< (X +[[A) |z = 2ol o
< (1+[|Al)o

< p.
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Dali segue que f(z) € V, segundo (2.3.6)), e que
lg(f(2)) = 9(f(@0)) — BA(z — o)l
< llg(f(2)) = g(yo) — B(f(x) = yo)ll z + |1 B(f(x) = f(z0) — Az — x0))ll,

e llf (=) — wolly
5 1Al IBIII1f(x) = f(xo) — Al — o)y

s(i+—iﬁﬂ—)nx—mmf
2 " 3+ 1B

<ellz —wollx -

Aqui o segundo passo segue de (2.3.7)) e o terceiro passo de (2.3.9) e (2.3.11)).
Com isto segue a afirmagao do Teorema da definicao de diferenciabili-
dade em Definicao [2.1.1 m

IN

Corolario 2.3.3. Sejam U C R™ e V C R™ conjuntos abertos e sejam
f:(fla"wfm):Uévy 9:(91,---,94):V—>R£

aplicacoes continuamente diferencidveis. Entdo go f : U — RY é continua-
mente diferencidavel e vale

gk o f) f 3gk 3fg
8@ Z 8y] 8%( 2

para todo x € U, todoi=1,...,n, etodokzl,...,ﬁ.

(2.3.12)

Demonstracao. Seja e; € R™ o i-ésimo vetor da base canonica. Entao vale

A2 D) ) = atgeo e
— dgi(F () (),
dfi(z)
~ (e @) |
! " dfm(z)e;
- agk af]
=3 NG

Aqui segue a primeira igualdade do Lema|2.1.11] a segunda do Teorema [2.3.2]
a terceira do Lema |2.1.15|e Lema[2.1.16| e a quarta do Lemal2.1.11] Com isto

fica provado a equagao (2.3.12)), e dai segue imediatamente a continuidade
das derivadas parciais de g o f. O]
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A equagao (2.3.12) diz que a matriz jacobiana de g o f no ponto x é o produto
da jacobiana de g no ponto f(x) com a jacobiana de f no ponto z. Esta
equacao também pode ser escrita na abreviatura

Oz " 92, 0y;

= ) 2.3.13
8@- e 83]] 8371 ( )

Aqui y; abrevia f;(x) e z; abrevia gi(y). Esta terminologia é 1til em situagoes

quando entende-se as y; como funcoes das varidveis x1,..., %, € as z; como
funcoes das variaveis vy, .. ., Ym-
Exemplos

Exemplo 2.3.4 (Gradiente). Seja U C R" um conjunto aberto e considere
uma funcao continuamente diferenciavel f: U — R. Entao a derivada de f
no ponto z € U é uma aplicacao linear df(x) : R” — R a qual pode ser re-
presentada através da matriz jacobiana df (z) = (aa—xfl(x), ey %(aj)) € RIxn
(um vetor linha). Frequentemente ¢ 1til escrever a derivada com um vetor
coluna. Isto corresponde a transicao de um funcional linear no R™ a um vetor
do R™. No caso da derivada de f chama-se este vetor o gradiente de f no
ponto x e usa-se o simbolo
o ()
Vi(z):= : : (2.3.14)

)
aa (%)

Esta notagao é especialmente 1til em conexao com o produto interno padrao
(€,m) =1 &ni de dois vetores €, € R™. Neste caso a derivada direcional
de f no ponto x € U na diregao £ € R" é dada pela férmula

=Y e = (Vi@ ¢). 23,15

Ora, seja x : I — U uma C'-curva, entdo a regra da cadeia resulta na férmula

d , —~ Of : :
Cat) = dF0)(0) = 30 25 (w)ie) = (VD). #(1). (2316
i=1
(Aqui o vetor z = (z1,...,x,) tem dois significados! Por um lado = denota
as variaveis independentes no conjunto U C R", por outro lado z denota a
aplicagao I — U : t — x(t) = (x1(¢),...,z,(t)).)
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Exemplo 2.3.5. Seja f: U = (0,00) x R — R a fungao
flz,y) =¥ parar>0ey R
e seja a curva [ = (0,00) = U : t — (x(t),y(t)) dada através de
x(t) =y(t) =t para t > 0.
Entao vale f(xz(t),y(t)) = t' para t > 0 e segundo o Exemplo vale

0 0
8—£(I,y) =y, 8—;(%@ = log(z)x"

para todos os > 0 e y € R. Dali a equacgao (2.3.16)) disponibiliza a férmula

Gt = S0, 0O)0) + 5 (ale) p(0)i0) = (1+ logO)e'. (2:3.17)

Exemplo 2.3.6. Na situacao geral do Exemplo é interessante frequen-
temente considerar as solucoes da equacao diferencial

(t) = =V f(x(t)). (2.3.18)
Para estas solugoes a equagao ([2.3.16)) é da forma

© 1at) = (VF(a(0), #(0)) = ~ IV F ). (2.3.19)

Segundo o teorema do valor médio segue dai que a fungao definida
por I - R:t+— f(x(t)) é descendente monétono. Exercicio: A fungao
I - R:t— f(x(t)) ou é decrescente estritamente mondtona no intervalo [
completo, ou é constante a solugao I — U : t — x(t). Depreende-se disso que
a equacao diferencial nao possui nenhuma solucao periédica nao-
constante.

Exemplo 2.3.7. Uma outra situagao interessante surge no Exemplo
se a funcao f : U — R é constante ao longo de uma curva x : I — U, em
simbolos f(x(t)) = ¢ para todos os t € I e uma constante ¢ € R. Neste caso

segue de a equacao
0= 2 Falt) = (VF(x(t), (1)

Ou seja, o vetor velocidade #(t) fica ortogonal no vetor gradiente de f no
ponto z(t).
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Exemplo 2.3.8. Um outro uso do Exemplo [2.3.4] resulta das equagoes de
Newton
(t) = =VV(z(t)). (2.3.20)

Aqui U C R™ é um conjunto abertoe V' : U — R uma fungao potencial suave.
O gradiente dela é o campo de for¢a e a equacao é o lei de Newton
“For¢a iguale massa vezes aceleragdo” (com massa igual 1). A energia de
uma solugao z : I — U no tempo t é a soma de energia cinética e potencial
e é definido através de

Bt) = % 1#(6) % + V(x(t). (2.3.21)

Segundo a regra da cadeia na forma ([2.3.16)) a derivada temporal da energia é
E(t) = (i(t), &(1)) + (VV (x(1)), &(1)) = (@(1), #(t) + VV (2(1))) = 0.

Portanto a energia é constante ao longo de toda solugao de ([2.3.20)). No caso
especial n = 3 com U = R?\ {0} e

1 T

V(z) = Tl VV(x) = W

obter-se o problema de Kepler.

Exemplo 2.3.9. Também pode-se deduzir o Lema (Ocf = df ) como
caso especial da regra da cadeia. Sejam entao X, Y espacos de Banach, seja
U C X um conjunto aberto, e seja f : U — Y uma aplicagao a qual é
diferencidvel no ponto x € U. Além disso, seja 7 € X dado e seja I C R um
intervalo aberto com 0 € I, tal que

V() =z+tz el

para todos os t € I. Segundo o Exemplo [2.1.7] a aplicacao v : [ — U ¢é dife-
rencidvel com () = ¥ para todos os t € I. Dai, segundo o Teorema a
aplicagao fo~: I — Y ¢ diferenciavel no ponto t = 0 e vale

flz +1t7) = % ~ (fe®) =df(1(0)3(0) = df(x)z. (2.3.22)

Isto é a equacao (2.1.8) no Lema[2.1.11jcom a =z e { = 7.

dt g
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Os seguintes exemplos mostram que, ainda em dimensao finita, possa ser
absolutamente 1til trabalhar com espacos vetoriais gerais, em vez do R".
Assim se desocupar-se da necessidade escolher uma base e, as vezes, também
é 1til usar uma norma diferente da norma euclidiana. Por exemplo as normas
no R™*™ em Exemplo nao sao normas de produtos internos.

Exemplo 2.3.10. Seja A = L(X), onde X é um espago de Banach, por
exemplo A = R™ ™ munido de uma das normas no Exemplo [1.2.6, e seja a
aplicagao g : A .= A x A — A dado através de composicao, ou seja

g(A,B) = AB para A, B € A= L(X).
Caso A = R™": O g é diferencidvel, segundo o Exemplo(2.1.8] e Lema|2.1.15|

Sua derivada dg(A, B) € L(A x .A,Ai no ponto (A, B) € A x A pode ser
3.9

determinada com ajuda do Exemplo [2.3.9] Para (A4, B) € A x A vale

dg(A, B)(A, B) = 4 f(A+tA, B +tB)
dt|,_,
_ 4 (A+tA)(B+tB)
dt|,_,
_ 4 (AB+4(AB+ AB) + 2AB)
dt|,_,
— AB + AB.

Caso geral: O g ¢ diferencidvel e a derivada é da mesma forma (Exercicio).

Exemplo 2.3.11. Para A do Exemplo [2.3.10] a aplicagao ¢y, : A — A com
Pr(A) = A* para A € A = L(X)

é continuamente diferencidvel e a sua derivada d¢y(A) € L(A, A) é
k-1

dop(A)A = ATAA*'T  para A A€ A (2.3.23)
7=0

Demonstragao: Para k£ = 1 a funcdo ¢; = id : A — A satisfaz a afir-
magcao, segundo o Exemplo Se ¢y, satisfaca a afirmacgao para um k € N,
se g : A — A x A seja definido através de 1 (A) := (A, or(A)) para A € A,
eseg:AXx A — A seja a aplicacao do Exemplo [2.3.10, entdo, segundo o
Teorema , a funcao ¢p1 = g o ¢, € continuamente diferencidvel com de-
rivada d¢k+1( )A = dg(1(A))diy(A)A para A, A € A. Dai também segue

a férmula (2.3.23) para k + 1 (Exercicio).
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Séries de poténcias de operadores lineares (por exemplo matrizes)

Seja ag, ai, as, . .. uma sequéncia de nimeros reais, tal que

1
p = > 0. (2.3.24)

~ limsup, ., Jag|"*
Seja X um espago de Banach e A := L(X); veja o Exemplo para
A =R"". Ora, seja U :={A € A| ||A|| < p}, eseja f: U — A a aplicacdo

f(A) = iakAk (2.3.25)

para A € U. Que esta série converge absolutamente para todo A € U foi
provado no Corolario [1.3.11] e que a aplicacao f : U — X definida através

de ([2.3.25)) é continua foi provado no Teorema [1.3.13

Teorema 2.3.12. A aplicagio f:U — A em ([2.3.25)) € continuamente di-
ferencidvel e sua derivada df (A) € L(A, A) no ponto A€ U é

o) k—1
df(A)A:=>"ap Y AAAT para A€ A (2.3.26)
k=1  j=0

Demonstracao. Para ¢ € N seja f, : U — A a aplicagao definida por

¢ ¢
fe(A) = Z apPr(A) = ZakAk para A € U.
k=0 k=0

Segundo Exemplo [2.3.11] e Teorema f¢ é continuamente diferenciavel e

¢ k-1
dfo(A) =) ax®i(A), Dy(A)A = ZA”A‘A’H’J'-
k=1 =0

Para 0 <r < pseja B, ;== {A € A| ||A]| < r}. Entao vale
k-1
~ L bl g o~ S
1@k(A)A <Y [ ATAAT | < k(JAIMH|A < ke A
=0
para A € B,, A € A, e daqui > et Nar®u(A) 2 a) < 2ok klag|r*! < oo
para A € B, segundo (2.3.24]). Com isto segue (da prova) do Teorema |1.3.10
que a sequéncia de aplicacoes df, : U — L(A, A) converge uniformemente ao
longo de todo compacto K C U. Como f,: U — A também converge unifor-

memente para f ao longo de todo compacto K C U, segundo o Teorema [2.2.6
o limite f : U — A é continuamente diferencidavel com derivada (2.3.26)). [
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Exemplo 2.3.13. Segundo o Teorema [2.3.12| a aplicagao exponencial

exp: A— A, exp(A) = Z R (2.3.27)
k=0

onde A = L(X), por exemplo A = R™" ¢é continuamente diferenciavel e a
derivada ¢ dada através da féormula

AT AART (2.3.28)

para A, A € A. Particularmente vale
dexp(0)A=A

para todos os A € A. Vamos ver em Coroldrio m que a aplicacao expo-
nencial é suave. As derivadas superiores serao introduzidas na Secao [2.5]

Exemplo 2.3.14. Seja de novo A = £(X), onde X é um espaco de Banach,
e seja GL(X) := G a subdlgebra dos elementos invertiveis (veja o Exem-
plo[1.4.2). Entao a aplicacao

Inv : GL(X) — GL(X), Inv(A) := A! (2.3.29)
é continuamente diferenciavel com derivada
dlnv(A)A = —A71AA™! (2.3.30)

para todos os A € GL(n,R) e A € A. Demonstragao: Para A € GL X)e
A€ A com [|A]|||A7Y| < 1 vale, segundo a parte (ii) do Teorema [1.4.1} que

[e.e]

A+ AcGL(X), (A+A)1=A"1Y"(—44a

k=0

Ou seja, Inv(A+A) = AL f(AA™) = Lo foR(A) para ||A|| < ||[A~!|| "}, onde
as aplicagoes lineares L, R : A — A sdo definidas através de L(Z) := A~'Z
e R(A) = AA™! e a aplicacio f:{Y € A| |Y] <1} = A através de
fY) =37 (=Y)*. Segundo o Teorema a aplicagdo f é continua-
mente diferencidvel com df (O)? = —Y para Y € A. Com isso a afirmacio
segue da regra da cadeia no Teorema [2.3.2] para a aplicacao Lo f o R.
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2.4 O Teorema da Barreira

Suponhamos nesta secao que X e Y sao espagos de Banachﬂ Para os opera-
dores lineares A € L£(X,Y") utilizamos sempre a norma operador

| Az||
| Al := ||A||£(X,Y) = -

0#£zeX ||x||X ‘

(Veja a Segao|1.2]) Pode-se ver o teorema da barreira como uma extensao do
teorema do valor médio para aplicagoes diferenciaveis entre espagos vetoriais
normados de dimensao finita.

Teorema 2.4.1 (Teorema da Barreira). Seja U C X abertoe f: U =Y
uma aplicagao continuamente diferenciavel.

(i) Seja K C U um subconjunto compacto convexo, entao vale

[ f(xo) — f@)lly < cerllvo — 2l x (2.4.1)

para todos os xg,x1 € K e com a constante cx = sup, ¢ ||df (z)]].
(ii) Seja K C U um subconjunto compacto. Entao existe um ¢ > 0, tal que

||f($0) _f(II)HY S C||$O_x1HX (242)
para todos 0s xg,x1 € K.
Demonstragdao. Veja pagina [66] O

A demonstracao do Teorema precisa a definicao da integral de uma
funcao continua num intervalo compacto com valores num espaco de Ba-
nach X. Suponha dim X = n < oco. Entao no caso de X = R" a ideia ¢
definir a integral simplesmente coordenada por coordenada, ou seja, a in-
tegral de uma fungao continua = = (z1,...,x,) : [a,b] — R™ é o vetor cuja
i-6sima coordenada é dada pela integral da funcado z; : [a,b] — R. Se nosso
espago vetorial de dimensao n ainda nao seja munido de uma base, entao
pode-se para esta definicao simplesmente escolher uma base primeiramente.
Mas entao deve-se mostrar que tal definicao nao depende da escolha da base.
Uma outra possibilidade para a definicao da integral de uma funcao com
valores num espaco de Banach qualquer seria construir-la de novo através
da convergéncia das somas de Riemann. Quer-se usar (em dimensao finita)
ambos métodos, entao deve-se mostrar que ambos lidam ao mesmo resultado.
Isso nao ¢ dificil e ja foi provado em Lema |1.7.1]

3 Temos estabelecido integracio (Lema [1.7.3]) sé para fungdes continuas no intervalo
com valores em dimensao finita, mas fica valido no caso de valores num espago de Banach.



66 CAPITULO 2. APLICACOES DIFERENCIAVEIS

Demonstragao do Teorema[2.4.1 Provaremos parte (i). Seja ora K C U um
subconjunto compacto convexo e seja ¢k := sup,cx ||df (z)||. Entdo cx < 0o
como K é compacto. Sejam xg,x; € K. Entao xg + t(z; — z9) € K, como K
é convexo. Definimos agora a funcao y : [0,1] — Y através de

y(t) == f(xo + t(x1 — x0)) para 0 <t < 1.

Esta fungao é continuamente diferenciavel segundo o Teorema com de-
rivada

y(t) = df (xo + t(z1 — x0)) (@1 — o).

Segue dai

19Dy < lldf (o + t(z1 — zo))|[ 121 = zollx < ex llzr —wollx - (2.4.3)

Além disso segue dali, segundo a parte (v) do Lema [1.7.3] a equagao

f@ﬁ—ﬂ%%zwﬂ—mm:[:mww

Dali segue em contrapartida, segundo a parte (iii) do Lema a desigual-
dade

1
IV@O—ﬂ%WYSAIwwmwﬁS%Wm—wﬂx

Aqui o ultimo passo segue de e com isso a parte (i) fica provada.
Provaremos parte (ii) com um argumento indireto. Seja entdo K C U
um subconjunto compacto tal que nao vale a afirmacao da parte (ii).
Entao existem duas sequéncias (ag)ken € (bg)reny com

I\ flar) — f(o)lly > K llax — bill para todos os k € N. (2.4.4)

Como K é compacto podemos supor, através de escolher uma subsequéncia
adequada, que os limites

a:= lim ay, b:= lim b (2.4.5)

k—o0 k—o0

existam. Estes limites sdo necessariamente em K e — como veremos — coin-
cidem.
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Para isso consideramos a diferenca ay — by. Segundo ([2.4.4)) vale

lax = bi|lx < k||f(ak) f(o)lly
< (U@l + 1 Go)ly)

< 2o @y

N)

Como K é compacto, temos que

sup || f(z)]] < oo
rzeK

e dal
la = bl = Jim flag — gl = 0.

Portanto vale
a=be K. (2.4.6)

Ora, no caso de dim X < oo escolhemos um ¢ > 0, tal que
B:={zeX||z—al|y<e}CU.

No caso de um espaco Banach X qualquer, seja B o fecho do envelope convexo
de K. Entao em todo caso B é um subconjunto compacto de U. Dali

cp = sup [[df (z)]| < o
zeB

e, segundo a parte (i), vale

| f(z) = f@)]ly <epllx—2'|x para todos z,2’ € B. (2.4.7)

Segundo ([2.4.5) e (2.4.6) existe uma constante ky € N tal que ay, b, € B
para todos os k € N com k > kg. Segue dai, segundo (2.4.4) e (2.4.7), a
desigualdade

Ellar — bellx < If(aw) — f(b)lly < cllar — bl

para todo numero inteiro k > ko Para k > max{ko,cp} isto ¢ uma con-
tradigdo. Com isso o Teorema [2.4.1] fica provado. O
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Com a ajuda do Teorema da Barreira estamos agora na posicao de provar
o reverso da observacao que funcoes constantes tém derivada nula. Precisa-
mos para isso o conceito de um espago conexo em Apéndice [B]

Teorema 2.4.2. Seja U C X um subconjunto aberto, conexo, nao-vazio e
seja [ : U =Y uma aplicagao diferenciavel cuja derivada df (x) = 0 anula-se
em todo ponto x € U. Entao [ € constante.

Demonstra¢ao. Se U é convexo, entao a afirmagao segue diretamente da de-
sigualdade no Teorema com cx = 0. No caso geral nosso argu-
mento é o seguinte.

Seja g € U e yo:= f(xo). Resta mostrar que f(x) =1y, para todos
os x € U. Para isso definimos o conjunto

A={zeU|f(z)=1yo}.
Este conjunto obviamente nao é vazio, porque xy € um elemento de A. Além
disso f é continua segundo o Lema , edali A = f~!(yp) é um subconjunto
U-fechado de U. Em outras palavras, A é fechado com respeito a topologia
relativa de U (veja o Lema [B.1.2)).
Provaremos agora que A é um subconjunto aberto de U. Ora, seja x € A.
Como U é aberto existe uma constante € > 0 tal que

B.(z)={2' € X| |z —2'| <e} CU.
Se 2/ € B.(x), entdao x + t(2' —x) € B.(x) C U para todo t € [0,1]. Segue
dai, segundo a parte (v) do Lema [1.7.3] a equagao

f(@) —yo = f(2') — f()
Ly /
:/0 o+t — o)) dt

_ /0 df(z + t(z' — ))(2' — z) dt
=0.

Aqui o primeiro passo segue da hipotese x € A, o segundo passo da diferenci-
abilidade da composic¢ao [0,1] = Y : ¢t — f(z + t(2’ — z)) no Teorema
assim como da parte (v) do Lema , o terceiro passo da férmula para a
derivada no Teorema [2.3.2] e o ultimo passo do fato que a derivada de f se
anula pela hipdtese. Assim temos mostrado B.(z) C A. Entdao A é um sub-
conjunto nao-vazio de U, tanto aberto como fechado com respeito a topologia
relativa de U. Como U é conexo, vale A = U, o que prova Teorema[2.4.2] [
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2.5 Derivadas superiores

Seja U C R™ um subconjunto aberto e seja f : U — R™ uma aplicagao, par-
cialmente diferencidvel em todo U.
Entao as derivadas parciais
0 .
Gif:aa];:U—)Rm, i1=1,...,n,
(2

mesmas sao aplicacoes de U para R™ e podemos considerar o caso que eles sao
de novo parcialmente diferencidvel. Para isso lembramos a definicao da deri-
vada parcial com respeito a i-ésima varidvel x;. Num ponto x = (x1,...,z,)
de U ela é dada através de

f(l’l, ey i1, T4 + t, Litly- - - ,l’n)
t=0

dt
onde e; € R™ é o i-ésima vetor unitario padrao. Ou seja, recebe-se a i-ésima
derivada parcial no ponto x no modo que fixa-se as coordenadas x; com j # ¢
e diferencia-se no ponto x; a funcao de uma variavel real surgindo dai.

Definicao 2.5.1. Uma aplicagao f:U — R™ definida num subconjunto
aberto U C R™ chama-se de duas vezes parcialmente diferenciavel se
ela € parcialmente diferencidvel e as suas deriwadas parciais 0;f : U — R™
também sao parcialmente diferencidvel para j=1,...,n. Se uma tal
aplicacao f:U — R™ € duas vezes parcialmente diferencidvel, entdao
para i,j =1,...,n as aplicagoes 0;0;f : U — R™, definidas através de
2
0L
o of
= axlﬁ_xj(x) (2.5.1)
d of

== (21, T, T T, X))

dt =0 alL‘j

para x € U, sdo chamadas das segundas derivadas parciais de f.

@@f(.r) =
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Desta definicao surge naturalmente a questao de qual efeito para as de-
rivadas parciais tem uma permutacao da ordem delas. Consideramos um
exemplo.

Exemplo 2.5.2. Seja f: R? — R a funcao definida através de f(0,0) =0 e

$3y _ l‘y3

flz,y) = e

para x2 + y? # 0. Esta funcao é parcialmente diferencidvel. As suas deriva-
das parciais anulam-se no ponto x = y = 0, e sao dadas através de

of (3z%y — ) (2® + y?) — 2a(a®y — xy?)

%(%,y): (ZL’2—|—y2)2
3aty + 322y — 2%y — P — 22ty + 2223
(22 + y2)2

B oty + 422y — b

- (:1:2 +y2)2
af x® — 4x3y? — xyt
—(I7y) - 2 2\2
dy (22 +y?)

para 22 + y? # 0. A segunda férmula segue da primeira através de tro-
car x e y. As derivadas parciais df/0z e 0f /0y sao continuas (também no
ponto z =y =0), e dai f é continuamente diferencidvel. Particularmente
vale que

of
ox

of
ox

0,9) =-y, —-(2,0)=u, g(O,y) =0.

(,0) =0, 5

Segue dali que f é (também no ponto x =y = 0) duas vezes parcialmente
diferencidavel com

0% f
O0x0x

0 f
Oyox

0 f
0x 0y

(0,0) =1, az—f(o,()) = 0.

(07 0) =0,

As segundas derivadas parciais mistas nao coincidem portanto no ponto
origem x =y =0. Além disso calcular as segundas derivadas parciais
em R?\ {(0,0)} mostra que elas nao sdo continuas no ponto = =1y =10
(Exercicio).
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O seguinte Teorema de Hermann Amandus Schwarzﬁ mostra que a assi-
metria das segundas derivadas parciais mistas no exemplo [2.5.2] ¢ um caso
especial, nao pode surgir se as segundas derivadas parciais nao s6 existem
em todo lado, mas também sao continuas.

Teorema 2.5.3 (Schwarz). Seja U C R"™ um aberto e seja f : U — R™ uma
aplicacao parcialmente diferencidavel, seja dado um ponto xo € U e indices
i,j € {1,...,n} com i # j. Suponhamos que Of/Ox;: U — R™ € parcial-
mente diferencidvel com respeito a variavel x; em todo o ponto de U, e que
a aplicacao

0 0
—f U — R™
6@ 8xj
¢ continua no ponto xo. Entdao a aplicagio Of /0x; : U — R™ € parcialmente
diferencidvel com respeito a varidvel x; no ponto xy e vale

8xj 8@ 0/ (9@ al‘j 0/

Demonstra¢ao. Segundo o Lema [2.1.15|¢é suficiente considerar o caso m = 1.
Além disso as afirmacoes do teorema sé afetam a restricao da aplicagao f
no subconjunto de U no qual todas as varidveis, menos z; e x;, sao fixadas.
Por isso, também ¢é suficiente considerar o caso n = 2. Entao suponhamos
do inicio que U C R? é um conjunto aberto e usamos a notagao (z,y) para
as variaveis em U. Mesmo suponhamos que f : U — R é uma func¢ao parci-
almente diferenciavel, que existe a segunda derivada parcial

o0 f 1 /0f af
= lim — [ = h,y) — = 2.5.2
awy(az,y) lim (ay(ﬂﬂr Y) ay(w;)) (2.5.2)
para todos os (z,y) € U, e que a fungao % : U — R é continua no ponto
(x0,y0) € U. O valor neste ponto denotamos de
92
ag = (‘):p—gy(%’yo)‘ (2.5.3)
Resta mostrar a equacao
. 1 /0 0
]llli% E (a—£($0,y0 + h) - 8—£<I0, y())) = Qy. (254)

4 Hermann Amandus Schwarz foi um aluno de Ernst Eduard Kummer e Karl Weiers-
traf3. Ele foi Professor na ETH Ziirich desde 1869 até 1875 e no ano 1914 foi atribuido-lé
a grandeza de doutor honores causa da ETH Ziirich.
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Seja ¢ > 0 dado. Como a fungao 9*f/0xdy : U — R é continua no
ponto (zo,yo) e la tem valor ag, existe uma constante § > 0, tal que para
todos os (z,y) € R" vale a seguinte afirmagao:

Pr
0y

|z — zo] < 6,

< €. 2.5.5
ly = gl < 0 (2:5.5)

= (xay>€Ue (x,y)—ao

Com esta escolha de § vamos provar em trés passo que todo y € R, tal que
0 < |y — yo| < d satisfaz a desigualdade

of of

8_95(%’ y) — %(1’07?/0) —ao(y — )| < ely —wol.- (2.5.6)

Como ¢ > 0 foi qualquer, assim fica provada a equagao desejada ([2.5.4)).

Passo 1. Para todos os x,y € R com 0 < |v —zo| <0 e |y — yo| < 0 vale

0 0
'a_i(%y) - a—Jyt(iﬂo,y) —ap(x — x9)| < €|z — 0] (2.5.7)
Fixamos dois nimeros reais x,y com
0<|z—z0] <0, ly — yo| < 0.

Suponhamos para ja que xy < = < xo + 0. Entdo, segundo (2.5.5)), (§,y) € U
para todo £ € [xg, z]. Pela hipétese é diferenciavel em todo o ponto a fungao

[l’o,l’] —-R: f — %(57?4)

Sua derivada no ponto £ € [xg, x| é o nimero 9%f/0xdy(€,y). Segundo o
Teorema do Valor Médio existe entao um numero zy < £ < x com

o2 f  Fry) = G(zo,y)

&)

0x0y B T — T

Ora pegamos a diferenga com ay e pegamos o médulo. Com |£ — zg| < §
e |y — xo| < I segue entdo, segundo (2.5.5)), a desigualdade desejada .
No caso de = < xy argumenta-se igualmente com a mesma fungao no inter-
valo [z, xy]. Com isso o Passo 1 fica provado.
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Passo 2. Para todos os x,y € R com0 < |z —x¢| <0 e0 < |y — yo| < 0 vale

f(x,y) — f(mo,y) — f(l',yo) + f(l‘o,yo)

—ag| < €. (2.5.8)
(z —20)(y — o)
Fixamos dois ntimeros reais x, y com
0 < |z — x| <9, 0<l|y—uyol <.

Suponhamos para ja que yo < y < yo + d. Entao, segundo (2.5.5)), (z,n) € U
para todo n € [yo,y| e definimos g : [yo,y] — R através de

g(n) = f(z,n) — f(xo,n)  parayo <n<y.

Esta funcgao ¢ diferenciavel pela hipdtese. Segundo o Teorema do Valor Médio
existe entao um nimero yy < n < y com

9(y) — 9(yo)
gn)=="—">"".
Y=Y
Segundo a definicao de g pode-se escrever esta equagao na forma
of of ~ fz,y) = f(zo,y) — f(z,90) + f(20, w0)
a—(%m - 6_(%’77) = :
Y Y Y—"%Y
Ora dividimos por  — x(, pegamos a diferenca com ag, e pegamos o mddulo.
Com 0 < |z — xo| < § e |n— yo| < 0 segue entdo, segundo ([2.5.7)) no Passo 1,
a desigualdade desejada (2.5.8]). No caso de y < yo argumenta-se igualmente
usando a mesma fungao g no intervalo [y, yo|. Com isso o Passo 2 fica provado.

Passo 3. Todo y € R com 0 < |y — yo| < 0 satisfaz (2.5.6)).

Fixamos um nimero real y com 0 < |y — yo| < & e escrevemos a desigual-

dade no Passo 2 na forma
f(z,y) = f(zo,y) _ f(z,90) — f(@0, Y0)

r — g r — X

—ao(y —yo)| < €ly — vol

para todos os € R com 0 < |z — x9| < . Com a transigao ao limite x — x
recebe-se dai a desigualdade desejada

o 0
21 (r0,) = 2L (0,10) — aoly — )

<cely—yol.

Com isso o Passo 3 e o Teorema ficam provados. ]
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Definicao 2.5.4. Sejam ¢,m,n € N e seja U C R"™ um subconjunto aberto.

(i) Chama-se uma aplicacao f: U — R™ de duas vezes continuamente
diferenciavel se ¢ continuamente diferencidavel e as suas derivada parciais

of:U—R™, 1=1,...,n,

sao continuamente diferencidveis.

(ii) Chama-se uma aplicagio f:U — R™ de £-vezes continuamente di-
ferenciavel, se ¢ continuamente diferencidvel e as suas derivada parciais

of :U—R™, i=1,...,n,

sao (¢ — 1)-vezes continuamente diferencidvel.

(iii) O conjunto das aplicagoes de U para R™ as quais sao (-vezes continua-
mente diferencidveis denotamos de

CHU,R™) ;= {f : U — R™| f ¢ l-vezes continuamente diferencidvel} .

Os elementos de C*(U,R™) também sdao chamados de aplicagao C*.

(vi) Sejam X,Y espacos de Banach e V. C X um subconjunto aberto.
Chama-se uma aplicacio f:V —Y de £-vezes continuamente diferen-
ciavel, ou uma aplicacao C*, se f ¢é diferencidvel em todo ponto x €V e
o seu diferencial df : V. — L(X,Y) é (¢ — 1)-vezes diferencidvel. (Veja a
Definicao para o caso £ =1.) Definimos

d*f :=d(df): V — L(X,L(X,Y))

e no caso de { > 2 definimos indutivamente d*f := d(d*=*f). Chamamos f
de suave ou da classe C°, se f é (-vezes continuamente diferencidavel para
todo ¢ € N. Denota-se de C*(V,Y) o conjunto dos C* aplicacées f : V — Y.

Definigao 2.5.5 (Derivadas parciais superiores). Sejam ¢(,m,n € N,
seja U C R™ um subconjunto aberto, e seja f: U — R™ uma aplicacio C*.
Para iy, ... i, € {1,...,n} a derivada parcial

o' f m
—axil---ﬁxu U —- R

da ordem / ¢ definido indutivamente através de

aéf o i aéflf
8Iilal‘i2 s 8ZL‘Z'Z o af[]il (91‘,‘2 s 8Iiz ’
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Comentdrio 2.5.6 (Aplicagdes da classe C*?). Segundo a Definigao[2.5.4]
e a Defini¢ao [2.5.5, uma aplicagao f : U — R™ é (-vezes continuamente dife-
renciavel se e somente se todas suas derivadas parciais até a ordem { existem
e sao continuas. Isto significa que para toda sequéncia de indices iy, ...,4; €
{1,...,n} (de comprimento ¢), primeiro a derivada parcial 0f/0x;, existe em
todo lugar e é continua, segundo ela é de novo parcialmente diferenciavel com
respeito x;, , e a segunda derivada parcial 0*f/ Ox;, ,Ox; resultando dai é
continua, terceiro entao ela é parcialmente diferenciavel com respeito z;, , e
a terceira derivada 9 f/ 0x;, ,0x;, ,Ox; resultando dai é continua, ... patati-
patatd ...até 8*f/0x;, - - Oz;, da ordem £ a qual também é continua.

Comentario 2.5.7 (Multi-indices). Como, segundo o Teorema , a
colocacio das derivadas parciais de uma aplicacao C* nao afeta o resultado,
faz sentido introduzir uma notacao simplificada a qual atende repeticoes entre
os indices 7y, ..., 17,. Como sé depende de quantas vezes aparece um indice ¢ €
{1,...,n} numa tal sequéncia de indices, associamos com qualquer tal indice
uma frequéncia oy;. Esta frequéncia é um elemento do conjunto dos niimeros
naturais estendidos

No:=Nu{0} ={0,1,2,3,...}.
Assim recebemos um multi-indice
a=(a,a,...,0,) € N{.
A ordem de um tal multi-indice é o niimero
la| == a1 +az+ -+ a, € Ny.

Para f € C1*I(U,R™) a derivada parcial 0°f : U — R™ é definida através da
féormula

|al |al
0O‘f::af:: — aaf
Ox“ 0x{'0x5? - - - Qxon (2.5.9)
olel s

- Oxy -+ 0x10Ty -+ Oxg -+ Oxpy -+ Oy

Na tultima expressao aparece o termo Ox; exatamente «;-vezes, onde «;
também pode-se anular. Por definicao 99 f := f.
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Definigao 2.5.8 (Aplicagoes suaves). Sejam m,n € N e seja U C R™ um
conjunto aberto. Uma aplicagao f: U — R™ € chamada de suave se é conti-
nuamente diferencidvel quaisquer vezes, ou seja, se ela pertence ao conjunto
CY(U,R™), e assim ¢ (-vezes continuamente diferencidvel, para todo ¢ € N.
Uma aplicacio suave f:U — R™ também €é chamada de aplicagao C*°.
Denotamos de

CO(UR™) = {f: U —=R"|f é suave} = [ | C"(U,R™)
feN

o conjunto das aplicacoes suaves de U para R™.
O seguinte teorema resume propriedades importantes de aplicacdes C*.

Teorema 2.5.9. Seja ¢ € N U {oc}, sejam X,Y,Z espagos de Banach, e
sejam U C X eV C Y abertos. Entao vale o sequinte.

(i) Uma aplicagio f = (fi,..., fm) : U = Y™ (com m € N) é C* se e
somente se fi : U =Y € uma funcdo C* para todo i € {1,...,m}.

(ii) Se f,g € CHU,Y), entdao f +g € CHU,Y).

(iii) Se f € CY(U,Y) e a € CY(U,R), entio af € CY(U,Y).

(iv) Se f € CHU,Y) e a € CHU,R\ {0}), entao f/a :=a 1 f € CYU,Y).
(v) Se f:U—=V eg:V — Z sao duas aplicagoes C*, entio a composi¢io
go f:U — Z também é uma aplicacio C*.

(vi) Se U C X € aberto e f,: U —Y € uma sequéncia de funcoes C*, tal
que a sequéncia de funcoes (d*f,)ren converge uniformemente para toda or-
dem k € {0,...,¢} em todo compacto K C U, entio f :=limy_00 f, : U = R
¢ uma fungdo C* e vale d* f = limy,_,oo d*f, para todo k € {0,. .., (}.

Demonstragao. Provaremos parte (i) com inducdo. Para ¢ = 1 a afirmagao
segue da parte (ii) do Lema a qual garante que df = (dfy,...,dfm)
junto com o fato que df é continua se e somente se cada uma componente
6. Se £ >2 e vale a parte (i) para aplicacoes C*~!, entdo concluimos dai
que df : U — Y™ é uma aplicacao C*~! se e somente se dfy,...,dfn : U =Y
sao aplicagoes C*~1. Com isso a parte (i) segue através de indugao sobre /.
Parte (ii) segue da parte (i) do Teorema através de indugao sobre £
usando que d(f + g) = df + dg. Igualmente funciona a prova da parte (iii)
usando a parte (ii), e do Teorema2.3.1)a regra de Leibniz d(af) = adf + fdo.
Igualmente prova-se (iv) através de indugao sobre ¢ usando as partes (ii)
e (iii) j& provadas e a férmula d(f/a) = (adf — fda)/a? em Teorema [2.3.1]
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O argumento de indugao para a prova de parte (v) usa a regra da cadeia

d(go f) =dg(f) o df do Teorema[2.3.2]
Parte (vi) segue através de indugao do Teorema [2.2.6] O

Exercicio 2.5.10. Quais féormulas para produtos e composigoes resultam
das regras de Leibniz e da cadeia para as derivadas parciais superiores?

Exemplo 2.5.11. Todo multi-indice o = (avq,. .., ) € Nj determina uma
fungao suave f, : R" — R, definida através de

fal@) = 2% = afiage -l
para ¢ = (z1,...,x,) € R". Para as derivadas parciais de f, com respeito
a x; recebemos as férmulas usuais
afoé a1—1
——(x) = gzt e aln
81’1 ( ) 141 2 n
0 fa 2
() = oy (g — D) "ag? - aom
o3 "
651 fa 5
W(x) =aj(og —1)--- (o — B+ a7 ag? - ape
1
_ ! a1—PB1 a2 an
= mxl '1'/‘2 PRI l’n

para 0 < 1 < ay. Para as derivadas parciais com respeito as outras variaveis
recebe-se obviamente as mesmas féormulas. Finalmente resulta dai com

al:=ap! - as! - ay!

a equagcao

5 . al o
0 fa(l'> = ml’ (2510)
para todo multi-indice 5 = (f1,...,0,) € Ny com 3; < o parai=1,...,n.
Se do outro lado 8 € Njj é um multi-indice com ; > «; para um %, entao
0% f., = 0. Particularmente segue daif a férmula

caso = «a,

0° £.(0) :{ 8"!’ caso 8 % o (2.5.11)

para as derivadas parciais de f, no ponto z = 0.
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2.6 A série de Taylor

Para multi-indices a = (o, ..., a,) € Nj e vetores x = (z1,...,2,) € R" te-
mos visto em Comentério e em Exemplo [2.5.11] como ¢ 1til introduzir
as abreviacoes

o] i=a1 +as+ -+ ay

al:=a!l-ag! -y, (2.6.1)
=ty aor.
Aqui usamos no caso de a; = 0 as convencoes usuais 0! := 1 e s° ;= 1 para

qualquer ntimero real s. Ora, seja dada uma aplicacao
Ny = R™:a— a,

a qual associa com todo multi-indice o € Nj um vetor a, € R™, tal que s6
um nuamero finito dos a, sao nao-nulos. Neste caso a férmula

fl@) =) an", (2.6.2)
a€eNy

para x € R", define uma aplicacao suave f : R" — R™, porque trata-se de
uma soma finita e cada um somando é uma aplicacao suave. Toda aplicagao
desta forma chama-se de polinémio. A equagao (2.5.10) no Exemplo
mostra que as derivadas parciais do polinomio sao dadas através de

D fa)="Y (a%!ﬁ)!aag;a—ﬁ (2.6.3)

;>

para x € R" e 8 € Njj, onde a soma corre sobre todos os multi-indices o € N

com «y; > [; para todo ¢ =1,...,n. Se valorizamos a equacao (2.6.3) na
origem x = () encontraremos o coeficiente
97 f(0)
ag = al (2.6.4)

para todo 8 € Nj. Assim pode-se recuperar os coeficientes do polinémio f
das derivadas parciais no ponto x = 0. Como a aplicagdo x +— f(xg+ x)
também é um polindmio, recebemos a equacao

flo)y=">" M(z — 10)" (2.6.5)

|
aeNY o
0

para todo polinomio f e todos os x,x¢g € R™. Isso lida a seguinte defini¢ao.
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Definicao 2.6.1 (Polinémio de Taylor). Seja U C R™ um subconjunto
aberto, seja vo € U, e seja f € C*(U,R™) com { € Ng. O polinémio de
Taylor da ordem ¢ de f no ponto xy € o polinomio Tfof : R” - R™
definido para x € R™ através de

(T 1w = 0 I e 260

o<t

Entende-se a soma em (2.6.6) a todos os multi-indices o € Nij com |ar| < ¢.

Se f é um polinomio, entao a equacao (2.6.5)) mostra que f coincide com
todos seus polinomios de Taylor da ordem correspondente. Geralmente isto
nao é o caso. Porém o polinomio de Taylor da ordem ¢ de uma funcao f
no ponto zy € — num sentido ainda a ser descrito — a melhor aprorimacao
de f perto de xy. Para isto é util encontrar uma férmula adequada para a
diferenca entre uma fungao e o seu polinomio de Taylor.

Teorema 2.6.2 (O termo restante no desenvolvimento de Taylor).
Seja U C R™ um subconjunto aberto e seja f € C**H(U,R™) com { € Ny.
Sex, £ € R" comx+t£ €U para 0 <t <1, entao vale

0 f(x) /1 ¢ O f(x + t€)
— — = = (+1)(1—t ———2%dt. (2.6.7
fate) =3 —g=¢0 = | (D=0 D === dt. (2.67)
la|<t |af=¢+1
Demonstracao. Veja a pagina |83 O]
Corolério 2.6.3. Seja f € C**'(U,R™) como no Teorema exyeU.
Escolha um nimero r > 0 com B,(z9) C U, e defina

llo* fl)lI

Coyr = sSup Z ' (2.6.8)
2€Br(20) |o|=¢+1 a

Entao todo elemento x € ET(LE()) satisfaz a desigualdade

1f(2) = (T P)(@)|| < ot llz — ol (2.6.9)
Demonstracao. Segundo o Teorema 2.6.2| e Lema [1.7.3] vale
0%f(xo + t& o
1) - @@l < [ oo Y 1RO e 4
|a|=0+1 ’

1
s/wﬂm—ﬁmwmwzwwwﬂ
0

Aqui temos usado a desigualdade |€2] < ||| O
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Para a estimativa (2.6.9) em Corolério é de significancia que a

aplicacao f é (£ 4 1)-vezes continuamente diferencidvel. Se f s6 seja (-vezes
continuamente diferenciavel, entao recebe-se uma estimativa mais fraca para
a propriedade de aproximacao do polinomio de Taylor. Mas esta estima-
tiva ainda é suficiente para caracterizar o polinomio de Taylor unicamente

(Comentario [2.6.7)).
Corolario 2.6.4. Sejam f € C*(U,R™) e xg € U como na Definigdo m

Entao vale
i) f><x>H

S 2 —ﬂfo||

= 0. (2.6.10)

Demonstragao. Para & € R™ com
xo+tEelU para 0 <t <1,

e x = xg + & segue do Teorema [2.6.2] a equacgao

o)~ (T4, @) = f@) — (15" ) - 3 LI e
|er|=¢
_ /1 o1ty Z 0 f (o + ti)' - aaf(l'o)fa gt

|a|=£

Ora, seja dado £ > 0. Como todas as derivadas parciais de f da ordem /¢ sao
continuas, existe um J > 0 com Bs(zo) C U e

x € Bs(xo) — Z 19°£( "f@)l <e

laf=¢

Para = € Bs(xg) e € :== x — xy recebemos daf usando Lema a desigual-
dade

Hf(l,)_(Tgfof)(x)H </ f K 1 Z Ha f £L‘0—|—tf) aoz ($0>H |€a| dt

laf=¢

< [F -0 arenel

zeHx—:L'OH .

Com isso o Corolario [2 fica provado. n
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Comentario 2.6.5. No caso de ¢ = 1 temos
(Th, ) (wo + &) = flao) + D> 0:f (wo)& = f(wo) + df (x0)é.
i=1

Dali pode-se escrever a equacgao ([2.6.10]) na forma

o+ &) — Fa) — df a0l
5 §]

Isso é exatamente a definicao da diferenciabilidade.

0.

Comentario 2.6.6. Seja p : R” — R™ um polindmio da forma
p(z) = Z Ao T
o] <e

para x € R™. Se p satisfaca a condicao

lim 12N _ (2.6.11)

=0 |z

entao todos os coeficientes do polinomio sao nulos. Demonstragao: No
caso de ¢ = 0 o polinémio ¢é constante, e segundo (2.6.11) com ¢ = 0 aquela
constante s6 pode ser nulo. Ora, seja £ > 1 e seja satisfeita a afirmacao
para £ — 1. Defina

q(z) == Z Ao para x € R".

lal<e-1

Entdo vale ||q(z) — p(z)|| < ¢||z|| para todos os & € R™ e uma constante
adequada ¢ > 0. Segue dali lim,_ |||~ [|¢(z)|| = 0 e dai ¢ = 0, segundo a
hipdtese da inducao. Ou seja, p é um polindomio homogéneo do grau ¢, e por
isso p satisfaz a condicdo p(tx) = t‘p(z) para todos os ¥ € R" e t € R. Dali
segue de para todo x € R" \ {0} a equagao

o 0D @] o)

- T l 2
I 127 U [l

Portanto p = 0 e dai a, = 0 para todos os «, segundo ([2.6.4)).

Comentario 2.6.7. Segue do Comentéario [2.6.6| que o polinomio de Tay-
lor Tfo f de uma aplicacio f:U — R™ da classe C* é unicamente deter-
minado através da condigao (2.6.10)) em Corolario m (Para £ =1 veja

também o Comentario e o Lema [2.1.3])
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A prova do Teorema base-se nos seguintes dois lemas. O primeiro é
um caso especial da regra da cadeia para derivadas superiores. O segundo é
um resultado da Analise I e fornece a forma integral do termo restante para
o desenvolvimento de Taylor numa variavel real.

Lema 2.6.8. Sejam f € C*(U,R™) e xq € U como na Definicio|2.6.1. Entdo

vale
k

|
ar | flag+18) =) %aa flao)e™ (2.6.12)

|laf=k

para todos os £ € R" ek =0,1,..., /(.

Demonstracao. Para k = 0 ambos os lados da equagao sao f(zg) e para k = 1
isto é a regra da cadeia

dt|,_
Seja ora satisfeita a equagao 1} paraum k € {1,...,¢ — 1}. Entao segue
dk+1 d dk
T tzof(onth)— a@tl,_ dtkf(%"rtf)
d
t= 0| |= k !
_ Z Zaa—i—ez 5014—6Z
jal=t ¢ =1
- k!
= > | X o | a0
Bl=k+1\ a2 v
kE+1
- > e
|Bl=k+1 '

Aqui a ultima igualdade segue da férmula

1
Z Sl (B = DIBial - B!

Bl>1

Com isso o Lema [2 fica provado. O
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Lema 2.6.9. Seja u: [0,1] — R™ uma funcdo da classe C*TL. Entdo vale
Cab) -
u(1) — u(0) :/ (—)u“*l)(t) dt. (2.6.13)
— k! 0 0!

Demonstracdao. Para ¢ = 0 a equagao (2.6.13)) é o Teorema Fundamental do
Calculo. Se £ > 1, e vale a formula para ¢ — 1, entao recebemos com

o)=L ) = ) w0

a cadeia de equagoes

k) 11 _ -1 u®

_ /0 —%—_t)l)_! (u®(t) — u®(0)) dt

- / S p(e)de
/ o(1)
_/0 12—!t) ) (¢) dt.

Com isso o Lema [2.6.9| fica provado. O
Demonstragao Teorema|[2.6.9 Seja u(t) := f(x 4 t§) para 0 < ¢ < 1. Entao
k!
=Y =0 fz+HE)E

al

|laf=k

segundo o Lema [2.6.8, Segue dai (usando Lema [2.6.9)

fate -3 P _ 1) - 30 Lu0)

|| <2 ’ k=0

1 1_ Y4
:/0 ( g,t) u(f-ﬁ-l)(t)dt

=/1<f+1><1—t>f S P gy

|a|=0+1
Com isso o Teorema [2.6.2] fica provado. O
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Defini¢ao 2.6.10 (Série de Taylor).
Sejam m,n € N, seja U C R"™ um subconjunto aberto, seja f € C(U,R™),
e seja xg € U. A série de Taylor de f no ponto x¢ ¢ a série formal

(T (@) = > %(!“)(x — x0)" (2.6.14)

aeNy
para r € R™.

Nesta definicao tem-se que atentar duas coisas. Primeiro, trata-se no
lado direito da equacao de uma expressao puramente formal, e
com isso nada ¢é declarado sobre a convergéncia. De fato pode-se cons-
truir ja para n = 1 funcgoes suaves f : R — R cujas séries de Taylor tem raio
de convergéncia nulo no ponto xy =0, e assim divergem para todo x # 0
(veja a parte (ii) do Exemplo [2.6.11]). Segundo, a expressao no lado direito
de na verdade nao ¢ uma “série”, porque o conjunto de indices N
nao é o conjunto dos nimeros naturais, mas uma familia (possivelmente
nao-somdvel) de vetores no R™ como em [4]. Entretanto o termo “série de
Taylor” tem-se entronizado na literatura. Efetivamente recebe-se uma série,
se engloba-se primeiramente todos os somandos da ordem k£ numa soma fi-
nita, e entao soma-se sobre k € Ny. O conceito da convergéncia relevante é
sem embargo a somabilidade absoluta em ([2.6.14)).

A isto agregam-se ora duas questoes, a saber primeiro, se pode-se formular
condicoes nas quais a série de Taylor numa vizinhanga aberta do ponto zq é
somavel absolutamente e uniformemente, e segundo, caso haja convergeéncia,
se a assim definida fungao 777 f coincide numa vizinhanca do ponto o com f
mesmo. Aqui também existem, ja no caso de n = 1, contraexemplos impor-
tantes (veja a parte (i) do Exemplo [2.6.11]). Um critério para uma resposta
positiva para ambas questoes fornece a estimativa no Corolario (veja o

Corolario [2.6.13)).

Exemplo 2.6.11. (i) A funcéo f : R — R definida através de f(z) := e~ /%
para  # 0 e f(0) := 0 é suave e tem a série de Taylor (Ts°f)(z) = 0.

(ii) A fungdo f:R — R definida através de f(z) := [7(1+ %) te " dt 6
suave e tem a série de Taylor (75°f)(x) = > e 0( )kk'x

No seguinte teorema sejam n,m € N e usamos as notacoes
B, :={x e R"| ||z|| < r}, B, = {x cR"| ||z|]| < r}

para r > 0.
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Teorema 2.6.12 (Aplicagoes analiticas).
Seja dada uma aplicagao N — R™ : o — a,, com

1
p = >0 o= > laall- (2.6.15)

lim sup,,_, ., ¢, s

Entdo vale o sequinte.
(i) A série
f(z) = Z aqx® (2.6.16)
a€eN?
converge absolutamente para todos os v € B, e a convergéncia é uniforme
em todo subconjunto compacto de B,.
(ii) A aplicagdo f : B, — R™ em (i) é suave com as derivadas parciais

8 - ol e
% f(x) == agﬂ T (2.6.17)

parax € B, e f € Nij. A série (2.6.17)) também converge absolutamente para
todo B € Njj e todo x € B,, e para todo [ fizado a convergéncia é uniforme
em todo subconjunto compacto de B,.

(iii) A série de Taylor de f no ponto xy = 0 converge absolutamente e uni-
formemente em todo subconjunto compacto de B, e coincide com a fungao f,
ou seja (I5° f)(x) = f(z) para todos os x € B,,.

Demonstracdo. A demonstracao tem quatro passos.

Passo 1. Sejap € Ny e 0 < r < p. Entao vale

> ket < oo (2.6.18)

k=p

Como 0 < r < p, vale rlimsup,_, . c,lc/k < 1. Como a sequéncia k"P/Fy=p/k

/7 . 1 k —
converge a 1 para k£ — 00, segue dai limsup,_, ., k”p/kck/ ri=p/k < 1. Ora
escolhemos um ntumero real A com

lim sup k;"p/kci/krl_p/k <A<

k—o00
Entao existe ky € N, tal que todo k € N com k > ky satisfaz a desigualdade
knp/kcllﬁ/krlfp/k < .

Isto da k™c,r*=P < A\* para todos os k € N com k > kj e dai segue Passo 1
de teste da comparacao para séries de nimeros reais.
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Passo 2. Provaremos parte (i).

Para k € Ny seja fr : R” — R o polinomio homogéneo

fo(x) =) agz” (2.6.19)

la|=k

da ordem k. Seja r > 0. Entao vale

k
@)l < D Naallla®] < ) llaall )l < cxr'

|a|=k |a|=k

para todo z € B, e todo k € Ny. Se 0 < r < p, entdo vale Y o cprt < oo
segundo o Passo 1, e dai segue, segundo o Teorema a convergencia
absoluta e uniforme da série f =) .~ fi em B,. Com isso o Passo 2 fica
provado.

Passo 3. Provaremos parte (ii).

Para k € Ny seja fr : R" — R o polinomio homogéneo em (2.6.19). Seja
BeNtep:=|3|. Entao d°fy =0 parak =0,1,...,p—1, e para k > p vale

a! o
8ﬂfk<x) = l; m&aﬂf B (2620)

a;>pB;

para todo z € R", segundo (2.6.3)). Como (B%'a)' < k™ para todos os a € NjJ

com |a] =k ea; > f; parai=1,...,n, segue dai a desigualdade

sup [|0° fiu(@)|| < k™ sup > laa| [l2]* 7 < KPeprt P
rEB, r€EB, la|=k
a; 2B

para todos os k € Ny com k£ > p. Dali segue, segundo o Passo 1 e o Teo-
rema [1.3.10, a convergéncia absoluta e uniforme da série gz := Z?’:p P fi,

em B, para todos 0s 0 < 7 < p. Segundo o Teorema segue dai, através
de indugao, que f : B, — R™ ¢ uma aplicacao suave com as derivadas parci-
ais 9% f = gg. Com isso o Passo 3 fica provado.

Passo 4. Provaremos parte (iii).

A equagao (2.6.17) na parte (ii) nés da a férmula a, = 0*f(0)/a! para todos
os a € Njj. Dali segue Passo 4 e com isso o Teorema [2.6.12 fica provado. [J
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Corolario 2.6.13 (Convergéncia da série de Taylor).
Sejam m,n € N, seja U CR" um subconjunto aberto, seja f € C*(U,R™),
e sejam xg € U er >0 com B,(xg) CU e

1 0*f(x
s Irs@i

s Cr - — sup
li 1/k — ol
11m Supk_mo Ck (EGBT(:EQ) |Oé‘:k: :

r<pi= (2.6.21)

Entao a série de Taylor (2.6.14)) converge, Junto com todas suas derivadas
parciais, absolutamente e uniformemente em B,(x¢) e vale f(x) = (T3 f)(x)
para todos 0s x € B,(z).

Demonstracao. Segundo o Corolario [2.6.3] vale a desigualdade

sup || f(x) — (T f)(@)]| < eprrt™
z€Br(z0)

para todos os k € N. Como > 37, ¢xr* < oo segundo (2.6.21)) e Passo 1 na
2.6.12

demonstracao do Teorema | temos limy_,o cp1 7" = 0, e segue dai

Fla) = lim (T, ) () = (T51) (@)
para todos os ¥ € B,(7g) e a convergéncia é uniforme. A convergéncia ab-
soluta e uniforme dos polinomios de Taylor T f f e de todas suas derivadas
parciais na bola B,(z¢) segue do Teorema com a,, := 0% f(xy)/al. Com
isso o Corolario [2.6.13] fica provado. ]

Definigao 2.6.14 (Aplicagoes analiticas).

Sejam m,n € N e seja U C R"™ um subconjunto aberto. Uma aplica¢ao su-
ave f € C°(U,R™) chama-se de analitica (real) se para todo xq € U existe
um mimero real r > 0 com B,(xz¢) C U o qual satisfaz (2.6.21]).

Segundo o Corolario [2.6.13| as séries de Taylor de uma aplicacao anali-
tica f, junto com todas as derivadas parciais, convergem absolutamente e
uniformemente em bolas suficientemente pequenas para f, respectivamente
as derivadas parciais de f. Vice-versa toda funcao como no Teorema é
analitica real. O estudo das fungoes analiticas reais é uma subarea importante
da matematica o qual entranha profundamente em questoes da geometria,
algebra, e analise. Este assunto nem pode, nem deve, ser mais profundado
aqui. Em vez disso consideramos neste ponto sé dois exemplos elementares.
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Exemplo 2.6.15. No caso de m = 1 chama-se o niimero p in (2.6.15) o raio
de convergeéncia da série f em . No contraste ao caso n = 1 possa
acontecer plenamente que a série de Taylor f em converge numa area
muito maior como s6 B,. Como exemplo consideramos a fungao

1

= 2.6.22
f@) = (2622
no conjunto aberto
U .= {iL‘GRnl ’$1+332++.’En‘ < 1}
Esta fungao pode ser representada como a série geométrica
& k
k=0
- k!
=D > (2.6.23)
k=0 |a|=k
-y o
B a!
aeNg

Aqui a série na primeira férmula no lado direito converge absolutamente para
todos os x na regiao nao limitada U, enquanto o ultimo termo representa uma
familia somavel s6 para x € R™ com ||z|| < 1. Este tltimo termo também é
a série de Taylor de f no ponto zp = 0 e o raio da convergéncia é p =1
(Exercicio).

Exemplo 2.6.16. Seja U := {(z,y) € R? |z > 0} e seja f : U — R a fungao
fla,y) =2 = ev'8®), (2.6.24)

Os polinomios de Taylor da ordem 2 e 3 de f mnos pontos zy = (1,0)
e xo = (1, 1) sdo dados pelas férmulas

T(21,0)f)(95>y) =1+ (x—-1y

(Demonstragao: Exercicio.)
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2.7 Extremos locais

Nesta segdo denotamos de |[z]| = /2% + -+ + 22 sempre a norma euclidi-

ana de um vetor = = (x1,...,2,) € R" e para z € R" e r > 0 denotamos
de B,(z):={y e R"| |z —y|| <r} a bola aberta no R" com respeito a
norma euclidiana.

Definigao 2.7.1 (Extremo local). Seja U C R"™ um subconjunto aberto e
seja f U — R uma funcao continua. Um elemento xo € U chama-se de

e minimo local de f, se existe um 6 > 0 com

x € Bs(wo) = zeUe f(z) = f(xo)

e minimo local estrito de f, se existe um o > 0 com

x € Bs(wo) \ {0} = zeU e f(z) > f(xo)

e maximo local de f, se ezxiste um 6 > 0 com

x € Bs(xo) - veU e f(x) < fwo)

e maximo local estrito de f, se existe um 6 > 0 com

x € Bs(xg) \ {z0} — relUe f(x) < f(xg).

Um elemento xo € U chama-se de extremo local de f, se xy é um minimo
ou mdximo local de f.

Teorema 2.7.2. Seja U C R™ um subconjunto aberto, seja f : U — R uma
fungao continua, e seja rg € U um extremo local de f. Se f € diferencidvel
no ponto xqy, entao vale

Demonstracdo. Seja ro minimo local de f, seja & > 0 como na Defini¢ao|2.7.1
seja £ € R™\ {0}, e defina a funcdo ¢ : (—¢,¢) — R através de ¢ := 3/ ||]|
e ¢(t) :== f(xog + t€) para —e < t < €. Entao ¢ é continuo, possui um minimo
local no ponto t = 0, e é diferenciavel no ponto ¢t = 0 segundo o Teorema/|2.3.2
Entao ¢'(0) = 0, segundo um teorema da Anélise I.
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Eis aqui mais uma vez o argumento da Analise I. Para t > 0 recebe-se

$(=t) =6(0) _ . 6(t) = 4(0)
- - t
e segue dai
o(0) = tim 000 g <y 000 _ )

Por isso, segundo a regra da cadeia, vale df(z)é = ¢'(0) = 0. No caso de
um maximo local argumenta-se igualmente ou rebe-se o resultado no que

substitue-se f por —f. Com isso o Teorema fica provado. O]

Definigao 2.7.3 (Ponto critico). Seja U C R™ um subconjunto aberto e
seja f: U — R uma funcao continuamente diferenciavel. Chama-se um ele-
mento zo € U de ponto critico de f se df (zy) = 0.

Com esta terminologia Teorema diz que todo extremo local de uma
funcao continuamente diferenciavel é um ponto critico. Como ja sabemos do
curso Analise I, nao todo ponto critico é um extremo local. Por exemplo, o
ponto zo = 0 é um ponto critico da fun¢ao f(z) = x® de uma variavel real,
mas o = 0 ndao é um extremo local. Aqui sao uns exemplos em dimensao
dois.

Exemplo 2.7.4. A funcao continua f : R? — R definida através da férmula
f(x,y) := \/2% + y? para (z,y) € R? possui na origem (zg,yo) = (0,0) um
minimo local, mas exatamente neste ponto nao é diferenciavel. Consequen-
temente nao pode-se aplicar Teorema a este exemplo.

Exemplo 2.7.5. A funcao

flxy) =2+

possui um minimo local na origem e isto também ¢é o tinico ponto no qual
a derivada de f se anula. A fungao f(z,y) := —x® — y* possui um mdximo

local na origem e igualmente isto é o unico ponto critico de f. A funcao

f(z,y) =2y

também possui seu Unico ponto critico na origem, o qual porém nao é um
extremo local neste exemplo (veja a Figura [2.2]). Isto é um exemplo de um
assim chamado ponto de sela.
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f<0 f>0

f>0 f<0

Figura 2.2: O conjunto de nivel critico de um ponto de sela.

Exemplo 2.7.6. A funcao

flz,y) = vy(z +y)

também possui seu tnico ponto critico na origem e isto nao é um extremo
local. A funcéo fi(z,y) = (zy — A\)(x + y) possui para A > 0 exatamente
dois pontos criticos nos pontos i(\/x, \/X) e também para A\ < 0 exatamente
dois pontos criticos nos pontos = ( \/W , —\/W ). Para X\ # 0 isto sdo pontos
de sela. Para A\ = 0 trata-se de um assim chamado ponto critico degenerado

(veja a Figura [2.3)).

f<O0
f>0
f>0
f<0
f<0
f>0

Figura 2.3: Um ponto critico degenerado.

Exemplo 2.7.7. A fungao
falx,y) == 2® — 3 o + 97

possui parar A < 0 nenhum ponto critico, para A = 0 exatamente um ponto
critico no ponto (0,0), e para A > 0 exatamente dois pontos criticos nos
pontos (—v/A,0) (ponto de sela) e (v/A,0) (minimo local).
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Exemplo 2.7.8. A fungao f(z,y) := sen(27z) + sen(2ry) no R? possui um
numero infinito de pontos criticos. Considerando f no entanto como fungao
no toro T? := R?/Z?, no que identifica-se dois elementos (z,y) e (2, y') no R?
um com o outro se a sua diferenga (' — z,3' — y) € Z* ¢ um vetor com co-
eficientes nos ntimeros inteiros, entao recebe-se uma funcao com exatamente
quatro pontos criticos (um minimo local, um méaximo local, e dois pontos de
sela).

Para um entendimento melhor destes e de muitos outros exemplos ¢é ttil
considerar a matriz hessiana num ponto critico.

Definicao 2.7.9 (Matriz hessiana). Seja U C R" um subconjunto aberto
e seja f: U — R uma funcao da classe C?. Para x € U chama-se a matriz

9% f 92 f 92 f
911021 (z) 921022 () - B11027, (z)
02 f 02 f 02 f
0x201T1 ( ) Ox20xo (.CC) T 0x20Tn (CC)
d*f (z) := cR™"™  (2.7.1)
02 f 02 f 02 f
0xn0x1 (.1') Oxn0x2 (ilf) T 0TnO0xn (IE)

das sequndas derivadas parciais o matriz hessiana de f no ponto x.
Sequndo o Teorema|2.5.5 a matriz hessiana é simétrica.

Exemplo 2.7.10. A matriz hessiana da funcao f(z,y) = 2 + y* na origem
(um minimo local) é a matriz positiva definida

# = (5 )

Para f(z,y) = —x? — y? recebe-se na origem (um mdaximo local) uma matriz
hessiana negativa definida, e para f(z,y) = zy recebe-se na origem (um ponto
de sela) a matriz hessiana indefinida

Pf (x) = (? (1])

Isto nao é um acidente, como vamos ver no seguinte teorema. A matriz hessi-
ana da funcdo f(z,y) = zy(r + y) na origem (num ponto critico degenerado)
¢ a matriz nula.
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Teorema 2.7.11 (Critérios para extremos locais). Seja U C R™ um
subconjunto aberto, seja f:U — R uma funcao duas vezes continuamente
diferencidvel, e seja xo € U um ponto critico de f. Entao vale o sequinte.
(i) Se xg ¢ um minimo local, entdo a matriz hessiana d*f(xq) € positiva
semi-definida, ou seja, para todos os & € R™ vale ETd*f (xy)€ > 0.

(ii) Se a matriz hessiana d*f(xq) € positiva definida, ou seja, para todos
0s & € R™ com € # 0 vale ETd*f (x9)€ > 0, entdo xg é um minimo local estrito.
(iii) Se xg € um mdzimo local, entdo a matriz hessiana d*f(zy) € negativa
semi-definida, ou seja, para todos os & € R™ vale E7d*f(xy)€ < 0.

(iv) Se a matriz hessiana d*f(xg) é negativa definida, ou seja, para todos
0s & € R™ com & # 0 vale T d?*f (x0)€ < 0, entao xo € um mdzimo local estrito.

Demonstra¢ao. Provaremos a parte (i). Seja dado & := (&,...,&,) €
R™. Entao existe um numero ¢ > 0, tal que zq+t§ € U para todo t € R
com [t| < . Definimos a func¢ao ¢ : (—¢,e) — R através de

o(t) :== flxg +t€) para —e <t <e.

Segundo o Teorema a funcao é duas vezes continuamente dife-
renciavel com

¢(t) = 0;f (o +)E,
e (2.7.2)
¢"(t) =D 00, f(wo + t)&&; = £ df (w0 + tEE.

=1 i=1

Como ¢ possui no ponto t = 0 um minimo local, vale ¢”(0) > 0, segundo um
teorema da Analise 1. Eis aqui mais uma vez o argumento. Seja 0 < § < ¢
escolhido tal que ¢(0) < ¢(t) para —0 <t < 4. Entao, segundo o Teorema
do Valor Médio, existe para todo k € N um ntimero 0 < ¢, < §/k com

) 00 5

(Pode-se escolher o maior tal ¢ no intervalo 0 <t < §/k, caso quer-se evi-
tar o axioma da escolha, versdo contavel.) Como ¢'(0) =0, segue dai
usando ([2.7.2) a desigualdade

(o)t = ¢'(0) = lim O =t 1

Ot k—oo  tg

> 0.
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Com isso a parte (i) fica provada. Observe-se que este argumento nao utiliza
a continuidade das segundas derivadas parciais de f.

Provaremos a parte (ii) em dois passos.

Passo 1. Seja A= AT € R™" wma matriz simétrica positiva definida,
ou seja, para todo & € R™\ {0} wale ETAE > 0. Entao existe uma cons-
tante € > 0, tal que todo vetor & € R™ satisfaz a desigualdade €T AE > ¢ ||€]|°.

A esfera unitéria S*1 :={£ € R"| ||| = 1} é um subconjunto compacto
do R™ segundo o Teorema de Heine-Borel. Como a funcao g : S"~! — (0, 00)
definida através de g(&) := ¢7 A€ é continua, existe, segundo um teorema da
Andlise I, um elemento & € R™ com g(&) < g(&) para todos os £ € S"1.
Segue dai

_ 4 N\T _
el " As = (el ) A (gl ™€) = & AG% = e >0
para todos os £ € R™ \ {0} e com isso o Passo 1 fica provado.
Passo 2. Provaremos a parte (ii).

Como a matriz hessiana de f no ponto z( é positiva definida, existe, segundo
o Passo 1, uma constante € > 0 com

LA (x0)€ > e ||€] para todos os ¢ € R?. (2.7.3)

Segundo o Corolério existe ora um nuimero 6 > 0 com Bs(xy) C U, tal
que todo vetor £ € R™ com 0 < ||€|| < § satisfaz a desigualdade

|f (@0 +&) — (T2, f) (w0 + &)
lell”

Com (Tgof)(l’o +&) = f(wo) + df (x0)€ + %deQf(ffo)f e df (zo) = 0 segue daf
que para todo vetor £ € R™ com 0 < ||€|| < § vale a desigualdade

Flo+€) = fa0) = SET @S (o) + flzo +€) — (T2 f) o +)

1

> SETd (@) — |flao +€) = (T2, )wo + )|

€ 2
e
No tltimo passo temos utilizado as desigualdades (2.7.3)) e (2.7.4). Com isso

a parte (ii) fica provada.
As afirmagdes em (iii) e (iv) seguem diretamente de (i) e (ii) no que
substitue-se f por —f. Com isso o Teorema fica provado. n

< (2.7.4)

A~ ™

v
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Exemplo 2.7.12. A funcao dado por f(z,y) := 3z* + y? no R? possui no
ponto (zg,yo) = (0,0) um minimo local estrito, no entanto a sua matriz hes-
siana nao é positiva definida neste ponto.

Exemplo 2.7.13. A funcao

fz,y) = 32" +y* — da?y = (y — 2%)(y — 327)
possui no ponto (g, yo) = (0,0) um ponto critico com a seguinte propriedade.
Restrita-se a funcao a uma reta qualquer passando a origem, entao possui
a funcao restrita um minimo local estrito na origem. Mais precisamente,
definimos para um vetor (z,y) € R?\ {0,0} arbitrdrio a fungéo ¢,, : R = R
através de
Guy(t) = flto, ty) = 32! — 42yt + t2y°

para t € R, entdo ¢tp = 0 é um minimo local estrito de ¢,, (tanto no caso
de y = 0 como na caso y # 0). Embora a origem nao é um minimo local de f,
porque vale f(g,2¢%) < 0 < f(e,0) para todo & > 0.

Exercicio 2.7.14. Seja f: U — R uma funcao duas vezes continuamente
diferenciavel num subconjunto aberto U C R" e seja xg € U um ponto critico
de f. Se existam dois vetores &,n € R" com £Td?f(x¢)¢ < 0 < nTd?*f (xo)n,
entao ro nao é um extremo local.

Exercicio 2.7.15. Seja f : U — R continuamente diferenciavel e seja o gra-
diente Vf : U — R" diferenciavel no ponto xy € U. Entao vale

i | f(zo + &) — flmo) — df (w0)€ — ST d?f (w0)¢] _
€0 1€]I?

Segue dai que todas as afirmacoes do Teorema [2.7.11] ficam validas nestas
hipéteses mais fracas. (Confira (2.7.5) com ([2.6.10)).)

Exercicio 2.7.16. Seja A = AT € R™" uma matriz positiva semi-definida.
(i) Para todos os £ € R" vale (€, A¢) =0 <— AL =0.

(ii) A matriz A é positiva definida se e somente se det(A) # 0.

Dica: Se (£, A¢) =0, entao a fungdo R"™ — R :z — (x, Az) possui um
minimo local no ponto z = £. Para a parte (ii) veja o Teorema .

Exercicio 2.7.17. Seja U C R™ um conjunto aberto e seja f : U — R uma
funcao da classe C?. Um ponto critico #p € U de f chama-se de nao-
degenerado, se a matriz hessiana d?f (o) possui um determinante nao-nulo.
Seja xg € U um minimo local de f e um ponto critico nao-degenerado de f.
Entao xy é um minimo local estrito de f.

0. (2.7.5)
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Funcoes convexas

Primeiramente lembramos que chama-se um subconjunto U C R™ de con-
vexo, se U também contava, junto com quaisquer dois pontos xg,z; € U,
o segmento [xg,z1] entre eles, ou seja, o conjunto de todas as combinagoes
convezas (1 —t)xg + txry para 0 < ¢t < 1. Usamos no seguinte o conceito da
Lipschitz-continuidade local (Definigao o que sera discutido com mais
detalhe s6 no capitulo [4] (veja o Lema [4.1.2).

Definig¢ao 2.7.18 (FungoGes convexas). Seja U C R"™ um subconjunto con-
vero. Uma funcao f:U — R chama-se de convexo, se ela satisfaca para
todos o0s xg,x1 € U e todos 0s 0 <t <1 a desigualdade

f(A =)o +txy) < (1 —1)f(wo) +tf(21).

Chama-se f de estritamente convexo, se f satisfaca a desigualdade

f(1=t)zg+txy) < (1 —1t)f(zo) +tf(x1)
para todos 0s xg,x1 € U com xg # w1 e todos 0s 0 <t < 1.

Teorema 2.7.19. Seja U C R™ um subconjunto convexo e seja f : U — R
uma funcao convexa. Entdo vale o sequinte.

(i) f € localmente Lipschitz-continuo.

(ii) Se f € diferencidvel no ponto xo € U com df (x¢) = 0, entdo vale

f(zo) < f(x) para todos os x € U.

(iii) O congunto {x € U | f(z) = infy f} € convexo. (Pode ser vazio também.)

Demonstragao. Na prova da parte (i) utilizamos a norma ||z||  := max;|z;|
assim como a norma euclidiana ||z|| := /), 2? para x = (x1,...,2,) € R,
e denotamos a base padrao do R"” com eq,...,e,. Ora, seja xo € U e esco-
lha r > 0 com

Q:={zr eR"| ||z — ||, <3r} CU.

Provaremos em trés passo que a restricao de f a bola fechada
B:={zeR"| |z —xo]| <r}cQclU

é Lipschitz-continuo.
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Passo 1. Vale M := sup,q f(z) < 0.

Seja £ C R™ o conjunto finito de indices
E={e=(e1,...,en) ER”]& €{-1,+1} parai=1,...,n}
e para € € £ seja

n
Ve = Tg + 37”281‘61' € Q.
=1

Isto sao os pontos extremais do cubo () e o maximo de f sobre estes pontos
¢ o numero M :=max{f(v.)|e € £}. Ora, seja = € ). Entdo existe uma
aplicacao A : &€ = [0,1] com & =Y __c A(e)v- e D . A(e) = 1. A existéncia
de uma tal aplicacao pode ser mostrada através de inducao sobre a di-
mensao n. Como f é convexo, vale

fla) <Y M) flo) <D MM =M
eef eef
e com isso o Passo 1 fica provado.
Passo 2. Para todos os x € Q vale f(x) > m :=2f(xy) — M.

Se x € (), entao também 2xy — z € ). Como xy = %x + %(on — 1), segue da
convexidade de f a desigualdade 2f(zg) < f(z) + f(2z0 —x) < f(x)+ M e
dai f(x) > 2f(xg) — M =m. Com isso o Passo 2 fica provado.

Passo 3. Para todos os x,y € B vale |f(z) — f(y)] < 22 ||z — y]| .

Sejam x,y € B com x # y. Entao vale 0 < ||y — z|| < 2r. Seja

_ Ny — =]l Y-z
=T o ST
Entao vale ||£|| = 2r, entdo ||z 4+ & — x¢|| < 3r e segue dal z + & € Q). Além
dissovaley =+t =(1—-t)z+t(x+§ e0 <t <1edal

fly) <X =6)f(x) +tf(x +§)

o ly
< f(x) +

t:

— x|

M—-—m
2r

ly — -

A desigualdade f(z) < f(y) + *5 |ly — || segue através de trocar os papéis

de z e y. Com isso o Passo 3 e a parte (i) sao provados.
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Provaremos parte (ii). Seja f diferenciavel no ponto xy. Entao vale

f(x) = [f(wo) + df (wo) (2 — x0) (2.7.6)

para todos os x € U. Para a demonstracao desta desigualdade fixamos
um elemento z € U e definimos £ := xyp — x. Entao vale xg +t£ € U para
todo t > 0 suficientemente pequeno. Com zog — £ =x e

To = 1—+t( 0o—&)+ 1+t($o+t€)
resulta dai a desigualdade

(o) € T fla) + g (a0 + ),
Dali segue

f(@o) +tf (o) < tf(x) + f(xo +1€)
e assim

flzo+1t&) — f(x
flao) — (o) < LA 2 T00)

Com a transicdo ao limite ¢ — 0 segue a desigualdade afirmada (2.7.6]).
Se df (xg) = 0, entao f(zg) < f(x) para todos os x € U segundo (2.7.6). Com
isso a parte (ii) fica provada. Parte (iii) segue diretamente da definigdo de
convexidade e com isso o Teorema fica provado. O

Exemplo 2.7.20. A funcao f : [0,1] — R definida através de f(z) := 0
para 0 < z < 1l e f(0) := f(1) := 1 é convexa, porém descontinua ao longo
do bordo. Portanto na parte (i) do Teorema nao pode-se abrir mao
da hipétese que U ¢ aberta.

A parte (ii) do Teorema diz que todo ponto critico de uma funcao
convexa continuamente diferencidavel f:U — R num subconjunto aberto
convexo U C R" é um minimo absoluto de f. Vice-versa o Teorema
diz que todo minimo absoluto de f é um ponto critico. Consequentemente
segue da parte (iii) do Teorema que o conjunto dos pontos criticos de
qualquer funcao f : U — R continuamente diferenciavel e convexa é um sub-
conjunto convexo de U. O seguinte teorema caracteriza as fungoes convexas
duas vezes continuamente diferenciaveis por meio das propriedades da sua
matriz hessiana.
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Teorema 2.7.21. Seja U C R"™ um subconjunto aberto convexo e f : U — R
uma fungao duas vezes continuamente diferencidvel. Entao vale o sequinte.

(i) f € convexo se e somente se a matriz hessiana de f € positiva semi-
definida em todo ponto, ou seja, se a desiqualdade ETd?*f(x)€ > 0 € satisfeita
para todos os x € U e todos os £ € R™.

(ii) Se a matriz hessiana de [ € positiva definida em todo ponto, ou seja,
se a desigualdade Td*f(x)¢ > 0 € satisfeita para todos os x € U e todos
0s £ € R\ {0}, entdo f € estritamente convezo.

Demonstracao. Se f é convexo e o € U, neste caso também é convexo a
funcao g : U — R definida através de

g(z) == f(z) — f(20) — df (x0)(x — 20).

Esta fungao g possui um ponto critico no ponto zg. Segundo a parte (ii) do
Teorema o ponto xy é dai um minimo local de g, e segundo a parte (i)
do Teore a matriz hessiana d%(zo) = d*f(xo) é daf positiva semi-
definida.

Vice-versa suponhamos que a matriz hessiana d?f(z) é positiva semi-
definida para todo x € U. Sejam xg,x; € U e seja ¢ : [0, 1] — R a fungao

o(t) = f(1 —t)zo +tzy), 0<t<1.

Segundo o Teorema [2.3.2] esta funcao é duas vezes continuamente dife-
renciavel e possui, segundo (2.7.2)), a segunda derivada

¢"(t) = (21 — 20)Td*f (1 — t)xg + ty)(zy — 30) > 0.

Entao, segundo o Teorema do Valor Médio, a primeira derivada ¢’ : [0,1] — R
é crescente e mondtona e segue dali para todo t € [0, 1] a desigualdade

6(t) — —t/¢tsds<t/¢ Ho(1) — 6(0)).  (27.7)

Consequentemente ¢(t) < (1 — t)¢(0) + t¢(1) e com isso a parte (i) fica
provada.

Se para todo x € U a matriz hessiana d*f(x) é positiva definida e zg # 1,
entdo no argumento acima vale ¢ (¢ ) > O e dali ¢’ é crescente e estritamente
mondétona, e dai a desigualdade em é estrita para 0 < t < 1. Com isso
também a parte (ii) do Teorema ﬁca provada. O
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Exemplo 2.7.22. (i) A funcdo f(z) := 1/x para x > 0 ¢ estritamente
convexa, mas nao possui nenhum ponto critico. Ela nao é Lipschitz-continua
globalmente.

(ii) A fungao f(z) := x* é estritamente convexa, mas a sua “matriz hessiana”
(neste caso simplesmente o nimero real f”(z)) anula-se no ponto = = 0.
(iii) A fungao f(z,y) := 2 é convexa, mas nao estritamente convexa, e o
conjunto dos seus pontos criticos ¢é o eixo vertical C' := {(x,y) € R? |z = 0}.
(iv) A fungdo f(x,y) := |z| é convexa, mas nao é estritamente convexa, e é
Lipschitz-continua globalmente. Ela possui o mesmo conjunto C' de minimas
globais como em (iii), mas nao é diferencidvel (exatamente nos pontos de C').

Exercicio 2.7.23. Seja U C R™ um conjunto aberto convexo e f: U — R
uma funcao convexa duas vezes continuamente diferenciavel. Se f possua
um ponto critico nao-degenerado xg € U, entao vale

f(zo) < f(x) para todos os x € U \ {zo}

e f nao possui outros pontos criticos. Dica: FExercicio 2.7.17] e Teo-
rema [2.7. |9



Capitulo 3
Funcoes Implicitas

O capitulo debruca-se sobre o estudo das solucoes de uma equacao da forma

f(z) =y,

onde f: U — Y é uma aplicacao continuamente diferenciavel entre espacos
de Banach X e Y e onde U C X é um subconjunto aberto. A Segao [3.1] trata
do caso no que ambos espacos vetoriais tem a mesma dimensao e fornece um
critério para a existéncia local e a unicidade da solucao xz € U assim como
sua dependéncia diferenciavel de y. Isto é o Teorema da Aplica¢do Inversa, o
Teorema mais importante deste capitulo. Suponha para ilustracao que X,Y
sejam de dimensao finita. Entao a Se¢ao [3.2trata do caso dim(X) > dim(Y)
e fornece condi¢oes nas quais o conjunto das solugoes pode ser representado
localmente como o grafico de uma aplicacao diferenciavel. Isto é o Teorema
da Func¢ao Implicita o qual pode ser reduzido facilmente ao Teorema da
Aplicacao Inversa. Este Teorema lida ao conceito de uma subvariedade do R™
o qual serd tratado na Segao[3.3] A Segao ocupa-se com a questao como
encontrar os extremos de uma funcao diferenciavel numa tal subvariedade e
isso lida a nocao de multiplicadores de Lagrange.

3.1 O Teorema da Aplicagao Inversa

Primeiramente lembramos que no ambiente dos espacos euclidianos temos
introduzido a nocdo de uma aplicacio C¢ via as derivadas parciais, veja a
Definicao Como hé varios exemplos de aplicacoes suaves definidas em
subconjuntos abertos de espacos de Banach, ainda no caso de dimensao finita,

101
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as quais nao sao munidos de bases candnicas, é 1til falar de aplicacoes C* sem
escolher anteriormente uma base. Repetimos da Definicao [2.5.4] como pode-
se formular isto indutivamente. Sejam X, Y espagos de Banach, seja U C X
um subconjunto aberto, e seja ¢ € N. Chamamos uma aplicagao f: U — Y
de £-vezes continuamente diferenciavel, ou de aplicacao C*, se é di-
ferencidvel em todo ponto x € U e a sua derivada df : U — L(X,Y) é
(¢ — 1)-vezes continuamente diferencidvel. (Veja a Defini¢ao para o
caso ¢ = 1.) Definimos

df:=d(df): U — L(X,L(X,Y))

e no caso de £ > 2 definimos indutivamente d*f := d(d*~'f). Chamamos f
de suave ou da classe C°°, se f é (-vezes continuamente diferenciavel para
todo ¢ € N. Denota-se de C*(U,Y) o conjunto dos C* aplicagoes f : U — Y.

Defini¢ao 3.1.1 (Difeomorfismo). Sejam X e Y espacos de Banach e
sejam U C X e V CY subconjuntos abertos. Seja { € N U {oco}. Uma
aplicacdo f:U — V é chamado de difeomorfismo da classe C*¢ ou de
C*-difeomorfismo se f ¢ bijetiva e tanto f: U — V como a aplicagdo in-
versa f~':V — U ¢é uma aplicacio C*. Um difeomorfismo da classe C>®
também é chamado de difeomorfismo suave. Chama-se dois conjuntos U
e V de difeomorfo se existe um difeomorfismo suave f:U — V.

Lema 3.1.2. Sejam U C X e V CY subconjuntos abertos de espacos de
Banach, e seja f: U — V um difeomorfismo da classe C'. Entao sdo iguais
as dimensoes dim(X) = dim(Y"), para todo x € U a derivada df (z) : X — Y
¢ uma aplicagdo (operador) linear limitada invertivel, e para todo y € V wvale

df My) = df (f ' (y)) " (3.1.1)

Demonstragao. Seja g := f~1:V — U a aplicacao inversa de f, seja x € U,
esejamy €V, Ae L(X,Y), e Be L(Y,X) dados através de

Yy = f($)> A= df(.l'), B := dg<y)
Como go f =idy e f o g = idy, encontraremos da regra da cadeia, Teo-
rema [2.3.2] as equagoes
BoA=dg(f(x))odf(x) =d(go f)(z) = 1x
Ao B =df(g(y)) edg(y) =d(fog)(y) =1ly.

Segue daf que A é invertivel e A~! = B. Particularmente X e Y tem a mesma
dimensao (pode ser infinita) e com isso Lema fica provado. O

=d
=d
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Exemplo 3.1.3. A funcio exponencial exp : R — (0, 00) é um difeomorfismo
suave cuja aplicacao inversa, denotada de log := exp~* : (0,00) — R, chama-
se de fung¢ao logaritmo (natural). Que ambas fungoes sao suave foi provado
no curso Analise I. As representacgoes delas como séries de poténcias mostram
que sao analiticas, como pode-se deduzir de Corolario [2.6.13

Exemplo 3.1.4. A funcao R — R : x — 23 é suave e bijetiva, porém anula-se
a derivada no ponto o = 0, e sua aplicacio inversa R — R : y + sign(y)|y|'/?
nao é diferenciavel no ponto y = 0.

Exemplo 3.1.5. Seja I C R um intervalo aberto e f: I — R uma funcgao
continuamente diferencidvel com f’(z) > 0 para todo x € I. Entao J := f(I)
¢ um intervalo segundo o Teorema do Valor Intermediario, e aberto porque f
nao pode possuir nenhum extremo local. Além disso, a funcao f: 1 — J é
mondtona e estritamente crescente segundo o Teorema do Valor Médio, e
com isso é bijetivo. A aplicacao inversa f~!:J — I é diferencidvel segundo
a versao em dimensao 1 do Teorema da Aplicacao Inversa no curso Analise I.

Exemplo 3.1.6. Seja ||-|| a norma euclidiana no R". A bola unitéria U :=
{z € R"| ||z|| < 1} ¢é difeomorfa ao R™. Um difeomorfismo suave f : U — R"
e a sua aplicacao inversa sao dadas através de

x

fla) = = ) =
L o] L+ Iyl

parax € Uey e R".

Exemplo 3.1.7. O semi-plano acima H := {z € C|Im(z) > 0} é difeomorfo

ao disco unitario D := {¢ € C||¢| < 1}. Um difeomorfismo f : H — D suave

e sua aplicacao inversa sao dados através de
z—1

=5 o=

paraz € He ¢ € D.

Exemplo 3.1.8. Sejam A := £(X) e GL(X) := G (Exemplo[2.3.14). Entao
a aplicacao

Inv : GL(X) — GL(X), Inv(A) :=A7!
¢ continua, segundo o Teorema [1.4.1| e continuamente diferenciavel, se-
gundo o Exemplo 2.3.14 Como a aplica¢ao Inv é bijetiva e coincide com
sua aplicacao inversa, assim a inversa Inv ¢ um difeomorfismo da classe C*.
Que Inv ainda é um difeomorfismo suave sera provado no seguinte lema.
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Lema 3.1.9. A aplicag¢io Inv : GL(X) — GL(X) € suave.

Demonstracao. Segundo o Exemplo [2.3.14] a aplicacao Inv é continua-
mente diferencidvel e a derivada dInv(A) € L(A, A) onde A = L(X)

é dada através de
dinv(A)A = —A7'AA™ = —Inv(A)Alnv(A) (3.1.2)

no ponto A € GL(X) = G e para A€ A. Neste momento é 1til introduzir
a seguinte notacao. Quaisquer duas matrizes By, By € A determinam uma
aplicacao linear A(By, By) : A — A através da féormula

(A(Bo, Bl))(zzl\) = —B()A\Bl
para A € A. Recebemos assim uma aplicagao
AN A=AxA— L(A A
cujo diferencial dA : A? — L(A?, L(A, A)) é dado através da férmula
(Bo, B1) = [(E\o, E\l) = —3\0121\31 - BOA\E\l]

(Exercicio). Note-se que o diferencial dA é uma aplicagao linear. Segundo
o Exemplo [2.1.7] uma aplicacao linear é diferencidvel e possui uma deri-
vada constante (neste caso com valores em L(A?, L(A?, L(A, A)))), e toda
aplicagao constante é suave segundo o Exemplo 2.1.6l Entdo A é suave. Ora

pode-se escrever a equagao (3.1.2)) na forma
dInv(A) = A(Inv(A), Inv(A)). (3.1.3)

Ou seja, a derivada da aplicacao inversao Inv : G — G pode ser escrito como
composicao

dlnv =Aorolnv:G — L(A, A) (3.1.4)

onde a aplicacao

t: A—- Ax A

é definida através de «(B) := (B, B) para B € A. Como ¢ é uma aplicagao
linear, também é suave. Ora, se Inv é uma aplicacdo C*, entdo segue da
equagao (3.1.4) e do Teorema que dInv também ¢é uma aplicacio C* e as-
sim Inv é uma aplicacao C**'. Como ja sabemos que Inv é uma aplicacio C*,
temos mostrado através de inducao que Inv é suave. Com isso Lema [3.1.9
fica provado. O]
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Lema 3.1.10. Sejam U C X e V C Y subconjuntos abertos de espacos de
Banach e seja f:U — V um Cl-difeomorfismo. Se f é uma aplicacio da
classe C* para um ¢ € NU {oo}, entdo a aplica¢io inversa f~':V —U
também é C*, e assim f é um C’-difeomorfismo.

Demonstracao. Segundo o Lema podemos identificar X e Y linear-
mente, entao suavemente, através de df (z) € L(X,Y’) para qualquer z € U
com inversa df ~'(f(x)) € L(Y, X). Seja entao X =Y. A férmula

df y) =df (f'(y)) ' =Inv(df(f'(y))) parayeV

mostra que podemos escrever a derivada da aplicacao inversa f~1:V — U
€cOmo composicao

v IS U o) ™ anix).

Ora, argumentamos com indugao sobre £. Para ¢ = 1 nao tem nada para pro-
var. Suponhamos entao que ¢ > 2, que a afirmacao do Lema vale para ¢ — 1,
e que f:U — V é uma aplicacio C* bijetiva cuja aplicacao inversa é con-
tinuamente diferenciavel. Entao f~':V — U é C*"!, segundo a hipdtese
da inducdo, e df : U — GL(X) é C* ! pela hipétese. Como, segundo o
Lema [3.1.9) a aplica¢do Inv : GL(X) — GL(X) ¢ suave, a parte (v) do Te-
orema implica que a composicao df ' =Invodfo f1:V — GL(X) é
C* ! e dai f~! é uma aplicacdo C*. Com isso Lema fica provado. [

Com estas preparacoes somos dispostos para o teorema principal deste
capitulo. Como a prova nao depende de se a dimensao é finita ou infinita
(modulo um tnico uso de um resultado avangado — o teorema da inversa
limitada), vamos formular o seguinte teorema para espagos de Banach gerais.
Se quiser, escolha X =R" e Y = R™.

Teorema 3.1.11 (Teorema da Aplicagao Inversa). Sejam X e Y
espacos de Banach, seja 2 C X um subconjunto aberto, seja f : Q0 —Y uma
aplicagao C* com £ € NU {oo}, e seja xg € Q. Suponhamos que a derivada
de f no ponto xy, ou seja df (xg) € L(X,Y), € uma aplicagdo (linear) bijetiva.
Entao existe um subcongunto aberto U C 2 com xo € U, tal que V := f(U)
¢ um subconjunto aberto de Y e tal que a restricao

f|U U=V
¢ um difeomorfismo da classe C*.

Demonstracao. Veja a pagina [109] ]
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A demonstracao do Teorema [3.1.11] resta no seguinte lema. Neste lema
usamos a norma, operador

A
] = sup 1441
ozeex I

para os endomorfismos (aplicagoes lineares introspetivas) A: X — X de
um espaco vetorial normado (X, ||-||). Além disso, lembramos que a
bola aberta com centro zo € X e raio r >0 é denotada com o sim-
bolo B, (xg) :={z € X | ||z — || < r}.

Lema 3.1.12. Seja (X, ||-||) um espaco de Banach e sejam dado xo € X e
duas constantes r > 0 e 0 < v < 1. Além disso, seja ¢ : B.(xg) — X uma
aplicagao continuamente diferencidvel com

|1 — dip(x)|| < para todos os x € B,(xg). (3.1.5)

Entao a aplicacao v : B,(xg) — X € injetiva, seu imagem (B, (xg)) € aberto,
valem as inclusoes

By (1) (¥(0)) C ¢(Bp(0)) C Briaty) (¥(20)) (3.1.6)
e a inversa Y1 1 Y(B,(x0)) = B.(z0) € continuamente diferencidvel.

Demonstrag¢ao. Segundo a hipétese e Teorema [2.3.1] a aplicacao

¢: BT(xO) _>X> ¢($) I:l'—@b(l'),
¢ continuamente diferencidavel com derivada d¢(x) = 1 — diy(z) para todo
x € B.(x). Segundo (3.1.5) a derivada de ¢ satisfaz dali a desigualdade
|do(z)|| <~ para todo x € B,(zy), e segundo o Teorema [2.4.1] segue dai
lp(z) — o) < vlle— 2| (3.1.7)
para todos os x,z" € B.(zg). Em contrapartida seguem dai as desigualdades
[9(z) = ()] = llz — 2" — o(x) + ¢() |
< lz =2l + llg(z) — o (=] (3.1.8)
<@+ e =2,
[(x) = ()] = llz — 2 — ¢(z) + ¢(')]
> |l =2 — [[¢(z) — p(a’)] (3.1.9)
> (1= llz =2
para todos os z,z’ € B,.(x¢). Segundo (3.1.9) a aplicagao ¢ : B,(xg) — X é

injetiva. Vamos provar as outras afirmagoes em trés passos.



3.1. O TEOREMA DA APLICACAO INVERSA 107

Passo 1. Provaremos (3.1.6)).

A inclusao (B, (x0)) C By44)(¥(20)) segue diretamente de (3.1.8)). Resta
mostrar a inclusao B,q—_+)(¥(20)) C ¥(Br(70)). Dado y € By (¥(20)),
entao ||y — ¥ (xo)| < r(l —+) e dai

_ ly =)l
= lo—vte

0<s

<. (3.1.10)

Com isto definimos o conjunto nao-vazio
K :={z e X| ||z — o] < s} C B.(x0)

que é um espago métrico completo sob a fungao distancia d(z, z') := || — 2'||
para z, 2’ € K. Ora, seja a aplicagao f, : K — X definida através de

fy(x) =y + o(x) para x € K.

Entao todo x € K satisfaz a desigualdade

1fy (@) = oll = [ly + ¢(x) — o
= l[¢(x) = ¢(x0) +y — P(xo)|
< llo(x) = é(@o)ll + lly — v (o)l
< vlle =zl + (1 —7)s
<7ys+(L—=7)s

Aqui o segundo passo segue da equacao xo = ¢(xg) + 1 (xg), o terceiro da

desigualdade triangular, o quarto de (3.1.7)) e (3.1.10)), e o quinto da definigdo
do conjunto K. Com isto temos mostrado que f,(K) C K. Além disso, vale

1fy(2) = fy(@)]| = ll¢(x) — o(@)]| <7l — 2|

para todos os z,2" € K, segundo (3.1.7). Portanto f, : K — K é uma con-
tragao num espago métrico completo nao-vazio e possui dai, segundo o Teo-
rema do Ponto Fixo de Banach (Teorema [E.0.7]), um ponto fixo tinico

t= f,(x) =y + 6(x) € K C By(wy).

Este ponto fixo satisfaz a equagdo ¥ (x) =z — ¢(x) = y e com isso Passo 1
fica provado.
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Passo 2. O conjunto imagem (B, (xq)) = {(x) | x € B,(x9)} € aberto.

Seja dado y; € ¥(B,(xg)), escolha z1 € B,(xg), tal que ¥(z1) = y;. Entao
parac =1 — ||x; — xo|| > 0vale B.(z1) C B,(x¢) segundo a desigualdade tri-
angular. Segundo o Passo 1 segue dai B.q_)(y1) C ¥(B:(21)) C ¥(B,(x0))
e com isso Passo 2 fica provado.

Passo 3. A aplicacdo inversa 1~! é continuamente diferencidvel.

A aplicacao ¢ : B.(xg) — ¥(B.(z9)) é bijetiva segundo (3.1.9)), e a mesma
desigualdade mostra que ¢ =1 é Lipschitz-continua. Vamos mostrar que ¢)=1 é
diferenciavel. Neste caso, segundo o Lema|3.1.2, sua derivada é a composicao

V(Bu(9)) “ By(wo) % GL(X) ™ GL(X)

e daf é continua. (Aqui GL(X) C £(X, X) denota o grupo das aplicagoes
lineares limitadas bijetivas A : X — X.)

Diferenciabilidade de 1~! num ponto y; € ¢(B,,(xo)): Seja z1 € B, (z0)
com ¥(x1) = y1, e seja ¥ := d(x;). Segundo (3.1.5) vale |1 — V|| <~ < 1,
e dai U ¢é invertivel segundo o Teoremacom \IJ L= ,(1— ) Dali

~ = > > 1
U< = w)F <> 1-wF <Y A = T (3.1.11)
k=0 k=0 =0 v

Ora, seja dado € > 0. Segundo a definicao da derivada existe um p > 0 com
p <1 —|lxg — z1||, tal que todo x € B,(x1) C B,(x) satisfaz a desigualdade

(@) = (1) = Wz —21)| < el =) o — 2] (3.1.12)

Com 0 := p(1 — ) vale Bs(y1) C ¥(B,(x1)) segundo o Passo 1.

Ora, seja dado y € X com |y — | < d. Entdo existe um = € B,(z1)
com ¢(x) = y. Usando (3.1.12)), (3.1.11)), e (3.1.9) (exatamente neste ordem)
encontraremos dali a cadeia de desigualdades

[0 () = ) =y —y) | = 19y — 1 — U(z — 1))
<O Y[[e () — (1) — W(z — a)]|
<O Hle(X = )?[le — 24
<e(l =)l =z
< elly —umll.

Segue dai que ¢! ¢ diferencidvel no ponto y; e diy~'(y;) = ¥~ Com isso
Passo 3 e Lema [3.1.12 sao provados. O
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Demonstracao do Teorema|3.1.11. Pela hipotese a aplicagao linear
A:=df(xg) : X =Y

é bijetiva e limitada. Em dimensao finita A~! j& é limitada e em dimensao
infinita isto é garantido pelo Teorema da Inversa Limitada (o qual é baseado
no Teorema de Baire). Ora, definimos a aplicagao ¢ : Q2 — X através de

Y(z) = A7 () para z € €.
Entao 1 é continuamente diferenciavel segundo o Teorema [2.3.2] e vale
dy(x) = 1= A'df (x) — 1 = A (df () — df (x0))
para todos os x € Q. Ora, seja

1 AL
g:= 7 >0, A7 = sup w
2[| A=l oxney  [nlly

Como a aplicacao df : Q@ — L(X,Y) é continua pela hipitese, existe uma
constante 0 > 0 com Bs(x) C 2 tal que todo = € Bs(xy) satisfaz a desigual-
dade ||df (z) — df (xo)|| < . Dai segue para todo x € Bs(zg) a desigualdade

() — 1| = | A7 (df () — df (z0))
< A7 lldf (z) — df (xo) |
<[lA7 e
1

5
Dali, segundo o Lema [3.1.12f com v = 1/2, o subconjunto ¢ (Bs(zg)) C X é
aberto e ¢ : Bs(zo) — ¥(Bs(xg)) é um C'-difeomorfismo. Ora, definimos

U := B,(z9) C £, V := A(¢(Bs(xg))) C Y.

Entao V = {AY(z) |z € U} = f(U) é um subconjunto aberto de Y, porque
a aplicacao linear A~! : Y — X é continua e V a pre-imagem do subconjunto
aberto ¢(Bs(rg)) C X sob A7L. Ora, a aplicacio

f|U:A¢|UU—>V
¢ bijetiva com a aplicacao inversa
(flo) "' (y) = @Wlo) ' (AT'y)  paray e V.

Entao (f|y)~!: V — U é continuamente diferencidvel, segundo o Lema|3.1.12
e o Teorema [2.3.2l Como f é pela hipétese uma aplicacdo C*, segue do
Lema [3.1.10| que (f|y)~' : V — U também é uma aplicagao C*. O
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Coroléario 3.1.13 (Imagem aberta). Sejam X,Y espacos de Banach, seja
U C X um conjunto aberto, e seja f: U — Y uma aplicagao continuamente
diferencidvel, tal que a derivada df (z) € L(X,Y) € uma aplicagcdo linear in-
vertivel para todo v € U. Entao V := f(U) é um subconjunto aberto de Y .

Demonstracao. Seja yg € V', fixe xg € U com f(x9) = yo. Entao existe, se-
gundo o Teorema|3.1.11} um subconjunto aberto Uy C U com x( € Uy tal que
Vo := f(Up) é um subconjunto aberto de Y. Como yo = f(xg) € f(Uy) = W,
existe entdo um § > 0 com B;(yo) C Vo C V. Isso prova Coroldrio[3.1.13] O

Corolario 3.1.14 (Imagem difeomorfo). Sejam X,Y espacos de Banach
e seja U C X um conjunto aberto, e seja f: U — 'Y uma aplicagcao injetiva
da classe C* com { € NU {oo}, tal que df(x) € L(X,Y) é uma aplicagio
linear invertivel para todo x € U. Entao V := f(U) é um subconjunto aberto
deY e f:U—V éum Ct-difeomorfismo.

Demonstragao. O subconjunto V' C Y é aberto, segundo o Corolario [3.1.13]
e a aplicacao f: U — V é bijetiva, segundo a hipétese. Dado yy € V', entao
segundo o Teorema [3.1.11] existe um conjunto aberto Vo C V, tal que yy € Vj
e fYv, : Vo — X é uma aplicacio C*. Como isto vale para todo yo € V que
ainversa f~! é uma aplicacio C*. Com isso Corolario[3.1.14/fica provado. [J

Exemplo 3.1.15. A funcado seno é suave com sen’(0) = 1. Dali e segundo
o Teorema [3.1.11] sua restricao a um intervalo aberto adequado Uy C R
com 0 € Uy, é um difeomorfismo suave ao conjunto imagem correspondente.
O intervalo méximo é Uy = (—n/2,7/2). Como a funcao seno é injetiva neste
intervalo e tem uma derivada positiva, a funcao sen : (—7/2,7/2) — (—1,1)
¢ um difeomorfismo segundo o Corolério |3.1.14]

Exemplo 3.1.16. Seja X um espaco de Banach e A:=L(X). (Exem-
plos e . A aplicagao exponencial exp : A — A é continuamente
diferencidvel, veja o Exemplo , com derivada dexp(0) = id em Ay = 0.
Em Corolario [4.4.4] vamos ver que a aplicacao exponencial ainda é su-
ave. Dal segue de Teorema [3.1.11] que existem conjuntos abertos U,V C A
com 0 € U, tal que exp : U — V é um difeomorfismo suave. A série logaritmo
no Exemplo[1.6.2| mostra que podemos escolher V = {B € A| |B — 1| < 1}.
A aplicagdo inversa entdo é exp '(B)=log(B)=—-> ", (1—-B)*/k
para B € V.

Exercicio 3.1.17. Pontos criticos nao-degenerados sao isolados. (Para a

defini¢do veja o Exercicio [2.7.17})
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3.2 O Teorema da Funcao Implicita

Nesta secao trata-se da questao, dado uma equacao

flz,y) =0, (3.2.1)

nas quais hipoteses pode-se resolver localmente para y, ou seja, existe uma
func@o continuamente diferencidvel y = g(z) tal que o conjunto das solugoes
é localmente o grafico da funcao g. Entao dizemos que a funcao g é definido
implicitamente através da equagao . Aqui um exemplo simples para ja.

y 0

f=
4

Figura 3.1: Uma funcao definida implicitamente.

Exemplo 3.2.1. Seja f : R? — R a funcao

P (3.2.2)

flay) =2"—z
para (z,y) € R?. Entao toda solugio da equagao (3.2.1]) satisfaz as desigual-
dades |z] < 1 e |y| <1/2. Além disso, pode-se resolver explicitamente a
equacao para ¥, e recebe-se a férmula

y=tzv1— x? para —1 <z <1 (3.2.3)

Esta féormula representa funcoes suaves, com ambos sinais para —1 < x < 0
e para 0 <z < 1. Os trés pontos excepcionais no conjunto das solucoes
sao (z,y) = (£1,0) e (x,y) = (0,0), e isso sao exatamente os elementos do R?

as quais satisfazem as condigoes f(z,y) =0e g—;(x, y) =0 (vejaa Figura.
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A situacao geral nesta secao refere-se a aplicagoes continuamente dife-
rencidveis f = (f1,..., fm) : & = R™ as quais sao definidas num subconjunto
aberto 2 C R" x R™. Denotamos de (z,y) = (1, ..., Zn, Y1, -, Ym) 0s ele-
mentos do R" x R™. Entao a tarefa é resolver as m equagoes fi(x,y) =0,
k=1,...,m, com respeito as m variaveis yi,..., Ym. E importante que o
nimero de equagoes coincide com o de varidveis. Nesta situacao é ttil escre-
ver a matriz jacobiana de f num ponto (z,y) € 2 como matriz bloco

0 0
o) = (Gt | ) e moxoem

com
0
of
- = : : € Rmxn
5 & Y) : :
m a m
?’9];1 (.CC, y) T a];n (27, y)
0
of
= (2,y) = r : € R™m,
oy =Y : :
O fm Ofm
61;1 (‘7;7 y) T 3§m (SL’, y)

A condigao decisiva para a solubilidade local para y do sistema de equagoes
f(x,y) = 0 com respeito y é que o determinante da matriz quadrada %(m, Y)
nao é nulo. Ora, a derivada direcional de f no ponto (z,y) € Q na diregao
de um vetor (£,n) € R" x R™ tem a forma

df (x,y) ( : ) = S (@, y)é+ Ly

n
= 4|, fle+t&y) + £, fle,y+tn).

A mesma férmula recebe-se se X,Y, Z sao espacos de Banach e f:Q — Z
uma C'-aplicacao num subconjunto aberto 2 C X x Y. Neste caso define-se

d*f(z,y) = df(2) € L(X,Z),  d'f(z,y) = dfuly) € LY. 2)

para (z,y) € Q e onde f,(z) = f(z,y) =: f.(y) define as C'-aplicagoes
fy:Qy={reX|(ry)eQt—=Zef : Qi ={yeY|(r,y €} = Z.

(3.2.4)
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Teorema 3.2.2 (Teorema da Fungao Implicita). Sejam X,Y,Z espagos
de Banach, seja Q0 C X XY um subconjunto aberto, seja f:Q — Z uma
aplicagdo C* com £ € NU {oo}, e seja dado (w9, o) € Q, tal que f(z0,v0) = 0
e a aplicagao linear d"f (xo,yo) € L(Y, Z) € bijetiva. Entdo existem subcon-
juntos abertosU C X eV CY euma aplicacio g : U — V da classe C* com
as sequintes propriedades.

(i) Vale (zo,y0) €U XV C Qe
9(x0) = yo. (3.2.5)

(i) Para todos os x € U e todos os y € V wvale a equivaléncia

fz,y) =0 == gl) =y (3.2.6)
(iii) Para todo x € X a aplicagio linear d*f (x, g(x)) € L(Y, Z) € bijetiva e
dg(x) = —d'f(z,g(2)) " d*f (z, g(x)). (3.2.7)

Demonstracao. Utilizamos as abreviagoes
A= de(':CU?yO) E‘C(X?Z>7 B = de(':CO?yO) GE(Y,Z)
e definimos a aplicacao F': Q) — X X Z através de

F(x,y) = (z, f(z,y))

para (z,y) € Q. Entao F é uma aplicacio C* e sua derivada no ponto (zg, yo)
¢é dada através de

F(xo 4+ t&, yo + tn)
t=0

= 2| (w018, fwo + 18,30 + 1)
t=0

= (& d¥f (w0, yo)€ + d"F (0, yo)n)
= ({, A + Bn)

para ({,n) € X x Y. Como B :Y — Z é uma aplicacao bijetiva, a aplicagdo
derivada dF'(zo,y0) : X X Y — X X Z também é injetiva e tem a inversa

dF (w0,y0) "' (€, C) = (&, BT (¢ — A9))
para e X e( € Z.

d
dF (zo,%0)(&,n) = it
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Segundo o Teorema/|3.1.11|existe um subconjunto aberto 2o C €2 contendo
(x0,%0) € Qo tal que F (o) C X x Z é aberto e Fy := Flq, : Qo — F() é
um C*-difeomorfismo. Assim Fy ' : F () — Qo é uma aplicacdo C* com

(ZE(),O) € F(Qo), Fo_l(l'(),O) = (Io,yo). (328)
Como 2y é um subconjunto aberto de X x Y, existe um £ > 0 com
Ba(.CEO;X) X Bs(yo,Y) C Qo. (329)

Como Fy': F(Qy) — Qp é uma aplicacdo continua e Fy *(z9,0) = (20, y0),
F(B.(70; X) x Bo(y0; Y)) = (Fy ) ™Y Be(w0; X) x Bo(yo;Y) C X x Z é uma
vizinhanca aberta de (z,0). Dal existe uma constante 0 < § < & com

Bs(xo; X) x B5(0; Z) C F(Be(w0; X) X Be(yo;Y)) € F(§).  (3.2.10)

Ora, definimos aplicagoes tx : X - X X Z e my : X XY — Y através de
tx(x) == (x,0) para z € X e my(z,y) :==y para (z,y) € X x Y. Entdo am-
bas estas aplicacoes sao linear a assim suave.

Ora, se x € Bs(x; X), entao vx(z) = (2,0) € F(B.(20; X) X B:(yo;Y)) se-
gundo e com isso vale Ty o Fy ' oux(x) € B.(y;Y). Portanto en-
contraremos uma aplicacao bem definida g : U — V através de

U:= Bs(zo; X), V:=B.(y0;Y), g(zx):=nyoF, oux(x) (3.2.11)
para x € U. Isto é uma aplicacio C* segundo o Teorema [2.5.9, Além disso,
(Io,yo)QUXVCQ()CQ

segundo (3:2.9), e g(z) = 7y (Fy (20, 0)) = 7y (w0, yo) = yo segundo (3:2.8).
Consequentemente ¢ satisfaz a condi¢do (i). Para a prova de (ii) fixamos
dois elementos x € U e y € V. Entao (z,y), (z,g(z)) € Qo e valem as duas
equagoes F(x,y) = (z, f(z,y)) e F(x,g(x)) = (2,0). Como Fl|g, é injetivo,
vale entao g(x) =y se e somente se f(x,y) =0. Com isso ¢ satisfaz as
condigoes (ii). Para a prova de (iii) fixamos um elemento x € U. Entao
o par (z,g(x)) € Qp e dai a aplicacdo linear dF(z,g(z)) : X XY - X x Z ¢
invertivel, segundo o Lema [3.1.2]. Com

dF (z,9(x))(&n) = (& d*f(x, g(x)€ + d"f (z, g(x))n)

para (£,m) € X x Y segue dali que d¥f(x,g(z)): Y — Z é invertivel. Dife-
renciamos ora a equagao f(x, g(z)) = 0, entao recebemos

0= d*f(z,9(x))¢ + d'f(z, g(x))dg(x)¢
para todos os £ € X e dali segue (3.2.7)). Isso prova o Teorema |3.2.2] O
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Exemplo 3.2.3. Seja 2 C R™ um conjunto aberto com z, € €2, seja A C RY
um conjunto aberto com 0 € A, e seja f : A x 2 — R uma funcao da classe
C?. Para A € A definimos a C%-funcao fy : Q — R através de

fu(x) = f(\,z)  paraz € Q.
Seja zy € )y um ponto critico nao-degenerado de fj, ou seja

dfo(zo) =0,  det(d*fy(w0)) # 0. (3.2.12)
(Veja também o Exercicio 2.7.17 e o Exercicio 3.1.17}) Entao existem vizi-
nhancas abertas Ag C A de 0 € RN e Uy C 2 de x5 € R", assim como uma
Cl-aplicacao g : Ag — Uy com as seguintes propriedades.
(i) 9(0) = zo.
(ii) Para todos os A € Ag e todos os x € Uy vale x = g(\) <= df\(z) = 0.
(iii) Para A € Ay o valor g(\) é um ponto critico nao-degenerado de f) e

9 ) 10V f
N = = (@) 5=

(A, g(N)), k=1,...,N.

(iv) Se f é suave, entdo g também ¢ suave.

As afirmagoes (i-iii) seguem do Teorema onde tem-se que substituir a
tuplo (n,m,z,y,Q, XY, Z, f) por (N,n,\,z, A x Q,RY R* R", Vf). Dei-
xamos como exercicio a parte (iv). Resumindo, o exemplo mostra que pontos
criticos nao-degenerados ficam preservados sob perturbacoes pequenos.

Exemplo 3.2.4 (Transformacao de Legendre). Seja 2 C R” x R” um
conjunto aberto. Denotamos os elementos de €2 de

(2,0) = (X1, ..., Tp, V15 e o, V).
Seja L : 2 — R uma funcao suave a qual satisfaca a condicao

det ((8‘3;% (a:,v))i 1) £0 (3.2.13)

)=

para todos os (z,v) € Q. Isto é a condicao de Legendre. No seguinte
utilizamos para (z,v) € Q a notagao

oL oL oL
%@’U) = (a_xl(‘rav)v SRR a_xn(x7v))

oL oL oL
%(I’,U) = (8_1)1(1‘7,0)7 .- ‘78_%('1:71})) :
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Ora, seja (zg,v9) € Qe yo := g—ﬁ(azo, vp). Entdo segue da condigao de Legen-
dre (3.2.13]) e do Teorema m que pode-se resolver o sistema de equacoes

OL
y=45 (20 (3.2.14)

localmente com respeito a v. Ou seja, existem abertos U, V, W C R" com
l'er, U(]EV, yOGVV, UxV cCQ

assim como uma aplicagdo suave g : U x W — V, tal que g(zo,y0) = vo € a
seguinte afirmacao é satisfeita para todososx e U,v eV ey e W:
oL
v=g(z,y) = a—(:c,v) = . (3.2.15)
v

Ora definimos a fungao hamiltoniana H : U x W — R através de
) = Zngj(x, y) — Lz, g(z.y)) (3.2.16)

para x € U e y € W. Com ajuda da equagao —(:1: g(z,y)) =y, resultam
entao para as derivadas parciais da funcao hamiltoniana as férmulas

g_i(x’y) — aixz (Z ngj(x,y) - L(.I,g(.l‘,y)))

) 8L oL dg;
—Zyy 9 = o, @ 9(@y)) Za—wgwy)g](x,y)

X

- -§L (x.9(.1)

g—i(x,y) = % (; yi9;(2,y) — L($>9($’y))>

"L g, 8g]
zgi(fc,y)Jr;yja—%( Za (v, g(z.y)) 5, ()
= gi(x,y).
Em resumo assim encontraremos para x € U e y € W as equagoes
OH oL OH
— =— = gi(z,v). 3.2.17
oz, (z,y) o (z,9(7,y)), i (z,y) = gi(z, ) ( )
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Ora, seja I C R um intervalo aberto e z : I — U uma solugao (suave) das
equacoes de Euler—Lagrange

d OL oL

— L = [ =1,... 2.1
gt oo, EW:2(0) = = (2(), 2(),  i=1...n (3.2.18)
com z(t) € Ve y(t) € W para todos os t € I, onde y(t) é definido através de
yi(t) := gf (x(t), z(t)), i=1,...,n. (3.2.19)

Entao vale g;(x(t),y(t)) = ;(t) para i = 1,...,n segundo (3.2.15)), e dali se-
gue segundo ([3.2.17)) que a aplicacdo (z,y) : I — U x W resolve as equagoes
de Hamilton

H H
T;(t) J 0

= G@0). B0 = —g@ut)  (220)
parat=1,...,n et € I. Em resumo, isto significa que a transformacgao
de Legendre (3.2.14) converte as equagoes de Euler—Lagrange (uma
equagao diferencial ordinaria de segunda ordem em n varidveis) nas equagoes
de Hamilton (3.2.20) (uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem
em 2n varidveis) com a fun¢do hamiltoniana (3.2.16), também chamado do
Hamiltoniano. Além disso o Hamiltoniano H tem a significancia fisica de
energia, a qual fica constante ao longo da solucao da equagao , e assim
também ao longo das solugoes de (3.2.18)) (Exercicio).

Exemplo 3.2.5. Seja {2 C R® um conjunto aberto e seja V : {2 — R uma
funcao suave. Entao as equacgoes de Newton
Z(t) = =VV(x(t)) (3.2.21)

correspondem ao caso especial da equacao (3.2.18)), onde L : Q x R* — R é
dado através de

L(z,v) = % ol — V() (3.2.22)

(energia cinética menos potencial). Neste caso a equagao (3.2.14]) tem a

forma y = 2-(z,v) = v, a funcdo hamiltoniana é

Hwy) = 5 Iyl + V(@) (3.2.23)

(energia cinética mais potencial), e as equagoes de Hamilton nao fornecem

nada novo em comparacao a (3.2.21). Porém resulta de (3.2.20]) imedia-

tamente o Teorema da Preservagao da Energia. (Veja também o Exem-

plo23)
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3.3 Subvariedades

A nocgao de uma subvariedade

Nesta segao serd introduzido a nogao de subvariedade (de um espago vetorial
normado da dimensdo finita) e serdo discutidos uns exemplos. Este conceito
desempenha um papel importante para muitas areas da matematica e da
fisica. Neste manuscrito serd utilizado na Segao para a investigacao de
extremos de fungoes sujeitos a restri¢oes, assim como no Capitulo [6] sobre a
integracao de fungoes em variedades e o Teorema da Divergéncia de Gaufl
e no Capitulo [7] sobre a integragao de formas diferenciais e o Teorema de
Stokes.

/i\ R"™

M /D

Rd

Figura 3.2: Uma subvariedade.

Defini¢ao 3.3.1 (Subvariedade). Sejam d e n nimeros inteiros, tais que
0<d<mn, seja € NU{o0}, e seja X um espago vetorial normado de di-
mensdo n. Um subconjunto M C X chama-se de C*-subvariedade d-di-
mensional de X, se satisfaz as sequintes condi¢oes. Para todo ponto p € M
existe um subconjunto aberto U C X com p € U, um aberto V C R", e
um C*-difeomorfismo ¢ : U — V' com

H(UNM)=Vn(Rx {0}). (3.3.1)

(Veja a Figura . No caso de ¢ = oo também falamos de uma subvarie-
dade suave d-dimensional de X.) Nesta situacdo o C*-difeomorfismo ¢ é
chamado de carta de M e o conjunto U N M de dominio de carta de M.
Se I € um conjunto de indices e ¢; : U; — V; uma carta de M para todo i € I,
tal que os dominios de cartas cobrem o todo M, ou seja M C |J,c; Us, entao
chama-se a colegao {¢p;}icr destas cartas de atlas de M.
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Exemplo 3.3.2. No caso de d =0 um subconjunto M C X é uma C*-
subvariedade 0-dimensional de X se e somente se M ¢ um subconjunto
discreto de X, ou seja, se para todo ponto p € M existe um subconjunto
aberto U C X com UNM = {p}.

Exemplo 3.3.3. No caso de d = n = dim(X) um subconjunto M C X é uma

C‘-subvariedade n-dimensional de X se e somente se M é um subconjunto
aberto de X.

Exemplo 3.3.4. A esfera unitaria

=1

S — {x cR"”

ixle}

¢ uma subvariedade suave (n—1)-dimensional do R"”. Um atlas com 2n cartas
¢ : UF — V* é dado através de

U* = {:BG]R” ﬂ:xi>0,2xj2»<1}

JF

VE={yeR"

+ - E 2
¢i (:B) = T Ty Tig s - Ty Ty F 1- ZUJ

parai=1,...,nex € Ut

Exemplo 3.3.5. Sejam X e Y espagos vetoriais normados com dim(X) = d
e dim(Y') = m, seja  C X um subconjunto aberto, e seja g : Q2 — Y uma
C*-aplicacdo. Entao o conjunto

M := graph(g) = {(z,y) € X x Y |z € Q, y = g(2)}

¢ uma C‘subvariedade d-dimensional de X x Y. Possui um atlas o qual
é composto de uma tnica carta ¢ : U — V. Para esse fim escolhemos
isomorfismos de espacos vetoriais i : X — R% e j : Y — R™, e definimos

U:=QxY, V:=1i(Q) x R™, o(z,y) = (i(x), j(y — g(x)))

parax € QeyeY.



120 CAPITULO 3. FUNCOES IMPLICITAS

Figura 3.3: Uma superficie de rotacao.

Exemplo 3.3.6. Sejam a < b nimeros reais e seja 7 : (a,b) — (0,00) uma
funcao suave. Entao o conjunto

M, = {(z,y,2) € R*|a < z < b, 2* + y* =r(2)*} (3.3.2)

¢ uma subvariedade suave 2-dimensional do R*. Toda subvariedade desta
forma é chamada de superficie de rotagao (veja a Figura . Exercicio:
Construa um atlas de M,.

Exemplo 3.3.7. a) O conjunto
S:={(z,y) eR* |y #0=1/y e N}

nao é uma subvariedade do R?. Para a prova pode-se utilizar a nocao conexo
no Apéndice Bl Se M C X é uma subvariedade e p € M, entdao pode-se
escolher uma carta ¢ : U -V de M com p € U , tal que V = B.(¢(p)) é
uma bola no R com centro ¢(p). Entao V N (RY x {0}) é um subconjunto
conexo do R™ e assim, segundo , o dominio de carta U N M também
¢ conexo. Mas no nosso exemplo o conjunto U NS é desconexo para toda
vizinhanga aberta U C R? do ponto (0,0) € S (Exercicio), e dali S nao pode
ser uma subvariedade do R?. b) Mas S := S\ (R x {0}) é uma subvariedade.

Exemplo 3.3.8. O conjunto S := {(z,y) € R?* | zy = 0} nao é uma subvari-
edade do R?. Para a prova pode-se utilizar o seguinte teorema.
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Valores regulares

Teorema 3.3.9. Seja X um espagco vetorial normado de dimensao n
e M C X um subconjunto nao-vazio. Seja { € NU{oo} e seja d um nimero
inteiro com 0 < d < n. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalente.

(i) M € uma C*-subvariedade d-dimensional de X .
(ii) Para todo ponto p € M existe um subconjunto aberto U C X comp € U
e C*-funcoes fi,..., fo_a: U — R, tal que

UNM={zeU]|fi(x)= folx) == fr_alzx) =0} (3.3.3)
e as funcionais lineares dfy(x),dfs(z),...,dfn_q(x) € L(X,R) sdo linear-
mente independente para todo ponto x € U N M.

A prova utiliza o seguinte lema da Algebra Linear.

Lema 3.3.10. Seja X um espaco vetorial e sejam Aq,..., A, : X = R
funcionais lineares. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalente.
(i) As funcionais lineares Ay, ..., A, sao linearmente independente.
(ii) Ewistem vetores xq,...,x,m € X com N(z;) = 6;; parai,j =1,...,m.
(iii) A aplicagio X — R™ : x — (Ay(x) ..., Ap(x)) € surjetiva.
Demonstracao. Provaremos (i) == (ii) por induc@o sobre m. Para m =1
independéncia linear significa que A; # 0, e dai existe um vetor x; € X

com Aj(zy) = 1. Ora, seja m > 2 e suponhamos que a afirmagao é valida
para m — 1. Entao provaremos

ﬂ ker A; ¢ ker A, parai=1,...,m. (3.3.4)
J#1
Pela hipdtese da indugao existem vetores &1, ..., &,—1 € X com A;(&;) = d;;
para i,7 =1,...,m — 1. Se a afirmacao (3.3.4) nao vale para i = m, entao

resulta para todo z € X que x — 3. Ai(2)&; € ﬂ;n:_ll ker A; C ker A, e dai
vale A, (z) = 37 Ai(2)An(&), de onde segue A,, = 327" A (&)A;, em
contradigao a (i). Com isso fica provado para ¢ = m. Através de tro-
car ¢ e m recebemos para todo i, e dali segue imediatamente parte (ii).
Provaremos (ii) = (iii). Sejam xi,...,z, € X como na parte (ii)
e seja A= (A1,...,\n) €R™. Entdo o vetor x:=3 " \jx; satisfaz a
condigao Aj(z) = Y70 AjAi(z;) = Y200 Ajdij = Aiparai =1,...,m.
Provaremos (iil) = (i). Sejam A;,..., A\, € R com Y " NA; = 0.
Segundo (iii) existe entdo um vetor x € X com A;(x) = \; parai=1,...,m.
Segue daf 0 = Y7 NiA;(z) = Y10, A2 e dali \; = 0 para todo i. O
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Demonstra¢ao do Teorema[3.3.9. Provaremos (i) = (ii). Seja p € M. Se-
gundo (i) existe um aberto U C X com p € U, um aberto V' C R", e um
C*-difeomorfismo ¢ = (¢1,...,¢,) : U = V satisfazendo (3.3.1). Como a
aplicacao linear do(z) : X — R™ é bijetiva, veja Lema , as funcionais

lineares do;(x), ..., d¢,(x) : X — R sdo linearmente independente para todo
x € U, veja Lema [3.3.10] Além disso, segundo (3.3.1]), vale para todo x € U
reMNU <= ¢() R x {0} <= ¢gi(x) == ¢n(x) =0.
Com isto as fungoes f; := ¢qri, para i = 1,...,n — d, satisfazem parte (ii).
Provaremos (ii) = (i). Sejam pe M e fi,..., fo—a: U — R como
em (ii). Entao existem funcionais lineares Aq,...,A\; : X — R, tal que

Ay Aay df1(p)y ooy dfn—a(p)

¢ uma base do espago vetorial £(X,R) de dimensao n. Ora definimos a
aplicacao ¢ : U — R" para x € U através de

o) == (M(2),..., (), fi(x),. .., fu_a(z)).
E C* segundo o Teorema [2.5.9| sua derivada d¢(p) : X — R™ no ponto p é

dp(p)€ = (Mi(&), - Aa(€). dfi(D)E, - -, dfua(p)€)-

Como as funcionais lineares A1, ..., Ag, df1(p), ..., dfn_qa(p) sdo linearmente
independente, d¢(p) : X — R" é bijetiva, segundo o Lema . Segundo o
Teorema [3.1.11] existe dali um aberto Uy C X com p € Uy, tal que o conjunto
Vo := ¢(Uy) C R™ é aberto e ¢y := ¢|y, : Uy — Vo um C*-difeomorfismo. Dai

¢o(Uo N M) ={¢(x) |z € U, fi(z) = = fa-alx) = 0}
=V N (R? x {0})

e com isso ¢g € uma carta de M. Como p € M foi escolhido arbitrariamente,
isto significa que M é uma C*-subvariedade d-dimensional de X. [

Defini¢ao 3.3.11 (Valor regular). Sejam X,Y espacos de Banach, seja
Q C X um conjunto aberto, e seja f: Q2 — Y uma aplicagao continuamente
diferencidvel. Um vetor y € Y chama-se de valor regular de f se em todo
ponto x € Q com wvalor f(x) =1y, primeiro, a derivada df(x) € L(X,Y) €
uma aplicagao sobrejetiva e, sequndo, seu nicleo X := ker df (z) possui um
complemento topolo/gz'cﬂ Xi. (A segunda condigdo € vazia se dim X < 00.)
Um vetor y € Y chama-se de valor singular de f, se y nao € regular.

1 Um subespago linear fechado X1 C X, tal que Xo N X; = {0} e Xo U X; gera X.



3.3. SUBVARIEDADES 123

Corolario 3.3.12 (Valores regulares). Sejam ¢ € NU {oo} e d,m,n € Z
com0<d<nem:=n—d. Sejam X eY espacos vetoriais das dimensoes
n=dim(X) em = dim(Y), seja Q C X um conjunto aberto, seja f: Q2 —Y
uma C*-aplicacdo, e sejay €Y um valor reqular de f. Entdo

M= f"Hy) ={z € Q| f(z) =y}
¢ uma C*-subvariedade d-dimensional de X .

Demonstragao. No caso de d = n tem-se Y = {0} e assim M = 2 é um sub-
conjunto aberto de X como afirmado. Sejaentaod < nedaim=n—d > 0.
Sejam eq,...,e, umabasedeY e fi,..., f, : 2 — R funcoes definidas assim

fi@er+ -+ fu(@)en == f(z) -y paraz €.
Estas funcoes sao C* segundo o Teorema Além disso, vale
M =A{z e Q| f(x) =y} ={z € Q] filz) = = fn(x) = 0}.

Ora a aplicac@o linear X — R™ : £ — (df1(x)¢, ..., dfm(z)€) é surjetiva para
todo x € M, como y é um valor regular de f. Dali, segundo o Lema [3.3.10

as funcionais lineares df;(z), ..., df,(x) sdo linearmente independente para
todo x € M. Com isso o Corolario [3.3.12| segue do Teorema |3.3.9, ]

Comentario 3.3.13. (i) Corolério [3.3.12] também fica valido se y ¢ f(£2),
e dai M é o conjunto vazio. Porque o conjunto vazio M =@ C X é uma
subvariedade d-dimensional para todo d.

(ii) Sejam XY espagos vetoriais normados e 2 C X um subconjunto aberto.
Seja f : Q — Y uma C*-aplicacio com £ > 1 e £ > dim(X) — dim(Y). Entao
o Teorema de Sard diz que quase todos os y € Y sao valores regulares
de f. Isto significa que o conjunto dos valores singulares de f é um conjunto
Lebesgue-nulo, ou seja, que pode ser coberto com um nimero contavel de blo-
cos com volume total arbitrariamente pequeno. Particularmente o conjunto
dos valores regulares de f é denso em Y.

(iii) O Teorema de Sard também vale no caso de dim(Y) > dim(X). Aqui o
conjunto dos valores regulares é o complemento do conjunto das imagens de f:
A derivada df (x) : X — Y nunca pode ser surjetiva por razoes de dimensao.
No caso de dim(Y’) > dim(X) o Teorema de Sard diz portanto que o conjunto
imagem f(f2) de toda C'-aplicagao f : Q2 — Y é um conjunto Lebesgue-nulo
em Y. Isto j& segue de Teorema [5.6.7] (iii), como Q é uma unido contdvel
de conjuntos compactos. A prova no caso relevante dim(Y) < dim(X) é
consideravel mais dificil. Para fungoes suaves encontra-se uma prova em [3].
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Exemplos

Exemplo 3.3.14. Que a superficie de rotacao M, C R? é uma subvariedade
suave 2-dimensional do R?® segue imediatamente do Coroldrio [3.3.12] com

Q:={(z,y,2) eR*|a < z < b}
e a funcao suave f : () — R definida através de
f(f,(],y,Z) = 5(72 + y2 - T(Z)

para (z,y,z) € Q. Como r(z) > 0 para todos os (z,y,2) € €, o nimero 0
é um valor regular de f, e dai M, = f~(0) é uma subvariedade suave 2-
dimensional do R3.

Exemplo 3.3.15. O conjunto S = {(z,y) € R? |2y = 0} no Exemplo [3.3.§]
nao é uma subvariedade, isto pode ser provado através do Teorema [3.3.9]
Como S é nem aberto nem discreto o unico candidato para a dimensao se-
ria o nimero d = 1. Mas se f; : U — R seja uma funcao C' num con-
junto aberto U C R? com (0,0) € UNM = {(x,y) € U| fi(z,y) = 0}, entao
vale %(0, 0)= %(0, 0) =0. O ponto p = (0,0) € S lesa dai a condicao (ii)
no Teorema [3.3.9] e assim S nio é uma subvariedade do R2.

2

Figura 3.4: Um 2-toro no R?.

Exemplo 3.3.16. Seja 0 < r < 1 e seja f : R® — R a funcao suave
fl@,y,2) = (2 +y* —1+0r° — 22)2 —A4(2® + ) (r* = 2?).

Entao 0 é um valor regular de f e dali M := f~1(0) é uma subvariedade suave

do R3 (veja a Figura . A aplicacao

(t)

(14 rcos(s)) cos
St x St — M (e, ") = | (1 +7cos(s))sen(t)

rsen(s)

identifica o 2-toro padrao S' x S' ¢ C x C com M.
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Exemplo 3.3.17. Se M C R" e M’ C R" sao subvariedades suaves, entdo
o produto M x M’ é uma subvariedade suave de R” x R” = R Parti-
cularmente o n-ésimo produto

T :=S"x ... xS!
¢ uma subvariedade suave do C". Isto é o n-toro padrao.
Exemplo 3.3.18. O grupo ortogonal
O(n) = {AeRV"|A"A =1}
¢ uma subvariedade suave de R™*" e
nn—1)
5

Para a prova consideramos os espacos vetoriais normados

X =R"" Y:=9,={SeR"|S"=5}.

dim(O(n)) =

e a aplicacao f: X — Y com
f(A):=ATA  paraAc X.

Provaremos que a matriz unitaria 1 € Y é um valor regular de f. A derivada
de f no ponto A € X é a aplicagao linear df (A) : X — Y dada através de

df(A)A = ATA+ AT A.
Seja A € O(n) e S = ST € .7, e defina

~

A= Lagemmen,
2
Entao vale
df(A)A=ATA+ ATA = %ATAS + %(AS)TA = %(S +57) = 8.

Isto mostra que a aplicagao linear df(A) : X — Y é surjetiva para todas as
matrizes A € O(n). Assim 1 € Y é um valor regular de f, como afirmado, e
dali, segundo o Coroldrio [3.3.12 a pre-imagem O(n) = f~!(1) é uma subva-

riedade suave de X de dimensao
, nn+1) n(n—1)

dim(O(n)) = dim(X) — dim(Y) = n 5 = 5
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Exemplo 3.3.19. Seja 0 # S = ST € R™" uma matriz simétrica nao-nula
e (compare Exemplo [2.1.8)) seja f : R” — R a fungao suave

f(z) :=2"Sx para z € R".
Entao todo nimero ¢ € R\ {0} é um valor regular de f (Exercicio). Por isso
Q:=f")={reR" 2" Sz =}
é, para todo nimero real ¢ # 0, uma subvariedade suave do R" de di-
mensao (n — 1). No seguinte apresentamos uns casos especiais desta cons-
trucgao.
(a) Com S = diag(1/r%,...,1/r2) e ¢ = 1 recebe-se o elipsoide

n g2
Z%:l}.
=1

7

E(ry,...,rn) = {x eR"

(b) Em (a) resulta com r; = 1 a esfera unitdria Q = S"! no Exemplo [3.3.4]
(c) A hipérbole Q = {(z,y) € R?*|zy = ¢} é uma subvariedade suave 1-di-
mensional de R? para c¢ # 0, mas nao para ¢ = 0 (Exemplo .

(d) Com f(z,y) := ||z —y|” para 2,y € R® e ¢ = r? com r > 0 resulta que
o conjunto @ = {(z,y) € R* x R?| ||z — y|| = r} ¢, para todo r > 0, uma
subvariedade suave 5-dimensional de RS.

(e) Com uma modificagao do Exemplo em (d) pode-se provar que o conjunto

M= {(z,y) e R* X R* x R’| ||f| = [la — y[| = [ly — =[] = 1}
¢ uma subvariedade suave 6-dimensional de R”. Isto ¢ o espaco configuracao
de um péndulo triplo.
Exemplo 3.3.20. O conjunto
S = {(xQ,yQ, 2 yz, 2w, xy) | Ty, 2 €ER, 22+ 4+ 22 = 1} (3.3.5)

é uma subvariedade suave 2-dimensional de R® (Exercicio). Este exemplo
origina-se de Jakob Steiner (1796-1863). Trata-se aqui de um mergulho do
espaco projetivo real 2-dimensional (o conjunto de todas as retas no R? pas-
sando a origem) no RS. Projetando esta subvariedade nas tltimas trés coor-
denadas, recebe-se a chamada superficie dos romanos

R={(yz zz,ay)|z,y,z € R, 2® +y* + 2* = 1}
= {(&,1,0) e R* |’ + ¢ + 2 = en¢) .

Isso nao é uma subvariedade do R? (Exercicio).
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O espago tangente
Defini¢ao 3.3.21 (Vetor tangente).

Seja X um espago wvetorial normado de dimensao finita e seja M C X
uma C'-subvariedade d-dimensional de X. Seja p € M. Chama-se um ve-
tor v € X de vetor tangente de M no ponto p, se exista um € >0 e
uma Ct-aplicagio 7y : (—e,€) — M com
70)=p,  4(0)=v. (3.3.6)
(Veja a Figura[3.5.) Chama-se o conjunto
T,M = {v e X ’ v € um vetor tangente de M no ponto p} (3.3.7)

o espago tangente de M no ponto p.

Figura 3.5: O espago tangente.

Teorema 3.3.22 (O espago tangente). Seja X um espaco vetorial nor-
mado de dimensdion e seja M C X uma C*-subvariedade d-dimensional de X
com L € NU {oo}. Sejap € M. Entdo vale o sequinte.

(i) SeU C X eV C R" sao conjuntos abertos comp e U e se p:U —V €
um C*-difeomorfismo com ¢(U N M) =V N (R x {0}), entio vale

T,M = do(p) (R x {0}). (3.3.8)

(ii) Se U C X € aberto compe U e se f:U — R é uma C*-aplicagio
com UNM = f~10) e tal que df(p) : X — R4 & sobrejetivo, entdo vale

T,M = ker df (p). (3.3.9)

(iii) T,M ¢é um subespago linear de X de dimensdo d.
(iv) Sev € T,M, entdo existe uma C*-curva~y : R — M satisfazendo (3.3.6)).
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Demonstrac¢ao. Na situacao da parte (i) provaremos para ja a inclusao

do(p)~H(RY x {0}) C T, M. (3.3.10)
Seja entdao dado v € do(p) LR x {0}) e seja
r:=¢(p) e VNRx {0}),  &:=do(p)veR? x {0}. (3.3.11)

Como V' C R™ ¢ aberto, existe um ntimero € > 0 tal que z+t£ € VN(RIx{0})
para todo t € (—&,¢). Ora definimos v : (—¢,e) — U N M através de

Y(t) := ¢~ Hx + t€) para —e <t <e. (3.3.12)
Isso é uma C-aplicacdo com
Y0)=¢ (@) =p,  H(0) =do " (2)§ = do(p)§ =v.

Aqui a penitltima equagao segue do Lema e a ultima de (3.3.11]). As-

sim v € T, M e com isso (3.3.10) fica provado.
Na situagao da parte (ii) provaremos a inclusao

T,M C kerdf(p). (3.3.13)

Ora seja v € T,M e v : (—e,e) — M uma C'-curva satisfazendo ({3.3.6)).
Ora, seja f : U — R"¢ como na parte (ii). Como v(0) =pe€ U e U é um
subconjunto aberto de X, existe um nimero 0 < § < ¢, tal que y(t) € U N M
para —0 < t < d. Segue dali f(y(t)) =0 para —6 <t < ¢ e assim vale

Fo= o 6wy =o

Portanto v € ker df (p) e assim (3.3.13) fica provado.
Segundo (3.3.10)) e (3.3.13) vale do(p) ' (R? x {0}) C T,M C kerdf(p).

Segundo a hipétese do(p)~H(RY x {0}) e ker df (p) sio ambos subespagos line-
ares de X de dimensao d e por isso tem que coincidir. Com isso as partes (i),
(i), e (iii) ficam provados.

Provaremos parte (iv). Seja entdo v € T,M. Entao d¢(p)v € R? x {0}
segundo a parte (i), e daf as equagoes (3.3.11) e (3.3.12)) definem uma C*-
curva 7 : (—¢,e) — M a qual satisfaz . Dali segue que a férmula

B(t) ==~ (\/626—75?) parat € R (3.3.14)

define uma C’curva :R — M com £(0) = ~v(0) = p, 4(0) = 4(0) = v.
Com isso a parte (iv) e o Teorema |3.3.22| ficam provados. [
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Exemplo 3.3.23. No caso de d =0 (Exemplo [3.3.2) o espago tangente
de um conjunto discreto M C X no qualquer ponto pe M ¢é o su-
bespago T,M = {0}.

Exemplo 3.3.24. No caso de d = n (Exemplo(3.3.3)) o espago tangente de um
conjunto aberto M C X no qualquer ponto p € M ¢ o subespaco T,M = X.

Exemplo 3.3.25. Em Exemplo [3.3.18| o espago tangente do grupo ortogo-
nal O(n) num ponto A € O(n) é dado através de

T,0(n) = {E e R | ATA + ATA = o}
segundo a parte (ii) de Teorema [3.3.22] Para A = 1 recebe-se o espago
o(n) := ThO(n) = {2 e R | A+ AT = o}
das matrizes antl sunetrlcas Este espaco tangente possul a propriedade que
o comutador [A4, B] := AB — BA de duas matrizes A, B € o(n) é de novo um
elemento de o(n). Além disso, vale exp(tA) € O(n) para todos os A € o(n)
e todos os t € R (Exercicio).

Exemplo 3.3.26. O espago tangente da subvariedade (n — 1)-dimensional
= {:L‘ e R"| 2T Sz = c} no Exemplo [3.3.19[é no ponto x € () dado por

T.Q = {¢ € R"|(Sz,&) = 0} = (Sz)*

segundo a parte (i) de Teorema [3.3.22] Particularmente vale T,S""! =
para z € S" L.

Exemplo 3.3.27. Em Exemplo [3.3.20| o espago tangente da subvariedade
S C RS no ponto p = (22,42, 2%, yz, zx, xy) € S com 22 + y> + 2% = 1 6 o sub-
espago 2-dimensional

( 2x€ )

2yn
7,5 = 22( EnCER, 2E+yn+2(=0p (3.3.15)
P yC +2n Y ’ ' o
2€ 4+ x(C

L\ 2+ 9 )
Aqui mostra-se a inclusao “C” através de diferenciar curvas em S. A equacao
segue entao do fato que, segundo a parte (iii) de Teorema ambos lados
da equacao sao subespacos lineares 2-dimensionais do R®. Com este
método pode-se determinar espacos tangente em muitos exemplos num jeito
simples.
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3.4 Extremas sob restricoes

Nesta secao investigamos a questao como pode-se encontrar elementos de um
conjunto U as quais minimizam uma funcao f : U — R sob restricoes dado
na forma de condigées h;(z) = 0. Aqui U C R™ é um conjunto aberto e
suponhamos que f: U — R e h = (hy,...,hy): U — R™ sao diferencidveis.
Além disso, lembramos a notagao

Vi(x):= : eR"”

"
%(fﬂ)

para o gradiente de f no ponto x € U. De ||z| denotamos sempre a norma

euclidiana de um vetor x € R™.

Teorema 3.4.1 (Lagrange). Seja U C R™ um subconjunto aberto, sejam
f:U—=R eh=(hy,...,hy,) :R* DU — R™ aplicagoes C*, seja 0 € R™
um valor reqular de h, e seja

M :=h7'(0) = {z € U|h(z) = 0}. (3.4.1)
Se um elemento xo € M satisfaca a condi¢do
f(zo) < f(x) para todos os x € M, (3.4.2)
entao existem numeros reais \i, ..., \n, € R com
Vf(zo) = \iVhi(xo). (3.4.3)
i=1

Estes numeros \; sao chamados de multiplicadores de Lagrange.
Demonstracdao. Provaremos para ja que
V f(x0) € (T, M)*. (3.4.4)

Ora, seja v € T,,, M. Entao existe, segundo a parte (iv) de Teorema [3.3.22]
uma C'-curva v: R — M C R" com 7(0) = x5 und 4(0) = v. Dali seque a
desigualdade f(v(0)) < f(v(t)) para todo t € R segundo (j3.4.2)), e dai vale
, d
(Vf(z0),v) = df (wo)v = df (v(0))3(0) = — | f(r(1)) =0.
t=0

Aqui o tltimo passo segue de Teorema Com isso ([3.4.4) fica provado.
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Ora, seja d := n — m. Segundo o Corolério [3.3.12 o subconjunto M C R"
é uma C'-subvariedade d-dimensional de R" e segunda a parte (ii) de Te-
orema seu espaco tangente no ponto xg € M é o subespago linear
d-dimensional

T, M = ker dh(zy)
={¢ € R"|dh(z)¢ = 0}
={£ e R"|(Vhi(xg),&) =0 parai=1,...,m} (3.4.5)

= ﬁ Vh,Z(I())J_
i=1

Que este subespaco possui dimensao d = n — m segue dos teoremas menci-
onados, ou também do fato que os vetores Vhi(xg),..., Vhny(z) sdo line-
armente independente (Lema . Como todo subespago linear V' C R"
satisfaz a equacao V = V++, recebemos segundo a equacao

1
(Ty M)* Othxo>

1L
:{E:%Vm@w,hwuﬂneR} (3.4.6)
i=1
= {Z AiVhi(zo) [ A1, .., A € R} .
i=1

Como V f(xg) é ortogonal a T,,M, segundo (3.4.4)), segue dali a afirmagao
de Teorema [3.4.11 O

Exemplo 3.4.2. Este exemplo mostra que nao pode-se abrir mao da hipotese
em Teorema que 0 é um valor regular de h. Sejam f,h:R — R as
funcoes

para x € R. Entao 0 nao é um valor regular de h. Todas as outras hipoteses
de Teorema sao satisfeitas com zg = 0 € M = {0}, porém neste exem-
plo Vf(zp) = 1 ndo é um multiplo real de Vh(zy) = 0.
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Exemplo 3.4.3 (Média geométrica e aritmética).
Seja U C R™ o quadrante positivo

U:=={x=(z1,...,2,) € R"|z; >0 parai=1,...,n}
e sejam f,h: R" — R as funcoes
fz) == a129- - 2, hMz) =z +x9+--+z,—1 (3.4.7)
para x = (1, Zs,...,7,) € R". Entao M := U Nh"1(0) é o conjunto

xz; >0parat=1,2,...,n,

M:{l‘:(l‘l,.IQ,,l'n)GR [E1—|—I2+—|—$n:1 } (348)

A funcio f:R® — R é continua e o fecho M de M é compacto. Dali existe
um vetor a = (ay, as, ...,a,) € M com

f(z) < f(a) para todos os x € M. (3.4.9)

Como f é positivo ao longo de M e anula-se ao longo de M \ M, vale a € M.
Segundo o Teorema existe um nimero A € R com Vf(a) = AVh(a).
Entao vale

aiay -+ Qp of oh
B = = 4.1
. o (a) A@xi (@) =\ (3.4.10)
parai=1,...,n e segue dali a; = ay = --- = a,, = 1/n. Existe entao s6 um

vetor a € M o qual satisfaz (3.4.10)), e este também tem que satisfazer (3.4.9)).
Com isso temos provado a desigualdade

1 n
LT Ty < (—) (3.4.11)

n
para todos os © = (21, Za,...,x,) € M. Sejam ora x1,xs, ..., T, nimero po-

o . . ~ 1
sitivos reais. Entao m(xl, To,...,x,) € M e segundo (3.4.11)) vale

T1Ty -+ T <(1>"
(v +xo+ - +x,)" — \n/)

T1twot-Fay, )”
n

Dai em contrapartida segue x1xs -2, < ( , € por isso vale

n 1/n n
(H x) < % > (3.4.12)
=1 =1

para toda n-tuplo de nimeros positivos reais ;. Assim temos mostrado que
a média geométrica é menor ou igual & média aritmética (como com certeza
ja é conhecido do curso Andlise I.)
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Exemplo 3.4.4 (Autovalores). Seja S = ST € R™*" uma matriz simétrica
e sejam f,h:R" — R as fungoes suaves

fla) = %xTSx, h(z) = % (]2 - 1)

para x € R". Entdo 0 é um valor regular de h e M := h71(0) = S" ! é a
esfera unitaria. Entao existe um vetor v; € S"! com

f(v) < f(x) para todos os z € S" 1.
Pelo Teorema existe um numero real Ay € R com V f(v) = A\;Vh(vy).

Com V f(z) = Sz e Vh(z) = x esta equagao ¢é equivalente a

SUl = )\1’01. (3413)

Com isso temos provado a existéncia de um autovalor real de S.
Ora consideramos um novo problema de extremo com a mesma funcao f
sujeito a duas restricoes dadas através de funcoes h, h; : R® — R com

hi(z) = (v, x) para x € R".
Entao (0,0) ¢ um valor regular de (h,hy) : R" — R? e
M, == h~(0) N hy1(0)
=S not
= {z € S" | (v,z) =0}.
Como M; é compacto, existe um vetor v, € M; com
f(ve) < f(x) para todos os = € M;.
Pelo Teorema [3.4.1] existem dois multiplicadores de Lagrange Ay, 1 € R com
V f(ve) = AoV h(ve) + NV hy(va).

Com Vf(z) =Sz, Vh(z) =z, Vhi(z)=1v segue dali Svy = \vy + pv;.
Como (Ayvg — Svy,v1) = 0, segue dai por sua vez |[Aqvg — Sv2||2 + u? = 0.
Com isso temos mostrado que vy e A\ satisfazem as condigoes

S’UQ == )\21)2, <Ul, 1)2> = 0. (3414)

Continuando este argumento através de inducao recebe-se uma base ortogo-
nal vy, vs,...,v, do R™ a qual é composta de autovetores da matriz S. Os
autovalores correspondentes Ay, A9, ..., A\, sao reais e aparecem neste método
na ordem A\; < Ay < --- <\, (Exercicio).
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Exemplo 3.4.5 (Distancia a uma subvariedade). Seja M C R" uma
subvariedade suave d-dimensional com 0 < d < n. Seja dado yy € R". Entao
existe um elemento zg € M com

llyo — zol| < [lyo — || para todos os © € M (3.4.15)
e este elemento x( satisfaz a condicao

A existéncia de um tal elemento xy segue do fato que a funcao continua
f:R™ — R definida através de f(x) := % lyo — z||* para z € R" assume seu
minimo no subconjunto compacto M C R™. Entdo a condigao (3.4.16) é
da forma Vf(xg) € (T, M)+ e isto segue da equacao (3.4.4) na prova de
Teorema (3.4.1, Frequentemente em exemplos concretos pode-se encontrar
o vetor procurado zo € M, o qual satisfaz a condicao , através de
investigar todos os vetores as quais satisfazem a condi¢do necessaria ((3.4.16)).

Exercicio 3.4.6 (Vizinhancas tubulares). Seja M C R" como no Exem-
plo|3.4.5, Para ¢ > 0 definimos os conjuntos

W, :={(z,n) eR"xR" |z € M, n L T, M, ||In|| <e}

(3.4.17)
U.:=qyeR"

inf y—afl < }

e a aplicacdo ¢, : W, — R" através de ¢.(z,n) := x +n para (z,n) € W..
Entao vale o seguinte.

(i) W. é uma subvariedade suave n-dimensional de R™ x R™.

(ii) U. é um subconjunto aberto de R™ e vale ¢.(W;) = U..

(iii) Se € > 0 é suficientemente pequeno, entao ¢. : W. — U. é bijetivo e pos-
sui uma aplicacao inversa suave. Mais detalhado, se € > 0 é suficientemente
pequeno, entao primeiro, existe para todo elemento y € U. exatamente um
elemento 7(y) € M com

ly = ()l = inf lly — |

segundo, a aplicagao 7 : U. — M ¢é suave, e terceiro, para todo y € U, vale
que ¢ (y) = (7(y),y — 7(y)).

(iv) Para e > 0 suficientemente pequeno chama-se o conjunto aberto U, C R"
em (3.4.17) uma vizinhanga tubular de M e a afirmagao (iii) é o Teorema
da vizinhanga tubular. Uma prova encontra-se em [3].



Capitulo 4

Campos de Vetores e Fluxos

Este capitulo é uma introducao as equacoes diferencias. A primeira secao
repete uns conteidos da Anélise | as quais referem-se a existéncia e unicidade
de solucoes de um problema de valor inicial. A Secao introduz o fluxo
de um campo de vetores e mostra que uma solucao, a qual existe s6 num
intervalo temporal finito, tem que sair do todo subconjunto compacto da
regiao da definicao do campo de vetores. Secao mostra a dependéncia
continua do valor inicial e Secao [4.4] prova a diferenciabilidade do fluxo.

4.1 Existéncia e unicidade

Seja U C R™ um conjunto aberto e seja f : U — R™ uma aplicacao localmente
Lipschitz-continua. Entendemos esta aplicagao como um campo de vetores
o qual associa a todo ponto x € U um vetor velocidade f(z) € R™. Trata-se
do problema de entender as solugoes da equacao diferencial

z(t) = f(z(t)), z(0) = zo. (4.1.1)
Aqui g € U é o valor inicial e as equagoes em sao chamadas de pro-
blema de valor inicial. Uma solugao do problema de valor inicial
é uma aplicacao continuamente diferenciavel x : I — U, definida num inter-
valo aberto I C R com 0 € I, a qual assume no momento ¢ = 0 o valor
zo e cuja derivada é dada através de @(t) = f(x(t)) para t € I. Para
ja lembramos o que é conhecido do curso Anélise I sobre aplicagoes local-
mente Lipschitz-continuas e sobre as solugoes de (4.1.1). No seguinte sem-
pre denotamos de ||z|| := /2% + -+ 4+ 22 a norma euclidiana de um vetor
r=(x1,...,2,) € R™

135
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Definicao 4.1.1. Seja U C R" aberto. Uma aplicacio f: U — R™ chama-
se de localmente Lipschitz-continua se para todo xog € U existem dois
numeros € >0 e ¢ > 0, tal que a bola aberta

B.(z9) = {z € R”| |z — zo|| <€} CU
é contido em U e ao longo desta bola vale a desigualdade

1f(z) = F)ll < ellz =yl

para todos os x,y € Be(xy).

Lema 4.1.2. Seja U C R™ um subconjunto aberto, seja f : U — R™ uma
aplicagao localmente Lipschitz-continua, e seja K C U um subconjunto com-
pacto. Entao existe uma constante ¢ > 0, tal que todos os z,y € K satisfazem
a desigualdade [|f(z) — f(y)[| < ¢z —y].

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que a afirmagao seja falsa. Entao
existem (segundo o axioma da escolha, versdao contdvel) duas sequéncias
xi,y; € K, tal que para todos os ¢ € N a desigualdade

1f(s) = FQya)ll > il = will (4.1.2)

é satisfeita. Como K é compacto podemos, através de transicao a uma sub-
sequéncia, supor sem perda de generalidade que a sequéncia (x;);en converge.
Denotamos o limite de

To = lim z; € K.
17— 00

Como a fungdo K — R : z +— || f(z)|| é continua e K é compacto, existe
segundo um teorema da Andlise I um elemento £ € K, tal que

C:=|fOl=|f@)] para todo = € K. (4.1.3)

De (4.1.2) e (4.1.3) segue a desigualdade

1/ C) — £l M@l + 1 )]l 2C

? 7 7

Yy — ]| <

para todos os i € N. Portanto vale lim; ,(y; — x;) = 0 e dai a
sequéncia (y;);eny também converge para x.
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Como f ¢é localmente Lipschitz-continuo, existem nimeros reais € > 0
e ¢ > 0 tais que para todos os z,y € R" vale o seguinte:

lo-ml<s  _,  ayeUe
Iy —zoll << 17(e) = )l < el =]

Como as sequéncias (x;);en € (¥;)ien convergem ambas para xg, existe um
nimero natural 7o € N tal que todo i € N com ¢ > 1, satisfaz as desigualdades

(4.1.4)

i >, |zi — xol| < e, lyi — xo| < e.
Para i € N com 7 > iy segue dai conforme (4.1.2]) a desigualdade
1S (@) = fya)ll > il — will = cllzs —will -
Aquela esté na contradigao a (4.1.4)) e prova assim Lema |4.1.2] ]

Lema 4.1.3. Seja U C R™ um conjunto aberto e seja K C U um conjunto
compacto. Entao vale o sequinte.

(i) Para todo € > 0 o conjunto
K.:={yeR" | eviste um x € K, tal que ||z —y| < e}

€ compacto.
(ii) Ewiste ume >0 com K. C U.

Demonstragdo. Vale sup,cx_|ly|| = sup,cx ||7|| +€ < oo e dali K. é limi-
tado. Provaremos ora que K. também é fechado. Seja y; € K. uma sequéncia
a qual converge para y € R". Entao existe uma sequéncia x; € K, tal que

|zi —wyil| <e  para todos os i € N.

Como K é compacto podemos, através de transicao a uma subsequéncia, su-
por sem perda de generalidade que a sequéncia x; converge para um elemento
x € K. Disso segue que

lo =yl = lim lz; —yil| <e.
1—r 00

Portanto vale y € K.. Com isso é mostrado que K. é fechado e limitado.
Segundo o Teorema de Heine-Borel com isso K. é compacto.
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Provaremos parte (ii) indireto e suponhamos que K. ¢ U para todo € > 0.
Entao existe segundo o axioma da escolha, versao contéavel, uma sequéncia

tal que y; € K;/; para todo i € N. Entao existe, de novo segundo o axioma
da escolha, versao contavel, uma sequéncia x; € K, tal que

1
lzs = will < -
l

para todo ¢ € N. Como K é compacto podemos, através de transicao a uma
subsequéncia, supor sem perda de generalidade que a sequéncia x; converge
para um elemento z € K. Dali segue

x=limx; = lim y; ¢ U,
1—00 1—+00

porque R"\ U é fechado. Portanto K ¢ U em contraposigao a nossa hipétese.
Com isso Lema [4.1.3| fica provado. n

O Teorema da Barreira (Teorema diz que toda aplicagao continu-
amente diferenciavel f : U — R™ é localmente Lipschitz-continua.

O seguinte teorema da Analise I garante a existéncia e unicidade de
solucoes do problema de valor inicial sob a hipdtese que o campo
de vetores f : U — R"™ é localmente Lipschitz-continuo.

Teorema 4.1.4 (Existéncia e unicidade). Seja U C R™ um subconjunto
aberto, seja f : U — R™ uma aplicacao localmente Lipschitz-continua, e seja
K C U um subconjunto compacto. Entao vale o sequinte.

(i) Existe um intervalo aberto I C R com 0 € I, tal que o problema de valor
inicial (4.1.1) possui uma solugdo x : I — U para todo xg € K.

(ii) Se I C R € um intervalo aberto com 0 € I e se x,y: 1 — U sdo duas
solugoes de (4.1.1) com xg € U, entdo vale x(t) = y(t) para todos os x € I.

Demonstracao. Veja a pagina (139 O

Sejam f e o como em Teoremal[d.1.4] sejam I, J C R dois intervalos aber-
toscom 0 e INJ,esejamx: 1 —Uey:J— U dois solucoes de .
Entao vale z(t) = y(t) para todo t € I NJ segundo a parte (ii) de Teo-
rema m Disso segue que a equagao também possui uma solucao
no intervalo I U J, a qual é dada através de z(t) para t € I e através de y(t)

para t € J. Isso lida ao conceito do intervalo mazximo de existéncia em De-
finicao [4.2.1
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Lema 4.1.5. Sejam f : U — R" e 2y € U como em Teorema [4.1.],
seja I C R um intervalo aberto com 0 € I, e seja x : I — U uma aplicagao
continua. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalente.

(i) A aplicagao x : I — U € uma solugao de (4.1.1)).
(i) A aplicagio x : I — U satisfaz a equagao integral

t
z(t) = xg +/ f(z(s))ds para todos ost € 1. (4.1.5)

to
Demonstracao. Isto segue imediato do Teorema Fundamental do Caélculo,
respectivamente das partes (v) e (vi) de Lema [1.7.3] O

Demonstragao do Teoremalf.1.4 Como K C U é um subconjunto com-
pacto, existe segundo o Lema um numero ¢ > 0, tal que

K. = {z € R"|existe um zo € K com |z — zo|]| < e} C U. (4.1.6)

Como, segundo o Lema [£.1.3] K. é um subconjunto compacto de U, existe
segundo o Lema uma constante ¢ > 0, tal que

If(x) = fWll <clle =yl para todos os z,y € K. (4.1.7)

Além disso, a funcdo K — R : z — ||f(z)]| é continua e dai, segundo um
teorema do curso Analise I, limitada. Defina

M = sup || f(x)| + ce (4.1.8)
reK

e escolha 0 > 0 tao pequeno que
oM < e, de < 1. (4.1.9)

Seja dado xg € K. Provaremos em cinco passos a existéncia e unicidade de
uma solugao « : [—4,0] — U do problema de valor inicial (4.1.1)).

Passo 1. Seja x € R com ||x — x¢|| < e. Entdo vale

vel,  |f@)] <M.

Segundo vale x € U, e segundo (4.1.7)) e (4.1.8) vale
[F @) < [1f (zo) | + [1Lf () — f (o)
< [If (o)l + ¢ [lz — o]
< 1 f (o) || + c2
= M.

Com isso Passo 1 fica provado.
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Passo 2. Sela x : [—0,0] — U uma solugao de (4.1.1)). Entao vale
() = w0l <€
para todos os t € [0, ].

Provaremos Passo 2 através de um argumento de contradicao e suponhamos
que exista um numero real ¢ € [0, d] com ||z(t) — xo|| > €. Seja

= inf {t € [0, 0] | lz(£) — xoll = €}
Entaovale0 <7 <d e
|x(t) — zol| < € para todos os t € [0, 7), (4.1.10)
|x(7) — xo|| = €. (4.1.11)

Disso segue que

|z(7) — $0|| =

dtH /||f Wl dt < 7M < e.

Aqui o primeiro passo segue de Lema o segundo da parte (iii) de
Lema , o terceiro de (4.1.10)) e passo 1, e o dltimo passo segue de (4.1.9)).
Esta desigualdade esta em contradicao a e com isso é mostrado que
||x(t) — xo|| < € para todo t € [0,6]. O mesmo argumento pode ser utilizado
para t € [—0,0] e com isso Passo 2 fica provado.

Passo 3. Seja

x € continuo e
|x(t) — xo]| <€ (4.1.12)
para todos os t € [0, 0]

e definad: X x X — R através de

d(z,y) = |z =yl = E}L%Hx(t) —y(@) (4.1.13)

= x:[-0,0] > R"

para x,y € Z . Entao (Z,d) é um espago métrico completo nao-vazio.

O espago é nao-vazio, porque a fungdo constante x(t) = zo é um elemento
de Z°. Que a aplicagdo d : Z x & — R é uma funcao distancia, segue
direto das defini¢oes. Que o espago métrico (2, d) é completo, segue dali
que toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais converge e que, segundo um
teorema da Analise I, o limite de uma sequéncia uniformemente convergente
de funcgoes continuas é mesmo uma fungao continua de novo. Com isso Passo 3
fica provado.
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Passo 4. Seja 2" dado através de equacao (4.1.12]) em Passo 3 e sejax € Z .
Defina a fung¢io F(x) : [—9,d] — R™ através de

(F (x))(t) == —i—/o f(z(s))ds (4.1.14)

para —6 <t < 6. Entao vale #(x) € Z .

Para —) < s < ¢ vale ||z(s) — ol < e e dal z(s) € U e || f(z(s))|| < M se-
gundo o Passo 1. Disso segue que a func¢ao # (z) em (4.1.14)) é bem definido
e satisfaz para0 <t < 0 a desigualdade

I(F () () = ol =

[ st as

< / £ (x(s))]] ds

<tM
<E.

Aqui o segundo passo segue de parte (iii) de Lema e o ultimo passo
de (4.1.9). Igualmente vale ||(F(z))(t) — zo| < e para —§ <t < 0. De-
mais .7 () é continuo a dai vale .Z (z) € Z". Com isso Passo 4 fica provado.

Passo 5. Seja (Z7,d) o espago métrico completo nao-vazio em Passo 3 e
seja F : X — X a aplicacio em Passo 4. Entdo vale

|7 (x) = F(y)

para todos os x,y € Z e dali F € uma contragao.

<dclle =yl

oo

Sejam x,y € Z . Entao vale

1(F(2))(t) = (F W) O = /O(f(x(S))—f(y(S))) ds

< / 17(x(s)) — F(y(s)]| ds
< / ¢ll2(s) — y(s)| ds

< dcllr =yl

para 0 <t < 4. Argumenta-se igualmente para —§ < ¢t < 0 e dali segue a
desigualdade ||.7 (z) — Z (y)|, < dcllxz —y||,. Como dc < 1, segue dai que
F . X — Z é uma contracao. Com isso Passo 5 fica provado.
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Segundo o Passo 5 e o Teorema do Ponto Fixo de Banach a con-
tracao .# possui um ponto fixo tnico

r=%x)e Z.
Este ponto fixo é, segundo (4.1.6)), uma funcao continua
x:[=6,0] = U,

a qual satisfaz, segundo a definicao de .#, a equagao

£(t) = (F(@)(t) = 20 + / F(a(s)) ds

para todo ¢ € [—4,d]. Isto é a equagdo (4.1.5)). Portanto segue de Lema[l.1.5
que x é uma solucao de . Vice versa, segue de Passo 2 e Lema |4.1.5
que toda solugao x : [—0,9] — U de ¢ um ponto fixo de .%. Com isso
a existéncia e a unicidade de uma solugao de (4.1.1)) no intervalo [—4, §] ficam
provadas para todo valor inicial zy € K.

Ora, seja dado xg € U, seja I C R um intervalo aberto com 0 € I, e se-
jam z,y : I — U duas solucoes de . Suponhamos que exista um ele-
mento ¢ € [ com

x(t) # y(t).

Entao vale t # 0. No caso de t > 0 definimos
to:=sup{t € I |t >0e z(s) =y(s) para todos os s € [0, 1]} .

Entao vale tp € I ety > 0 e z(s) = y(s) para 0 < s < t,. Mas ora
segue da existéncia ja provada com o valor inicial x(ty), aplicado as solugoes
x(t —to) e y(t — ty), que existe um numero § > 0 com ty — §,tp+0 € I e
x(to+t) = y(to +t) para —0 < t < J. Isto estd na contradi¢ao a definicao
de ty. Igualmente recebe-se uma contradicao no caso de ¢ < 0 e com isso
Teorema fica provado. O

No Teorema também vale a afirmagdo de existéncia em parte (i)
ainda se o campo de vetores f : U — R" s6 é continuo, mas nao Lipschitz-
continuo. Com efeito esta afirmagao mais geral exige uma outra prova. Além
disso, na afirmacao de unicidade em parte (ii) ndo pode-se abrir mao da
Lipschitz-continuidade, como mostra o seguinte exemplo.
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Exemplo 4.1.6. Sejan =1 e seja f : R — R o campo de vetores continuo

f(x):=+/|z] parazeR. (4.1.15)

Entao as funcgoes

t2/4, set >0,
z(t) =0, y(t) = { /0 set <0

sao duas solugoes diferentes do problema de valor inicial (4.1.1)) com o = 0.

Exemplo 4.1.7. Para n = 1 consideramos o problema de valor inicial
i:=—2*  2(0) = . (4.1.16)

Se xy = 0, entdo z(t) = 0 é a solugao unica de (4.1.16)) e ela existe em todo
o R. Se zy # 0, entao toda solugao = : I — R de (4.1.16]) é em todo ponto
nao-nulo, assim tem uma derivada negativa, e assim é decrescente segundo
o Teorema do Valor Médio. Disso resulta que a fungdo I — R : ¢+ z(t)
possui uma fun¢io inversa x — t(z) diferencidvel. Como i (t) = —xz(t)? para
todo t, a fungdo inversa tem a derivada dt/dz = —1/2%. Segundo o Teorema
Fundamental do Calculo vale
Td¢ 11

Dali a solugao de (4.1.16]) no caso de xy > 0 é dada através da férmula

1
S : —— <t < o0. (4.1.17)
1+t$0 Wiy

(t)

Esta solucao nao pode-se estender a um intervalo maior.

Exemplo 4.1.8. Seja A € R"*" e 2y € R". Entao a solu¢ao tunica do pro-

blema de valor inicial
= Ax, z(0) = zg (4.1.18)

¢é dada através da matriz exponencial, ou seja

A o > tkAkIQ
z(t) = ey = Z u para t € R. (4.1.19)




144 CAPITULO 4. CAMPOS DE VETORES E FLUXOS

4.2 O fluxo de um campo de vetores

Daqui em diante suponhamos que sao dados um subconjunto aberto U C R"
e um campo de vetores localmente Lipschitz-continuo f: U — R™.

Definicao 4.2.1. Seja xy € U. O intervalo maximo de existéncia de

xo (para equagao (4.1.1))) € o conjunto

I é um intervalo aberto com 0 € I
I(xg) := U I CR| e o problema de valor inicial (4.1.1) ». (4.2.1)

possui uma solugao x : I — U

Segundo o Teoremal{.1.4}, o subconjunto I(zy) C R é um intervalo aberto con-
tendo zero 0 € I(xg), o problema de valor inicial possui uma solugao
x: I(xg) = U, esta solugao € inica, e nao existe nenhuma solugdao de (4.1.1)
num intervalo estritamente maior.

Definicao 4.2.2. Seja
Q:={(t,xo) e Rx U |t e l(xo)}. (4.2.2)

O fluxo de f ¢ a aplicagao
o:Q—U,

a qual associa a todo par (t,xy) € Q a solugao unica de (4.1.1)) no momento
temporal t, ou seja ¢(t,xg) := x(t), onde x : I(xg) — U € a tunica solugdo
de (4.1.1). Em outras palavras, ¢ : Q — U € a unica aplicagio a qual é
parcialmente diferencidavel com respeito t e satisfaz as equacoes

at¢(t’ l‘) = f(¢(t7 I))? ¢(Oa IL‘()) = To (423)
para todos os (t,x) € Q e todos os xy € U.

Exemplo 4.2.3. Seja A € R"™" eseja f : R” — R" o campo de vetores linear
f(z) = Ax

para r € R". Entao 2 =R x R". Além disso, segundo o Exemplo 4.1.8] o
fluxo ¢ : R x R” — R™ de f é a aplicagao

o(t,z) = ex

parat € Rez € R™
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Exemplo 4.2.4. Sejan=1,U =R, eseja f : R — R o campo de vetores
f(z) = —2? para z € R.
(Veja o Exemplo m) Para zp € R a curva

Zo
t) ;=
ot) =17 to

é a solucao tunica de (4.1.1]) no intervalo

(—x5',00), para z¢ >0,
I(xg) = R, para xo =0,

(—o0, —xy"), para z¢ < 0.

Dai as equacoes

Q={(tv) eR|te> -1},  ota)=
representam o fluxo de f.
Lema 4.2.5. Seja g € U ety € I(xg). Entdo vale
I(p(to, xg)) = I(xo) — to (4.2.4)
e
o(s, d(to, ) = P(to + s, o) (4.2.5)

para todos os s € I(¢(to, xp)).

Demonstracao. Seja
Yo = gb(to,ﬂﬁo)

J = I(l‘o)—to:{t—t0|tEI($0)}:{S€R|tQ+S 6](1‘0)}
Entao J C R é um intervalo aberto e 0 € J. Defina y : J — R através de
y(s) == P(to + s, o) para s € J.

Entao y é continuamente diferenciavel e vale y(s) = f(y(s)) para todo s € J
e y(0) = yo. Portanto J C I(yo) e y(s) = ¢(s,yo) para todo s € J. Com isso
temos provado a inclusao

I(xg) —to C I(d(to, w0))
e a equacao (4.2.5)) para todos os s € I(xg) — to.
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Resta mostrar que vale a inclusao inversa, ou seja

I((b(to,l’o)) C I(JIO) — to.

Neste respeito notamos que, segundo o que foi mostrado até agora, vale o
seguinte:

—to € I(x0) — to C I(y0), d(—to, yo) = (0, 20) = wo.

Por isso resulta da primeira parte da prova, com (to,zg) substituto
de (—to, y0), a inclusdo I(yo) — (—to) C I(p(—to,y0)). Ou seja,

1((to, z0)) + to C I(x0)
e dali I(¢(to, o)) C I(xg) — to. Com isso Lema [1.2.5] fica provado. O
Teorema 4.2.6. Seja ¢ € U um valor inicial com
I(x9) N[0,00) = [0,b), 0<b<oo.

Entao existe para todo conjunto compacto K C U um niumero 0 < txg <b
com
g <t<b = o(t,zo) ¢ K. (4.2.6)

Em outras palavras, se a solugdo do problema de valor inicial (4.1.1)) existe
s6 num intervalo temporal finito, entao ele tem que sair de todo subconjunto
compacto de U.

Demonstra¢ao. Segundo o Teorema [4.1.4] existe um nimero § > 0 com
(—0,0) C I(x) para todos os = € K.

Aqui podemos escolher § > 0 tao pequeno que vale § < b. Entdao o nimero

tK =b—90
satisfaz a condicao (4.2.6). Isto é £ um nimero real com
b—d <t<b,

entao vale segundo o Lema
I(¢(t, o)) = I(x0) — 1.

Dali segue

I((t,20)) N [0,00) = [0,b—1).
Como b —t < ¢, vale (—0,9) ¢ 1(p(t,z0)) e dai ¢(t,z9) ndo pode ser um
elemento de K. Com isso Teorema fica provado. n
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4.3 Continuidade do fluxo

Nosso objetivo é mostrar que o fluxo de um campo de vetores localmente
Lipschitz-continuo também é uma aplicacao localmente Lipschitz-continua.

Teorema 4.3.1. Seja U C R" aberto, seja f: U — R™ um campo de vetores
localmente Lipschitz-continuo, e seja ¢ : Q — U o fluxo de f. Entdo (),
definido em (4.2.2)), € aberto em R x U e ¢ € localmente Lipschitz-continuo.

Demonstracao. Veja a pagina [148] [

A prova resta no Lema de Gronwall.

Lema 4.3.2 (Gronwall). Sejam I C R um intervalo contendo 0, A, B > 0,
e seja g : I — [0,00) uma fun¢ao continua a qual satisfaca a desigualdade

t
/ g(s)ds
0
para todos os t € 1. Entao vale
g(t) < AePl (4.3.2)

g(t) < A+ B (4.3.1)

para todos ost € 1.

Demonstragao. Defina a fun¢ao G : I N[0, 00) — [0, 00) através de
t
G(t) :zA—i—B/ g(s)ds para t € I com t > 0.
0

Ela satisfaz a desigualdade ¢(t) < G(t) e dali

G(t) = Bg(t) < BG(t)
para todos os t € I com t > 0. Disso segue
d .
%(e*BtG(t)) =e P(G(t) - BG(t)) <0
e dai
e PGt < G0)= A
para todos os t € I com t > 0. Portanto vale
g(t) < G(t) < A

para todos os t € I com t > 0. No caso de t < 0 resulta a desigualdade
desejada no que substitui-se a funcao g pela fungao t — g(—t). Com isso
Lema [4.3.2] fica provado. ]
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Demonstragao do Teorema[{.3.1 A prova tem trés passos. O primeiro passo
utiliza a notacao de Lema |4.1.3|

Passo 1. Seja K C U compacto e seja € > 0 tal que K. C U. Entao existe
um 6 >0 com [—0,0] x K C Q e ¢([—9,0] x K) C K..

Segundo a hipétese Us := |J, o, B-(7) é um subconjunto aberto de U. Se-
gundo a parte (i) de Teorema [4.1.4] com U, em vez de U, existe entao um
ndmero § > 0 com [—0,d] C I(xg) e ¢(t,z9) € U. para todos os zg € K e
todos os t € [—d,6]. Com isso Passo 1 fica provado.

Passo 2. Sejam K,e,0 como no Passo 1. Entdo ¢ € Lipschitz-continuo no
conjunto [—0,0] x K C Q.

Como f é localmente Lipschitz-continuo e, segundo o Lema K.cU?¢
compacto, a restricdo f|x. é Lipschitz-continuo (Lema[4.1.2)), e isso significa

c:= sup I/(x) = 'y )” < 00, M := sup || f(z)| < oo. (4.3.3)

ek o=yl ek

Sejam dados zo, Yo € K, e sejam x,y : [—09,0] — U as solugoes corresponden-

tes de (4 , ouseja x(t) := gb(t xg) e y(t) := ¢(t,yo) parat € [—d,0]. Entao
vale x(t), ( ) € K. parat € [0, 6] segundo o Passo 1 e daf

fots) =20l = | [ st ar| < [ 15 ar < vis

para todos os s, ¢ € [—5, 8] com s < {. Demais vale para todos os ¢ € [—5, 6]

Jot6) = (0 = [l = 0+ [ (7tat69) = o) s
[ (o) - stutsp) s
< o=l + | [ 166D = Pt

AH“&—MﬂMs-

Disso segue ||2(t) — y(t)|| < e ||z¢ — yo|, segundo o Lema , e daf
65, 20) = ot wo)l < [le(s) — () + [|=(t) —y(@D)

< Mls =t + ¢ ||lzo — woll

< [lwo — yoll +

< [lzo — woll + ¢

para todos os zg,yo € K e todos os s,t € [0, d]. Isso prova Passo 2.
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Passo 3. O conjunto Q2 C R x U, definido em (4.2.2)), € aberto e a aplicagdo
¢ : Q2 — U € localmente Lipschitz-continua.

Seja (to, zg) € 2 com ty > 0 e defina
[ = {o(t,20) |0 <t <to}.

Isto é um subconjunto compacto de U. Dali existe, segundo o Lema [4.1.3
uma constante € > 0, tal que

K :=T.={yeR"|existe um z € I, tal que ||z —y|| <e} C U.
Além disso, segundo o Lema [4.1.3] o conjunto K é compacto e o conjunto

Vi=T.= {y € R" | existe um z € T, tal que ||z —y|| <&} = U B.(z)
zel
é aberto. Segundo o Passo 1 e o Passo 2 existe uma constante § > 0, tal

que [—9,d] x K C Qe ¢ é Lipschitz-continuo em [—4, 6] x K. Escolha N € N
tao grande que

to
= — < 0.
T N<

Entao [0,7] x V' C Q, e definimos a aplicacao ¢, : V. — U através de

¢-(y) = (7, y) paray € V.

Esta aplicacao é continua segundo o Passo 2. Definimos ora uma sequéncia
finita de conjuntos abertos Vo D Vi D --- D Vy através de

Vo=V,
Vii=¢'(Vo)={yeV]e:(y) eV}
Vo= ' (V1) ={y € V]o-(y) €V, ¢-(0-(y))}

Vyi=¢;'(Vyo1) ={y eV |¢k(y) € Vparak=1,...,N}.

Aqui denotamos de ¢F := ¢, 00 ¢, a composicao (k vezes) da aplicacio
¢r 'V — U com se mesma. A regiao da sua definicao é exatamente o con-
junto Vi_;. Os conjuntos V;, C U sao abertos, como ¢, : V' — U é continuo.
Além disso, segue de Lema a igualdade ¢F(zo) = ¢(kT,29) €T CV
para k=1,..., N e dali vale xqg € V para k=0,1,..., N.
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Também segue de Lema 4.2.5) que para todos os z € Vy vale o seguinte:
t():NTGI(I), gb(to,x)GV.

Disso segue que [—d,0] C I(¢(ty, x)) para todos os x € Vy e dai, segundo o

Lema vale
[to—é,to—l—é] x Vy C Q.

Como ¢ é Lipschitz-continuo em [—§, ] x K, existe uma constante ¢ > 0, tal
que todos os s,s" € [—0,0] e todos os y,y’ € K satisfazem a desigualdade

16(s,y) —o(s" )l < cls = &' +clly =yl (4.3.4)
Para z, 2’ € Vy e t,t' € (to — 6,to + 9) segue dali a desigualdade
lp(t, x) — ¢(t', ") = ||t —to, ¢ () — Bt — to, oY ("))
ct = | +c||oy (z) — o7 (')
clt —t'| 4+ N Tjx — 2|

Aqui a ultima desigualdade segue através de aplicar a desigualdade N
vezes. Com isso temos mostrado que existe para todo elemento (tg, zg) € €2
com tg > 0 um conjunto aberto W = (tg — d,%9 + 0) X Viy C R x R™ tal que
(to,xg) € W C Q e tal que a restrigdo ¢|w : W — U é Lipschitz-continua.
Para ty < 0 segue a mesma afirmagao no que substitui-se f por —f e ¢(t, x)
por ¢(—t,z). Com isso Passo 3 e Teorema ficam provados. O]

Comentario 4.3.3. Para todo ¢ € R o conjunto
U, = {xo € U‘t € I(xg)}

é aberto segundo o Teorema4.3.1. Além disso, segue de Lema que para
todo € U, vale que —t € I(x) —t = I(¢(t,z)) e dali que ¢(t,z) € U_;.
Frequentemente é 1til usar para o fluxo a notagao

¢ Up — Uy, ¢1() = ¢(t, ).

Segundo o Teorema {4.3.1] a aplicagao ¢, : Uy — U_; é um homeomorfismo
com a aplica¢ao inversa

<
<

¢ = oot
Além disso, segundo o Lema [4.2.5] vale Uy =U, ¢g=id: U — U, e
¢s+t = ¢s o ¢t €1m Us+t N Qst_l(Us)

para todos os s,t € R. Esta notacao simplifica-se consideravelmente se, para
todo x € U, vale I(x) = R. Entao U; = U para todos os t € R.
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4.4 Diferenciabilidade do fluxo

Teorema 4.4.1. Seja U C R" aberto e seja f : U — R™ um campo de
vetores de classe C* com { € NU{oo}. Entdo o fluro ¢ : Q1 — U de f é C*.

Demonstracao. Veja a pagina [153] [

Antes de provar este teorema formulamos primeiramente um lema o qual
pressupoe a diferenciabilidade continua do fluxo. Este lema fornece uma
férmula para a derivada de ¢ e esta féormula serd utilizada entao para provar

Teorema [L.4.1]

Lema 4.4.2. Seja U C R" aberto, seja f : U — R™ um campo de vetores
continuamente diferencidvel, e seja o fluro ¢ : Q1 — U de f uma aplicagao
continuamente diferencidvel. Sejam dados xq € U e &y € R". Seja I := I(x)
e defina as aplicacoes x : [ — U e & : I — R™ através de

x(t) = di(zo), (1) = dg(20)&o (4.4.1)
parat € I. Entdo x e & sao continuamente diferencidvel e vale
H(1) = (1)), #(0) = 2y o)

E(t) = df (x(1)&(1), £(0) = &
para todos ost € 1.

Demonstragao. A derivada parcial 0¢/0t = f o ¢ : ) — R™ existe segundo a
definicao do fluxo e é continuamente diferenciavel por hipétese. Além disso,
vale segundo a regra da cadeia

0 0¢ )0,
axig(tax) = df(¢(ta$))a—1,i
Segundo o Teorema de Schwarz (sobre a comutatividade das segundas deriva-
das) segue dai que a aplicagao 0¢/0z; : 2 — R™ é parcialmente diferencidvel
com respeito a t e satisfaz a equagao

9 9 0 0¢ 0¢
S5 (t) = 5o Sta) = d(@(ta) 5 (1)

para V(t,z) € Q. Entdo a fungdo &(t) = doy(xo)éo =D i (t 20)&ois

i=1 am
onde & = (501, ..., &on) € R, é continuamente diferencidavel com derivada

é1) = ;ghw (ol 7) G ) = )00

Com isso Lema 2| fica provado O

(t,x) para todos os (t,z) € Q.

%
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Lema 4.4.3. Seja I C R um intervalo aberto com 0 € I e A: 1 — R™"
uma aplicacao continua. Entao o problema de valor inicial

() = AMEW),  €(0) =& (4.4.3)
possui para todo valor inicial & € R™ uma solugao tunica & : I — R™ conti-
nuamente diferencidvel.

Demonstracao. Seja T € I com T > 0 e defina
A(t)E
c=2 swp 4@, A= sup LEUEL
0<t<T cerni(o} €]l
Seja 2" = C([0,T],R") o espaco das aplicagoes continuas ¢ : [0,7] — R".

Isto é um espaco de Banach com a funcao norma

[€l. = sup e™liE®I  parafe 2

Defina a aplicacao .# 5&” — 3&” através de

t
F(&)(t) =& +/ A(s)&(s) ds para 0 <t <T.
0
Provaremos a desigualdade
1
7€) —F)ll, <z 1€ —=ll. para todos os £, € 2. (4.4.4)

Sejam entao dados £,n € 2" e sejat € [0,T]. Entao vale
170 -2l = | [ e -
< [ 1A ) —nts)l ds

< —/cusm n(s)]| ds

1 t
- / ce® e ||€(s) — n(s)|| ds

1 t
< 5 [ eeasie -,
0

1 Ci
< et lE=l,

para todos os t € [0,T]. Disso segue a deagualdade no que multiplica-
se ambos lados com e~ e forma-se o supremo sobre todo t € 1[0,17.
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Da desigualdade (4.4.4]) segue, segundo o Teorema do Ponto Fixo de Ba-
nach (Teorema [E.0.7)), que a aplicacao

F X >

possui um ponto fixo inico
§=F(§)

Este ponto fixo é a tnica solugao £ : [0,7] — R™ do problema de valor
inicial no intervalo [0, 7]. Como uma tal soluc@o tnica existe em todo
subintervalo compacto [0, 7] C I, também existe em I N[0, 00). Entao segue
a existéncia de uma solugao unica no intervalo [ inteiro através de substituir
a fungao A: I — R™™ pela fungdo —I — R™" : ¢t +— —A(—t). Com isso
Lema, fica provado. O

Lema mostra que a linearizacao £(t) := do ()& do fluxo, caso
exista, solve a equagao diferencial linearizada (4.4.2). Lema mostra que
a segunda equacao em sempre possui uma solucao £ : I — R" no
intervalo de existéncia I = I(z) inteiro. A tarefa na prova de Teorema [4.4.1]
ora consiste em mostrar que esta solucao realmente é dada pela derivada de

¢ por meio de (4.4.1)).

Demonstragao do Teoremal[{.4.1 Primeiro vamos provar a afirmagao para
¢ =1. Sejaentao f : U — R™ um campo de vetores continuamente dife-
renciavel. Resta mostrar que o fluxo ¢ : 2 — U de f também é continua-
mente diferencidvel. Seja g € U e [ := I(z) C R. Defina as aplicagoes

x:1—=U, A: I —R™"

através de

o(t) = dulwo), (D) = df(x(t)) (4.45)
para t € I. Segundo o Lema existe uma tnica aplicacao continuamente
diferenciavel ® : I — R™ " tal que

O(t) .= A()®(t),  ®(0)=1 (4.4.6)

para todos os t € I. Provaremos para ja que para todo t € [ a aplicacao
¢ : Uy — U_, é diferenciavel no ponto xy € U; com a matriz jacobiana

doy(xg) = () parat € I. (4.4.7)

Seja T € I com T > 0. Entao o seguinte deve ser mostrado.
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Afirmagao 1: Para todo € > 0 existe um 6 > 0, tal que para todos os
t €0,T] e todos os & € R™ com ||&o]| < 0 vale xg+ & € Uy e

[§e(z0 + o) — de(0) — D)ol < e [[€oll- (4.4.8)

Demonstrac¢ao da Afirmacao 1. Seja dado um nimero real € > 0. Determi-
namos a constante § > 0 nas seguintes quatro passos.

(a) Segundo o Teorema existe uma constante r > 0, tal que
[0, 7] x {z € R"| ||z — x| <1} C Q.
(b) Segundo o Teorema existe uma constante ¢ > 0, tal que

[@e(z0 + o) — de(zo)ll < cll&oll,  Mldf(z(D)] < ¢

para todos os t € [0,7] e todos os & € R™ com ||&|| <.

(c) Existe uma constante p > 0, tal que para todos os t € [0,7] e todos
os h € R" com ||h|| < pvale z(t)+ heUe

ldf ((t) + h) — df (a(t))]| < e

Aqui usamos o fato que uma aplicacdo continua é uniformemente continua
em todo subconjunto compacto da sua regiao de definigao.

(d) Escolha 6 > 0, tal que § < r e cd < p.

Provaremos que Afirmacao 1 vale com este 6. Para ¢t € [0,7] e h € R" com
1Al < p seja

R(t,h) = f(z(t) + h) — f(x(t)) — df (x(t))h. (4.4.9)
Entao vale .

R(t,h) = /0 (df (x(t) + sh) — df (x(t)))hds
e dai, segundo (c),

1R(, A S/O ldf (x(t) + sh) — df (x() || 1] ds < e=Te ||k (4.4.10)

para todos os t € [0,77] e todos os h € R™ com ||h]| < p.
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Ora, seja & € R™ com ||&|| < & e defina 7 : [0,T] — R™ através de
() == du(mo + &) — de(ao) — B(t)&  para 0 <t < T. (4.4.11)
Entdo n(0) =0 e
(t) = f(de(zo + &) — f(du(z0)) — A)2(t)éo

(t)
F(de(zo+ &) — f(de(w0)) — A(t) (D20 + &) — Pe(0)) + A(t)n(t)
= R(t, ¢r(wo + o) — de(x0)) + A(t)n(t).
(

Segundo (a), (b), a (d) vale zg + & € U, e

[6¢(z0 + &) — del@o)|| S clléoll <cd<p  para0<t<T.
Segundo segue dali a desigualdade

IR(t, ¢u(x0 + &0) — Pe(x0))ll < e™elgu(wo + &) — dilwo) |

< ce™e|&ll

para 0 <t < T. Disso, em contrapartida, segue

@I < 1R du(wo + o) — dulwo)) || + [[AE)0 ()]
< cemel&oll + cln(t)l]

t
e Te o+ [ (o) ds
0

para0 <t <T'. Segundo o Lema de Gronwall vale entao a desigualdade

IN

IR < ce™ e[|l e

e dai segue
t
@l < [ ) ds
’ t
< eCT€H§0H/ ce® ds
0

< el

para 0 <t < T. Como 7n(t) foi definido através de (4.4.11]), a Afirmagao 1 fica
provado com isso. Assim temos mostrado que ¢; é diferenciavel para t > 0 e
a prova para t < 0 é analoga.



156 CAPITULO 4. CAMPOS DE VETORES E FLUXOS

Em seguida provaremos que a aplicagao Q@ — R™™ : (t,z) — do(x)
é continua. Seja entdo xg € U e seja T € I(xg) com T > 0. Defina as
aplicagoes A, ® : [0,T] — R™" através de

A(t) = df (du(x0)),  @(t) := du(xo)

para 0 <t <T.

Afirmagao 2: Para todo € > 0 eziste um 6 > 0, tal que para todo t € [0, T
e todo yo € R™ com ||xg — yo|| < 9 vale yop € Uy e

[do(x0) — dee(yo)| < e (4.4.12)

Demonstracao da Afirmacgao 2. Seja dada uma constante 0 < € < 1. Deter-
minamos a constante ¢ > 0 nas seguintes trés passos.

(a) Escolha ¢ > 0, tal que

IA@®) ||+ 1 <c¢, |P(t)] < ¢ para 0 <t <T.

(b) Existe uma constante p > 0, tal que para todos os t € [0,7] e todos os
y € R" com ||y — ¢u(xo)|| < pvaley € U e

1df () — df (d1(wo))|| < e™e.

(c) Segundo o Teorema existe uma constante § > 0 tal que para todos
ost €[0,T] e todos os yy € R com ||zg — yo|| < J vale que yo € Uy e

[6e(x0) — Sr(wo)ll < p.
Seja ora yp € R™ com ||zg — yo|| < 0 e defina B, ¥ : [0,T] — R™*" através de

B(t) == df (¢+(wo)), (1) := doi(yo)

para 0 < ¢ <T. Segundo do que j foi provado ¥ é continuamente diferen-
cidvel e U(t) = B(t)¥(t) para0 <t < T e ¥(0) = 1. Além disso, segundo (c),
vale ||¢(z0) — d¢(yo)|| < p para 0 <t < T'. Dali, segundo (b), segue

|A(t) = Bt)| <ePe<1l para0<t<T
e daf por sua vez, conforme (a), segue

IBO| <[|AD)||+1<c¢ para0<t<T.



4.4. DIFERENCIABILIDADE DO FLUXO 157

Destas duas desigualdades segue

lo(t) — (@) = A®)2(t) — BE)¥()]
< [A@)®() = BO)S@)] + [|B(E)2(t) — BE)W(E)]
< ceTetc||®(t) - \If(t)||

IN

ch+(;/ 16(s) — W(s)|| ds

para 0 < ¢ <T'. Segundo o Lema[£.3.2] de Gronwall segue daf a desigualdade
|®(t) — W(t)| < e=Tcee e dali resulta através de integracio a desigualdade
|®(t) — W(t)|| < e para 0 <t <T. Com isso a Afirmacao 2 fica provada.
Temos mostrado entao que a aplicagao (t, x) — d¢,(z) é continua parat > 0 e
a prova para t < 0 é andloga. Com isso todas as derivadas parciais d;¢p = fo¢
e 0p/0x; parai = 1,...,n sdo continuas, e assim ¢ : 0 — U é continuamente
diferenciavel.

Com isso temos provado Teorema para £ = 1. Ora, seja £ € N e
suponhamos que o teorema vale para este ¢ (e qualquer campo de vetores
de classe C* em qualquer subconjunto aberto de um espaco euclidiano de
qualquer dimensao). Seja f : U — R™ um campo de vetores de classe C**1 e
seja ¢ :  — R" o fluxo de f. Entao ¢ é uma C*-aplicacdo, conforme hipétese
da inducdo, e temos que mostrar que ¢ é uma aplicacao de classe C**'. Para,
esse fim definimos o conjunto aberto

U:=UxR"CR" xR"
e a aplicagao f: U — R™ x R" assim
f(@,) = (f(x).df()§)  parazeUeleR"

Além disso, seja Q:=OQxRme seja a aplicagao 55 . Q0 — U definida através de
o(t,2,€) = (¢u(x), dgy(x)¢)  para (t,7) €Qe LR,

Entao fé um campo de vetores C* e 5 ¢ o fluxo de fcomo temos provado
acima. Conforme hipétese da inducao ¢ é entdo uma aplicacio C*. Disso
segue que todas as derivadas parciais 0,¢p = fo¢ e 0¢/0x; parai =1,...,n
sao aplicacdes C*. Com isso fica provado que ¢ é uma aplicacao C*!.

Este argumento de inducao mostra que a afirmacgao do teorema vale para
todo ¢ € N. Que também vale para ¢ = oo segue do fato que uma funcao é
suave se e somente se é ¢ vezes continuamente diferenciavel para todo ¢ € N.
Com isso Teorema [4.4.1] fica provado. O
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No caso de ¢ = oo Teorema [£.4.1]diz que o fluxo ¢ : @ — U de um campo
de vetores f: U — R" também é uma aplicacao suave, e particularmente,
que a aplicacao ¢y : Uy — U_; em Comentario ¢ um difeomorfismo
suave para todo t € R. Isto fornece, em muitas situagoes, métodos tteis para
a construcao de difeomorfismos suaves, no que construi-se primeiramente um
campo de vetores suave com as propriedades desejadas, e em seguida defina-
se os difeomorfismos mediante as solugoes da equacao diferencial. Além disso,
podemos utilizar Teorema |4.4.1| para mostrar que a aplicagao exponencial é
suave.

Corolario 4.4.4. A aplicacao exponencial exp: R™*™ — R™ "™ ¢ suave.

Demonstracao. Seja f : R™*"™ x R™" — R™"™ x R™" o campo de vetores
definido através de

f(A,B) :=(0,AB) para A, B € R™".

O fluxo de f é a aplicacao ¢ : R x R™™™ x R™" — R™"™ x R™"*" definida
através de

o(t, A, B) := (A, e''B) parat € Re A, B € R™",
Como f é suave segue de Teorema [4.4.1| que ¢ é suave. Por isso a aplicacao
R™™ — R x R : A (1, A, 1) = (A, e?)

também é suave. A aplicacao exponencial exp: R"*" — R"*" é a composi¢ao
desta aplicacao com a projecao no segundo fator e, por isso, também é suave.
Com isso Corolério [4.4.4] fica provado. O



Capitulo 5

Integrais Multiplas

O objetivo deste capitulo é definir a integral de Riemann de uma funcao de
varias variaveis sobre um conjunto compacto Jordan-mensuravel, bem como
deduzir as propriedades fundamentais da integral de Riemann.

5.1 A integral de Riemann

Para a definicao da integral de Riemann é necesséario a introdugao de umas
nocoes basicas, como aquela de uma particao em dimensoes superiores.

Particoes
Sejam a = (ay,...,a,) e b= (by,...,b,) dois vetores reais com a; < b; para
todoi=1,...,n. O conjunto
Q= Q(a,b)
={reR"|a; <z;<bparai=1,...,n} (5.1.1)

= (a/17b1) X ((lg,bg) X X (anabn)

chama-se de bloco aberto (eixo-paralelo). O volume de Q é o numero

n

Vol (Q) = [ [ (b — ). (5.1.2)

=1

Importa sublinhar que assim o volume ¢ definido até agora sé para blocos
abertos eixo-paralelos. Se @@ C R™ é definido através de ([5.1.1)), entao o fecho

159
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de @ (com respeito 4 norma euclidiana no R™) é o conjunto

Q={reR"|a;<z;<b;parai=1,...,n}

= [ay,b1] X [ag, bo] X -+ X [ay, by] (5.1.3)

(Exercicio: prova esta formula.) Todo tal conjunto é chamado de bloco
fechado (eixo-paralelo). Frequentemente também ¢ 1itil definir o volume
de Q através do lado direito da equagao (5.1.2)). Mais geral, definimos

n

Vol,,(B) := I_I(bZ —a;) para Q C B CQ.

=1

Definicao 5.1.1. Seja B C R™ um subconjunto compacto. Uma particao
de B ¢ um conjunto finito P = {Py,..., Py} de blocos abertos eizo-paralelos,
tal que

k
B:UF,», PNP=0 para i#}j.

O conjunto das parti¢oes de B denota-se de P (B).

Um exemplo de uma parti¢ao no caso de n = 2 ¢ visualizado na Figura|5.1]
Nota-se que nao todo subconjunto do R™ possui uma particao. Se B C R"
possui uma particao, entao B ¢é necessariamente compacto e nao-vazio, e
ainda para subconjuntos compactos nao-vazios do R” a existéncia de uma
particao é uma propriedade rara.

I
}7

e

Figura 5.1: Uma particao de um retangulo.

Exemplo 5.1.2. No caso de n = 1 pode-se representar uma particao de
um intervalo compacto B = [a, b] através de uma sequéncia finita da forma
a=ty<t;<ty<---<tp=>bcom P, = (t;_1,t;) (veja [3]).
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Exercicio 5.1.3. O disco unitdrio fechado no R? nao possui nenhuma
particao. Um triangulo fechado no R? nao possui nenhuma particao.

Exercicio 5.1.4. Um subconjunto B C R” possui uma parti¢ao se e somente
se é uma uniao finita de blocos eixo-paralelos fechados. Um tal conjunto
chama-se prédio de blocos (Definigao |5.6.1)).

Exercicio 5.1.5. Sejam K C U C R", tal que U é aberto e K compacto.
Entéo existe um subconjunto B C R™ com & (B) #0e K C BCU.

Lema 5.1.6. Seja B C R™ um subconjunto compacto e P = {Py,..., P} e
Q={Q1,...,Q¢} duas partigoes de B. Entao também o conjunto

PAQ:={PNQ;li=1,....k j=1,....0, BENQ; #0} (5.1.4)

¢ uma parti¢ao de B. O conjunto {P;NQ;|i=1,....k PFNQ; # 0} € para
todo j uma particao de Q;, e {P;NQ;|j=1,...,0, BNQ; # 0} € para todo
i uma particio de P;.

Demonstragao. Segue das definicoes que o conjunto P; N Q);, caso nao-vazio,
¢ um bloco eixo-paralelo aberto. Provaremos o seguinte.

Afirmagao: Para todo x € P; existe um j tal que x € P, N Q;.

Pela hipétese existe uma sequéncia x,, € P; a qual converge para um x. Como
P, C B,vale 2, € Q,U---UQ, para todos os v. Portanto existe (pelo menos
um) j € {1,...,¢}, tal que Q_J contem um numero infinito de membros da
sequéncia x,. Através de transicao a uma sequéncia parcial podemos supor
que vale z,, € Q_J para todos os v. Escolha uma sequéncia 0 < ¢, < 1/v com

B., (x,) C P

para todos os v. Entdo também vale P (x,) N Q; # 0 para todos os v.
Segundo o axioma da escolha, versao contavel, existe entao uma sequéncia
Y, € Qj, tal que vale ||z, — y,|| < e, para todo v. Entdo vale y, € BN Q; e

r = lim z, = lim y,.
V—r00 V—r00

Portanto = € P, N @); e com isso a afirmagao fica provada.
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A afirmagao diz que
¢

=Jrn

para todos os ¢. Igualmente vale Gj = Ule PNnQje

oG-

Com isso Lema fica provado. O

Lema 5.1.7. Seja Q = Q(a,b) C R™ um bloco eizo-paralelo aberto e P =
(P, ..., Py) uma particio de B := Q. Entdo vale

k
Vol,(Q) =) Vol, (P
=1

Demonstracao. A demonstracao resta numa ideia de John von Neumann
(quem estudou de 1921 até 1923 na ETH Zurique). Para todo ¢ > 0 consi-
deramos a grade

A, =z

e investigamos o numero dos pontos da grade as quais pertencem ao bloco
aberto (), respectivamente ao bloco fechado ). Agora vale a seguinte desi-
gualdade

n

H(bi —a;— &) SE"#(A.NQ) <e"#(A.NQ) < f[(bZ —a;+¢). (5.1.5)

=1

Para a prova de (5.1.5) consideramos para ja o caso n = 1. Sejam entdo
a < b dois nimeros reais e seja € > 0. Escolha ¢,m € Z, tal que

(0 —1)e <a<le, me <b < (m+1)e.
Entao vale eZN[a,b] = {je |l < j < m} e dal

L) =m— 41 < 2 20TE
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Ora escolha ¢, m € 7Z, tal que
(0 —1)e <a< e me < b < (m+1)e.
Entao vale eZ N (a,b) = {je| ¢ < j < m} e dai

#(me(a,b)):m—e+1:(m+1)_(e_1)_12HT_?

Dali segue a desigualdade
b—a—e<e#(ZN(a,b)) <e#(eZNa,b]) <b—a+e.

Substituimos ora a,b por a;,b; e formamos o produto sobre 1 = 1,...,n,
entao resulta a desigualdade (5.1.5)).
De (|5.1.5) segue através do limite ¢ — 0 que

Vol,.(Q) = ll_% e"#(ANQ) = il_l)l(l) e"#(A. N Q). (5.1.6)

Ora, obviamente vale

k k

Y HUMNP)<H#ANQ) <D #(ANP)).

=1 i=1

Multiplicamos esta desigualdade com " e formamos o limite ¢ — 0, entao
resulta sob uso triplo de ([5.1.6)) que

ZVoln(Pi) = lim Ze”#(/\e N P)
lim e"#(A: N Q) = Vol (Q)
lim Y &"#(A. N P;)

e—0

= ) Vol (P).

IN

IN

Dali segue imediato a afirmacao de Lema[5.1.7 [
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Somas superiores e somas inferiores

Defini¢ao 5.1.8. Seja B C R"™ um conjunto compacto e P = {Py,..., Py}
uma particao de B. Seja f : B — R uma funcao limitada. A soma superior
de f e P ¢ o numero

k

S(f,P) = Z(Sup f)v01n(a-). (5.1.7)

i=1  Pi

A soma inferior de f e P ¢ o numero

S(f,P) = Z(igf f) Vol,.(P,). (5.1.8)

i=1
Lema 5.1.9. Seja B C R"™ compacto, seja f: B — R uma funcgdo limitada,
e sejam

P:{Pl,...,Pk}, Q:{Ql,...,Qg}
particoes de B. Entao vale
S(f,P) < S(f,PAQ)<S(f,PAQ) <S5(f,Q).

Demonstragao. Segue da Definicao assim como de Lema e de
Lema [5.1.7| que

S(f,P) = Z(lgf f>Voln(H-)
~ ZZ(igff>Voln(BﬂQj)
ZZ(m f)vol (P,NQ,)=S(f,PAQ)

PNQ;

IN

IN

ZZ(W f)Vol (PN Q;) = S(f, P A Q)

P.NQ;

> Z(Sgp f)Volu(P:N Q)
Jj i i

= > (sup £) Vol,(@))

J i
= S(f,Q).
Com isso Lema fica provado. m

IN



5.1. A INTEGRAL DE RIEMANN 165

Definicao da integral de Riemann

Segundo o Lema todo subconjunto compacto B C R™ com Z(B) # ()
e toda funcao limitada f : B — R satisfaz a desigualdade

S )S(f, P) < QE@}EB S(f, Q). (5.1.9)

Definicao 5.1.10. Seja B C R™ um conjunto compacto com P (B) # 0.
Uma fungao limitada f : B — R chama-se de Riemann-integravel, se

PES;I()B)ﬁ(f’P) Qel‘gf .

Se f: B — R é Riemann-integrdvel, entdo o numero real

/Bf(:v)dxl---dxn = sup S(f,P)= inf S(f,Q) (5.1.10)

PeP(B) QeZ(B)
¢ chamado de integral (de Riemann) de f sobre B.

Exemplo 5.1.11. Seja B C R™ um compacto que possui uma particao.
Como primeiro exemplo consideramos uma funcao constante f : B — R. Seja
entdo ¢ € R, tal que f(z) = ¢ para todos os z € B. Se P={P,,..., P} é
uma particao de B, entao vale infp. f = supp, f = ¢ para todos os i e daf

S(f,P)=35(f,P)= cZVoln(P

Dali segue, segundo o Lema m, que todos os P, () € & (B) satisfazem as
desigualdades

S(f,P)=5(f,P)<5(f,Q)=5(f.Q) <S(f.P).

Portanto as somas superiores e inferiores de f sao independente da escolha
da particao. Segue disso que a funcao constante f = ¢ é Riemann-integravel
e que vale a equagao

k
/ cdxy---dx, = cZVoln(P)
B i=1

para toda partigao P = {P,..., P} € Z(B).
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Defini¢ao 5.1.12 (Volume de um prédio de blocos). Seja B C R™ um
conjunto compacto com P(B) # 0. A integral da func¢ao constante f = 1
sobre B chama-se de volume (n-dimensional) de B e denota-se de

Vol,,(B) :z/ldm1~-~d:z:n. (5.1.11)
B

Segundo o Exemplo|5.1.11vale a formula Vol,,(B) = Zle Vol,,(P;) para toda
particaio P ={Py,..., P} € Z(B).

Lema 5.1.13. Seja B C R™ um conjunto compacto com P (B) # 0 e seja
f B — R uma funcao limitada. As sequintes afirmacoes sao equivalente.
(i) f € Riemann-integrdvel.
(ii) Para todo € > 0 eziste uma particio P € Z(B) com

g(fap) _§<fvp) <Eé.

Demonstrag¢ao. Provaremos para ja que (ii) implica (i). Seja entao (ii) satis-
feito. Entao vale a desigualdade

inf S(f,Q)< sup S(f,P)+c¢
Qe (P) (£,Q) PEWI()P)_(f )

para todo € > 0. Segue dai
inf S(f,Q) < sup S(f,P).

QeZ(P) PeP(P)

Dali segue da desigualdade (5.1.9)) que f é Riemann-integravel.
Provaremos para ja que (i) implica (ii). Seja entao f : B — R uma fungao
Riemann-integravel e seja

c:= /Bf(x)dxl e dxy,.

Seja € > 0. Entao existem segundo a definicao da integral Riemann duas
partigdes P,Q € & (B), tal que

S(f.P)>c—2,  S(fQ) <c+s.

Dai segue, segundo o Lema [5.1.9] que
Com isso Lema fica provado. O

Exercicio 5.1.14. Toda fung¢ao continua f : B — R num subconjunto com-
pacto B C R™ com Z(B) # () é Riemann-integravel. Dica: Lema [5.1.13]
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5.2 Conjuntos Jordan-nulos e continuidade

Segundo e exercicio anterior toda funcao continua f : B — R num subcon-
junto compacto B C R™ com £(B) # () é Riemann-integrével. Nesta se¢ao
vamos provar uma afirmacao bem mais geral a qual ja garante a integrabili-
dade de Riemann de uma funcao limitada f : B — R se ela é continua fora
de um chamado assim conjunto Jordan-nulo.

Definicao 5.2.1. Chama-se um subconjunto A C R™ de conjunto Jordan-

nulo se para todo € > 0 existe um niumero finito de blocos abertos Wy, ..., Wy
no R"™ cobrindo A C \J)_, W, e com soma de volumes S~ Vol,(W,) < e.

Teorema 5.2.2. Seja B C R"™ um conjunto compacto com P(B) # 0, seja
A C B um conjunto Jordan-nulo, e seja f : B — R uma func¢ao limitada.
(i) Se f € continua em B\ A, entao f é Riemann-integrdvel.

(i) Se f(x) =0 para todos os v € B\ A, entao [, f =0.
Demonstracao. Veja a pagina (171} ]

Segue direto de Definigao que todo conjunto Jordan-nulo é limitado,
que todo subconjunto de um conjunto Jordan-nulo também é um conjunto
Jordan-nulo, e que toda uniao finita de conjuntos Jordan-nulos igualmente é
um conjunto Jordan-nulo.

Lema 5.2.3. Se A C R" ¢ um conjunto Jordan-nulo, entao A=pe o fecho A
também é um conjunto Jordan-nulo.

Demonstracao. Se A # (), entao existe um cubo eixo-paralelo aberto QQ C A
com ¢ := Vol,(Q) > 0. Ora se Wy,...,Wx C R" sao blocos eixo-paralelos
abertos com A C U,],Vzl W,, entao segue do argumento de von Neumann na
prova de Lema a desigualdade

N N
6 =lime"#(A.NQ) < 53%;5 #(A.NW,) = ;wﬂ(vm,

em contradicao a hipétese que A é um conjunto Jordan-nulo.

Ora, seja dado e > 0 esejam Wy, ..., Wy C R" blocos eixo-paralelos aber-
tos com A C J, W, e 32 Vol (W,) < 5. Parav=1,..., N seja W/ um
bloco eixo-paralelo aberto com W, C W/ e Vol,(W}) < 2Vol(W,)). Entao
vale Ac L, W, c U, W2 e SN Vol,(W!) < e. Com isso Lema
fica provado. ]
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Exemplo 5.2.4 (Conjuntos Jordan-nulos).
(i) Se B C R*! ¢ um conjunto limitado e ¢ € R, entao o conjunto

A=Bx{c}CR"!'xR=R"

é um conjunto Jordan-nulo. Prova: Escolha R > 0e d > 0 com

€
Entdo o conjunto W := (—R, R)"™! X (¢ — §,c¢ + §) é um bloco aberto con-
tendo A e vale Vol,(W) = (2R)" 12§ < .

(ii) Seja @ C R™ um bloco eixo-paralelo aberto. Entao 0@ é um conjunto
Jordan-nulo segundo (i).

BC (-R,R)" 1, § <

(iii) Um subconjunto nao-vazio aberto do R™ nao é um conjunto Jordan-nulo
segundo o Lema [5.2.3]

(iv) O conjunto limitado contdvel A := QN [0,1] C R ndo é um conjunto
Jordan-nulo, porque A = [0, 1] ndo é um conjunto Jordan-nulo segundo (iii).
(v) O conjunto Cantor padrao K C [0,1] é um conjunto Jordan-nulo.

(vi) Pode-se modificar a construgao do conjunto Cantor tal que recebe-se um
conjunto compacto K’ C [0, 1] o qual ndao é um conjunto Jordan-nulo. Neste
caso U :=[0,1] \ K’ é um subconjunto aberto de R cujo bordo U = K’ nao
¢ um conjunto Jordan-nulo.

Exemplo 5.2.5 (Integrabilidade de Riemann e monotonia).
(i) Seja f : [0,1]* — R uma funcdo a qual é monétona em ambas varidveis,
ou seja, para todos os x,y, 2’y € R vale

r<az'ey<y = flz,y) < f(2',y). (5.2.1)

Entao f ¢ Riemann-integravel: Se P ={P;l|i,j=1,...,N} e 2([0,1]?)
com Py = (52, L) x (&1, 4), entdo vale S(f, P) — S(f,P) = w.
(ii) Seja N - QN [0,1] : i — ¢; uma aplicagao bijetiva e definida a funcao
f:10,1]*> = R através de f(z,0) := f(0,y) := 0 para z,y € [0,1] e

flay) = > 27+ Y 27 (5.2.2)

ieN, ¢ <z JeN, ¢;<y

para z,y > 0. Esta funcao satisfaz e dai é Riemann-integravel. De-
mais f é continua no ponto (z,y) € [0,1]? se e somente se T e y ambos sao
irracional. Dali o conjunto das descontinuidades de f nao é um conjunto
Jordan-nulo.
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Defini¢ao 5.2.6. Seja B C R"™ um conjunto compacto e P = {P,..., P}
uma particao de B. Entao todo bloco aberto P; ¢ um produto de intervalos
abertos

Py =: (i1, bin) X (@i, bia) X -+ X (in, bin)
com a;; < bj;. Parai=1,... k chama-se o nimero
0(P;) := max {biy — az1,bi2 — a2, ..., bin — Qin }
de comprimento do lado maximo de P;. O numero

6(P) := max 6(F;) = max (b — a;)

i=1,...k i=1,....k

chama-se de fineza da particao P.

Exercicio 5.2.7. Seja B C R" um conjunto compacto com Z(B) # 0.
Entao existe para todo dy > 0 uma particao P € & (B) com §(P) < dy.

O seguinte lema é da significancia fundamental para o entendimento de
conjuntos Jordan-nulos.

Lema 5.2.8 (O lema dos conjuntos nulos). Seja B C R" um conjunto
compacto com P(B) # 0, seja A C R™ um conjunto Jordan-nulo, e seja
e > 0. Entao eziste um nimero &y > 0, tal que para todo P € P (B) wvale

5(P) < & — Y Vol (P) <e.

Demonstracao. Seja dado ¢ > 0. Segundo o Lema o fecho A é um

conjunto Jordan-nulo. Dai existem blocos abertos W7, ..., Wy C R", tal que
N N

AclUw, D Vol,(W,) <e. (5.2.3)
v=1 v=1

Passo 1. Existe um p > 0, tal que para todo a € A eziste umv € {1,..., N}

com B,(a) C W,.

Para todo a € A existe um ntimero v = v(a) € {1,..., N} tal que a € W,,.
Como W, é um conjunto aberto, existe além disso para todo a € A um
nimero p(a) > 0 com Byyq)(a) C Wy (q). Entao os conjuntos B, (a), a € A
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formam uma cobertura aberta do conjunto A (Secao|C.1)). O fecho A também
¢ limitado e dai, segundo o Teorema de Heine-Borel, compacto sequen-
cial. Segundo o Teorema existem dali um ndmero finito de elemen-
tos ai, ..., am € A com A C UL, By, (a;). Parai=1,...,m introduzimos
ora as abreviagoes p; 1= p(a;) e v; := v(a;). Seja p :=min{p1,...,pm} > 0.
Entdo vale B, ,(a;) C Ba,,(a;) CW,, parai=1,...,m. Ora, seja a € A.
Entao existe 1 € {1,...,m} com a € B,,(a;) e dai B,(a) C B,1,,(a;) CW,,.
Com isso Passo 1 fica provado.

Passo 2. Seja p > 0 como no Passo 1 e 6y := p/\/n. Seja P={P,..., P}
uma particao de B com 0(P) < g e seja j € {1,...,k}. Entao vale

P,NA#£D — Jv € {1,...N} com P; C W,.

Seja a € P;N A. Segundo o Passo 1 existe v € {1,..., N} com B,(a) C W,.
Como 6(P;) < dg, todo = € P, satisfaz a desigualdade

n

Y (@i —a)? <V/nd(Py) < v/ndy = p.

=1

Consequentemente vale P; C B,(a) C W,,. Com isso Passo 1 fica provado.

Passo 3. A afirmacao de Lema vale com g = p/\/n.
Seja P ={P,..., P} uma partigdo de B com §(P) < dy. Defina

Ja={je{l,...,k}|P;nA#0}
e,parav =1,..., N,

Jo={je{l,...,k}|P;CW,}.
Entao vale segundo o Passo 2 que J4 C U]VV:1 J,. Dali segue

> Vol (Py) <) (Z Voln(Pj)> < Vol (W) <e.

J€EJA v=1 \j€eJ,

Aqui a segunda desigualdade segue de Lema e a ultima de (5.2.3]). Com
isso Lema fica provado. n
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Demonstragao de Teorema[5.2.9. A prova tem dois passos.
Passo 1. Se f(z) =0 para x € B\ A, entao f € Z(B) e

[i=o

Suponhamos sem perda de generalidade que f nao anule-se identicamente.
Portanto || f|| = supg |f| # 0. Seja ora dado ¢ > 0. Segundo o Lema [5.2.§]
existe uma particao

P={P,...,P) € P(B)

tal que
Y Volu(P) < . (5.2.4)
PinA#£D 40171
Entao vale
_ 9
S(P) =Y (swf)Vol(P) < IIFI D Volu(P) <
Pinazp L PynALD

e igualmente

€
= | ) > ) >
S(f.P)= 32 (inf f)Vol(P) = ~ Il 35 Voln(P) > —
PiNA#D PiNA£D
Com isso o Passo 1 segue de Teorema [5.3.1}
Passo 2. Se f ¢ continuo em B\ A, entao f € Z(B).

Seja dado € > 0. Suponhamos que f nao se anule identicamente e escolhemos
uma particao P = {Py,..., P} € P(B), tal que vale (5.2.4). Considere o
conjunto compacto

ﬁiﬁAZ(b

A restrigao f|x : K — R é continuo. Segundo um Teorema de Anélise I a
restricao f|x é continuo uniformemente. Seja

k
V=Y Vol,(P).
=1
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Entao existe uma constante dg > 0 com

£
z,y € K, maX [z, — Y| < o = |f(x)—f(y)|§W

Seja Q@ ={Q1,...,Q¢} € Z(B) uma particao com §(Q)) < dy. Entao vale
@) = f)] < 5
Y=gy
para todos os j =1,...,¢ e todos os z,y € Q; N K, e dali

PNnA=10 — Supf—mffg—
PI’WQJ PinQ; 2V

para todos os i, 7. Disso segue que

S(f,PAQ)=S(f,PNQ)

_Zz(sup f— inf f)vol (PN Q)

j PNQ; Pm]

<y Z(sup f— inf f)vol (P,NQ,)

Pin
PnA=p § DiNQj PinQ;

L2011 Y ) Vol (PN Q)

57 2 Do Vel(PNQ;)

ﬁiﬁA:@ J

+20If D D Volu(Pin@Q;)

PiNA#£D J

== 3 Vel(P) 27l Y Vel

P NA=0 P;NA#(D

g
<o Z Vol,, (P,

=E.

IA

Aqui a pentltima desigualdade segue de (5.2.4] Segundo o Lemal5.1.13|ora f
é Riemann-integravel. Com isso Passo 2 e Teorema 2| ficam provados. [



5.3. SOMAS DE RIEMANN 173

5.3 Somas de Riemann

O primeiro objetivo desta secao é a prova do seguinte critério importante
para a Riemann-integrabilidade. O teorema mostra que uma funcao limi-
tada é Riemann-integravel se e somente se as chamadas assim somas de Rie-
mann convergem. Este teorema sera usado para deduzir umas propriedades
fundamentais da integral Riemann.

Teorema 5.3.1 (Somas de Riemann). Seja B C R™ um conjunto com-
pacto com P(B) # 0, seja c € R, e seja f: B — R uma fungao limitada.
Entdao as sequintes afirmacoes sao equivalente.

(i) f € Riemann-integrdvel e

c= / flz)dzy - - - dx,,.
B
(ii) Para todo € > 0 existe um P € P (B), tal que
c—e<S(f,P)<S(f,P)<c+e. (5.3.1)
(iii) Para todo € > 0 existe um &y > 0, tal que para todo P € & (B) wvale
§(P) < &g — c—e<S(f,P)<S(f,P)<c+e. (5.3.2)

(iv) Para todo € > 0 existe um nimero real 69 > 0 tal que para toda
particio P ={Py,...,P.} € Z(B) e todos 0s x1,...,xx € R" vale

k
; € P; Vi — ¢ Zl f(z:)Vol,(P)| < e. (5.3.3)
Demonstracao. Veja a pagina [175] 0

Comentério 5.3.2. Os nimeros S f(x;)Vol,(P;) na parte (iv) de Te-
orema sao chamados de somas de Riemann de f e o critério na
parte (iv) de Teorema pode ser sumariado na férmula

§(P)—0 -
P=(P1,....P)EP(B) i=1
z1E€PY,....x, €EP,

/B f@ydedoa = lim 3 f@)Vol.(P). (5.3.4)

As somas de Riemann convergem portanto para a integral para 6(P) — 0.

Para a prova de Teorema precisamos o seguinte lema.
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Lema 5.3.3. Seja B C R" um subconjunto compacto com P (B) # 0,
seja Q = (Q1,...,Qp) € P(B), seja f : B — R uma fungdo limitada e e > 0.
Entao existe um &y > 0, tal que para todos os P € P(B) vale

(£,Q) - gf (5.3.5)

I(P) < do —

Demonstracao. Seja M = sup,cp|f(z)| e A:= szl 0Q;. Entao A é um
conjunto Jordan-nulo (Exemplo [5.2.4). Segundo o Lema existe dai um
numero dg > 0, tal que para toda partl(;ao P={P,..., P} de B vale

5(P) < &g — > Vol (P) < (5.3.6)

Seja ora P ={Py,..., P} € Z(B) com 6(P) < d. Entao vale

S(f,P) < S(f, P/\Q)

k

= ZZ(mf f)Vol (PiNQ,)

zlgleQ

14

= Z Z(mf f>Vol (PNQ,)

Pin
P,nA=0 j=1 Qj
¢

+ Z Z(mf f)Vol (PN Qj)

PinA#D 7=1 Fing;

S (igf f)Volu(P)

PiNA=0

+M > (Zw Pm@))

PiNAZD

IN

IN

S(f,Py+2M Y Vol,(F)
ﬁzﬂA#w

< S(f,P)+e¢

A desigualdade S(f,P) > S(f,Q) — ¢ mostra-se igualmente. Com isso
Lema [5.3.3| fica provado. n
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Demonstracao do Teorema[5.3.1 Provaremos primeiro que (iii) e (iv) sao
equivalente. A implicagao (iii) = (iv) segue imediatamente da desigualdade

k
Z z;)Vol,(P,) < S(f, P)

para toda particio P = {P,..., P} de B e todos os r; € P;. Para mos-
trar o reverso (iv) = (iii), fixamos um € > 0 e escolhemos dy > Otal que
vale (5.3.3)). Seja P = (Py,...,P) € #(B) com 0(P) < §. Entao vale

S(f,P)= inf > f(z)Vol,(P),  S(f,P)= sup Zf 2;)Vol,(P,),

ti=1 zi€P; =1

e segundo (5.3.3]) recebemos dai a desigualdade
c—e<S(f,P)<S(f,P)<c+e.

Com isso temos mostrado que (iii) e (iv) sao equivalente.
Provaremos (i) = (iii). Seja entao f : B — R Riemann-integravel, seja

c—/f(ac)dazl--‘dxn— sup S(f,P)= inf S(f,Q),
B

Pe2(B) QeZ(B)

e seja € > 0. Segundo o Lema [5.1.13| existe uma partigao ) € Z(B) com
— €
S(£.Q) - S(£.Q) < 5.

Como S(f,Q) < c < S(f,Q), segue daf as desigualdades

-5 <S(Q<e<S(UQ) <cts.
Segundo o Lema existe um dy > 0 tal que toda particdo P € Z(B)
com §(P) < ¢y satisfaz as desigualdades

S(f.P)Z8(£Q) -5 >c—e  S(LP)SS(fQ)+5 <c+e

Portanto f satisfaz a condigao (iii).

A implicagao (iii) = (ii) segue da existéncia de uma particao P de B
com §(P) < & (Exercicio[5.2.7). A implicagao (ii) = () segue diretamente
da definicao da integral Rlemann Com isso Teorema [5.3.1] fica provado. [
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O espago de Banach das funcoes integraveis

Seja B C R™ um subconjunto compacto com (B) # (), ou seja B possui
uma partigao (Defini¢ao|5.1.1). Denotamos a conjunto das fun¢oes Riemann-

integraveis em B (Definigao [5.1.10]) de
X (B) :={f: B— R]|f ¢ Riemann-integravel }

e usamos as vezes a abreviacdo [, f = [ f(x)dz; ---dx, para a integral.
Lembramos o fato que o volume do conjunto B ¢ definido através de

k
Vol,(B) := / 1=5(1,P)=5(1,P) =) _Vol,(P) (5.3.7)

para P = {Py,..., P} € Z(B). Este numero é independente de P, como
temos visto no Exemplo [5.1.11} A norma do supremo de uma funcao limi-
tada f: B — R é denotada de

111 = sup (@) (533

O seguinte teorema engloba umas propriedades fundamentais da integral
Riemann. Particularmente #Z(B) é um espaco de Banach, veja (i) e (v),
e a aplicagdo Z(B) — R : f +— [, f é um funcional linear limitado, veja (i)
e (vi).

Teorema 5.3.4 (Propriedades do integral Riemann). Seja B C R"™ um
subcongunto compacto com P(B) # (). Entao vale o sequinte.

(i) Se f,g : B — R sao Riemann-integrdavel e A € R, entdo as fungoes
f+9g:B—=ReAf:B— R também sao Riemann-integrdveis e vale

/B(f+g):/3f+/3g, /B)\f:A/Bf.

(ii) Se f,g : B — R sdo Riemann-integrdveis entao as fun¢des fg,
max{f, ¢}, min{f, g}, |f| também sao Riemann-integrdveis.

(iii) Se f,g € Z(B) e vale f(x) < g(x) para todo x € B, entio [, f < [59.
(iv) Para todo f € Z(B) vale | [ f| < [51f] < |If] Vol.(B).

(v) Se f, € Z(B), v € N, é uma sequéncia de func¢oes Riemann-integrdveis,
a qual converge uniformemente para f : B — R, entao também f é Riemann-
integrdvel, e vale fB f=1lim, fB fu.

(vi) Z(B) é um espago de Banach sob a norma do supremo e o funcional
linear Z(B) - R: f — fB f € continuo com respeito a esta norma.
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Demonstragao. Provaremos (i). Sejam f, ¢ : B — R Riemann-integraveis e

o= [1 b0

Provaremos que a funcao h:=f+g: B— R e c:=a+ b € R satisfazem a
condigao (iv) no Teorema [5.3.1] Seja dado £ > 0. Entao existe, segundo o
Teorema 5.3.1, um dy > 0, tal que toda particdo P = {P,..., P} € &(B)
com §(P) < &y e todos os vetores z; € P; satisfazem as desigualdades

< <

b— Z g(z:)Vol, (P;)

k
a— Z f(z;)Vol,(P;)

€ €
2’ 2
Dai segue segundo a desigualdade triangular

k
a+b— Z(f(xz) + g(z:)) Vol ()
i=1
também para toda particio P = {P1,..., P} € Z(B) com §(P) < dy e
todos os vetores x; € P;. Com isso temos mostrado que h := f 4+ g e
¢ := a + b satisfazem a condi¢do (iv) no Teorema [5.3.1] Portanto f + g é
Riemann-integravel e

/B(f+g):a+b=/Bf+/Bg.

Do mesmo modo mostra-se que para todo f € Z(B) e todo nimero real A,
a funcdo Af : B — R ¢é Riemann-integrével e [, Af = X [, f. Com isso (i)
fica provado.

Provaremos (ii). Seja P = {Pj,..., Py} uma particdo de B. Entao vale
para todo i e todos os z,y € P;

f@)g(x) — fwgly) = fl)(g(x)—g9) + (f(z) = 9(y))g(y)
11 (9(z) — g(y) + llgll (f(x) — g(y))

< 171 (supg ~ infg) + gl (sup £ ~ i £).

<e,

IN

P;
Se formamos o supremo sobre z,y € P;, entdo resulta para i = 1,...,k a
desigualdade
sup fg —inf fg <[/ f| (Supg - igfg) +llgl <Sup —igff>-
P; P; P; P; P; P;
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Dali segue

Ora provaremos que fg é Riemann-integravel. Para isso suponhamos sem
perda de generalidade que, nem f, nem ¢, anulam-se identicamente, conse-
quentemente || f|| # 0 e ||g|]| # 0. Seja ora dado € > 0. Como as funcoes f
e g sdo Riemann-integraveis, existem duas partigdes P, Q € Z(B), segundo

o Lema [5.1.13] com
S(f.P)—S(f,P) <

9
2|lgll”

Sob uso de Lema segue dali a cadeia de desigualdades

5(g,0Q) — S(g,Q) < ——

S(fg,PAQ)—S(fg. PAQ)
<|NfI1(S(g, PAQ)—S(9, PAQ)) + llgll (S(f,PAQ) = S(f. PAQ))
<[I£II (S(g, Q) = S(g,Q)) + llgll (S(f, P) = S(f, P))

<S4+
2 2 7

Dai segue segundo o Lema [5.1.13| que fg é Riemann-integravel. Provaremos
ora que |f| é Riemann-integrével. Para este efeito escolhemos de nOvVO uma
particao P = {P,..., P} de B. Entéao vale para todo i e todo z,y € P;

[F @) = 1f ()| < |f(x) = f(y)| < sup f —inf f.

Pl' P’L

Dali segue supp, |f| — infp, | f| < supp, f — infp, f para todos os i e dai

S(IfI,P) = S(If1, P) < 8(f, P) = S(f, P).

Consequentemente segue de Lema [5.1.13| que | f| é Riemann-integravel. Ora
vale

max{f, g} +min{f,g} = f+g,  max{f, g} —min{f, g} =|f —g|.

Estas duas fungoes sao Riemann-integraveis conforme o que ja foi mostrado.
Portanto, segue de (i), que as fungoes max{f,g} e min{f, g} também sao
Riemann-integraveis. Com isso (ii) fica provado.
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Provaremos (iii). Se f,g € Z(B) e f < g, entao vale S(f, P) < S(g, P)
para toda particao P € #(B) e dal segue imediatamente que fB < fB g.

Provaremos (iv). Se f € Z(B), entdo as fungoes — |f| e | f| sdo Riemann-
integréveis segundo (i) e (ii). Além disso, vale —|f| < f < |f|. Portante

segue de (iii), que
~fins <1

Isso é equivalente a } / sf | </ 5 |f|. Demais a integral de uma fungao cons-
tante g(z) = ¢ é dada, segundo o Exemplo5.1.11] através de [, ¢ = cVol,(B).
Com ¢ = ||f|| > | f| segue dali segundo (iii) a desigualdade

|| Vol(B) = /B HE /B .

Com isso (iv) fica provado.

Provaremos (v). Seja ora f, : B — R uma sequéncia de fungoes Riemann-
integraveis, as quais convergem uniformemente para f : B — R. Da defini¢ao
de convergéncia uniforme segue que f é limitado e que a sequéncia f, converge
para f com respeito a norma do supremo. Particularmente (f,),cn ¢ entao
uma sequéncia de Cauchy com respeito a norma do supremo. Ora definimos
uma sequéncia (¢, ),en através de

c,,::/f,,, v e N.
B

Conforme (iv) vale para todos os v,/ € N a desigualdade
‘CV - Cu’l < / |fl/ - fl//‘ < Hfl/ - fu’H VOIn(B> (539)
B

Dali segue que (¢,),eny é uma sequéncia de Cauchy em R. Como toda
sequéncia de Cauchy de nimeros reais converge, também existe o limite

c:= lim ¢,.
V—r00

Formamos ora em ({5.3.9) o limite v/ — oo, entao recebemos a desigualdade

le, — ¢ < |Ifs — fI| Volu(B). (5.3.10)
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Provaremos que f é Riemann-integravel e [ 5 =c Sejadado € > 0. Como
f, converge para f na norma do supremo, existe um nimero v € N, tal que

° le, —c| < <. (5.3.11)

||fu_f||<ma 3

Aqui a segunda desigualdade segue da primeira e (5.3.10). Como ¢, = [ g Jus
existe segundo uma particao P € #(B), tal que

= <S8 P) S5 P) S+ 3, (5.3.12)

Além disso, segue da definicao de soma superior e soma inferior que
‘§<f1/7 P) -
|§(fl/a P) -

(f,P)] < |If = full Vol(B) <
(f, P <IIf = ful Volu(B) <

(5.3.13)

& Wl
Col Mol ®

Combinamos as desigualdades (5.3.11)), (5.3.12)), e (5.3.13)), entao recebemos

2
c—5<cy—§<§(f,,,P)—§<§(f,P)

N _ 2
S(f, P) <S(f,,,P)+§ <cy+§8 <cte

Portanto segue de Teorema m que f é Riemann-integrdvel e [ s/ =c
Com isso (v) fica provado.

Provaremos (vi). Seja f, € Z(B) uma sequéncia de Cauchy com respeito
a norma do supremo. A desigualdade

(@) = fu ()| < If = fu]

para todos os € B e todos os v, ' € N mostra que a sequéncia ( f, (7)), em
R para todo z € B é uma sequéncia de Cauchy. Consequentemente segue do
axioma de completude dos niimeros reais que a sequéncia (f, (7)), converge
para todo x € B. Denotamos o limite de

f(2) = lim f,(2).

Isto define uma funcao f : B — R. Provaremos que a sequéncia de funcoes f,
converge uniformemente para f. Seja dado € > 0. Como f, é uma sequéncia



5.3. SOMAS DE RIEMANN 181

de Cauchy com respeito a norma do supremo, existe um ntmero natural
Vo € N, tal que para todos os v, € N vale que
v,V > 1 = If = fill <e.

Dali segue |f,(x) — f,/(x)| < e para todos os © € B e todos os v,V > .
Formamos ora o limite v/ — oo, entao resulta a desigualdade

fole) = F@)] = T |f(a) — fue)] < ¢

paratodov € Ncom v > vy etodoxr € B. Formamos o supremo sobre z € B,
entao recebemos a desigualdade

Ify = fll <e

para todos os ¥ € N com v > 1. Em outras palavras, a sequéncia f, converge
para f na norma do supremo, e isso é equivalente com a afirmacao que a
sequéncia f, converge uniformemente para f. Ora segue de (iv) que f é
Riemann-integravel. Portanto temos mostrado que #Z(B) munido da norma
do supremo é um espaco vetorial normado completo e assim um espaco de
Banach. A continuidade do funcional linear

RB)—R: f o / f
B
segue imediatamente de (iv). Com isso Teorema fica provado. O

Seja B C R™ um conjunto com Z(B) # () e seja
HB(B) ={f:B—R|Jec>0Vzx e B |f(z)] <c}

o conjunto das funcoes limitadas. Isto é um espaco de Banach sob a norma
do supremo

If1] = sup | f ()]
reB

O conjunto Z(B) das fungdes Riemann-integraveis é, segundo a parte (iv)
de Teorema [5.3.4) um subespago linear fechado de #(B) e assim mesmo um
espago de Banach. Além disso, segundo o Teorema [5.2.2] o conjunto

¢ (B)={f:B — R]|f écontinuo}

de todas as fungoes continuas é um subespaco linear fechado de Z(B) e assim
também um espago de Banach sob a norma do supremo (pois que o limite de
uma sequéncia uniformemente convergente de fungées continuas é continuo).
Com isso temos inclusoes de espagos de Banach com a norma do supremo

¢ (B) c Z(B) C B(B).
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5.4 Integrais iteradas

O Teorema de Fubini tem um significado central para a integral Riemann.
Sera provado primeiro e subsequente utilizado para o célculo do volume do
simplice unitario.

Teorema 5.4.1 (Fubini). Dadop,q € N en :=p+q. Dado A C R?, B C R?
conjuntos compactos com P(A) # 0 e P(B) # 0. Entao P (A x B) # 0.
Seja f: A x B — R uma fun¢do Riemann-integrdvel e para todo x € A seja
a fungio B — Ry — f.(y) := f(z,y) Riemann-integrdvel. Entdo a fun¢ao
A—-R:z— fB fo € Riemann-integrdvel e vale

/AXBf:/A(/Bf(x,y)dyl...dyq> day - dz,. (5.4.1)

Demonstracao. Defina F': A — R e ¢ € R através de

Flz) = /B fo = /B o y)dys - dyp, o= /A o

Provaremos em dois passos que F € Z(A) e [, F =c.
Passo 1. Sejam P = {P,...,P,} € Z(A) e Q = {Q1,...,Q} € Z(B)

duas particoes. Entao o conjunto
PxQ:={PxQ;li=1,..,k,j=1,...,(}
¢ uma particao de A x B com 6(P x Q) = max {J(P),d(Q)} e vale

S(f,PxQ) < S(F,P)<S(F,P) <S(f,P xQ).

Para todo i € {1,...,k} e todo j € {1,..., £} o conjunto F; x ); é um bloco
aberto em R™ = R? x R? com fecho P; X @; = P; X Q;, comprimento de lado
maximo

0(F; x Q) = max {3(F),0(Q;)}

e volume n-dimensional

Vol,(P; x Q;) = Vol,(P,)Vol,(Q;).
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Consequentemente os blocos abertos P; x (); formam uma particao P x )
de A x B da fineza §(P x ) = max{d(P),4(Q)}. Além disso, vale para
todoi € {1,...,k} e x € P; a desigualdade

Fz) < S(f:,Q)
L
= 2 (su fle)) Vol (@)
fj( sup_f) Vol, Q).

j=1 FPixQ;

IN

Dai segue

(o

Py

pF)Volp(B) < Z( sup f)Voln(B X Q).

l
j=1 PixQ;

Formamos ora a soma sobre todos os i, entao resulta
S(F,P) < S(f,PxQ).
[gualmente mostra-se a desigualdade
S(F,P) = 8(f, P x Q).
Com isso o Passo 1 fica provado.
Passo 2. Para todo € > 0 existe uma particao P € P(A), tal que
c—e<S(F,P)<S(F,P)<c+e.
Seja dado € > 0. Segundo o Teorema [5.3.1] existe uma dy > 0, tal que toda
partigdo R € Z(A x B) co 6(R) < ¢y satisfaz a desigualdade
c—e<S(f,R)<S(f,R) <c+e.

Escolha uma partigdo P € Z(A) da fineza §(P) < dp e mais uma partigao
Q € Z(B) da fineza §(Q) < Jp. Segundo o Passo 1 o produto P x @) é uma
partigdo de A x B da fineza (P x Q) < do e vale

c—e<S(f,PxQ)<S(F,P)<S(F,P)<S(f,PxQ)<c+e.

Com isso o Passo 2 fica provado.
Segundo o Passo 2 e o Teorema [5.3.1 a fun¢do F : A — R é Riemann-
integravel e sua integral é [, F' = ¢. Com isso Teorema/5.4.1/fica provado. [
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Exemplo 5.4.2. Este exemplo mostra que nao segue da integrabilidade de
f no Teorema [5.4.1] a integrabilidade de f, para todo x € A. Seja

A=B=101]

e seja K C [0, 1] o conjunto de Cantor. Entao K é um conjunto Jordan-nulo
em R e K X [0,1] um conjunto Jordan-nulo em R? (Exercicio). Ora definimos
a funcao f: A x B — R através de

|1, paraxze K,y e [0,1]NQ,
f(z,y) == { 0, caso contrério.

Esta funcao é continua em (A x B) \ (K x B) e dali é Riemann-integrével
segundo o Teorema [5.2.2l Porém f, : B — R é Riemann-integravel s6 para
r € A\ K, mas nao para r € K.

Exemplo 5.4.3. Este exemplo mostra que da integrabilidade de f, para
todo © € A nao segue a integrabilidade de f. Seja A = B = [0, 1] e defina
f:Ax B — R através de

[ 1, paraz€[0,1]NQ,
f(x7y) T { 0, parazx € [Oa 1] \Q

Entao f, : B — R é constante para todo T € [0, 1] e por causa disso Riemann-
integravel. No entanto S(f,P) = 0 ¢ S(f,P) = 1 para toda particao P
de [0,1]2. Consequentemente f nao é Riemann-integravel.

Exemplo 5.4.4. Sejam A C R?P e B C R? conjuntos compactos com & (A) #
De 2(B)#0. Sejam f: A — R e g: B — R Riemann-integravel. Defina
h:Ax B — R através de

h(z,y) = f(x)g(y)-

Entao h : Ax B — R é Riemann-integravel (Exercicio). Além disso a funcao
hy == h(z,-) = f(x)g é Riemann-integravel para todo x € A. Portanto segue

de Teorema e Teorema (i) a férmula

Jow= ) o)
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Exemplo 5.4.5. Paran € N e m € Ny seja f,,, : [0,1]" — R a fungdo

A=z = =)™, sem 4+, <,
Som(@) = { 0. o mi etz > 1 (5.4.2)
Entao f,,, ¢ Riemann-integravel e
1 m)!
o T A Dm0

A primeira fnm € continua para m > 1, e f,o ¢ continua no complemento
do conjunto A := {z € [0,1]"|x; + - - - + x, = 1}. Que trata-se de A por um
conjunto Jordan-nulo, segue do fato que A é o grafico de uma fungao continua

(veja também o Exemplo 5.6.10). Segundo o Teorema as fungoes f, .,

sao dai Riemann-integraveis. Verificamos ora a equacao (5.4.3) através de
indugao sobre n.
A primeira vale para todo niimero inteiro m > 0 a equagao

/Olfm(:c) :/01(1—x)mda::/oltmdt: m;+1

Assim (5.4.3) é mostrado para n = 1. Suponhamos ora que n > 2 e a

equagao (5.4.3) vale para n — 1. Segundo o Teorema e com A"!
como em (5.4.4)) na préxima pagina, recebemos entao a equacao

1
fn,m = / (/ fn,m(ﬂf) dl’n) dilfl, R ,d{lfn_l
[0,1]7 (0,171 \Jo
1*2?:711 g n "
= 1-— x; dx, | dry - dx,—
TV (5 >0 IS

l—2— - —xpq)" !
:/ (1— D)™
An—l m+1
1
= — n—1ma1(x)dxy - dx,—
m+1/[()71]n1f Lt () dy !

1
(m+1)(m+2)---(m+n)

O tltimo passo segue da hipétese da indugao. Além disso [ An—1 ./ denota
a integral sobre [0,1]""! da fungdo a qual coincide em A""! com f e fora
de A" anula-se.
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NN

Figura 5.2: O simplice unitario para n =1, 2, 3.

Para m = 0 pode-se interpretar geometricamente a férmula ((5.4.3)) como
segue. O simplice unitario no R™ é o conjunto

A" = {xeR” 7> 0Vi, y a4 < 1}. (5.4.4)
=1

A fungdo f,o : [0,1]" — R é a funcao caracteristica deste conjunto, ou
seja
1, paraxz € A",

Jno(z) = { 0, parax ¢ A"

Portanto, nds possamos também interpretar a integral

fuo(@)das - d, = -

[O’I]n n'

como integral da fungao constante f(z) = 1 no simplice unitdrio A" e a
integral dela como o volume do simplice unitario. Isto pode-se escrever
na forma

Vol,,(A") = / ldzy - -+ dx, = —.

Portanto o simplice unitario no R” tem o volume % Porém aqui tem-se que
dar atencao no fato que até agora temos definida a integral de uma funcao
sO sobre conjuntos as quais possuem uma particao. Mas o conjunto A" nao
possui uma particao. Por isso, faz sentido estender a nocao da integral um
pouco. Isto sera efetuado na seguinte secao.
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5.5 Conjuntos Jordan-mensuraveis

Até agora temos definido meramente o volume de tais subconjuntos do R"
as quais possuem parti¢oes (Definigao . Isto é uma condicao muita
restritiva, e esta secao vai tratar-se de estender dramaticamente a classe dos
conjuntos cujos volumes podemos definir.

Definicao 5.5.1. Um subconjunto limitado B C R™ chama-se de Jordan-
mensuravel, se seu bordo 0B é um conjunto Jordan-nulo.

Definicao 5.5.2 (Integragao sobre conjuntos Jordan-mensuravel).
Seja B C R™ um conjunto Jordan-mensurdvel e ) C R™ um cubo eixo-
paralelo fechado o qual contem B. Seja f : Q — R uma fun¢do Riemann-
integrdvel. O nimero

/Bf::/QlB(x)f(x)dxl---dxn (5.5.1)

chama-se de integral de f sobre B. Aqui denotamos de

1, para x € B,

1p: R™ — R, 13(.1') = { O, para € R” \ B, (552)
a fungao caracteristica de B. O numero real
jn(B) = Vol (B) / - / (@) der--dze  (5.5.3)
B Q

é chamado da medida Jordan de B ou o volume de B.

Comentario 5.5.3. (i) A funcdo 1 : @ — R é continua em @ \ 0B.
Como 0B ¢ um conjunto Jordan-nulo 15 é Riemann-integravel segundo[5.2.2
Conforme Teorema [5.3.4] o produto 1gf : @ — R é Riemann-integravel.

(ii) A integral |, olaf em é independente da escolha do bloco eixo-
paralelo fechado () contendo B.

(iii) Seja B C R™ um conjunto Jordan-nulo. Entdo 0B = B é um con-
junto Jordan-nulo segundo o Lema [5.2.3] Por isso B é Jordan-mensuravel e
vale Vol,(B) = 0 segundo o Teorema [5.2.2]

(iv) Se @ C R™ é um bloco eixo-paralelo fechado, entao Q) é um conjunto
Jordan-nulo segundo o Exemplo (ii). Dai @ é Jordan-mensuravel. Além
disso, neste caso a defini¢ao do volume na Definicao coincide, conforme

Exemplo [5.1.11] com aquela em (5.1.2). Para a prova desta coincidéncia

também pode-se utilizar Teorema [5.4.1]
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(v) Seja B C R™ um conjunto compacto com Z(B) # (. Seja P =
{Py,..., P} uma particio de B. Entéo vale 0B C |J,0FP,. Dal B ¢é
Jordan-mensurével e tem o volume Vol,(B) = [,1 = S Vol,(P,) segundo
o Exemplo |5.1.11} Portanto a deﬁnigao do volume de B em Definigao [5.5.2
coincide com aquela na Definicao [5.1.12

(vi) Segundo o Exemplo o n-simplice padrao A™ C R™ é Jordan-mensu-
rdvel e tem o volume Vol (A") = %,

(vii) O conjunto B := [0, 1] NQ nao é Jordan-mensuravel, como 0B = [0, 1].

Lema 5.5.4. Sejam A, B C R"™ dois conjuntos Jordan-mensurdveis, (Q C R"
um bloco eizo-paralelo fechado com A, B C @, e f:Q — R uma funcgao
Riemann-integrdavel. Entao vale o sequinte.

(i) Os conjuntos AN B, AUB, A\ B, B\ A sdo Jordan-mensurdvess.

(i) Vale
/AUBH/AOB /f+/ f (5.5.4)

e Vol,(AU B) + Vol,,(AN B) = Vol,,(A) 4+ Vol,(
(iii) Se A C B, entao vale Vol,,(A) < Vol,(B).

Demonstracao. Parte (i) segue do fato que cada um dos conjuntos (A U B),
J(ANB), I(A\ B), (B \ A) é contido no conjunto Jordan-nulo 0A U 0B
e assim é mesmo um conjunto Jordan-nulo. Parte (ii) segue de Teo-
rema m (i) e o fato que laup + lanp = 1a + 1p. Parte (iii) segue de
Teorema [5.3.4] (iii) e da desigualdade 14 < 1p para A C B. O

Definicao 5.5.5. Seja B C R" um conjunto Jordan-mensurdvel. Uma
fungao f : B — R chama-se de Riemann-integravel, se a funcao estendida

N. n Iy R f(x)7 parax€B7
JiRT =R, f(x)‘_{o, para v € R"\ B,

¢ Riemann-integrdavel sobre todo bloco fechado () C R™ contendo B. Neste
caso chama-se o numero

/Bf::/Qf(x)dxl-~dx

da integral de f sobre B. Sequndo o Lema a integral é independente
da escolha do bloco eixo-paralelo fechado no qual f € estendido. O conjunto
das fungdes Riemann-integrdveis f : B — R denota-se de Z(B).
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Comentario 5.5.6. Seja B C R” um conjunto Jordan-mensuravel. Entao
toda funcao continua limitada f : B — R é Riemann-integravel. Isto segue
de Teoremae o fato que a fungao estendida f : Q — R na Definicao
¢ continua em @ \ 0B.

Com esta definicao temos estendido a integral Riemann a fungoes defi-
nida em conjuntos Jordan-mensuraveis B C R" arbitrarios. Particularmente
toda funcao continua limitada f: B — R é Riemann-integravel segundo o
Teorema e Defini¢ao p.5.5] Além disso, todas as afirmagoes de Teo-
rema mantem-se validas para conjuntos Jordan-mensuraveis B. Ainda
por cima pode-se generalizar o Teorema de Fubini da seguinte forma,

Corolario 5.5.7 (Fubini). Sejam p,q € N e n:=p+¢q, e sejam P C RP
e Q C R? blocos eizo-paralelos fechados.

(i) Seja B C P x Q um conjunto Jordan-mensurdvel tal que para todo x € P
o conjunto B, :={y € R?|(z,y) € B} C Q ¢ Jordan-mensurdvel. Entdo a
fungao P — R : x — Vol,(B,) € Riemann-integrdvel e vale

Vol,,(B) = / Vol,(B,) dzy - - - dzy,.
P

(ii) Seja B C PxQ como em (i). Seja f : B — R Riemann-integrdvel e para
todo x € P seja a func¢ao B, — R :y— f.(y) := f(z,y) Riemann-integrdvel.
Entdo a funcao P — R : x +— wa fz € Riemann-integrdvel e vale

/Bf:/P(/Bmfx) Qo+,

Demonstrag¢ao. Provaremos (ii). Defina fv: P x@Q — R através de f(x, Y) =
fz,y) para (z,y) € Be f(z,y) := 0 para (z,y) € (P x Q) \ B. Paraz € P
defina f, : Q — R através de f;(y) = fu(y) paray € B, e f;(y) =0
para y € @\ B,. Entao vale f; y) = f(.ﬁt,y) para todos os z € P e y € Q.
Segundo a hipdtese e definicao as funcoes f: Px@Q—Re f; Q- R
(para = € P) sao Riemann-integraveis, e vale

Li=f 5 [ a=]F

Portanto (ii) segue de Teoremal5.4.1} A afirmagao (i) segue de (ii) com f = 1.
Com isso Corolario [5.5.7 fica provado. ]
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Exemplo 5.5.8. Este exemplo mostra que da mensurabilidade Jordan
de B em Corolario |5.5.7| nao segue a mensurabilidade Jordan de B, para
todo x € P. Seja P =Q = [0, 1], seja K C [0,1] o conjunto Cantor, e seja

B:={(z,y) €0, |z € K = yeQ}.

Entao 0B = K x [0,1], por isso B é Jordan-mensuravel (Exemplo [5.4.2)).
Mas B, C [0, 1] é Jordan-mensurédvel s6 para x € [0,1] \ K, nao para z € K.

Exemplo 5.5.9. Este exemplo mostra que da mensurabilidade Jordan dos
conjuntos B, para todos os x € P nao segue a mensurabilidade Jordan do
conjunto B. Seja P=@Q =1[0,1] e B:=(]0,1]NQ) x [0,1]. Entdo para
todo x € [0, 1] o conjunto B, é, ou vazio, ou igual [0, 1], e dai Jordan-mensu-
réavel. Porém vale B = [0,1]? e dali B nio é Jordan-mensuravel.
Exemplo 5.5.10. O conjunto compacto B := {(s,t) e R*|0 < s <t <1} 6
o triangulo localizado no quadrado unitdrio em R? acima da diagonal. Este
conjunto é Jordan-mensuravel e toda fungao continua f : B — R é Riemann-
integrdvel segundo o Teorema Segundo o Corolario toda funcao
Riemann-integravel f : B — R satisfaz a equacao

/sz/ol (/Otf(s,t)ds) dt:/ol (/Slf(s,t)dt) ds.

Exemplo 5.5.11. Seja B C R" Jordan-mensuravel e o > 0. O cilindro
sobre B com altura h é o conjunto Zp := B X [0, h]. Este conjunto é
Jordan-mensurével e tem o volume Vol,,;1(Zp) = hVol,(B).

Exemplo 5.5.12. Seja B C R™ Jordan-mensuravel e A > 0. Entao o con-
junto AB := {\x |z € B} é Jordan-mensurével e Vol,,(AB) = A"Vol,(B). A
mensurabilidade Jordan de AB segue do fato que d(AB) = A0B. A férmula
para o volume segue por um lado da férmula da transformacao de variaveis em
Teorema [5.7.11, mas também pode ser deduzida diretamente das definicoes.

Exemplo 5.5.13. Seja B C R" Jordan-mensuravel e h > 0. O conjunto
Kp:={(z,y)|0<y<h xe(-y/h)B}

¢ o cone B de altura h. Este conjunto ¢ Jordan-mensuravel, como vamos

ver na proxima secao (Exemplo |5.6.12)). Se aceita-se a mensurabilidade Jor-

dan do cone Kp, entao resulta conforme Coroldrio[5.5.7] (i) e Exemplo[5.5.12
a férmula

h
Y\" h VOln—H(ZB)
Vol1(Kp) = [ (1=3) Volu(B) = ——=Vol, (B) = ~222
oloa(Ks) = [ (1= ) Volu(B) = —ol,(B)

n+1
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5.6 Conjuntos Jordan-mensuraveis — mais

Como ja temos visto ao longo de varios exemplos, é uma questao importante
como pode-se reconhecer conjuntos Jordan-mensuraveis e conjuntos Jordan-
nulos. Com isso ocupa-se esta secao.

Caracterizacao de conjuntos Jordan-mensuraveis

Definicao 5.6.1 (Edificios de blocos). Um subconjunto compacto B C
R™ chama-se de edificio de blocos se, ou € vazio, ou pode ser escrito
como unido de um nimero finito de blocos eizo-paralelo fechados (com volume
positivo). Ou seja, um subconjunto nao-vazio B C R™ é um edificio de blocos
se e somente se P(B) # 0 (veja o Exercicio[5.1.4).

Teorema 5.6.2 (Caracterizagao de conjuntos Jordan-mensuraveis).
Seja B C R™ um conjunto limitado e b > 0 um nimero real. Seja () C R™ um
bloco eiro-paralelo fechado o qual contem B. Entdao as sequintes afirmagoes
sao equivalente.

(i) B € Jordan-mensurdvel e tem o volume Vol,(B) = b.
(i) A fungdo caracteristica 1g : @ — R é Riemann-integrdvel e fQ 1p = 0.

(iii) Para todo € > 0 existem edificios de blocos By, By C R"™ com

By C B C By, b—e< VOln(Bo) < VOln(Bl) <b+e.

Figura 5.3: Conjuntos Jordan-mensuraveis.

Comentario 5.6.3. Pode-se escolher os edificios de blocos By, By em Te-
orema parte (iii), tal que todos os seus pontos extremais sao vetores
(cantos) da forma x = (27"ky,...,27™k,) com m € N e ky,...,k, € Z.

Demonstragao de Teoremal5.0.3. A implicacao (i) = (ii) segue imediata-
mente da definicao da medida de Jordan e do Teorema [5.2.2]



192 CAPITULO 5. INTEGRAIS MULTIPLAS

Provaremos (ii) = (iii). Seja @ C R"™ um bloco eixo-paralelo fechado
o qual contem B. Pela hipdtese a funcao caracteristica 1z : Q — R é
Riemann-integravel e |, o lp ="b. Sejae > 0. Segundo o Teorema existe

uma particao P = {P,..., B} € Z(Q) com
b—e¢ <§(1B,P) Sg(lB,P) <b+e.

Defina
Jo={je{l,....k}|P;c B}, JL={je{l,....k}|P,NnB#0}.
Entéo os conjuntos By := ¢, P;e By := Ujesn P; sio edificios de blocos

com By C BC By e
b—¢e < S(1p, P) = Vol,(By) < Vol,(By) = S(1z, P) < b+e.

Com isso fica provado que (ii) implica (iii).
Provaremos (iii) = (i). Seja dado € > 0. Segundo (iii) existem dois
edificios de blocos By, By C R" com By C B C B; e

b— Z < Vol,.(By) < Vol,(B;) < b+ 2

Defina )

A:=By\ By= B\ By.
Entao 0B C A. Como By é um edificio de bloco, coincide o bordo do interior
By com o borde de By. Dai By é Jordan-mensuravel e vale Vol,(By) =

Vol,,(By) = Vol,(By). Segundo o Lema o conjunto A ¢ Jordan-mensu-

ravel e vale

/ 14 = Voln(A) = Volu(B1) — Vol (Bo) <
By

o ™

Portanto existe uma partigdo P = {P1,..., P} G_@(Bl) com soma supe-
rior S(1a,P) <e/2. Seja J:={je{l,....k}|P;NA#0}. Para jecJ
seja W; C R™ um bloco aberto com P; C W; e Vol, (W) < 2Vol,(P;). Entao

vale 0B C J;c, Wj e
> Vol (W;) <2 " Vol,(P) =25(14,P) <e.
jeJ JjeJ

Com isso temos mostrado que 0B é um conjunto Jordan-nulo. Entao B é
Jordan-mensuravel. Ora a equagao Vol,,(B) = b segue imediato de (iii). Com
isso Teorema, fica provado. O
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Corolario 5.6.4. Um subconjunto limitado B C R™ é um conjunto Jordan-
nulo se e somente se é Jordan-mensurdvel e de volume nulo Vol,(B) = 0.

Demonstracao. Seja B C R™ um conjunto Jordan-mensuravel com volume
nulo Vol,(B) =0. Seja € > 0. Entdo existe segundo o Teorema um
edificio de blocos By C R com B C B; e Vol,(B;) <¢/2. Escolha uma
partigao P = {Py,..., P} € Z(By). Entao vale B C By = Uleﬁi e
S Vol,(P,) = Vol,(B;) < ¢/2. Escolha blocos eixo-paralelos abertos W;
com P; C W; e Vol,,(W;) < 2Vol,(P;). Entdo B C U, Wi e, Vol,(W;) <e.
Entao B é um conjunto Jordan-nulo.

Se B é um conjunto Jordan-nulo, entao B=0eBéum conjunto Jordan-
nulo segundo o Lema . Segue dali que OB = B\ B=Béum conjunto
Jordan-nulo. Além disso, segue de parte (ii) de Teorema que o volume
¢ nulo Vol,(B) = [, 15 =0 (para todo cubo fechado @ o qual contem B).
Com isso Corolério fica provado. O

Corolario 5.6.5. Seja B C R™ um conjunto Jordan-mensurdvel e f : B — R
uma fun¢ao Riemann-integrdvel, tal que f(z) > 0 para todo x € B. Entao

C:={(r,y) eR"xR|z € B,0<y< f(z)}

€ um conjunto Jordan-mensurdvel e o seu volume é

Vol,.1(C) = /B f.

Demonstragao. Seja Q C R™ um bloco eixo-paralelo fechado contendo B.
Defina f : @ — R através de f(x) := f(z) para x € B e de f(x) := 0 para
r € Q\ B. Entao f : Q@ — R é Riemann-integravel e ¢ := fo = [, I
Segundo Teorema existe uma particao P = {Py,..., P} € Z(Q) com

c—c<S(f.P)<S(F.P) <c+s.
Defina

k
_ — €
Co := P; x |0,inf f], Cr:=| )P x|0,sup f + ———|.
ianLiJf>o 0] UPex e/ + 555705
Entao Cy e Cy sao dois edificio de blocos em R*™! com C, ¢ C C Cy e
¢ —e < S(f, P) = Vol,1(Co) < Vol (Ch) = S(f, P) + g <cte

Como ¢ > 0 foi escolhido arbitrariamente, segue de Teorema que C é
Jordan-mensurével e Vol,,1(C) = c. Isso prova Coroldrio [5.6.5] O



194 CAPITULO 5. INTEGRAIS MULTIPLAS

Corolario 5.6.6. Sejam p,g € Nen :=p+q. Sejam A C RP ¢e B C R?
Jordan-mensuravel. Entao A x B C R™ ¢ Jordan-mensurdvel e vale

Vol,,(A x B) = Vol,(A)Vol,(B).

Demonstracao. Segue diretamente das definigbes que o produto de um con-
junto Jordan-nulo em R? com um subconjunto limitado de R? é um conjunto
Jordan-nulo em R"™. Neste caso segue a afirmacao de Corolério [5.6.4] Por-
tanto podemos supor que nem A, nem B, é um conjunto Jordan-nulo. Entao
vale

a = Vol,(A) > 0, b := Vol,(B) > 0.
Dado € > 0, suponhamos sem perda de generalidade que ¢ < min{a, b, 1}. Se-

gundo o Teorema [5.6.2| existem edificios de blocos Ay, A1 C RP e By, By C R

com
Ay C AC Ay, ByCc BC B

€ €
S—— 1 (Ay) < Vol (A
a 2b<\/0p( 0) < Vol ( 1)<a+2(b+1)

g g
- < —_—.
b— 5 < Vol,(By) < Vol,(By) < b+ T T

Entao Ay x By e Ay x By sao edificios de blocos em R™ com

A()XB()CAXBCAlXBl

) g
ab—c<(a-g)(0-5)
< Vol,(Ag)Vol,(By)
= Vol,,(Ag x By)
< Vol,,(A; x By)
= Vol,(A;)Vol,(By)

“(awm) ()

<ab-+e.

e vale

N~ o~

Portanto, segundo o Teorema [5.6.2] o produto A x B é Jordan-mensuréavel
com volume Vol,(A x B) = ab. Com isso Coroldrio [5.6.6] fica provado. O
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Conjuntos Jordan-nulos e Lipschitz-continuidade

Parte (iii) do seguinte teorema pode ser considerada como caso especial do
Teorema de Sard (veja o Comentario (3.3.13]).

Teorema 5.6.7 (Conjuntos Jordan-nulos). Sejam p,q,n € N.

(i) Seja A C RP x R? um conjunto compacto e seja

AV :={z e R?|(z,y) € A}
um congunto Jordan-nulo em RP para todo y € R?. Entao A € um conjunto

Jordan-nulo.

(i) Seja U C R™ um conjunto aberto, seja A C U um conjunto Jordan-nulo
compacto, e seja [ : U — R™ uma aplicagao localmente Lipschitz-continua.
Entao f(A) C R™ também é um conjunto Jordan-nulo.

(iii) Seja V' C RY um conjunto aberto, seja B C V um subconjunto compacto,
e seja g : V — R™ uma aplicagao localmente Lipschitz-continua com d < n.
Entao g(B) é um conjunto Jordan-nulo.

Demonstragao. Provaremos (i). Sejam E C RP e F' C R? dois blocos eixo-
paralelos fechados, tal que

ACExF
e seja V 1= Vol (F') > 0. Seja dado € > 0 e defina
B:={ye F|AY #0}.

Entao B é um subconjunto compacto de Fe para todo y € B existe uma
particao
P(y) = {Pi(y); -, Puyy(v)} € P(E)
tal que
€ . S
> VoL(R() < )= {i e {L. k) | Rl NAY £ 0}
i€l(y)

Para y € B defina
) =L RN I) = {i € {1, k(w)} Pily) n A7 = 0}

Uly) == {y’ eR?

Entao U(y) é, para todo y € B, um conjunto aberto contendo y. Por isso
existe para todo y € B um r(y) > 0 com By, (y) C U(y) N F.

AY N P(y) = 0 para todos os i € J(y)} .
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Com esta construcao as bolas abertas B, (y) com y € B formam uma
cobertura aberta do conjunto compacto B. Existem dali, segundo o Teo-
rema [C.1.2] um numero finito de elementos y1,...,yny € B com

N
B c | By ()

v=1

Seja ora @ = {Q1,...,Q¢} € Z(F) uma partigdo com a fineza
d(Q) < min M

Entao existe para todo j € {1,...,¢} com @j NB#Pumve{l.. ., N}
com Q; C U(yy). (Pois se n € Q; N B, entdo existe um v € {1,..., N} com
N € By, (yy) e segue dali que Q; C By(y,)(n) C Bary,)(y) C U(y,).) Ora,
seja

Ji={je{l,....0}|Q,nB#0}

e escolha uma aplicacao
J—=A{1L,....,N}:j—=v(j)
tal que @j C U(yw(;)) para todos os j € J. Entao vale
AY C U m para todos os j € J e todos os y € @j
i€y, ()

e dai

ACU U yu]) Q

JEJ ZGI(y,j<J))

Portanto o conjunto A é contido na uniao de um ntmero finito de blocos
fechados com volume total

Z Z V01P+q () % QJ) = Z Z Vol,, (Pi(yt/(j)) Vol, (®;)

J€J i€y, ;) J€J i€l (yy(s))
€
< V Z VOlq (QJ)
j€J
< e

Por isso A é um conjunto Jordan-nulo.
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Provaremos (ii). Como f é localmente Lipschitz-continua, a restrigao
de f a qualquer um subconjunto compacto de U é Lipschitz-continua. As-
sim f|4 : A — R™ é Lipschitz-continua, ou seja, existe um ¢ > 0, tal que para
todos os z,y € R" vale

T,y €A = 1 () = fFWl < clle =yl

Aqui utilizamos a norma euclidiana. Um cubo fechado em R" é um sub-
conjunto da forma

Q = a1, a1 + s] X [ag, a2 + 8] X -+ X [an, a, + $]

com ay,...,a, € Res > 0. O nimero s chama-se de comprimento de
canto do cubo Q. Seja dado £ > 0. Como A é um conjunto Jordan-nulo,
existem um numero finito de cubos fechados @Q1,...,Q, C R", tal que

¢ 1
C ]L:JIQJ ; o (Q]) < (30\/ﬁ)n

Seja s; > 0 o comprimento de canto do cubo @;. Entao Vol,(Q;) = s/ e vale
|z — y|| < +/ns; para todos os x,y € Q;. Segue dali

I f(z) — f)| < cv/ns; para todos os z,y € Q); N A.

Dai existem cubos abertos W; C R", j = 1,...,¢, do comprimento de lado
t; == 3cy/ns; tal que f(Q; N A) C W, para todo j. Como A C Uj Q;, segue
daf f(A) CU;W;e

Z Vol (W;) =Y "(3cv/ns;)" = (3ey/n)" Z Vol, (@) < e.

J

Portanto f(A) é um conjunto Jordan-nulo e com isso (ii) fica provado.

Provaremos (iii). Seja V' C R? um conjunto aberto, seja B C V compacto,
e seja g : V — R"™ uma aplicacao localmente Lipschitz-continua. Defina os
conjuntos A C U C R" e a fungao f: U — R"™ através de

U:=V xR A:= B x {0}, flzr, .. xn) = g(xy, ..., zq).

Entao U é aberto, o subconjunto A C U é um conjunto Jordan-nulo com-
pacto, e f : U — R"™ é localmente Lipschitz-continuo. Portanto g(B) = f(A)
é um conjunto Jordan-nulo segundo a parte (ii). Com isso Teorema [5.6.7] fica
provado. O
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Exemplos

Exemplo 5.6.8. A hipdtese que A é compacto, nao pode ser omitida em
parte (i) de Teorema [5.6.7 O conjunto

A= {(z,y) =2""(k,0) eER*|meN, k,Le{1,3,...,2" — 1}}
satisfaz A = 0A = [0,1]? e dali ndo é um conjunto Jordan-nulo, ainda que

o conjunto AY C [0, 1] contem, para todo o y € R, s6 um numero finito de
elementos e por isso é um conjunto Jordan-nulo.

Exemplo 5.6.9. A hipdtese que g é localmente Lipschitz-continuo, nao pode
ser omitida em parte (iii) de Teorema . Se g : R — R? é uma aplicacao
continua com ¢([0,1]) = [0, 1]* (curva enchendo espago), entao g([0,1]) nao
¢ um conjunto Jordan-nulo.

Exemplo 5.6.10. Seja £ C R"™ um subespaco linear com
d=dmFE <n
e seja a € R™. Entao todo subconjunto compacto
KCa+FE

do subespago afino a + E é um conjunto Jordan-nulo em R".
Demonstragao: Seja e,...,e; uma base de E e seja g: R? — R” a
aplicagao g(x1,...,2q) :=a+ Z?:l x;e;. Esta aplicacdo é suave e tem o
conjunto imagem g(RY) =a+ E. Como B := g (K) é compacto, o con-
junto K = g(B) ¢ Jordan-nulo segundo a parte (iii) de Teorema [5.6.7]

Exemplo 5.6.11. O n-simplice A" = {x € R" |z; >0, Y. 2; < 1} é Jordan-
mensuravel segundo o Exemplo |5.6.10} (Veja também o Exemplo [5.4.5})

Exemplo 5.6.12. Seja B C R"™ um conjunto Jordan-mensuravel, seja h > 0,
e seja
Kpg={(z,y) eR"xR|0<y<h ze (1—%)3}

o cone sobre B como em Exemplo [5.5.13] Entao
8KB = K@B U (E X {0})

¢ um conjunto Jordan-nulo segundo a parte (i) de Teorema m Portanto
Kpg é Jordan-mensurdvel.
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Exemplo 5.6.13. Seja M C R” uma C'-subvariedade cuja dimensao satisfaz
d = dim M < n e seja A C M um subconjunto compacto. Entao A é um
conjunto Jordan-nulo.

Demonstracao: Para todo z € A existem dois subconjuntos abertos
U,,V, C R" e um C'-difeomorfismo ¢, : U, — V, com

x € U, b (U N M) =V, N (R x {0}).

Escolha vizinhancgas compactas K, C U, de x, uma para todo x € A. Entao
para todo x € A o conjunto L, := ¢, (K, N M) é compacto e, segundo Exem-
plo um conjunto Jordan-nulo. Dali K, N M = ¢ *(L,) também é um
conjunto Jordan-nulo segundo (iii) em Teorema . Os conjuntos K,
para x € A, formam uma cobertura aberta de A. Como A é compacto,
existe segundo o Teorema um numero finito de pontos zy,...,z, € A
com A C Ule Kxj Portanto A ¢ a uniao finita dos conjuntos Jordan-nulos
K., N Apara j=1,...,( e por isso também ¢ um conjunto Jordan-nulo.

Exemplo 5.6.14. Uma funcao f : R” — R chama-se de prépria, se pre-
imagens de compactos sao compacto: Para todo subconjunto compacto K C
R o conjunto f~1(K) = {z € R"| f(z) € K} é compacto. A isso equivalente
é o critério que para toda sequéncia (x,),en de vetores em R™ vale

sup|f(z,)| < o0 = (x,) possui uma subsequéncia convergente. (5.6.1)
v

Ora, seja f : R" — [0, 00) continuamente diferencidvel e préprio. Seja ¢ > 0
um valor regular de f. Entao o conjunto

B:={zeR"| f(x) <c}

¢ compacto. Seu bordo é o conjunto compacto 0B = {x € R"| f(x) = c}.
Como ¢ é um valor regular de f, o bordo B é uma C'-subvariedade (n—1)-

dimensional de R™ (Corolério 3.3.12)) e por isso é, segundo o Exemplo |5.6.13
um conjunto Jordan-nulo. Portanto B é Jordan-mensuravel.

Exemplo 5.6.15. A bola unitéaria
B :={x e R"[ [lz]| <1}
¢ Jordan-mensurdvel segundo o Exemplo com f(z)=|z|? ¢=1.
Para todo ntimero natural k£ € N vamos provar as féormulas
ok+1 -k

k
™
Vol (B%) = 7, Vol (B**) = gm——mms. (562)
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Para isso consideramos a semi-bola superior em B"*!. O corte por esta
semi-bola na altura ¢t € [0,1] é a bola do raio r = /1 —¢2 no R". Este é
Jordan-mensurével segundo o Exemplo com Vol, (rB™) = r"Vol,,(B"™).
Dali segue do Teorema de Fubini (Corolario a férmula

1
Vol 11(B") = 2/ (1 —t3)"/2dt - Vol (B,). (5.6.3)
0

O fator )
Cn := / (1—¢)"2dt,  neNg=NU{0} (5.6.4)
0

pode ser calculado indutivamente como segue. Vale ¢y = 1 e, com a substi-
tuicdo t = sen(f) para 0 < 6 < 7/2,

1 w/2
¢ = / V1—t2dt = / cos?() df = (5.6.5)
0 0

T
1
Como Voly (B') = 2, segue dai Voly(B?) = 2¢;Vol;(B') = 7 segundo (5.6.3)).
Além disso, vale £¢(1 — )"/ = (n+ 1)(1 — ¢*)"/2 — n(1 — t*)"=2/2_ Dali
segue através de integracao a equacao 0 = (n + 1)¢, — nc,_» e dali
n

Cn—

n+1 "2

Cp =

para todos os n € N com n > 2. Com ¢y = 1 e ¢; = 7/4 recebemos dali

% 2% —2 2 2% +12%—1 3nx
[ — e e — C — e e ——
% +12k—1 3 LT or 19 ok 44

Cop =

para k € N. Estas formulas em contrapartida podem ser escritas na forma

2k k! 3:-5-7---(2k+1)
) Cok+1 = )
3:-5-7---(2k+1) 2k2(k 4 1)!

Cop, =

Segundo ((5.6.3)) e ([5.6.4)) seguem dai as equagoes

Voloyyo(B*+%) o
Volpy (B2F) RO TR

Voloy i (B*1) o

Volyy_ (B2—1) — 1R = 5p 0y

Com Vol; (B') = 2 e Voly(B?) = 7 segue disso (5.6.2).
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5.7 A féormula da transformacao de variaveis

A formula da transformacao de variaveis (Teorema é a extensao na-
tural da regra de substituicao a fungoes de varias variaveis. Ela é de signi-
ficancia fundamental para a integral de Riemann e a demonstracao dela é a
demonstracao mais operosa do capitulo presente. Isto é em contraste grave
ao caso n = 1, onde pode-se deduzir a regra de substituicao facilmente do Te-
orema Fundamental de Calculo. A seguinte subsegao estende a no¢ao de uma
particao, no que blocos sao substituidos por conjuntos Jordan-mensuraveis.
Precisa-se a convergéncia das somas de Riemann, correspondentemente ge-
neralizadas, na demonstracao da formula da transformacao de varidveis.

Somas de Riemann generalizadas

Definigao 5.7.1 (Jordan-particao). Seja B C R™ um conjunto Jordan-
mensurdvel. Uma Jordan-particao de B é um conjunto Z = {B, ..., By}
de conjuntos Jordan-mensurdveis compactos B; C B tal que B = Ule B; e
para todos 0s 4,5 € {1,...,k} comi# j ainterse¢io B; N B; é um conjunto
Jordan-nulo. O conjunto de todas as particoes de B denota-se de Pjoq(B).

Comentario 5.7.2. Seja B C R"™ um conjunto Jordan-mensuravel e seja
f€e%(B). Seja Z ={By,..., By} uma Jordan-particao de B. Entao vale

/Bf:i/& f Voln(B):iVoln(Bi).

A primeira equacao segue de Lema [5.5.4] através de inducao, e a segunda
equagao segue da primeira com f = 1.

Ora utilizamos a norma ||z|| := max;|z;| para = (z1,...,2,) € R™
Denotamos de d : R* x R" = R, (z,y) — ||z — y||_, a distancia associada.
O diametro de um subconjunto B C R™ com respeito desta métrica é o
nimero §(B) := sup, ,cp doo(7,y). O didametro de B ¢ finito se e somente se
B ¢é limitado. A distancia de dois subconjuntos nao-vazios A, B C R"
¢ definida através de doo(A, B) :=inf,ca yep doo(x,y). Esta distancia pode
ser plenamente nulo sem os conjuntos A e B se intersectam, ainda menos
coincidem.

Definigao 5.7.3 (Fineza). Seja B C R" um conjunto Jordan-mensurdvel.
A fineza de uma Jordan-particio Z = { B, ..., By} € Pjoa(B) € 0 nimero
0(Z) = max; §(B;) (o diagmetro mdzimo dos B; com respeito dx, ).
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Lema 5.7.4. Seja B C R"™ um conjunto Jordan-mensurdvel e I' C B um
conjunto Jordan-nulo. Seja dado € > 0. Entdo existe um numero oy > 0, tal
que para toda Jordan—particio Z = {By, ..., B} € Pjoa(B) vale

8(2) < by — > Vol (B) <e.

doo (B;,I')<d0

Demonstracao. Escolha blocos abertos Wy, ..., Wy C R", tal que

N N
rcymw, D Vol,(W,) <e.
v=1 v=1

Pode-se mostrar como em Passo 1 na prova de Lema que existe um
nimero p > 0, tal que para todo ponto x € T' a bola de raio p com cen-
tro x (com respeito & métrica d.,) é contido por inteiro num dos conjuntos
Wi,...,Wx,ousejadp>0Veel Ive{l,... N} VEER™

doo(2,€) < p = Eew,. (5.7.1)
Seja ora Z = {By,..., By} € Pyora(B) com 0(Z) < p/2. Defina

Jro={7e{l,... k}|du(B;,T) < p/2},
J,={je{l,...,k}|B;cW,}, wv=1,...,N.

Entao vale

N
Jrc | (5.7.2)
v=1

Isto é seja j € Jp. Entdo existem dois elementos z € T e y € Bj;, tal que
doo(,y) < p/2. (Aqui utilizamos o fato que I' e B; sdo conjuntos compactos. )
Para este x existe ora um v € {1,..., N}, tal que vale (5.7.1). Disso segue
B; C W,, pois que para £ € B; vale a desigualdade dw(2,&) < doo(z,y) +
deo(y,&) < p/2+0(B;) < pedali & € W,. Disso segue j € J,. Com
isso fica provado. De segue a desigualdade

> Vol (B;) < i > Vol (B;) = f:voln (U Bj>

= v=1jelJ, jedy
N
< ZVoln(Wy) < e.
v=1

Com isso o Lema fica provado. O
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Seja ora B C R™ um conjunto Jordan-mensurével e Z = {By,..., By}
uma Jordan-particao de B. Seja f : B — R uma funcao limitada. Exato
como na Definigao definimos a soma superior e a soma inferior de
f e Z através de

k k

S(f,2) =) _(sup f)Volu(By),  S(f.2) = Z(igjf f)Vol,(B;).

j=1 Bi j=1

Do mesmo modo como em Lema prova-se a desigualdade

sup S(f,Z2)< inf S(f,2). 5.7.3
Z%Og(B)_(f ) sei o (f,2) (5.7.3)

O seguinte teorema mostra que uma funcao limitada f : B — R é Riemann-
integravel se e somente se reina igualdade em (5.7.3]).

Teorema 5.7.5. Seja B C R™ um conjunto Jordan-mensurdvel, f : B — R
uma fungao limitada, e c € R. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalente.

(i) f € Riemann-integrdvel e c = [, f.
(i) Para todo € > 0 existe um Z € Pyoa(B), tal que vale

c—e<S(f,2)<S(f,Z) <c+e.
(iii) Para todo € > 0 existe um &y > 0 tal que para todo Z € Pyoa(B) vale
§(Z) < do = c—e<S(f,2)<S(f,Z) <c+e. (5.7.4)

(iv) Para todo € > 0 existe um nimero dy > 0 tal que para toda Jordan-
particao P = {By,..., By} € Pioa(B) € todos os x1,...,x; € R" vale

k
— c— Y fla) Vol (By)| < e. (5.7.5)

=1

Os numeros Sy = Zle f(z;)Vol,(B;) chamam-se de somas de Riemann
(generalizadas) de f.
Demonstra¢ao. Veja a pagina [205] [

Para a prova de Teorema [5.7.5|precisamos o seguinte Lema o qual compare
as somas superiores e inferiores de f e Z com as somas superiores e inferiores

de Defini¢ao [5.1.§
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Lema 5.7.6. Sejam B, f, ¢ como em Teoremal5.5.1 e seja QQ C R™ um bloco

eizo-paralelo fechado o qual contem B. Defina f : Q — R através de

>~ .| flx), parax € B,
fx) = { 0, para v € Q \ B.
Seja P ={Py,..., P} uma particao de Q e defina Zp e cp > 0 através de

Zp:={B,...,B}, B; := P;N B,

epi= Y Vol,(P).

P;NOB#0

Entao Zp € Pjoa(B) e vale

5(7.P) -5 2)| <20fller, |8 P) - 5(5.2)| <201 f]er
(5.7.6)

Aqui denota ||f]| := supg |f| a norma do supremo de f.

Demonstragao. Defina os conjuntos de indices
Iy={ie{l,....,k}|Pic B}, L:={ic{l,....k}|P,n0B #0}.
Entao vale

(s;p f)Voln(R-)

7

S(

o

-
I
_

~~

) =

)

(Sg_p f)Volu(Bi) + > (sup f) Vol,(P)

iel, Fi

sx
m
S

I

.
Il
—

(sgp f)Voln(Bi) — Z(sup f)Voln(Bi) + Z(SEp f)Voln(PZ-)

1€lq B ien, i

I
%l

(f, Zp) — Z(SUP f)Vol,,(B;) + Z(sgp f)\/oln(Pi).

ien, Bi ien Pi

O modulo dos ultimos dois somandos é menor como ep || f||. Dali segue a pri-
meira desigualdade em (5.7.6). A segunda desigualdade prova-se igualmente.
Com isso o Lema [5.7.6| fica provado. O
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Demonstragao do Teorema[5.7.5 Provaremos (i) == (ii). Suponhamos sem
perda de generalidade que f nao anule-se identicamente. Sejam @) e f como

em Lema |5.7.6] Escolha uma particao P € £(Q), tal que

g £ ~ — g
ep < ————, c—=<S(f,P)<S(f,P)<c+ =.

A existéncia de uma tal particao segue de Lema [5.2.8| e Teorema [5.3.1} Se-
gundo o Lema [5.7.6| segue dai

S(£.20) S S(F.P)+20fllep < e+ 5 +2flep < c+e

S(f.26) 2 S(F.P) =20 fllep > = 5 =2 fllep > c — <.

Com isso fica provado que (i) implica (ii).
Provaremos (ii) = (iii). Seja dado ¢ > 0. Segundo (ii) existe uma
Jordan-particao Y = {A;, ..., Ay} € Pjora(B) com

c—¢e/2<S(f,Y)<S(f,Y)<c+e/2.
Entao

k
[:.= U DA,
=1

¢ um conjunto Jordan-nulo. Entao existe segundo o Lema um oy > 0,
tal que para todo Z = {Bjy,..., By} € Pjoa(B) vale

3

411710

5(2Z) < by — > Vol (B)) <
doo (B;,I") <6

Afirmagao. Seja Z = {Bi,...,Bi} € Pia(B) com 6(Z) < 0y e seja
Je{l,.... 0} com do(B;,T') > dy. Entdo existe umi € {1,...,k} com

B; C A,

Como B; C B = |J, A;, existe um indice ¢ € {1,...,k} com A4;N B; # 0.
Seja a € A; N B;. Entao dw(a,0A;) > & e dali

B; C Bs,(a;dy) = {7 € R"|dyo(a,z) < &} C A,

Com isso a afirmacao fica provada.
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Ora, seja Z = {By,..., B} € Pyora(B) com 0(Z) < dp. Defina

Jo={j€{l.. ., (3 [deo(By, T) < do}
Jo={j€{l,...,0}|d<(B;,T) > &} .

Além disso, seja
Y/\Z:{AZHB]H:]_,,]{?,j:l,,f}

Entao Y A Z € Pjoa(B) €

6_5 < §(f7y)
< S(f.,YNZ)
k ¢
= ZZ(A%E f)Vol,,(4; N B;)
i=1 j=1
k k
= > > (ot F)Volu(4:N Bj) + ZZ(Aiﬁjfgjf)voln(AmBj)
je€Jo =1 jeJp i=1
= ZZ mf fVol (4;N B;) +Z1nff\/ol B;)
jEJQ’L 1 jeN
= ZZ (inf f)Vol,(A;nB;) =Y (inf f)Vol,(B;) + S(f, Z)
j€Jo =1 AinB; j€Jo B;
< 2|[f ) Vol (B;) + S(f, 2)
J€Jo
< %+§(f,z).

Aqui no quinto passo temos utilizado a afirmacao. Com isso vale

§(f,Z>>C—€

e igualmente
S(f,Z)<c+e

para todo Z € Pjoq(B) com 0(Z) < dy. Com isso temos mostrado que (ii)

implica (iii).
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Provaremos (iii) = (i). Sejam Z e f como em Lema m Podemos
supor sem perda de generalidade que f nao anule-se identicamente. Seja
dado € > 0. Segundo (iii) existe uma constante d, > 0, tal que para todo
Z € yjord(B) vale

d(Z) < b — c—¢e/2<S8(f,2) <S(f,Z) <c+e/2

Segundo o Lema podemos escolher §g tao pequeno, tal que para todos
os P € Z(Q) vale

I
O(P) <6 _— ep < ——.
(P) <o ? <TI0

Ora, seja P € Z(Q) com §(P) < d0g. Seja Zp € Pyna(B) como em
Lema m Entao vale §(Zp) < dp e disso segue

c—e < c—¢/2=2|fllep
< S(f.Zp) = 2|fller
< S(f,P)
< S(f,P)
< S(f.Zp)+2|fller
< c+¢e/242]fllep
< c+e.

Como ¢ > 0 foi escolhido arbitrariamente, segue de Teorema que a
funcao f: @ — R é Riemann-integréavel e fQ f = c. Disso segue, segundo a
definigdo, que a fun¢do f: B — R ¢ Riemann-integravel e [ gl =c

Com isso temos mostrado que as afirmagoes (i), (ii) e (iii) sdo equivalente
uma a outra. A equivaléncia das afirmagdes (iii) e (iv) prova-se exatamente

como em Teorema [5.3.1] Com isso Teorema [5.7.5] fica provado. O

Exercicio 5.7.7. (i) Todo subconjunto conexo limitado de R é Jordan-
mensuravel.

(ii) Existe um subconjunto compacto K C R o qual nao é Jordan-
mensuravel. Dica: Modifique a construcao do conjunto de Cantor.

(iii) Existe um subconjunto conexo compacto de R o qual ndo é Jordan-
mensuravel.
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Transformacoes lineares

Teorema 5.7.8. Seja B C R" Jordan-mensurdvel e ® € R™" v € R".
Entao o conjunto ®B + v := {®x +v|x € B} € Jordan-mensurdvel e tem a

medida Jordan Vol,,(®B + v) = |det(P)| Vol,(B).
Demonstracao. Veja a pagina [209 O]

0 1 14+A

Figura 5.4: O cisalhamento de um quadrado.

Exemplo 5.7.9. Seja A >0 e

B :=0,1]? @::(é i)

Entdo A := ®B = {(z,y) e R?|0<y <1, A\y<z < Ay+1}. (Veja a Fi-
gura p.4]) Para y € [0,1] seja AY := {z € R|(z,y) € A} = [\y, \y + 1].
Entao AY é Jordan-mensuravel e Vol (AY) = 1 para todo y € [0, 1]. Demais
0A = OB é, segundo o Teorema [5.6.7, um conjunto Jordan-nulo e por isso
A é Jordan-mensuravel. Portanto vale segundo o Corolario |5.5.7]

1
Volp(B®) — / Voly (A¥) dy = 1 = |det(®)| Vol (B).
0
Exemplo 5.7.10. Sejam ay, ..., a, nimeros reais positivos. O elipsoide

=1

E(ay,...,a,) = {x eR"

é a imagem da bola unitdria B := {x € R"| >_"" | 2 < 1} sob a matriz diago-
nal ¢ := diag(ay,...,a,). Portanto E(ay,...,a,) é, segundo o Teoremam,
Jordan-mensuravel e tem o volume

Vol,,(E(ay,...,a,)) = ay - - - a, Vol (B).

Aqui temos utilizado a férmula det(®) = a;---a,. Posteriormente vamos

deduzir uma férmula para o volume da bola unitéria (Exemplo [5.6.15)).
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Demonstragao do Teorema[5.7.8 A prova tem sete passos.

Passo 1. Seja @ € R™™ com det(®) = 0 e v € R". Seja B C R™ um
subconjunto limitado. Entao ®B + v é um conjunto Jordan-nulo.

O conjunto imagem F :=im® = {Pz |z € R"} de ¢ é um subespaco linear
de R" de dimensao d := dim E < n e ®(B) é um subconjunto limitado de
E. Portanto ®(B) é, segundo o Exemplo [5.6.10, um conjunto Jordan-nulo.

Passo 2. Seja ® € R ev € R*. Se B C R" é um conjunto Jordan-
mensurdvel, entao B + v também é Jordan-mensurdvel.

Se det(®) = 0, entao segue a Jordan-mensurabilidade de ®B + v de Passo 1.
Se det(®) # 0, entao a aplicagao ¢ : R™ — R™ definida por ¢(x) := ®x + v
para z € R" é um difeomorfismo. E por isso o bordo de ®B +v = ¢(B) é
o conjunto A(PB + v) = ¢p(0B) = POB + v. Isto é um conjunto Jordan-nulo
segundo o Teorema [5.6.7. Dai ®B + v é Jordan-mensuravel.

Passo 3. Seja B C R™ um conjunto Jordan-mensurdvel e v € R™ e s > 0.
Entao vale Vol,(sB + v) = s"Vol,(B).

Se B seja um bloco aberto ou fechado, entao a afirmacao segue imediata-
mente das definigbes. Se B seja um edificio de blocos, escolha uma particao
P = {P,...,R} € #(B). Entio Vol,(B) = 3¢ Vol,(P,) segundo o
Comentario (v). Demais

sP+uv:={sP +v,...,sP,+v}

é uma particao de sB + v. Disso segue a afirmagao para edificios de blocos.

Seja ora B C R™ qualquer conjunto Jordan-mensurédvel e b := Vol, (B).
Se s = 0, entao sB + v = {v} é um conjunto Jordan-nulo e satisfaz con-
sequentemente a afirmacao de Passo 3. Seja entao s > 0 e escolha uma
constante £ > 0. Entao existem, segundo o Teorema [5.6.2} dois edificios de
blocos By, B C R", tal que

ByCBC By, b—-— <Vol,(By) < Vol,(By) < b+ —.
Sn Sn
Disso segue sBy+v C sB+v C sBy+wve
s"b — e < Vol,,(sBy +v) < Vol,,(sBy +v) < s"b+¢.

Como ¢ > 0 foi escolhido arbitrariamente a afirmacao segue de Teorema(5.6.2
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Passo 4. Seja @ € R e v € R". Seja Wy := [0,1]" o cubo unitdrio
fechado. Defina o numero \(®) > 0 através de

A(®) := Vol,,(PW)).
Entao vale
Vol,,(PB + v) = A(®)Vol,(B) (5.7.7)
para todo conjunto Jordan-mensurdvel B C R™.

Seja a = (ay,...,a,) ER"es>0e
B :=ai, a1 + 8] X -+ X [an, a, + s] = sWy + a.
Entao Vol,,(B) = s" e dali segue de Passo 3 que
Vol,,(®B) = Vol,,(s®W, + sa) = s"Vol,,(PW,) = A(P)Vol,(B).

Com isso o Passo 4 fica provado para cubos fechados.
Ora, seja B C R"™ um edificio de blocos o qual possui uma particao
= {P,..., P}, tal que P; é um cubo fechado para todo i. Entdo os
conjuntos ®P; + v, i = 1,...,k, formam uma Jordan-particao de ®B + v.
Conforme o que foi provado até agora e Comentario vale dal que

Vol,,(®B + v) = Z\/ol (BP; +v) = A(® ZVOI (®)Vol,,(B).

=1

Com isso Passo 4 fica provado para todo edificio de blocos o qual possui uma
particao de cubos.

Seja ora B C R™ qualquer conjunto Jordan-mensurével e b := Vol,(B).
Seja e > 0. Entao existem, segundo o Teorema [5.6.2] dois edificios de blocos
By, By CR", tal que By C B C By e

b—e < Vol,(By) < Vol,(By) < b+e.

Segundo o Comentéario pode-se escolher tais By e B; as quais possuem
particoes de cubos. Com isso segue do que foi provado até agora que

AP)(b—¢) < Vol,,(PBy + v) < Vol,(PB; +v) < A(P)(b+ ¢).

Disso segue A(®)(b —¢) < Vol (B 4+ v) < A\(P)(b+ ¢) para todo € > 0 e
dali Vol,,(®B + v) = A(®)b. Com isso o Passo 4 fica provado.
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Passo 5. A func¢do A : R™™ — [0, 00) definida em Passo 4 tem propriedades
como seque.

(a) Se @ € R™™ com det(®) = 0, entdo vale A\(P) = 0.
(b) Para todo s > 0 vale \(s1) = s™.
(c) Para todo ®,¥ € R™"™ vale A\(DW) = A(P)A(V).

Se det(®) = 0, entdo W, é um conjunto Jordan-nulo segundo o Passo 1.
Portanto vale segundo o Corolario

A(P) = Vol,,(®Wy) = 0.
Se s > 0, entao vale segundo o Passo 3
A(s1l) = Vol, (sWy) = s™.
Se &, ¥ € R"™", entao vale segundo o Passo 4
A(@W¥) = Vol,(PUWy) = A(P)Vol, (Y Wy) = A(P)A(P).

Com isso o Passo 5 fica provado.
Passo 6. Para toda matriz elementar ® € R™*"™ vale A\(®) = |det(P)].

Uma matriz elementar, ou é uma matriz de permutacgao, ou uma matriz
diagonal, ou um cisalhamento. Uma matriz de permutagao & € R™"™ tem
entradas 0 e 1, com exato um 1 na toda linha e toda coluna. Uma tal matriz
representa uma aplicagao ® : R” — R” da forma

Qx = (To(1),- -+ Tom))s r=(x1,...,2,) € R,
onde o : {1,...,n} — {1,...,n} é uma permutacao (logo uma aplicagdo
bijetiva). Tal aplicacdo tem o determinante det(®) = +1 e leva o cubo

unitario Wy bijetivamente para si mesmo. Por isso vale
A(P) = Vol,, (W) = Vol,, (W) = 1 = |det(D)] .
Se & = diag(A1,...,A,) é uma matriz diagonal, entdo det(®) = Ay --- A, e

[0, /\2]7 Se )\Z Z 0,

(bWO:IlX.HXL“ IZ:{ [)\1,0], se)\i<0.
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O intervalo I; tem entdo o comprimento |);| e disso segue
A(@) = Vol (@Wy) = [ [ I\i] = |det(®)] .
i=1

Um cisalhamento é uma matriz da forma

1A 0 -0
o1 0 --- 0
o= 0 0 1 :
S 0
o0 --- 0 1

com A > (. Esta matriz tem o determinante 1 e a imagem do cubo unitario
é o conjunto

(I)WO:{($1+)\$2,I2,...,In)|0Sl’i < 1}:PX Q
com
P = {(z1+ Awg,22) | 0 < 2; < 1}, Q= [0,1]"2
Segundo o Exemplo vale Voly(P) = 1. Portanto segue de Corolério[.6.6]
a equacao
A(®P) = Vol,,(P x Q) = Voly(P)Vol,,_2(Q) = 1 = |det(P)| .
Com isso o Passo 6 fica provado.

Passo 7. Para toda matriz ® € R"*" vale A\(®) = |det(P)].

Segundo um teorema da Algebra Linear pode-se escrever toda matriz ¢ €

R™™ como produto
O =0,0,--- P

de matrizes elementares. Como o determinante de um produto de matri-
zes quadradas é igual ao produto dos determinantes (também segundo um
teorema da Algebra Linear), segue do Passo 5 e Passo 6 a equagao

A(®) = H A(®;) = H |det(®;)] = [det(®)].

Com isso Passo 7 fica provado.
A afirmacao de Teorema [5.7.8 segue direto do Passo 2, Passo 4 e Passo 7.
O
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Transformacgoes nao-lineares

Segue o teorema principal desta segao.

Teorema 5.7.11 (Férmula da transformagao de varidveis).
Seja U C R™ um aberto e ¢ : U = R™ uma aplicacao continuamente dife-
rencidvel. Seja A C U um conjunto Jordan-mensurdvel compacto e seja
N C A um conjunto Jordan-nulo compacto. Suponhamos que a restri¢ao
dlan : A\ N = R" seja injetiva e satisfaca a condigao

det(do(x)) #0 para todos os x € A\ N. (5.7.8)

Entao o conjunto B := ¢(A) C R™ € Jordan-mensurdvel. Se f: B — R seja
Riemann-integrdvel, entdo a composi¢cao fo¢p: A — R também é Riemann-
integrdavel e vale a equacao

| - / F(6(x)) [det(dp(x))] dr-- -z (5.7.9)

Demonstracao. Veja a pagina [2 O

Lema 5.7.12. Seja U C R™ um conjunto aberto, seja A C U um conjunto
Jordan-mensurdvel compacto, seja ¢ : U — R™ uma aplicacao continuamente
diferencidvel, e seja N :={x € A| det(dp(x)) =0} um conjunto Jordan-
nulo. Entao B := ¢(A) é Jordan-mensurdvel e vale 0B C ¢(0AU N).

Demonstracao. Primeiro B é a imagem continua de um conjunto compacto
e por isso compacto e assim também fechado. Demais

A\ (DAUN) = A\ N

¢ um subconjunto aberto de U e segundo a hipétese vale det(d¢(x)) # 0 para

todososz € A\ (OAU N). Pelo Coroldrio|3.1.13o conjunto ¢(A \ (9AU N))
¢ dali aberto e disso segue que ¢(A\ (0AU N)) C B. Com isso recebemos

OB =B\ B C ¢(A)\ ¢(A\ (DAUN)) C ¢(DAU N).

Segundo o Teorema o conjunto ¢p(0A U N) é Jordan-nulo. Entao 0B é
um conjunto Jordan-nulo e com isso o Lema [5.7.12f fica provado. [

Comentario 5.7.13. A afirmagao de Lema vale também caso o con-
junto N :={z € A| det(dé(x)) = 0} nao seria Jordan-nulo. Mas sem esta
hipé6tese a prova torna-se mais operosa. Resta no fato que ¢(/N) ainda é um
conjunto Jordan-nulo ainda se N mesmo nao for um conjunto Jordan-nulo.
Isto é um caso especial do Teorema de Sard (veja o Comentario , e
dali segue a afirmacao como em Lema [5.7.12]
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Lema 5.7.14. Seja U C R™ um conjunto aberto e K C U um subconjunto
compacto. Seja ¢ : U — R™ uma aplicagao continuamente diferencidvel, tal
que det(dp(z)) # 0 para todos os x € K. Entao existe para todo € > 0 uma
constante § > 0 tal que vale o sequinte. Se 0 < s < e a € R" com

W:=lay —s,a1+ 8 x -+ X [a, — 8,0, +5] CK (5.7.10)
entao vale
Vol,,(p(W)) — |det(dp(a))| Vol,,(W)| < eVol, (W). (5.7.11)

Demonstracao. Lembramos primeiro as defini¢coes das normas

(5.7.12)

Px
= max |z, 2]l == sup 192,
i=1,...n 0#£zER™ ||I||oo

para z € R" e ® € R"*". O conjunto W C R" em ({.7.10)) ¢ a bola fechada

W = Bg(a;ds) de raio s com centro a com respeito a fungao distancia

R" x R* = R : (z,y) — doo(z,y) := || — y|| .. Pela hipdtese as aplicacoes
K—>R:zw— Hdgb(w)_lnoo, K — R:xzw— |det(do(z))]

sao continuas. Como K é compacto, estas funcoes sao continuas. Por isso
existe uma constante ¢ > 0, tal que

Hd(ﬁ(:{;)’lHoo <cg, |det(do(x))| < ¢  paratodososz € K. (5.7.13)
Seja dado € > 0. Escolha p > 0 tao pequeno que
€ €
l——<(I=p"<(I+p"<1l+-. (5.7.14)
c c
Escolha 6 > 0 tao pequeno que para todos os x,y € R" vale

vy ek oyl <s = |ldo(a) ~dow)] < L. (5.7.15)

Uma tal constante existe, porque a aplicacao d¢ : U — R™*" é uniformemente
continua no conjunto compacto K C U. Provaremos que a afirmacao de
Lema [5.7.14] é satisfeita com esta constante J.
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Sejam entao dados a € R" e 0 < s < 9, tal que
W := By(a;ds) C K.

Entao vale ||a — z|| < § para todos os z € W e dali segue, segundo (5.7.15)
com ¢ :=dg(a) € R"*" a desigualdade

ldo(x) - @] < & < =5

S e para todos os x € W.
17

Aqui a segunda desigualdade segue de (5.7.13)) com z = a. Consideramos
ora a aplicacao

YU — R", Y(z) = O p(z).
Entao vale di)(z) = @~ do(x) e

ldy(z) — 1|, = |27 (do(x) — @)|| . < |27 do(z) — @[l < p
para todos os x € W. Segundo o Lema [3.1.12] segue dai
(1= p)®(W —a) C $(W) — 6(a) C (1 + p)B(W +a).

Segundo o Lema [5.7.12) o conjunto ¢(W) — ¢(a) é Jordan-mensuravel e,
segundo o Teorema [5.7.8] vale

(1= p)" |det(®)| Vol, (W) = Vol ((1 = p)@(W —a))
Vol (¢(W))

Vol,,((1 4+ p)@(W + a))

= (14 p)"|det(P)| Vol, (V).

Disso segue a desigualdade
Vol, (6(IW)) — [det(®)] Vol, (W)
<max{l—(1—p)", (14 p)" — 1} |det(P)| Vol, (V)

<max{l—(1—-p)", (14 p)" —1}cVol, (W)
< eVol,,(W).

Aqui a segunda desigualdade segue de (5.7.13]) e a terceira de ((5.7.14]). Com
isso o Lema [5.7.14] fica provado. ]
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Demonstracao do Teorema|5.7.11 A demonstracao tem trés passos.

Passo 1. Se N =0 e A C U € um edificio de blocos o qual possui uma
particao de cubos, entao vale

Vol, (6(A)) /A det(d(z))]| day - - - dan. (5.7.16)

Seja dado € > 0 e escolha § > 0, tal que a afirmacao de Lema vale
para K =A. A funcdo A — R: x> |det(dp(z))| é continua e por isso
Riemann-integravel (veja o Comentério . Segundo o Teorema m
existe entdo uma particao P = {P,..., P} de A, tal que P; é um cubo
fechado para todo i, e qual satisfaz para todo z; € P; a desigualdade

|/A |dé(x)| dxy - - dx,, — Z |dp(z;)| Vol (Py)| < € (5.7.17)

Mais além podemos escolher P, tal que 6(P) < §. Seja ora x; € P; o centro
de P;. Entao vale, segundo a escolha de 9, a desigualdade

Vol (é(P) ~ |det(do(z,))]| Vol. (P)

< eVol,(F;) (5.7.18)

para i=1,... k. Ora |J,0F, é um conjunto Jordan-nulo. Com
isso ¢(lJ; OP;) também ¢ um conjunto Jordan-nulo, segundo o Teoremal[5.6.7]
Segundo o Lema com N =), vale além disso que 9¢(P;) C (b(@P)
para todo i. Com isso |J, 0¢(P;) é um conjunto Jordan-nulo e dai vale

Vol (¢(A)) = ¥ Vol,(¢(P;)) segundo o Lema [5.5.4 Combinamos isto
com as desigualdades (5.7.17)) e (5.7.18]), entao resulta

- / \det(d@\i

< Z‘Vol — |det(d¢(x;))| Vol.(P)

Z|det do(2;))| Vol,, (P, /\det do) '

< (Voln(A) +1)e.

Vol (6(4) - [ (o) = |

Como ¢ > 0 foi escolhido arbitrariamente, segue dali o Passo 1.
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Passo 2. Nas hipoteses de Teoremal|d.7.11| vale (5.7.16)).
Seja dado € > 0. Escolha ¢ > 0 com
lp(x) — ()|, < cllz—a'|| para todos os z,2’ € A.  (5.7.19)

Uma tal Constante ¢ > 0 existe segundo o teorema da barreira (Teo-
rema |2 . Escolha uma constante C' > 0 com

|det(do(x))] < C  para todos os x € A. (5.7.20)

Escolha dois edificios de blocos Ay, A7 C R™ as quais possuem particoes de
cubos e satisfazem as seguintes condigoes

Ay C A\ N, Vol,,(A) — e < Vol,,(Ay),

A \ AO C Al, VOln<A1) < VOln(A \ Ao) 4+ & < 2e.
Tais edificios de blocos existem segundo o Teorema [5.6.2 B

Escolha uma particaio P = {Py,..., P} de A;. Entao P; é um cubo

fechado para todoi. Se s; ¢ o comprimento lateral de P, entao |l — 2’| <si
para todos os x,x’ € P;. Disso segue, segundo ((5.7.19)), a desigualdade

lo(z) — o), < esi para todos os z, 2’ € P; N A.

(5.7.21)

Dali existe, para todo ¢, um cubo fechado @); C R™ com comprimento lateral
2cs;, tal que ¢(P; N A) C Q; e Vol,,(Q;) = (2¢s;)™. Além disso, vale

B(A) \ d(Ag) C ¢(A\ Ag) C¢<U (P mA) UQZ

e dal
k

k
Vol ($(A)\@(Ap)) < D Vol (Q:) = (2¢)" > 57 = (20)"Vol, (Ay) < 2(20)"

i=1 i=1

Além disso, vale segundo o Passo 1, bem como (5.7.20)) e (5.7.21)), que

Vol (6(Ao)) = /A det(dg)] , /A . |det(de)| < CVol,(A\ Ag) < Ce.

Dali segue

ol (o(4) - [ |det<d¢>r] < Vol (9(4)\ o0 + [ e
< (220" + CO)e.

Como € > 0 foi escolhido arbitrariamente, segue dai a afirmacao de Passo 2.
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Passo 3. Provaremos Teorema|5.7.11,.

Sejam N CACU,¢:U—R"e f: B=¢(A) — R como nas hipéteses de
Teorema [5.7.11, A norma do supremo de f é denotada assim

1f]l == sup | f(y)].
yeB

Além disso, utilizamos a notagao ([5.7.12)).

Seja dado ¢ > 0. Como A C U é compacto e ¢ : U — R™ é continua-
mente diferencidvel, a restrigao ¢|4 : A — R"™ é Lipschitz-continuo segundo
o teorema da barreira (Teorema . Por isso existe uma constante ¢ > 0,
tal que

lo(x) — ()| < cllz—a'|| para todos os z,2' € A.  (5.7.22)

Como f : B — R ¢é Riemann-integravel, existe segundo o Teorema [5.7.5
um &y > 0, tal que para toda Jordan-parti¢do Z = { B, ..., Br} € Pjoa(B)
e todos os vetores yq, ...y € R" vale o seguinte:

€

k
[Bf—izlf(yi)voln(Bi) < T VLA (5.7.23)

Como a fun¢do A — R : z +— det(d¢(z)) é uniformemente continua podemos
escolher dy tao pequeno que todos os z, 2" € A com ||z — 2’|, < g satisfazem
a desigualdade

|det(do(x)) — det(de(z"))]

5(2) < 050,

v B Vi

9
< .
L+ [[f]l Voln(A)

Sejaora Y = {A;,..., Ar} € Pjora(A) uma Jordan-particdo de A com

.....

(5.7.24)

Como ¢|a\n € injetivo, vale ¢(A4;) N ¢(A;) C ¢((A; N A;) UN). Segundo
o Teorema [5.6.7 segue dali para i # j que ¢(4;) N ¢(A4;) é um conjunto

Jordan-nulo. Com isso o conjunto
7 = {Bl,...,Bk}, BZ = ¢(Az)

é uma Jordan-particdo de B = ¢(A). Além disso, vale ||z — 2’| < dp para
todo i e todos os z,2" € A;. Segundo segue dali [y — /||, < cdo
para todo i e todos os y,y € B;. Ou seja, a Jordan-particao Z € Pjoq(B)
satisfaz a desigualdade 6(Z) < cdy. Entdo Z satisfaz a hipétese de (5.7.23).
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Com z; € A; e y; := ¢(x;) resulta

[ 7= 3 ro(a) lder(dota)) Vol (4)

<

/B £ =3 flu)Volu(B)

£ [Vola(6(A:)) — [det(dg ()] Volu(4:)

ST Vol(A) ”f“;A ()| — |do(x:))]| da

k

. e 11 Volu(4)
< T Ve @ 2 T [ TVol( A

Aqui a segunda desigualdade segue de (5.7.23)) e a terceira de ((5.7.24]). Como
o numero € > 0 foi escolhido arbitrariamente, segue a equacao (5.7.9) de

Teorema Com isso o Teorema [5.7.11] fica provado. ]

Exemplo 5.7.15. A transformacao de Jacobi ¢ : R? — R? ¢ definida
através de

d(u,v) = (u — uv, uv)
para (u,v) € R?. Denotamos x :=u —uv e y := uv, entdao resulta para a
aplicacdo inversa a férmula u=2z+y e v =y/(x +y). Ou seja, a trans-
formagao ¢ leva o conjunto aberto U := {(u,v) € R?|u # 0} difeomorfo ao
conjunto V := {(z,y) € R* |z +y # 0} e tem a derivada

dé(u, v) = ( ) , det(do(u,v)) = w.

Por isso as hipéteses de Teoremal5.7.11|com os conjuntos Ag := [0, R] x [0, 1],
N :={0} x[0,1], e Ap := ¢(Ag) = {(x,y) € R?| 2,y >0, v +y < R} sdo
satisfeitas, e dali segue a equagao

R 1
N f(z,y) dedy = /0 /0 f(u — v, uv)u dvdu (5.7.25)

para toda funcao continua f : R?> — R. Em equacao (5.7.25) também é
interessante considerar o valor limite para R — oo, caso exista. Tais valores
limites sao o tema da seguinte secao.

l1—v —u
v U
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5.8 Integrais improéprias

Definicao 5.8.1. Seja U C R" aberto. Uma funcao f: U — R chama-se de
localmente Riemann-integravel, se a restricao f|p : B — R € Riemann-
integrdvel para todo conjunto Jordan-mensurdvel compacto B C U. Usamos
as notacoes

BU):={BCU | B ¢ compacto e Jordan-mensurdvel}
Poc(U) :={f:U—=R { f € localmente Riemann-integrdvel} .

Definicao 5.8.2. Seja U C R" aberto. Uma funcao f: U — R chama-se de
Riemann-integravel (imprépria), se € localmente Riemann-integrdvel e

sup /B]f(a:)|dx < 00. (5.8.1)

Be#(U)

Exercicio 5.8.3. Seja U C R" um subconjunto aberto. Entao existe uma
sequéncia B; € A(U), tal que

B; C éiH para todos os i € N, U= U B;. (5.8.2)
i=1

Teorema 5.8.4 (A integral imprépria).

Seja U C R™ aberto e seja [ : U — R uma fungao impropriamente Riemann-
integravel. Entao existe exatamente um numero real ¢ € R, o qual satisfaz
as sequintes duas condigoes.

(i) Se a sequéncia B; € B(U) satisfaga (5.8.2)), entdo ¢ = lim;_,os [ f(x) dx.
(ii) Para todo € > 0 existe um By € B(U) tal que todo conjunto compacto
B € B(U) com By C B C U satisfaz a desigualdade |c — [, f(z) dz| <.

Demonstragcao. Veja a pagina [221 O

Definigao 5.8.5 (A integral imprépria). Sejam U e f como em Teo-
rema [5.8.4 Entdo chama-se o nimero ¢ € R em Teorema[5.8.4] a integral
Riemann (imprépria) de f sobre U e denota-se de fo. Ou seja, vale

/Uf::/Uf(a:)dx =l [ f@)ds (5.8.3)

11— 00

para toda sequéncia B; € B(U) a qual satisfaz as condigoes em ((5.8.2)).
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Demonstragao do Teorema[5.8.4 A prova tem cinco passos.

Passo 1. Seja B; € ZA(U) uma sequéncia de subconjuntos Jordan-mensur-
dveis compactos de U a qual satisfaca (5.8.2)). Seja B C U um subconjunto
compacto qualquer. Entao existe um numero i € N, tal que B C B;.

Argumentamos indireto e suponhamos que B ¢ B; para todos os i € N.
Entao existe segundo o axioma da escolha, versao contavel, uma sequéncia

(x:)ien, tal que
x; € B\ B; para todos os i € N. (5.8.4)

Como B é compacto existe uma subsequéncia (z;,),eny com limite

To = lim Xy, € B.
V—00

Como B é um subconjunto de U, vale zg € U e, como U = J;2, B; se-
gundo ([5.8.2)), existe consequentemente um numero i, € N com

Xg € Bio C Bi0+1.

Como a sequéncia (z;,),eny converge para g e o conjunto B; 1 é aberto,
existe um nimero vy € N, tal que para todos os v € N vale o seguinte:

v > — x, € éioﬂ.
Se escolhemos o nimero v € N tao grande que v > 14 e i, > ig, entao vale
i, € Biy11 C Bigs1 C Bi,.
I[sto esta na contradicao a (5.8.4]) e com isso o Passo 1 fica provado.

Passo 2. Seja B; € A(U) uma sequéncia como em Passo 1 a qual sa-
tisfaca (5.8.2). Entao vale lim;_,q, fBi |f| = subgeaw) [kl fI-

Seja C' := supge gy [kl f] e seja dada uma constante € > 0. Entao existe
um conjunto B € #A(U) com
/ fl>C—c
B

Segundo o Passo 1 existe um numero i € N com B C B;,. Se 1€ N
com ¢ > i entao vale B C B;, C B; e dai

C—6</B|f|§/&|f|§0.

Com isso o Passo 2 fica provado.
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Passo 3. Seja B; € AB(U) uma sequéncia como em Passo 1 a qual sa-
tisfaca (5.8.2). Entao ¢; : fB x)dzx € uma sequéncia de Cauchy.

Seja dado € > 0. Entao existe segundo o Passo 2 um nimero natural i € N
com fB_ |f| > C —e. Ora, sejam dados i,j € N com j > i > ig. Entao vale
20

el =\, gl< [ = [ <o [<e

Com isso o Passo 3 fica provado.

Passo 4. Seja B; € A(U) uma sequéncia como em Passo 1 a qual sa-

tisfaca (5.8.2). Entao existe o limite
c:=lim [ f(z)dx (5.8.5)

i—00 B,
1

e satisfaz a condicao (ii) em Teoremal[5.8.4)

O limite existe segundo o Passo 3. Sejam dados C' := suppc 5 [5lfl e > 0.
Entao existe, segundo ([5.8.5) e Passo 2, um nimero i, € N com

f s [

Seja B € #A(U) com B;, C B. Entao vale

‘/B\B /B\Bio|f|:/3|f|_/3io|f|SC_/BZ.O|f|<§
C_AA=C<LJ—AWjﬁc_éﬁwwé%ﬂ<a

Com isso o Passo 4 fica provado.

Passo 5. Seja ¢ € R uma constante satisfazendo a condi¢ao (ii) em Teo-
rema m Entao ¢ também satisfaz condicao (i) em Teorema m

Como em Passo 1 seja B; € #(U) uma sequéncia de subconjuntos Jordan-
mensuraveis compactos de U a qual satisfaz (5.8.2)), e seja € > 0. Entao
existe, segundo (ii), um By € ZA(U), tal que todo B € A(U) com By C B sa-
tisfaz a desigualdade |c — [, f| < e. Ora existe segundo o Passo 1 um ig € N
com By C B;,. Sei € Ncom i > iy, entao vale By C B;, C B;, e consequente-

mente |c — fB f| < e. Com isso temos mostrado que ¢ = lim; fB, f. Com
isso 0 Passo b e o Teorema [5.8.4] ficam provados. O

e dafl
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Exemplos
Exemplo 5.8.6. Dado p,q > 0, a funcao f : (0,00)> — R é dada através de
fla,y) =arlyt e

para z,y > 0. Para R > 1 o subconjunto Kg := [R™!, R]* de U := (0, 00)* é
compacto e segundo o Teorema de Fubini (Teorema |5.4.1)) vale

f(z,y) dedy = (/ 2P le™® dx) (/ YT teV dy) )
Kr 1/R 1/R

Segue dai, com a transi¢ao ao limite R — oo, que a fungao f : U — R ¢é
Riemann-integravel imprépria e que sua integral é dada assim

/U f(x,y) dady = T(PT(q). (5.8.6)

(Aqui D(p) := [[Tar~'e"dz ¢ a funcdo-Gamma.) Por outro lado
também pode-se escrever, segundo o Teorema [5.8.4) a integral de f
como valor limite para R — oo das integrais sobre os conjuntos

Ar={(z,y) e R*|z >0,y >0, 2z +y < R}. Segundo o Exemplo [5.7.15 se-
gue dali

/f(:c,y)dwdy: lim/ f(z,y) dxdy
U R

R—o0 A

R p1
= lim/ /f(u—uv,uv)udvdu
R—oo /) 0
R p1
= lim/ /(u—uv)p_l(uv)q_lue_“dvdu
R—o00

= lim V)P~ Lyd=lypra—tle=v dyduy
R—oo

R
:/ (1—v)P" ' dy lim uPti e du
0

R—o0 0

1
= / (1 =) duT(p + q).
0
Disso resulta, segundo (5 , a formula

/0 (1=t~ et dt = %. (5.8.7)
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Exemplo 5.8.7. Repetimos o argumento de Exemplo[5.7.15|para R = 1 com
os conjuntos abertos (0,1)? e

A={(z,y) eR’|z>0,y>0,z+y <1} (5.8.8)

e com a funcao impropriamente Riemann-integravel f : A — R, a qual
¢ dada através de f(x,y) = 2P"1y9~! com p,q > 0. Entao resulta para a
integral imprépria a férmula

/wplqldxdy—// (u — wv)P~ (uv
= (/ (1—v)P i dy (/ ubtat du) (5.8.9)
0 0
I(
q

9~y dvdu

~—

_ (Il 1 T
- Tp+a)p+q F(p+ +1)
Aqui segue o primeiro passo da equacao (|5.7. 25 em Exemplo e o
terceiro passo da equacao em Exemplo

Exemplo 5.8.8. Sejam a,b, o, 5, p,q > 0. Provaremos a férmula

()T (2
/ xp—lyq—l dedy = a’b <5>
Ay af T <§ +4+ 1) (5.8.10)
fe? T\ y
Aa,’bﬁ = {(xay) € RQ ‘ T > 07 y > 07 (E) + (E)’B < 1} .
A aplicacao A — Agf S (6,m) = 0(&,n) == (ag*, bn*/P) ¢ um difeomorfismo

com a derivada )
0
doem={ =5 a0 -
g

Entao segue da féormula da transformacao de variaveis em Teorema [5.7.11]
com ajuda das transicoes aos limites para integrais improprias, a equagao

o) da =2 / Fla€Ve by 1)eE 1 dedn,

N
a,b

Com f(x,y) = 2P~ 'y~ encontraremos

pha
/ Py dy = a4 / £a~ nﬁ_l d&dn.
ALY

Com isso segue ) de equacao em Exemplo |5.8.7]
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Exemplo 5.8.9. Seja ||-|| a norma euclidiana no R" e seja f:R" - R a
fungao f(x) := e~lol” = e=vi—==% para z € R". Esta funcdo é impropria-
mente Riemann-integravel. Provaremos a férmula

/ eIl gy = /2, (5.8.11)

Primeiro vale, segundo do Teorema de Fubini, para todo n € N a equacao

/ e‘”x”Qdasl---d:En:(/ e—dex) . (5.8.12)

(Aplique Teorema a integral sobre [—R, R]™ e considere o valor li-
mite R — 00.) Seja ¢ : (0,00) x (—m,7) — R?\ ((—o00,0] x {0}) o difeomor-
fismo definido através de ¢(r,8) := (r cos(6),rsen(f)) (coordenadas polares
para n = 2). Entao vale det(d¢(r,0)) = r e dai

/sz f(z,y) dedy = /000 /_: f(rcos(8),rsen(d))r dodr

para toda funcao f:R? — R impropriamente Riemann-integravel. Para a
fungao f(x,y) := e~**~v" encontraremos com ajuda de (5.8.12)) a férmula

0 2 oS T 00
(/ e d$) = / / e r dodr = 27r/ e rdr =
—00 0 —T 0

Aqui segue o ultimo passo da formula de substituicao para integrais numa
variavel com s := r2. Disso resulta a férmula ffooo e dy = /7 e dal segue
a equacao (5.8.11)) de (5.8.12)).

Exemplo 5.8.10. Seja A = AT € R™" uma matriz simétrica positiva defi-

nida. Entao vale
T4 7r71/2
/ e dr = ———. (5.8.13)
n /det(A)

Para a prova utilizamos o fato, conhecido da algebra linear, que existe uma
(tinica) matriz simétrica positiva definida B = BT € R™" com B? = A.
Seja ¢ : R" — R™ o difeomorfismo ¢(x) := Bx. Entao resulta de Exem-
plob.8.9/junto com a férmula da transformacao em Teoremal5.7.11|a equacao

7Tn/zz/ €||y2dy:/ o IIBzl? det(B) dx:/ e*“fTAxdx\/det(A).
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5.9 Divergéncia

Nesta ultima secao do capitulo vamos relacionar a férmula da transformacao
de variaveis em Teorema [5.7.11f com o fluxo de um campo de vetores continu-
amente diferencidvel em Capitulo[d] Para isto comegamos com a seguinte ob-
servacao. Sejam U,V C R"™ dois conjuntos abertos e seja ¢ : U — V um C'-
difeomorfismo. Se B é um subconjunto compacto Jordan-mensuravel de U,
entao ¢(B) é um subconjunto compacto Jordan-mensuravel de V. Que ¢(B)
é compacto, segue da continuidade de ¢. E que o bordo 0¢(B) = ¢(0B) é um
conjunto Jordan-nulo, segue da parte (ii) de Teorema [5.6.7] Com isso ¢(B)
¢ Jordan-mensuravel, como afirmado, e tem, segundo da férmula da trans-

formagcao de variaveis ((5.7.9) em Teorema|5.7.11 com f =1, o volume
Vol (6(B)) / det(do(x))| dz. (5.9.1)
B

Definicao 5.9.1. Sejam U,V C R™ conjuntos abertos. Diz-se que um C*-
difeomorfismo ¢ : U — V preserva volume se todo subconjunto Jordan-
mensurdvel compacto B C U satisfaz a equagdo Vol,(¢(B)) = Vol,(B).

Lema 5.9.2. Sejam U,V C R™ conjuntos abertos e seja ¢ : U — V um C*-
difeomorfismo. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalente.
(i) ¢ preserva volume.
(ii) Vale |det(do(z))| = 1 para todos os x € U.
Demonstra¢ao. A implicagao (ii) = (i) segue da equagao (5.9.1), a qual
em contrapartida segue direto da férmula da transformacao (5.7.9) em Teo-
rema |0.7.11} Para a prova da implicacao reversa suponhamos que ¢ preserve
volume e escolhemos um elemento a = (aq,...,a,) € U. Para ¢ > 0 seja

Q- =l —e,a1 +¢] x -+ X [a, —¢€,a, +¢€].

Este conjunto é Jordan-mensuravel e tem o volume (2¢)". Para ¢ > 0 sufici-

entemente pequeno vale (). C U e dali, segundo (i) e (5.9.1]),

VOL(6(Q) _ Vol(@(Q)) _ 1 [
L= o = e = e J, Metdo)l e

Com a transicao ao limite ¢ — 0 segue dai

1 -
et(do)| = limy 755z | o)l e = 1.

Portanto ¢ satisfaz a condicao (ii) e com isso o Lema m fica provado. [
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Exemplo 5.9.3. Seja ¢ : R? = R x (0,00) o difeomorfismo definido por

¢(x,y) = (e7Vx,e”)

para (z,y) € R% A aplicagio inversa é dada através de

¢~ (&n) = (€n,log(n))

para £ € R e n > 0. A matriz jacobiana

o= (7 )

ey
tem determinante 1 para todos os (z,y) € R? a dali ¢ preserva volume.

Ora nos dedicamos a questao nas quais hipdteses o fluxo de um campo
de vetores continuamente diferenciavel é composto de difeomorfismos preser-
vando volume. Seja entao U C R™ um conjunto aberto, seja f : U — R™ um
campo de vetores continuamente diferenciavel, e seja ¢ : 2 — U o fluxo deste
campo de vetores. Isto significa que 2 C R x U é o conjunto de todos os
pares (t,xo) com xg € U e t € I(xg), onde I(xy) C R é o intervalo maximo
de existéncia para as solugoes do problema de valor inicial

= f(x), z(0) = o, (5.9.2)

e que a funcdo I(xg) — U :t — ¢(t,x) para todo zo € U é exatamente a
unica solucdo deste problema de valor inicial (veja Definigao 4.2.2). Segundo

o Teorema[4.3.1) o subconjunto Q@ C Rx U é aberto e segundo o Teorema[1.4.]]
a aplicacao ¢ : 2 — U é continuamente diferenciavel. Com

U:={xeU|tel(x)}
e ¢¢(x) := ¢(t, x) para x € Uy segue dali que a aplicagao
o U = Uy

é, para todo t € R, um C'-difeomorfismo entre subconjuntos abertos do R"
(Comentério . Ora a questao é nas quais hipdteses ¢; preserva vo-
lume. Para isso lembramos que para zo € U e t € I(zg) a matriz jaco-
bina ®(t) := d¢y(zo) é a solu¢ao do problema de valor inicial

O(t) = A@)®(t),  ®(0) =1, (5.9.3)
com A(t) := df (¢+(z0)) (Lema [4.4.2)).
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Lema 5.9.4. Seja I C R um intervalo aberto com 0 € I, seja A : I — R™"
uma fungao continua, e seja ® : I — GL(n,R) a solugao de (5.9.3). Entao
vale a identidade

%det@( £)) = tr(A(t)) det(®(t)) (5.9.4)

para todos ost € 1.

Demonstrac¢ao. A fungao det : R — R é um polindmio homogéneo do
grau n em n? varidveis e por isso é suave (Teorema [D.3.3)). Seja

p = det|grmpr) : GL(n,R) = R

a restricdo do determinante ao grupo linear geral (um subconjunto aberto
de R™™). Provaremos que a derivada de p no ponto ® € GL(n,R) ¢é a
aplicacao linear dp(®) : R"*" — R dada através de

dp(®)D = tr(P ') det(P) (5.9.5)

para ® € R™™. Com esse fim consideramos para ja o caso ® = 1. Entao vale
para A = (ai)f =, € R™" a equagao £|i—oe'* = A (Teorema [1.5.2) e dali

d
dp()A = — t4
pMA= G| ol
== . det(eey, ... ee,)
n
= Zdet(el, ey €1, Aei, Citly---, en)
= Zdet €1y, €1, Zaﬂej,ezﬂ, cesen)
= Zaii det(el, ceey en)
i=1
=tr(A).
Aqui eq,...,e, denota a base padrao do R" e temos usado o fato que a

aplicagao determinante ® +— det(®) é linear em cada uma coluna de ® e se
anula logo que duas colunas de ® coincidem. Com isso a equagao (5.9.5))
para ¢ = 1 fica provada.
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Ora, seja ® € GL(n,R) e ® € R™™ ¢ defina
A=d10.
Entao vale

Pelt = PA =D

t=0

dt

e dali

- d
dp(P)D = —
p(®) o

-2 ol@(e)
— p(@)dp(1)A
— det(®)tr(A).

p(®e)

t=0

Com isso a equagao ((5.9.5)) fica provada, e dali segue para a solugao
I — GL(n,R) : t — O(¢)

da equagao ([5.9.3)), segundo a regra da cadeia, que

L Qet(®(1)) = dp(@(£))b(1)

dt
= tr(®(t) 71D (t)) det(D(t))
= tr(A(t)) det(®(t)).
Com isso o Lema fica provado. ]
Definigao 5.9.5 (Divergéncia). Seja U C R™ um subconjunto aberto e seja
f=0f1, s fn) : U= R™ um campo de vetores continuamente diferencidvel.
A divergéncia de f € a fungdo div(f) : U — R definida através de
. — f;
(div(f))(z) = p_ 5~ (@) = tr(df(2)) (5.9.6)
i=1 "

para x € U. Diz-se que o campo de vetores f tem divergéncia nula
se a divergéncia de f anula-se em todo o conjunto U completo, ou seja,
se tr(df (z)) = 0 para todos os x € U.



230 CAPITULO 5. INTEGRAIS MULTIPLAS

Teorema 5.9.6. Seja U C R™ um conjunto aberto, seja f:U — R™ um
campo de vetores continuamente diferencidavel, e seja ¢ : Uy — U_y o fluzo
de f. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalente.

(i) O campo de vetores f tem divergéncia nula.

(ii) O C'-difeomorfismo ¢y : Uy — U_; preserva volume para todos ost € R.

Demonstracao. Lema [5.9.4) mostra que o determinante da matriz jacobiana
de ¢, satisfaz a equacao diferencial

L det(dgy(wo)) = tr(df (d(z0))) det(der(xo)).

dt (5.9.7)
det(d¢0($0)) = 1.

De isto segue que o campo de vetores f tem divergéncia nula exatamente
se o fluxo satisfaz a condigao det(dg;(xy)) = 1 para todos os zg € U e todos
os t € I(xg). Como o determinante de d¢;(x¢) nunca pode ser negativo, esta
condicao é equivalente, segundo o Lema que ¢; : Uy — U_; preserva
volume paro todo ¢t € R. Com isso o Teorema fica provado. O

Exemplo 5.9.7. Exemplos simples de campos de vetores no R? com di-
vergéncia nula sao, primeiro, o campo de vetores

gen=eon=(3 %) ()

com uma singularidade (um ponto onde um campo de vetores anula-se)
hiperbdlica na origem e com o fluxo

$i(z,y) = (e'z,e”y)

e, segundo, o campo de vetores que vira um vetor (z,y) por 90 graus

peo=c-(2 7))

com uma singularidade eliptica na origem e com o fluxo

oi(z,y) = (cos(t)x — sen(t)y, sen(t)x + cos(t)y).



Capitulo 6

Integracao ao longo de
Subvariedades

O objetivo deste capitulo é definir a integral de Riemann de uma fungao ao
longo de uma subvariedade d-dimensional M C R™ e provar o Teorema de
Gaufl. O capitulo comeca com uma introdugao ao volume d-dimensional e a
integral sobre um dominio de carta (Secao . Sequentemente sera definida
a integral sobre M inteiro (Secao , discutidos uns exemplos (Secao ,
e provado o Teorema de GauB (Segao [6.4)).

6.1 O volume d-dimensional

O comprimento de uma curva

Esta secao comeca com a introducao da nogao de comprimento de uma curva
no R™. Trabalhamos sempre com o produto euclidiano

(,y) = Z%‘yi, [#]| :== v/ (2, z)
i=1

para © = (z1,...,2,) € R" ey = (y1,...,yn) € R". Seja I = [a,b] im
intervalo compacto. Uma partigao de I é uma (N + 1)-tuplo de nimeros
reais P = (to,t1,...,ty) com N € Ne

a:t0<t1<---<tN_1<tN:b. (611)

(Veja [5].) O conjunto de todas as partigoes de I é denotado de Z(I).

231
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Figura 6.1: O comprimento de uma curva.

Definicao 6.1.1 (O comprimento).
Sejam a < b numeros reais, seja I := [a,b], e seja vy : I — R™ uma aplicagao
continua. Para uma partigio P = (tg,t1,...,tx) € P(I) definimos

N

= Z v (t:) =yt - (6.1.2)

O comprimento de v é o niumero

L(v) == sup L(v,P) € [0,00].
Pe2(I)

A curva ychama-se de rectificavel se L(vy) < oco.

Exemplo 6.1.2. Seja v : [0,1] — R a fung¢do a qual se anula no conjunto de
Cantor

K::ijn, K= J [Z Z

at,...,an€{0,1} i=1

e é dada, para Vn € N e Vay,...,a, € {0,1} com a, = 1, através da férmula

v(t) == Qi:min{<t+3in—2 > ) (22——15)}

para 2y " & — o <t <230 % Esta curva v : [0,1] — R é continua,
mas nao rectlﬁcavel (veja a Figura 6.2 i
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12 7

1/4 T

1/8 T
1/16 |

0 1/3 2/3 1

Figura 6.2: Uma curva nao rectificavel.

Lema 6.1.3. Seja I = [a,b] um intervalo compacto e seja v : 1 — R"™ uma
aplicagao continuamente diferencidvel. Entdo ~ € rectificavel e vale

=/Wwwuﬁ. (6.1.3)

Demonstracao. A demonstracao tem dois passos.
Passo 1. A curva ~y € rectificdvel e vale L(y) < f 15(t)]] dt.

Seja P = (to,t1,...,ty) € Z(I) uma partlgao. Entao vale, segundo a
parte (iii) de Lema [1.7.3] para todo i € {1,..., N} a desigualdade

ti t;
/’vwﬁHs/ 5ol dt
ti1 ti—1
e disso segue

N N b
EED M HGERICNIES Sy ANCTOTE Y REIOIR

Ora, formamos o supremo sobre todos os P € Z(I), entao resulta

Iv(t:) — y(ti1)| =

L(y) = sup L(y,P /Hv ) dt < oo.
Pe(I)

Com isso o Passo 1 fica provado.
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Passo 2. O comprimento de v é dado através de (6.1.3]).

Seja dado € > 0. Como +: I — R™ é uniformemente continuo, existe uma
constante o > 0, tal que para todos os s,t € I vale:
: . €
s—d<s = ) -0l <
Ora, seja P = (to,t1,...,ty) € (1) uma particao a qual satisfaga a desi-
gualdade
0< tivi — 6 < )
parai=1,..., N. Entao recebemos para todos os i € {1,..., N} e todos os
tempos t € [t;_¢,t;] a desigualdade

HW) N V(tif)i:;i(tf_l) ~ 4 —lt“ /t (3(6) = 3(5)) ds
smmeéiww—ﬁ@H%
< < .
~“b—a

Disso segue a desigualdade
ti) — y(ti—

i

tl’ — ti,1 b—a
parat=1,...,N e t,_1 <t <t;. Integrando esta desigualdade sobre o in-
tervalo [t;_1,t;] e formando a soma sobre ¢ = 1,..., N, entdo recebemos

b N t;
[ s@na=3 [ 1
a i=1 ti—1
N
b —ti1

< t) — vt
S (O O
=L(y,P) +e¢
< L(y) +e.

Entao vale fab 17 ()|l dt < L(y) + ¢ para todos os € > 0 e dai

/menﬁSLw»

Segundo o Passo 1 segue dali f; |5(¢)]] dt = L(~y). Com isso o Passo 2 e
Lema6.1.3| ficam provados. n
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Lema 6.1.4. Sejam I = [a,b] e I' = [d', V] dois intervalos compactos. Seja
¢ I' — I um homeomorfismo e v : I — R™ uma aplicacdo continua. Entdo

L(yo6) = L(3). (6.1.4)

Demonstragao. Seja P = (to,t1,...,ty) € Z(I) uma partigdo a qual
satisfaca (6.1.1). Definimos ¢*P := (¢~ (to), ¢ (t1),..., ¢ (tn)) caso ¢
cresce estritamente mondtono e ¢*P := (¢ (tn), 0 (tn_1),. .., 0 (to))
caso ¢ decresce estritamente mondtono. Assim temos ¢*P € Z(I') e vale
a igualdade L(y o ¢, ¢*P) = L(v, P). Como toda particao P’ € Z(I') é da
forma P" = ¢*P para um P € Z(I), segue dai

L(yo¢)= sup L(yo¢,¢"P)= sup L(vy,P)=L(y).
Pe2(I) Pe2(I)

Com isso Lema fica provado. ]

O volume d-dimensional de um paralelepipedo

Sejam a = (ay,...,a,) e b = (by,...,b,) dois vetores linearmente indepen-
dente no R"™. Eles geram um paralelepipedo, ou seja, o conjunto

P(a,b) := {sa+tb|s,t€R, 0<s,t<1},

e sua conteddo de area é o ntmero

va(P(a, b)) := \/HaH2 Io]I* — (a,0)>. (6.1.5)

Esta formula fica valida se a e b sejam linearmente dependente. Neste caso
vale (a,b) = £ ||a|| ||b|| e o conteido de drea é vy(P(a,b)) = 0. No geral con-
sideramos, para um numero real 0 < d < n e d vetores ay,...,aq € R", o
paralelepipedo correspondente

d
P(al,...,ad) = {Ztlal}tz GR, Oétl S 1 paraizl,...,d} (616)

=1

e buscamos por uma férmula para seu volume d-dimensional. Em outras
palavras, buscamos por uma fungao vy : (R™)¢ — [0,00) a qual associa com
toda d-tuplo de vetores (ai,...,aq) € (R")? o volume d-dimensional do pa-
ralelepipedo P(aq,...,aq). Esta é caracterizada pelos axiomas (V1-3) no
seguinte lema.
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Lema 6.1.5. Sejam d,n € N com 1 < d < n. Entdo existe exatamente uma
funcao vy : (RV)? — [0,00) a qual satisfaz as sequintes trés condigdes.
(V1) Para todos os ay,...,aq € R™ e todos 0s A1, ..., \q € R vale

d

va(May, . .., Agag) = (H w) valay, . . ., ag). (6.1.7)

i=1
(V2) Para todos os ay,...,aq € R" e todos osi,j € {1,...,d} comi# j vale
va(a, ..., Gic1,a; + a4, @it - ., aq) = vg(aq, . .., aq). (6.1.8)

(V3) Para todos 0s ay, . ..,a; € R™ vale

1, casoi=j,
<CL,L',CLJ'> = 5ij = { 0. caso i %] - vd(al, . ,CLd) =1. (619)

A aplicacao vg € dada pela formula

va(ay, ..., aq) = \/det(ATA) (6.1.10)

na qual A= (ay---aq) € R™? € a matriz com as colunas ai,...,aq, ou
seja ATA = ((a;,a;))f,_, € R

Demonstracao. Para d =1 a fungao vy : R"* — [0, 00) definida vy (a) := ||al|,
para a € R", satisfaz os axiomas (V1) e (V3), as quais determinam
vy univoco. Neste caso o axioma (V2) é sem significancia. Para d =2
a formula coincide com o conteudo de &area (6.1.5). No
caso geral segue diretamente das propriedades do determinante que a
fungao vg : (R™)? — [0, 00) definida através de ((6.1.10]) satisfaz o axioma (V1)
de mudar a escala, o axioma (V2) do cisalhamento, e o axioma (V3) da nor-
malizagao, as quais determinam v, univoco. O]

Definigao 6.1.6. Para ay,...,aq € R™ chama-se o nimero vq(ay,...,aq)
em Lema o volume d-dimensional do paralelepipedo P(aq, ..., aq)

em (6.1.6) e usa-se o simbolo
Voly(P(ay,...,aq)) = va(ay,...,aq) (6.1.11)

para o volume d-dimensional.
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Lema 6.1.7. Seja n > 2 um numero inteiro e sejam aq, . ..,a,_1 € R™. De-
fina A= (ay---a,_1) € RV ¢ para k =1,...,n seja A, € R=Dx0=1)
a matriz quadrada a qual resulta de A através de remover a k-ésima linha.
Entao vale

vd(alv cee aa’n—l) =

zn:ag, ap = (—1)" det(Ag). (6.1.12)

Demonstragao. Seja o = (o, ..., a,) € R". Entao, segundo a parte (iv) de
Teorema [D.3.5] vale para todos os = = (x1,...,2,) € R" a equagao

n

det(z,a1,...,a,1) = Z(—l) xy det(Ag) Zxkozk = (z, )

k=1
Com z = a; segue dali (a;,) =0 para i = 1,...,n. Dai por sua vez segue
que a matriz B := («way -+ a,—1) € R™" satisfaz as equagoes
2
rp_ ( llal” 0 T
pe= (W5 00 dam =l

e consequentemente vale ||a|| = det(B)? = det(BTB) = ||a||* det(AT A).
Disso segue det(ATA) = ||o||* e dali, segundo (6 em Lema|6.1.5]

vg(ar, ... an_1) = \/det(ATA) = |la|| = \/a? + - + a2.
Com isso o Lema fica provado. O

Lema 6.1.8. Seja A € R™ ¢ seja Q = [0, \] x -+ x [0, \g] com \; > 0.
Entao o paralelepipedo AQ := {Azx |z € Q} tem volume d-dimensional

Vol (AQ) = v/det(AT A) - Voly(Q (6.1.13)

Demonstracdo. Sejam aq,...,ay € R™ as colunas da matriz A € R™*?. Entéo

d
AQ = {Ztim 0<t; <A parai= 1,..-,d} = Pay, .. Adgaa)
i=1

e por isso vale
VOld(AQ) = Ud()\lal, . ,/\dad) = >\1 cee /\d . Ud<a1, ce ,ad) = VOld(Q) \% ATA.
Com o isso Lema fica provado. ]
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Integragao sobre dominios de carta

O préximo objetivo ¢é integrar uma fungao real continua numa subvariedade
de um espaco euclidiano sobre o dominio de uma carta. Por isso precisamos
as seguintes nocoes.

Definigao 6.1.9 (Dominio de carta). Seja M C R" uma C*-subvariedade
d-dimensional, sejam U, W C R™ subconjuntos abertos, e seja

o:U—-W
um C-difeomorfismo com
H(UNM)=Wn R % {0})

ou seja ¢ € uma carta em M. Nesta situagcao chama-se o conjunto U N M
dominio de carta. Portanto todo tal dominio de uma carta é um subcon-
Junto aberto de M com respeito a topologia relativa (Se¢do . A aplicacao

v:V-=-UNM
definida através de

V= {x:(xl,...,xd) e RY| (21,...,24,0,...,0) GW}
Uy, 2q) = ¢ H(z1,...,24,0,...,0)

para (x1,...,2q) € Q, é chamada de C'-parametrizagao do dominio de
carta UN M. Assim toda tal C'-parametrizacao é um homeomorfismo de
um subconjunto aberto V-C R® a um dominio de carta U N M (com U C R"
aberto), é continuamente diferencidvel como aplica¢ao de V a R", e a aplica-
cao inversa vt : UN M — V pode ser estendida a uma aplicacdo continua-
mente diferencidvel de U a R? .

(6.1.14)

Seja v : V — U N M uma C'-parametrizacao de um dominio de carta
numa C'-subvariedade d-dimensional M C R"™ como em Definicao [6.1.9]
Para funcoes adequadas f : M — R e subconjuntos adequados B C U N M
queremos definir ora a integral de f sobre B. Vamos denotar com o simbolo

| ras

esta integral.
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Primeiro consideramos um conjunto da forma B = ¢(A) C U N M, onde
o subconjunto A C Q é um edificio de blocos (Defini¢ao . Entao A
possui uma particao segundo o Exercicio [5.1.4f Conforme Definigao
existem entao blocos eixo-paralelos fechados @1, ...,Q, C {2 com

¢
A:UQz‘, Q:NQ; =0 para i # j.
=1

A seguinte consideracao heuristica motiva a definicao da integral de uma
fungao continua f : M — R sobre B. Se escolha-se os ); de perimetro muito
pequeno, e se x; é o centro do bloco @);, entao o conjunto imagem ¥ (Q;)
devia s6 pouco do conjunto imagem (z;) + di(x;)(Q; — ;) do mesmo bloco
sob a aplicagdo x +— ¥(x;) + d(x;)(x — z;), porque esta aplicagdo afim é
conforme a definicao da derivada uma aproximacao boa para 1) perto de x;.
Consequentemente o volume do paralelepipedo di(x;)@Q; é uma aproximagao
boa para o (ainda a ser definido) volume do conjunto imagem real 1(Q;).
Este valor aproximativo tem a forma

Voly(¥(Q:)) ~ Vola(¥(x;) + dip(z:)(Qi — z:))
= Voly(dv(x;)Q;)
= \/det(d¢(xi)Td¢(xi))Vold(Qi).

Aqui segue a ultima igualdade de Lema . Substituimos ora o (ainda a
ser definido) volume Vol,(¢(Q;)) por este valor aproximativo, entao resulta
para a integral buscada conforme o principio “A integral € aprorimadamente
a soma dos produtos de darea da base vezes altura sobre as regioes de uma
particao fina” a formula heuristica

| 15~ 3 e Volu0(Q))

l
~ Z F(xi))v/det(dy ()T dp(z;)) Vola(Q;)

- / F (@) /et () Td (x) dry - .

Aqui tem-se que entender o ultimo termo via a convergéncia das somas de
Riemann em Teorema [5.3.1l Exatamente este ultimo termo vamos usar ora
para a definicao da integral.
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Defini¢ao 6.1.10 (Integral sobre um dominio de carta). Seja M C R”
uma Cl-subvariedade d-dimensional, seja U C R™ um conjunto aberto, tal
que U N M é um dominio de carta, seja V C R um conjunto aberto, seja

WV UMM

uma Ct-parametrizacao do dominio de carta U N M, seja A C 2 um conjunto
Jordan-mensurdvel (Defini¢ao m), seja

B :=y(A),
e seja f: M — R uma fung¢do com a propriedade que a composi¢ao
foyp:A—=R

¢ Riemann-integrdvel. Seja g% : Q — R a funcdo continua

g% (z) = /det(dy(z)Tdip(z)) para x € . (6.1.15)
Segundo o Teorema[5.2.3 e o Teoremal[5.3.4) a fungao
(fo)gV: A—=R

¢ Riemann-integravel (Defini¢do . Nestas hipoteses definimos a inte-
gral de f sobre B através de

/des :—/Af(z/J(x))gw(x)dxl--dxd (6.1.16)

e o volume d-dimensional de B através de
Volg(B) := / 1dS = / g¥(x) dxy - - - dwg. (6.1.17)
B A

O seguinte lema justifica a notagao [ 5 JdS para a integral da fungao
f M — R sobre um subconjunto compacto B C M. Porque esta notacao
sugere que a integral realmente s6 depende de B e f. Olhando exclusivamente
a definicao este fato porém nao é visivel imediato. Pois para a definicao foi
escolhido um dominio de carta UN M com B C U N M assim como uma
parametrizacao ¢ : V — U N M deste dominio de carta. Ora, resta mostrar
que o lado direito da equacao (6.1.16]) nao depende de estas datas adicionais
V,U, 1, as quais foram utilizados para a defini¢ao.
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Lema 6.1.11. A integral (6.1.16) em Definicdo |6.1.1(} é independente da
escolha de V,U,yp com BC UNM.

Demonstracao. Seja U’ C R™ um conjunto aberto, tal que U' N M é um
dominio de carta com B C U’ N M. Mesmo seja V' C R% um conjunto aberto
’ WV U NM
uma C'-parametrizacao do dominio de carta U’ N M. Entao
Vi=¢ '\ (UnUNM), V=) UNUNM)
sao subconjuntos abertos de R¢ e as derivadas
VvV sUNUNM, :V sUnUNM
sao homeomorfismos. Além disso, a aplicacao
p=v o)V 5V

¢ um C'-difeomorfismo, segundo a Definicao [6.1.9]
Ora segue de Lema [5.7.12 que o conjunto

A= () H(B) = (po ) (B) = ¢ (A) C &
é Jordan-mensuravel. Como 1 o ¢ = 1)’, segue da regra da cadeia a férmula
Ay (2') = dip(p(2))de (') para todos os 2’ € V'
e dal segue
¢V (2') = ¢¥(¢(2')) |det(do(2))|  para todos os 2 € V.

Portanto resulta da férmula da transformacao em Teorema [5.7.11] a equagao

[ rou1a” = [ (rowo o) detds)

= /Qb L (Fews’
~ [rou"

Com isso o Lema [6.1.11] fica provado. ]
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6.2 Definicao da integral

Seja M C R™ uma C'-subvariedade d-dimensional. Nosso objetivo é definir a
integral de uma func¢ao continua f : M — R sobre um subconjunto compacto
de M o qual nao é contido em sé um dominio de carta. Isto requer o conceito
de um conjunto Jordan-mensuravel B C M, ou seja, de um subconjunto o
qual é Jordan-mensuravel relativo a M, o que em contrapartida significa que
seu bordo 0y B é um conjunto Jordan-nulo d-dimensional com respeito a
topologia relativa de M. Além disso, precisamos o conceito de uma particao
da unidade, qual permite representar a funcao f como soma de fungoes cada
uma das quais possui valores nao-nulos s6 em um tinico dominio de carta.

Subconjuntos Jordan-mensuraveis de M

Definigao 6.2.1. Seja M C R" uma C'-subvariedade d-dimensional. Um
subconjunto compacto N C M €é chamado de conjunto Jordan-nulo d-
dimensional, ou também conjunto Jordan-nulo com respeito a M, se
para toda C'-parametrizagao

v:V-UNM

de um dominio de carta UNM (com U CR"™ e V C R aberto) e todo con-
gunto compacto K C V', o conjunto

KNy (N)={r € K|(zr) e N} c R?

¢ um conjunto Jordan-nulo (veja a Figura[6.3 e Defini¢ao[5.2.1). Um subcon-
Jgunto compacto B C M é chamado de Jordan-mensuravel com respeito
a M, se o conjunto

para todos os € > 0 wvale
OuB:=xe M| B(x)NB#0D e (6.2.1)
B.(z) N (M\ B) #0

¢ um congunto Jordan-nulo d-dimensional. Chama-se o conjunto Oy B C M
do bordo de B com respeito a M (veja a Figura .

Comentdrio 6.2.2. Sejam ||-|| a norma euclidiananoR" edy; : M x M — R
a funcao distancia definida através de dy(x,y) := ||x — y|| para x,y € M.
Entao o bordo 0y;B em de um compacto B C M ¢é o bordo de B
como subconjunto do espa¢o métrico (M, dy,). Assim 0y B = 0B C B. Note
que compacidade em M e em R" sao equivalente; veja o Exercicio [C.1.3]
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Figura 6.4: O bordo de B com respeito a M.

Lema 6.2.3. Seja M C R" uma C*-subvariedade d-dimensional e B C M
um congunto compacto e com respeito a M Jordan-mensurdvel. Sejam U C
R" ¢ V C R? conjuntos abertos tal que UNM ¢é um dominio de carta,
seja v : V — UN M uma Ct-parametrizacao deste dominio de carta, e seja
K CV um conjunto Jordan-mensurdvel compacto. Entdo o conjunto

A:=Knvy Y(B)
€ compacto e Jordan-mensurdvel.

Demonstracao. Provaremos primeiro que A é um subconjunto compacto
de R%.  Seja (z;)ieny uma sequéncia em A. Como A C K e K é com-
pacto, existe uma subsequéncia (z;,),eny a qual converge para um ele-
mento « :=lim, o 2;, € K. Como B é compacto e (¢(z;,))ven ¢ uma
sequéncia em B, podemos supor através de mais uma transicao a uma sub-
sequéncia (ainda denotado de (z;,),en) que a sequéncia ((z;,)),en con-
verge para um ponto p, ou seja p = lim, . ¥(z;,) € B. Segue dai
a equagao p = Y(lim, o x;,) = ¥(x), porque ¢ é continuo. Entdo segue
Y(x) € B e assim x € KNy~ 1(B) = A. Portanto temos mostrado que toda
sequéncia em A possui uma subsequéncia a qual converge para um elemento
de A. Entao A é compacto.
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Figura 6.5: Um conjunto Jordan-mensuravel com respeito a M.

O que provaremos proximo é a inclusao
0A C OK U (K Ny Y(0yB)). (6.2.2)

(Veja a Figura [6.5]) Como K é Jordan-mensurdvel, seu bordo 0K ¢
um conjunto Jordan-nulo e, como B ¢ Jordan-mensuravel com respeito
a M, seu bordo 0yB é um conjunto Jordan-nulo d-dimensional, e as-
sim K N¢~1(9yB) também é um conjunto Jordan-nulo. Portanto a unido
destes dois conjuntos é um conjunto Jordan-nulo. Segundo , dai 0A
também é um conjunto Jordan-nulo, e por isso A é Jordan-mensuravel.

Portanto resta mostrar que vale . Seja z € 0A\ 0K. Como ja
temos mostrado que A é um subconjunto compacto de R?, também sabemos
que A é fechado e segue dali que 0A C A C K. Por isso vale

re K\0K =K.

Além disso, existe uma sequéncia x; € R\ A, a qual converge para z. Como
seu limite z é um elemento do conjunto aberto K , vale z; € K para todo
indice ¢ € N suficientemente grande. Portanto podemos supor sem perda de
generalidade que z; € K \ A para todos os i € N. Entao vale

U(zi) ¢ B
para todos os ¢ € N conforme a definicao do conjunto A. Depois vale
lim () = () € B,
11— 00

porque z € 0A C A. Como (x;) € M \ B, segue disso que ¥(z) € Oy B e
daf que z € ¢¥1(9)yB) N K. Portanto temos provado a inclusao

OA\ OK C KNy~ (OuB).
Disso segue ([6.2.2) e com isso o Lema [6.2.3] fica provado. O
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Particao da unidade

O suporte de uma fungao f : R"™ — R é o conjunto

supp(f) :={z € R*| f(z) # 0}.

Ou seja, o suporte é o fecho do conjunto de todos os pontos em R"™ nas quais
a fungao f nao se anula.

Teorema 6.2.4 (Particao da unidade). Seja K C R™ um conjunto com-

pacto e sejam Uy, Us, ..., U, C R"™ conjuntos cobrindo K, ou seja

KcU,UUyU---UU,. (623)
Entao existem fungoes suaves pi,pa,...,pe: R™ — [0,1] tal que vale o se-
gquinte:

supp(pi) C U; supp(pi) € compacto  parai=1,2,....0 (6.2.4)
¢

Zpl(a:) =1 para todos os x € K. (6.2.5)
i=1

Demonstracao. Para K = () vale a afirmacao trivialmente com p; = 0 para
todos os i. Seja K # (). Entao provamos a existéncia dos p; em quatro passos.

Passo 1. Eziste uma funcao suave ¢ : R" — R, tal que ¢(x) > 0 para todos
0os x € R™ com ||z|| < 1, e ¢(x) = 0 para todos os x € R™ com ||z|| > 1.

Uma férmula explicita para uma tal funcao é

1
_ ) e =Iel* caso ||z| <1
T) = ’ ’ 6.2.6
#(z) { 0, caso ||z|| > 1, ( )

para = € R”. Esta funcio pode ser escrito na forma ¢(z) = g(1 — ||z||*), onde
a funcao g : R — R é definida através da féormula

g(s) == e s, caso s> 0,
' 0, caso s < 0,

W =

para s € R. Que g é suave foi mostrado no curso Analise I, e com isso segue
da regra da cadeia que ¢ também é uma funcao suave.
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Passo 2. Fuxiste um numero natural m € N, elementos x1,...,T, € K,
nimeros reais positivos 81, ..., 0m, € indices iy, ... i, € {1,..., 0}, tal que

K C O B(;j (.CE]) (627)

j=1
Bss, (x;) C Uy, para j =1,...,m. (6.2.8)

Para todo elemento x € K sejai(xz) € {1,...,¢} o indice menor com x € Us(y)
e seja 6(x) > 0 o nimero maior no intervalo (0,1] com Byse)(7) C Ui
Entdo vale Bsse(x) C Usy) para todos os € K e os conjuntos By (),
para r € K, formam uma cobertura aberta de K. Como K ¢é compacto, exis-
tem segundo o Teorema[C.1.2lum nimero finito de elementos x1, ..., z,, € K
com
K C Bg(wl)(l’l) U Bg(mz)(ajg) U---u Bg(xm)(mm).

Com 6; = 6(z;) e i; = i(z;) para j = 1,...,m seguem dai as
afirmacoes (6.2.7)) e (6.2.8]) em Passo 2.

Passo 3. Ezxiste uma funcao suave ¢o : R" — [0, 00) com

¢o(z) >0  para todos os x € R™ \ U Bas, (x5)

o (6.2.9)
¢o(x) =0  para todos os x € U Bs,(x;).
j=1
Seja § := min{dy,...,0,,} > 0 e defina oy : R” — [0, 00) através de

oo(z) := inf {Hx -l ‘ y € U ngj(lﬂj)} para x € R".
j=1

Esta funcao é Lipschitz-continua segundo a desigualdade triangular, anula-se
no conjunto U;nzl Bys, (), e no complemento dele possui valores positivos.
Seja ¢ : R™ — [0, 1] uma fungao suave em Passo 1 e defina

i) = [ (667w der ey paraz R

Entao ¢g é suave o que pode-se provar através de diferenciacao parcial dentro
da integral. Demais ¢q satisfaz as condigoes (6.2.9)) em Passo 3.
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Passo 4. Provaremos Teorema|6.2.4).
Para j = 1,...,m definimos a funcao ¢; : R — [0, 1] através de
Xr — QZJ'

o;(x) ::qS( 35 ) para x € R".
j

Aqui ¢ : R" — [0,1] é a fungao suave de Passo 1. Entao ¢; é uma fungao
suave com suporte compacto

supp(¢;) = Bss; (x;) C U, (6.2.10)

Além disso, vale

Zqﬁj(;v) >0  paratodos os x € R". (6.2.11)
=0

J
Pois para z € By;,(7;), j > 0, vale ¢;(x) > 0 e para = ¢ Jj_, Bss,(7;) vale

J

z ¢ U Bos, (x;) = U Bas, (x5)

e neste caso ¢g(x) > 0 segundo o Passo 3. Com isso (6.2.11)) fica provado.
Segundo o Passo 2 vale K C U;n:l B;s;(z;) e dali segue segundo o Passo 3
que ¢g anula-se em K, ou seja

¢o(z) =0 para todos os = € K. (6.2.12)
Parat=1,...,/ seja
Jo={je{l,. .. ,m}|i; =i},
() o= s 0i0)
ijo 9;(z)
A funcado p; : R™ — [0, 1] é bem definida segundo . Além disso, ela é

suave e tem suporte

supp(pi) C | supp(¢;) = | Bas, () C Us.

JE€Ji JE€Ji

6.2.13
para x € R". ( )

Aqui os ultimos dois passos seguem de ((6.2.10)). Para todos os x € K vale
segundo ((6.2.12)) e (6.2.13) a equagdo

Com isso o Teorema [6.2.4] fica provado. ]



248 CAPITULO 6. INTEGRACAO AO LONGO DE VARIEDADES

Definicao da integral

Defini¢ao 6.2.5 (Integral sobre uma variedade).
Seja M C R"™ uma C'-subvariedade d-dimensional, seja B C M wm conjunto
compacto Jordan-mensurdavel com respeito a M, seja N C M um conjunto
Jordan-nulo com respeito a M, e seja f: M — R uma funcao limitada,
continua em M\ N. FEntao a integral de Riemann de f sobre B e o vo-
lume d-dimensional de B sao definidos como seque.

Escolha subconjuntos abertos

U, Us,.... Uy CR"

e fungoes continuas
P15 0255 pe: R® — [0, 1]
as quais satisfazem as sequintes condicoes.
(a) Parai=1,...,{ ainterse¢cio U; N M é um dominio de carta.

(b) Parai=1,...,¢ o suporte supp(p;) € um subconjunto compacto de Us;.
(c) BCU_, U e Xt pi(x) =1 para todos os = € B.

Entdo a integral de Riemann de f sobre B ¢ o numero

l
/des = ;/Em pif dS (6.2.14)

e o volume d-dimensional de B é o numero

L

Voly(B) ::/ 1dS = Z/B o ds. (6.2.15)
i—1 nU;

B

Em Definicao tem-se que dar muito cuidado que as palavras “com
respeito a M7 nao sao omitidas, mais detalhado que trata-se no caso de N
de um conjunto Jordan-nulo com respeito a M e no caso de B de um
conjunto Jordan-mensuravel com respeito a M. Por exemplo, se M é uma
C'-subvariedade d-dimensional compacta com d < n, entdao M mesmo, e
assim todo subconjunto de M, também ¢é um conjunto Jordan-nulo em R",
segundo o Exemplo[5.6.13] Mas geralmente nao podemos integrar uma fungao
continua f : M — R sobre um subconjunto arbitrario de M.
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Comentéario 6.2.6 (A definicao da integral). Tem-se que entender,
conforme Definicao , os somandos no lado direito de (6.2.14: assim:
Como U; "M é um dominio de carta, existe um aberto V; C R* e uma
Cl-parametrizacao ¢; : V; — U; N M. Como supp(p;) N B é um subconjunto
compacto de U; N M, o subconjunto 1; ! (supp(p;) N B) de V; é compacto. Por
isso existe, segundo o Exercicio |5.1.5] um conjunto Jordan-mensuravel com-
pacto K; C R? com v; ! (supp(p;) N B) C K; C V;. Segundo a Definicao m
o conjunto N; := K; N ;'(N) é um conjunto Jordan-nulo e segundo o
Lema o conjunto A; := K; N; (B) é Jordan-mensurdvel. Por isso o
conjunto B; := 1;(A;) = ¢;(K;) N B é Jordan-mensurédvel com respeito a M.
Além disso, vale supp(p;) N B C B;. A fungao ((pif) ov;)g¥i : A; — R é li-
mitada e continua em A; \ N;, por isso Riemann-integravel. Tem-se que en-
tender o i-ésimo somando em ((6.2.14]) como a integral desta fungao sobre A;:

/B e / s = / () () v Tt (@ )T )

Que esta integral é independente da escolha da C'-parametrizacao v; e do
conjunto K, foi provado em Lema [6.1.11]

Comentario 6.2.7 (A integral é bem definida). Provaremos que o lado
direito da equacgao (6.2.14) ¢é independente da escolha dos conjuntos aber-
tos U; e das funcoes continuas p;. Sejam entao Vi,...,V,, C R" conjun-
tos abertos e oy, ...0,, : R" — [0, 1] func¢oes continuas, as quais também sa-
tisfagam as condigoes (a), (b), e (c) em Defini¢ao Ou seja, para todo
j€{1,...,m} aintersecio V; N M é um dominio de carta e supp(p,) um sub-
conjunto compacto de V;, os conjuntos V; cobrem B, e vale > 7 0;(z) =1
para todos os x € B. Entao recebemos

jil/BmVjUjde_jil/Bmvj (im) o;fdS

=1

L m
— o fdS
DY RN

i=1 j=1

l m
— .o fdS
Y 20t

i j=1
L

=1
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Comentario 6.2.8. Na situacao de Definicao [6.2.5] um subconjunto com-
pacto B C M é um conjunto Jordan-nulo com respeito a M se e somente se
¢ Jordan-mensurdvel com respeito a M e de volume nulo Voly(B) = 0.
Exercicio: Prova esta afirmacao; cf. Corolario [5.6.4]

Comentdrio 6.2.9 (Regras de cdlculo). A integral em Definicao [6.2.5]
satisfaz as regras comuns de calculo para a integral, como sao formulados
por exemplo em Teorema [5.3.4] Para ver isso é til introduzir as notacoes

existe um conjunto Jordan-nulo
d-dimensional N C M, tal que
f é continua em M \ N (6.2.16)

F(M)=<f:M—->R

B(M) = {B cCM B é compacto e Jordan- }

mensuravel com respeito a M

Entao % (M) é um espaco vetorial e a aplicagao
f(M)%R:f!—)/de
B

¢ linear para todos os B € #A(M). Ou seja, para todos os f,g € % (M),
todo A € R, e todo B € #B(M) vale

/B(f+g)dS=/deS+/BgdS
/B)\de:/\/deS.

Além disso, vale para todo f € .# (M) e todos os B,C € #(M) com
Voly(BNC) =0

dez/de—i—/de.
BUC B c
Mesmo vale para todo f € .#(M) e todo B € (M) que

F>0 — /fdszo
B

/des g/B|f|ds.

Exercicio: Prova estas afirmacoes com a ajuda de Teorema [5.3.4]

a equacao
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Comentdrio 6.2.10 (Integrais impréprias). Seja M C R" uma C'-
subvariedade d-dimensional nao compacta, seja B(M) C 2M de ,
e seja f € Z (M) uma fungao, a qual é continua no complemento de um con-
junto Jordan-nulo com respeito a M. A funcao f chama-se de (imprépria)
Riemann-integravel se ela satisfaz a condigao

sup /|f\d5 < 0. (6.2.17)

Be#(M) JB
Entao existe exatamente um nimero real ¢ com propriedades como segue.

(i) Para toda sequéncia B; € Z(M) com B; C By Vie M = U2, Bi vale

lim fdS =c.

1—00 B
7

(ii) Para todo £ > 0 existe um By € #(M), tal que para todo B € B(M):

c—/deS' <e.

A existéncia de um tal nimero ¢ € R prova-se exatamente como em Te-
orema [5.8.4, Este nimero ¢ é chamado de integral (imprépria) de f
sobre M e é denotado de fM fdS :=c. Ou seja

BycCcB —

1—00

/ fdS := lim de (6.2.18)

para toda sequéncia B; € B(M) com B; C l%iﬂ VieM=J, B

Comentario 6.2.11. Seja M C R"™ uma subvariedade d-dimensional com-
pacta, seja N C M um conjunto nao vazio e Jordan-nulo com respeito a M,
e seja f: M — R uma funcao continua. Entao vale

/ fds = fdS =lim | fdS
M M\N

1—00 B

para toda sequéncia B; € Z(M \ N) com B; C éi—i—l para todo indice i e
tal que M \ N = J;°, B;. Ou seja, a integral imprépria de f sobre M\ N
coincide com a integral de f sobre M inteiro.
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6.3 Exemplos

Exemplo 6.3.1 (Familias somaveis). Seja M C R" uma subvariedade
O-dimensional. Entdo M é discreto (para todo p € M existe um ¢ >0
com B.(p) N M = {p}), e dai — finito ou infinito — contavel. A topologia rela-
tiva em M é a topologia discreta (todo subconjunto de M é aberto), todo
subconjunto de M ¢é Jordan-mensuravel com respeito a M, e um subconjunto
é compacto se e somente se é finito. A integral de uma funcao f: M — R
sobre um subconjunto finito B C M ¢

/de )

pEB

Uma func¢do f: M — R é portanto absolutamente somavel (ou seja, o
conjunto {»_ z|f(p)|| B C M, #B < oo} ¢ limitado) se ¢ imprépria Rie-
mann-integrdvel, e nesta situagao a parte (ii) em Comentério é preci-
samente a afirmagao de [4, Satz 4.3].

Exemplo 6.3.2 (O caso d = n). Uma C'-subvariedade n-dimensional
do R™ é um subconjunto aberto M C R". Entao V =U N M ¢é para todo
subconjunto aberto U C R"™ um dominio de carta com v =id : V - U N M
como C'-parametrizacao. Nesta situacado um subconjunto compacto B C M
¢ Jordan-mensuravel com respeito a M se e somente se é Jordan-mensuravel
em R", e a integral de uma funcao continua f: M — R sobre B em De-
fini¢ao coincide com a integral em Defini¢ao [5.1.10f A independéncia
da integral da escolha da C''-parametrizacio é exatamente a férmula da trans-
formacgao em Teorema |5.7.11]

Exemplo 6.3.3 (Integrais linhas). Seja M C R™ uma C'-subvariedade
1-dimensional e seja U C R™ um subconjunto aberto tal que U N M é um
dominio de carta conexo. Uma C'-parametrizacao deste dominio de carta é
uma C'-aplicacdo injetiva v : I — R™ num intervalo aberto I C R com ima-
gem y(I) = U N M e velocidade *(t) # 0 para todos os t. Seja A = [a,b] C I
um subintervalo compacto. Entao B := vy(A) é Jordan-mensuravel com res-

peito a M, a funcdo g7 em (6.1.15) é g7 (t) = ||¥(¢)||, e por (6.1.16]) a integral

de uma fungao continua f : M — R sobre B = 7y([a, b]) é a integral linha

/ fds = / 7)) 15(3)]| ds. (6.3.1)

Para f =1 assim Vol;(B) = [, 1dS = L(7]44)) é 0 comprimento da curva.
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Exemplo 6.3.4 (A circunferéncia). O circulo unitédrio
M=S"={(z,y) e R?|2* +y* =1}

¢ uma subvariedade suave 1-dimensional do R?. Defina a curva v : R — R?
através de

~(t) := (cos(t),sen(t)) para t € R.

Esta curva é suave, satisfaz a condigao ||§(t)|| = 1 para todos os t € R, e sua
restricao a todo intervalo aberto (a,b) com b—a < 27 é uma parametrizagao
suave de um dominio de carta em S'. Para ¢ > 0 o conjunto

B. :=([g, 2m — €])

¢ um subconjunto compacto de S!, Jordan-mensuravel com respeito a S!, e
vale

U B- =8\ {(1,0)}.

e>0

Se f:S' — R ¢ uma funcao continua, entao vale

fdS = / fds
5t S {(1,0)}

0

Aqui a primeira igualdade segue de Comentério[6.2.11} a segunda da parte (i)
de Comentéario [6.2.10] a terceira de Exemplo [6.3.3] e a quarta do fato que
|7(t)]] = 1 para todos os t. Disso segue a férmula

27
Voll(Sl):/ 1dS:/ dt = 2
St 0

para a circunferéncia do circulo unitario.
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Exemplo 6.3.5 (Integragao sobre graficos). Seja V C R"~! um subcon-
junto aberto e h : V' — R uma funcao suave. Entao

M = {(z,h(x)) |z = (21,...,20p-1) € V}

é uma subvariedade suave (n — 1)-dimensional do R™. Neste caso M inteiro
¢ um dominio de carta com U :=V xReUNM = M. A aplicagao

V= M:z—9Y(x):=(z,h(z))

¢ uma parametrizacao suave e a matriz jacobiana de 1) no ponto x € V' é

1 0 0
0 :
dy(z)=| e 0 e R(=1),
0 .- 0 1
oh ... _oh Oh
Oz 0xpn_2 OTp_1

Daf o determinante da matriz di(x)"dy(z) € R"=D*m=1) & dado, segundo
o Exemplo através de

detlav(a) (o) =1+ Y (S2@)) =1+ VA,

Com isso encontraremos as equagoes

g"(x) = V1+ [ Vh(2)|?

/Mde:/Vf(m,h(x))\/qu||Vh(x)||2dx1---dmn_1 (6.3.2)

para toda funcao f: M — R, a qual é continua fora de um conjunto
Jordan-nulo com respeito a M e é imprépria Riemann-integrével (Co-
mentario [6.2.10)). Assim a variedade M possui o volume

Vol,, (M) = / V14 [|Vh(z)||?dxy - - dxpyy. (6.3.3)

Isto também possa ser infinito.
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Exemplo 6.3.6 (Integracgao sobre esferas). Parar > 0 e n € N seja
M, =St :={zcR"||z| =r}

a esfera de raio » no R". Entdo M, é uma subvariedade suave (n — 1)-
dimensional do R™ e o conjunto

U ={z=(21,...,2,) €E My |22 =0 = 27 >0}
¢ um dominio de carta, cujo complemento
N, =M \U, ={x € M, |z =0, 2y <0}

é¢ um conjunto Jordan-nulo com respeito a M,. Uma parametrizacao suave
de U, é a aplicacao v, : V — U, com

V= {96Rn_1||91| <m, |0;] <m/2 parai:2,...,n—1}
cos(by) - - cos(0,-1)

sen(6y) cos(fy) - - - cos(60,-1)
sen(6y) cos(63) - - - cos(0y,—1)

Il
<

() (6.3.4)

sen(6,,_2) cos(6,_1)
sen(6,_1)

para 0 = (01,...,0,_1) € V. Nota-se que ||[¢,.(0)|| =7 e cos(f;) > 0 para
1=2,...,n—1etodososf € V, de onde resulta que a aplicacao v, : V. — U,
¢é bijetiva. Mesmo as derivadas parciais de v, sao dois-a-dois ortogonais e
tem a norma

61/)r | rcos(fiy1) - -cos(fy—1), paral <i<n-—2,
R parai=mn — 1.
Daf resulta para a funciao g% () \/ dy,.(0)Tdi,.(0) a férmula

g’ (0) =" g(0), g(0) := cos(6y) cos*(63) - - cos" *(0,,_1).  (6.3.5)
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Dali, segundo a Defini¢ao [6.1.10] e Comentario [6.2.11 a integral de uma
fungao continua f: SP~! — R é dada através da férmula

v (6.3.6)

Particularmente resulta com f =1 a equacao
Vol,,_1 (S 1) = r""*Vol,_(S"1). (6.3.7)

Exemplo 6.3.7 (O volume da esfera unitaria).
O volume da esfera unitdria no R™ é denotado de w, := Vol,_1(S"71).
De (/6.3.5) e (6.3.6) resulta para este volume a férmula explicita

Wy, = Vol,_1(S"™1)

:/ymw

v
w/2 w/2 T
= e / / cos(0y) cos®(63) - - - cos™ 2 (0,,_1) dby - - - df,,_1
—7/2 —n/2J -7
n=2  .r/2
=27 H/ cos®(0) df
k=1 —7/2
para n > 3. Portanto vale
w/2
Wnet = wn/ cos"1(6) do (6.3.8)
—7/2

para todo inteiro n > 2. Para S temos w; = 2 segundo Exemplo e

para S! vale wy = 27 segundo Exemplo[6.3.4] Disso resultam segundo (6.3.8)
as formulas w3 = 27 f:/rz cos(f)df = 47 e wy = 47 fj7/52 cos?(0) df = 27.
Resumindo temos para 1 < n < 4 os valores

wy = 2, we = 2, ws = 4, wy = 272 (6.3.9)
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Uma férmula geral para w,, pode-se deduzir através de inducao com ajuda
da equacao ([6.3.8]). Para isso definimos

w/2

Cp = / cos" 1 (0) do
—m/2

para n € N. Entao vale w,+; = c,w, paratodos os n € N. Paran > 3 resulta

via integracao parcial com f(6) = cos"%(0) e g(#) = sen(f) a férmula

w/2
Cp = / cos"1(0) do
—7/2

/2

= f(0)g'(6)do
—7/2
w/2

= - f'(®)g(6) do

—7/2

/2 )
=(n—2) / cos"?(6) sen(f) df

—7/2
=(n— 2)(cn_2 — cn).

Disso segue

n—2
Cn = Cr
n—1""?
para todos os n > 3 e dai, com ¢; =7 e ¢co = 2,
2% —22k—4 2 2k (k — 1)!
Cop = —— = .29 —
2%k —12k—3 37 3.5 (2k—1)
2k — 12k —3 1 3:-5---(2k—1)
c = cee i = .
LT ok 2k—2 0 2 2k

Disso segue capq10or = 7 € CopCop—1 = 2,3—: e por isso valem wop o = Tway, €
Wogt1 = 2£—f1w%_1. Com w; = 2 e wy = 27 recebemos

27Tk 2k+1ﬂ.k

Wor — m, Wok+1 = 3.5... (2]{} — 1) (6310)

para todos os k € N. A comparagao desta férmula com ([5.6.2) em Exem-
plo da a relagao Vol,(B™) = Vol,,_1(S""!)/n entre o volume da bola
unitaria e da esfera unitaria no R™. Vamos deduzir mais uma vez esta relacao
em Exemplo [6.3.8 num modo diferente e consideravelmente mais simples.
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Exemplo 6.3.8 (Fubini para coordenadas polares).

Seja ¢, : V. — R" a parametrizacao de um dominio de carta na esfera
do raio r em e defina a aplicagao v : (0,00) x V' — R™ através da
férmula (r,z) :=1).(z) para r >0 e z € V. Esta aplicacdo é um difeo-
morfismo ao subconjunto aberto U :={z € R" |z =0 = x; > 0}. Seu
complemento N :=R"\ U = {z € R" |23 =0, x; < 0} é um subconjunto fe-
chado ilimitado. Como ilimitado, o conjunto N nao pode ser um conjunto
Jordan-nulo, porém o que importa é que N intersecta todo subconjunto com-
pacto do R™ num conjunto Jordan-nulo. Segundo o Exemplo [6.3.6 a matriz
jacobiana de v tem o determinante

det(dy(r,8)) = " ¢(6)

para todos os > 0 e todos os § € V', onde a fungao g : V — (0,00) é dada
através de (6.3.5)). Sejam ora 0 < a < b niimeros reais e

I :=a,b], A={z eR"|a < |z| <b}.

Entao resulta da equagao (6.3.6) em Exemplo com ajuda do Teorema
de Fubini (Teorema [5.4.1)) e a férmula da transformagao (Teorema [5.7.11))

para toda funcao continua f : R"™ — R a equacao

/Af(:c)d:c— i Vf(¢<r79))det(d¢(r9))drd9

= [ ([ rwoonmrgwan) ar
_ / ’ (r”_l me dS(x)) dr
:/ab (/S?Ifds) dr.

Com f =1 e a transigao ao limite a — 0 e b = 1 resulta da equagao (6.3.11])

a férmula

(6.3.11)

1
Voln(B"):/ Vol,,_1 (St Y) dr
0
1
= / "L dr Vol,_;(S"™) (6.3.12)
0

1
= Vol ("),
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Exemplo 6.3.9 (Volume esférica e Gamma-fungao).

Se f : R™ — R é uma fungao continua a qual é imprépria Riemann-integravel
ao longo de todo o R", entao resulta da equagao com a transi¢cao ao
limite a — 0 e b — oo a férmula

Rnf(fv) dr = /Doo (/S?I de) dr. (6.3.13)

Esta integral torna notadamente simples, se f é dado através de f(z) =
h(||z]]) para uma fungao h : (0,00) — R, e assim ¢ constante em toda esfera
S*~!. Entao vale

/ h(||:1:||)dx:wn/ " h(r) dr. (6.3.14)
n 0
Para a funcao f(z) := e Il71” resulta da equacao (6.3.14) junto com ([5.8.11])

no Exemplo [5.8.9 a formula

n/2 _ / o—llall? g

=S [ ) Ete T ordy
2 Jo
= % i 527l ds
_“np (ﬁ)
2 2
Disso segue
27Tn/2
n = ———. 6.3.15
= T(nf2) (0:3:15)

Utiliza-se ora a férmula de recursao
Nz +1) =2(x)

para a Gamma-fungao, assim como os valores I'(1) = 1 e I'(1/2) = /7, entao
recebe-se uma terceira prova para a férmula (6.3.10) para w,. (A primeira
prova ¢ a deducao em Exemplo|6.3.7] a segunda prova segue da combinagao

da equagao ([5.6.2) em Exemplo [5.6.15[ com a equacao (6.3.12) em Exem-
ploB35)
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Exemplo 6.3.10 (Integracgao sobre superficies de rotagao).
Sejam zy < z; numeros reais e seja f : (zo,21) — (0,00) uma funcdo suave.
Entao a superficies de rotagao

M= {(z,y,2) ER® |29 < 2 < 21, 2° + y* = f(2)*} (6.3.16)

¢ uma subvariedade suave 2-dimensional do R?. Provaremos que seu contetido
de area é dado pela formula

Voly(M) = 27 /Z1 FVI+ f(2)dz. (6.3.17)
20
Este conteido de area também pode ser infinito.
Para a prova consideramos os dominios de carta

*={(z,y,2) € M| £ 2> 0}.

Entao M™* é o grafico da fun¢ao h : V' — R no dominio
Vi={(y,2) ER* |z <z <z, —f(2) <y < f(2)}
a qual ¢é definida através de
hy,z) =/ [(z)* =y
para (y, z) € V. As derivadas parciais de h sao
oh y oh _ f(2)['(2)

W JIGE—¢ 0: IRy
e dai segue
P FEEE 1 )
f(2)? =y 1—(y/f(2)*

Com isso resulta da equagao em Exemplo a férmula

6.3.3)
Voly (M) :/ ”1i+y];/f B dydz

B G dy/f(z) ) T s
/</ e RAAREAS

vl RCNAIETE

1+ ||Vh(y, 2)|° =1+

Il
\

1—t2
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Com t = sen(f) para —7/2 < 6 < 7/2 resulta a férmula
dt
do

= cos(f) = /1 —sen(0)? = V1 — ¢2

e dali segue
1 dt w/2
/ L. / a6 = .
BEVAR S —n/2

Voly(M™) =7 : f)V1I+ fl(2)*de=.

20
Como Voly(M™*) = Voly(M~) e M\ (Mt UM™) é um conjunto Jordan-nulo
com respeito a M (uniao de dois gréficos), segue equagao (6.3.17)).

Exemplo 6.3.11 (Superficie da bola). Consideramos em Exemplo
o caso especial f(z) =1 —22 com —1 < z5 < z; < 1, entdo M = S(2, 21)
é aquela parte da superficie da bola unitdria no R? a qual é encurtado dos
meridianos nas alturas zg e 2. A derivada de f é f'(z) = —z/+/1 — 22. Dali
segue 1+ f/(2)2 =1/(1 — 2%) e dal f(2)\/1+ f'(2)2 =1. Com isso resulta
da equagao (6.3.17)) a férmula

Voly(S(z0, 21)) = 27(21 — 20). (6.3.18)

Ou seja, o conteudo de drea do segmento S(zp, 21) da superficie da bola é
proporcional a diferenca de altura z; — zy (e que o fator de proporcionalidade
deve ser entao precisamente 27, segue da consideracao de um segmento perto
do equador). Esta observagao origina de Arquimedes. Com zp = —1le z; =1
resulta o conteido de area conhecido ws = 47 da superficie da bola unitaria
no R? (equagao (6.3.9)).

Exemplo 6.3.12 (Superficie do cone). Mais um caso especial é a su-
perficie M = K(r,h) de um cone da altura h sobre uma &rea circular do
raio . Este caso corresponde a 20 =0, z; =h >0¢e f(z) =7r(1 —z/h). A
equacao fornece entao a férmula

. AN A
Voly(K (r, h)) = 27T/0 r (1 - E) 1+ ﬁdz

h
_ T _ %\ 4z
Tr h+7“/02(1 h>h
N =

Portanto vale

(6.3.19)

para a superficie do cone.
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6.4 O Teorema de Gaufl

O Teorema da divergeéncia de Gaufl é o teorema mais importante deste
capitulo. E uma generalizagao do Teorema Fundamental do Calculo para
fungoes de varias variaveis. O teorema cria uma relagao entre a integral da
divergéncia de um campo de vetores sobre uma regiao no R" e uma integral
adequada sobre o bordo desta regiao. Nos provamos o teorema para regioes
com bordo suave, respectivamente com C¢-bordo para um ¢ € N.

Defini¢ao 6.4.1 (Bordo suave). Seja Q@ C R™ um subconjunto suave limi-
tado, seja G C R™ um subconjunto compacto, e seja ¢ € NU {oo}.

(i) Q € chamado de conjunto aberto limitado com C*-bordo (respec-
tivamente com bordo suave no caso de { = o0), se I € uma subvarie-
dade (n — 1)-dimensional de R™ e coincide com 0Q (ou seja, se todo subcon-
Junto aberto U C R™ com U NI # () contem elementos tanto de Q como de
R™\ Q).

(ii) G € chamado de conjunto compacto com C*-bordo (respectiva-
mente com bordo suave no caso de { = ), se G é uma C*-subvariedade
(n — 1)-dimensional de R™ e coincide com G (ou seja, se todo subcon-
junto aberto U C R™ com U NOG # O contem elementos tanto de G como
de R"\ G).

Comentario 6.4.2. Para o entendimento da Defini¢ao poderiam ser
util as seguintes anotagoes.

(i) Seja Q um subconjunto aberto de um espaco métrico M e seja G := (0.
Entdo vale Q C G e G C 0f), assim como §) = G < 0G = 99.

(ii) Seja G um subconjunto fechado de um espago métrico M e seja (2 := G.
Entao vale 2 C G e 992 C 9G, assim como ) = G < 00 = 0G.

Exemplo 6.4.3. (i) Seja Q:={z € R"|0 < ||z|| <2, ||z| # 1}. Entao Q
é aberto e seu bordo é uma subvariedade suave. Embora vale 9Q C 9Q e
por isso §2 nao é um “conjunto aberto com bordo suave”. Ainda assim seu
fecho G := Q é um conjunto compacto com bordo suave.

(ii) Seja B C C o disco unitario fechado e defina G := BU[1,2]. Entao o
bordo OG = S* U [1,2] C C nao é uma subvariedade. Ainda assim seu inte-
rior Q=G = B é um conjunto aberto com bordo suave.

(iii) Seja G C R™ uma subvariedade suave compacta nao-vazia de dimensao
d < n. Entdo G = G 6 uma subvariedade suave, embora vale 9G = 0 C G
e por isso GG nao é um “conjunto compacto com bordo suave”.
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Vamos caracterizar em Lema conjuntos abertos com C*-bordo.

Lema 6.4.4. Seja U C M um subconjunto de um espago métrico (M, d),
seja V- C R™ um subconjunto aberto convero de R", e seja

Od=(f1,...,¢n): U=V

um homeomorfismo. Definimos
U":={pecU]|gup) >0}
U ={peU|d.(p) =0} (6.4.1)
U™ :={peUldnlp) <0}.

Seja 2 C M mais um conjunto aberto com

UnoQ =0’ (6.4.2)

Entao valem as afirmacoes
UtnQ#£10 — Ut cq, (6.4.3)
U NQ#0D == U~ cq. (6.4.4)

Demonstragao. Seja I := 0, 1] e sejam

pelUrnQ, z:=¢p), qeU"  y:=20¢(.

Entao (1—t)z+ty € V paratodos os t € I, porque V' é um conjunto convexo,
evale x, > 0ewy, >0, porque p,g € UT. Sejay:I — U a curva

Y(t) == ¢ (1 —t)z + ty) parat € I.
Esta curva é continua, como ¢ ¢ um homeomorfismo. Demais

On(Y(t) = (1 = t)zy + ty, >0 para todos os t € I,

e disso segue 7(t) ¢ 00 para todos os t € I segundo (6.4.1)) e (6.4.2). Daf
segue y(t) € Q <= ~(t) € Q para todos os t € I, e dali o conjunto

A={tel|yt)eQ}t={tel|(t) €}

é tanto [-aberto, como [-fechado. Além disso, este conjunto nao é vazio,
porque ¥(0) =p € Q e dai 0 € A. Disso segue A = I, como I é conexo (Te-
orema [B.2.2)). Por isso 1 € A, e isso significa ¢ = v(1) € Q. Com isso ([6.4.3)
fica provado. A afirmagcao segue ora através de reversao de sinal de ¢,,.
Com isso o Lema [6.4.4] fica provado. ]
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TN
N

Figura 6.6: Um conjunto aberto com bordo suave.

Lema 6.4.5 (Bordo suave). Seja 2 C R™ um conjunto aberto limitado e
seja £ € NU {oo}. Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalente.

(i) Q € um conjunto aberto limitado com C*-bordo.

(ii) 9Q ¢ uma C*-subvariedade (n—1)-dimensional de R™ e para todo xo € OS)
existe um & € R™ e um 6 > 0 com

& ¢ T.,09, xo + t& ¢ Q para todos os t € |0, ). (6.4.5)

(iii) Para todo xy € 002 existem conguntos abertos U,V C R™ com xy € U e
um C*-difeomorfismo ¢ : U — V (Figum com

pUNIY) ={yeV|y, =0}, o(UNQ)={yeV]|y,<0}. (6.4.6)

(iv) Para todo xy € 09) existe um conjunto aberto U C R™ com xo € U e uma
C*-fungdo g : U — R com Vg(x) # 0 para todos os x € UNON e

UNoQ={xeU|g(x)=0}, UnNnQ={xeU|g(z)<0}. (6.4.7)

Demonstragio. Provaremos (i) == (ii). Seja entdo 092 = 9Q uma C*-
subvariedade (n — 1)-dimensional de R" e seja o € 9. Entdo existe um C*-
difeomorfismo ¢ : U — V entre subconjuntos abertos U,V C R" com zy € U,
tal que V' é convexo e U NI = UY (em notagao de Lema. Disso segue
que um dos conjuntos UT N e U™ N tem que ser vazio, porque senao
seja U C Q segundo o Lema e assim xp nao seja um ponto do bordo
de Q. Se Ut NQ = (), entdo todo vetor & € R"™ com de, ()& > 0 satisfaz a
condigao (6.4.5). Se U~ NN = (), entao todo vetor & € R™ com dg,, ()& < 0
satisfaz a condigdo (6.4.5). Entao Q satisfaz a condigao (ii).
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Provaremos (ii) = (iii). Seja zo € Q. Como O ¢ uma C*-subvariedade
(n — 1)-dimensional, existem conjuntos abertos U,V C R™ com xy € U e um
C!-difeomorfismo ¢ : U — V com

p(UNON) ={y eV |y, =0}
ou seja U N 0N = U° em notacao de Lema [6.4.4 Além disso, vale
7,00 = (o) (R x {0}).

Através de diminuir U,V se necessario, podemos supor que V é convexo.
Ora, sejam &, € R™ e 6 > 0 escolhido tal que vale (6.4.5)). Como &y ¢ T,,012,
vale do(xg)& & R" x {0}. Dali dg, (7)€ # 0 e, no que substituimos ¢,

por —@,, se necessario, podemos supor que

d¢n($0)§0 > 0.

Disso segue ¢, (xo + t&) > 0 para pequenos t > 0. Se 0 <ty < J seja tao
pequena que xg + to&g € U e ¢n(xo + to&o) > 0, entdao zo + to&p € U \ Q2 na
notagao de Lemal[6.4.4] Entdo Ut ¢ Qe dai Ut NQ = () segundo Lemal6.4.4]
Como (UTUU%) NQ =0, a intersecao U~ N # () tem que ser vazia, e disso
segue U~ C Q segundo o Lema [6.4.4, Portanto

UnQ=U"

e com isso vale (ii).

A implicacao (iii) = (iv) segue imediato com g := ¢,,.

Provaremos (iv) = (i). Seja x¢ € 052 e seja g : U — R como em (iv).
Entao a interse¢ao de 0§2 com uma vizinhanga suficientemente pequena de x
é a pre-imagem de um valor regular sob uma C*funcao real, e dai uma C*-
subvariedade (n — 1)-dimensional. Além disso, vale

xo +tVg(xg) € U, g(xo +tVg(zg)) >0

para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno. Portanto x4 tVg(z) ¢ Q para
todo tal t segundo (6.4.7), e dali segue zo = limpo(z0 + tVg(20)) € 0Q. Com
isso temos mostrado que 99 C 9Q. A inclusdo reversa vala para todo con-
junto aberto €2 segundo a parte (i) de Comentério m Portanto 9Q = 99
e com isso €2 satisfaz a condigao (i). Com isso o Lema fica provado. [
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Lema 6.4.6. Seja Q2 C R™ um conjunto aberto limitado com C*-bordo. Entdo
existe um conjunto aberto U C R™ com 0Q C U e uma C*-funcio g : U — R
com as propriedades

Vg(x) #0  para todos os x € OS2 (6.4.8)
UNoQ={zeU|g(z) =0} (6.4.9)
UNQ={zeU|g(x)<0}. (6.4.10)

Demonstracao. Como 2 é limitado, e dali €2 compacto, existem segundo

a definigao (parte (iii) de Lema e Teorema [C.1.2] conjuntos abertos
Ui,...,Uyx com 0f) C UiNlei e C*-funcoes ¢; : U; = R parai=1,...,N, as
quais tem 0 como valor regular e satisfazem . Segundo o Teoremam
existem fungoes suaves p; : R™ — [0, 1] com suporte compacto, as quais sa-
tisfazem as condigoes supp(p;) C U; parai=1,...,N e

N
Z pi(x) =1 para todos os z € 0.

=1

Entao

U::{xE]R”

sz(:v) > 0} C UUZ-

¢ um conjunto aberto, o qual contem 0f2, e a funcao

N
g:=> pigi:U—R
=1

satisfaz as afirmages do lema. Se x € UNAJSY, entao todo somando
pi(x)g;(x) com zx € U; iguale nulo. Se x € UNYS), entdo todo somando
pi(x)gi(x) com x € U; é menor ou igual nulo e pelo menos um é negativo.
Se x € U\ Q, entdo todo somando p;(2)g;(x) com x € U; é maior ou igual
nulo e pelo menos um é positivo. Disso seguem as equagoes ((6.4.9)) e (6.4.10)).
A afirmagao ((6.4.8)) vale, porque g;(x) = 0 para todos os x € U; N IS e os ve-
tores Vg;(z) e Vg;(x) para x € U; N U; N 02 sdo multiplos positivos um do
outro. Com isso temos provado o Lema [6.4.6] O
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Figura 6.7: O campo de normais unitarias exteriores.

Lema 6.4.7 (O campo de normais unitarias exteriores). Seja 2 C R”
um conjunto aberto limitado com C'-bordo. Entdo vale o sequinte.

(i) Para todo x € OS) eviste exatamente um v(z) € R™ (Figura[6.7) com
(@)l =1, v(z) LT:09,

6.4.11
x +tv(x) ¢ Q para pequenos t > 0. ( )

(ii) A aplicagdo v : 9Q — S™! em (i) € continua.

(iii) Se Q tem um bordo de classe C*, entdo existe um conjunto aberto
UCR" com Q0 C U, tal que pode-se estender a aplicacdo v : 9 — S*1
a uma C*-aplicacio de U a S" .

Demonstracao. Seja g : U — R uma funcao que satisfaca as condicoes de
Lema m Entao 0 é um valor regular de g com 92 = ¢~*(0) segundo (/6.4.8)
e (6.4.9). Dai vale T,,000 = Vg(z)* para todos os z € JQ. A existéncia em
parte (i) segue de Lema com

V(a) = 29T (6.4.12)

IVg()]
Este vetor tem a norma um, e ¢ ortogonal a 7,,0€2. Demais (Vg(z),v(x)) =
|Vg(z)|| > 0 e daf segue g(z + tv(z)) > 0, e dal x + tv(z) ¢ Q por (6.4.10),
para todo t > 0 suficientemente pequeno. Também segue g(z¢ — tv(zg)) < 0
e dali zg — tv(zg) € Q para todo t > 0 suficientemente pequeno. Como exis-
tem s6 dois vetores unitarios em (75,,00)%, com isso parte (i) fica provado.
A continuidade em parte (ii) também segue diretamente da férmula
e da continuidade das derivadas parciais de g. Em parte (iii) a existéncia de
uma C* !-extensdo também segue diretamente da férmula ((6.4.12)), como a
fungéo ¢ pode ser escolhido segundo o Lema [6.4.6], tal que é ¢ vezes continu-
amente diferenciavel. Com isso Lema fica provado. ]
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Definigao 6.4.8. Seja Q0 C R™ um conjunto aberto limitado com C*-bordo.
A funcao v : 092 — S"! em Lema ¢ chamado do campo exterior
de normais unitarios de 2. Também € chamada da aplicacao de Gaufl
de Q.

Teorema 6.4.9 (Teorema da Divergéncia de Gauf}). Seja Q@ C R™ um
conjunto aberto limitado com C'-bordo, seja v : 00 — S*1 o campo exte-
rior de normais unitdrios, seja W C R™ um conjunto aberto com Q C W,
seja f: W — R™ uma C'-aplicacao, e seja

div(f) := Zn: O . W =R, (fv) = Zn:fiyi 00 — R.
=1

o0x;
i=1 v

Entao vale

/ﬂ div(f) = /6 fyas (6.4.13)

Demonstracao. Primeiro seja mencionado que de €2 trata-se de um conjunto
Jordan-mensuréavel do R”, porque seu bordo é uma C*‘subvariedade com-
pacta (n — 1)-dimensional de R™ e por isso, segundo o Exemplo é
um conjunto Jordan-nulo. Como f é continuo em uma vizinhanca do con-
junto €, portanto a integral no lado esquerdo da equacio é bem
definido (Definicao 5.5.2)).

Provaremos o teorema de divergéncia para ja para fungoes com suporte em
uma vizinhanga suficientemente pequena de um ponto do bordo. Seja entao
dado zp € 99). Entao existe segundo a hipétese (parte (iii) de Lema
um conjunto aberto U C W com xy € U e uma C'-aplicacao ¢g: U — R
com Vg(xg) #0 e

UNnoQ={zeU|g(z)=0}, UnQ={zeU|g(x)<0}.

Como Vg(zy) é nao-nulo, podemos supor sem perda de generalidade que
0g/0x,(x9) > 0. Mais detalhado, plenamente é possivel que dg/0x,,(zo) = 0;
neste caso existe um i € {1,...,n — 1} com dg/0x;(xo) # 0; através de per-
mutar as coordenadas x; e x, recebemos entao dg/dx, (o) # 0; de seguida
podemos ainda substituir x,, por —x,,, se necessario, para receber a desigual-
dade dg/0x,(z) > 0. Depois estas preparagoes ¢ satisfaz as condigoes

g(zg) =0, (x9) > 0. (6.4.14)

oz,
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b
No—
X0
a
U’

Figura 6.8: Uma vizinhanca de um ponto de bordo.

Neste ponto ¢é 1til introduzir a notacao
:B/ = (zla s 7'1:71—1) S Rn_la r = (mla s 7'1771) = (gjla'xn) € R™.

Particularmente x, € R"™! é o vetor cujas coordenadas coincidem com as
primeiras n — 1 coordenadas de xqy e gy, € R é a iltima coordenada de x,
ou seja xg = (x(, Ton). Entdo segue das condi¢oes em ((6.4.14) que existem
numeros reais a < b com

0
a<xon <b, {xp} x[a,b] CU, %( 0, Tn) > 0 para todos os x, € [a,b].

Como g(xy, xon) = g(xg) = 0, entdo segundo o Teorema do Valor Médio vale
g(zg,a) <0< g(xg,b).
Por isso existe um conjunto aberto U’ C R*~! (Figura com

z, €U, U' X [a,b) CU
dg
ox,,
g(2',a) <0< g(2',b)  para todos os 2’ € U'.

(r) >0  para todos os x € U’ X [a, ]] (6.4.15)

De (6.4.15)) segue segundo o Teorema do Valor Intermediario e o Teorema do
Valor Médio que para todo 2’ € U’ existe exatamente um nimero real h(x’)
com

a < h(z') <b, g(2' h(z")) = 0. (6.4.16)

Segundo o Teorema da Fungao Implicita em Capitulo [3] a funcdo h : U" —
(a,b) definida assim é continuamente diferencidvel (veja a Figura[6.9).
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O vetor unitario exterior no ponto (z',h(z')) € 9 nesta situacdo é o
vetor unitario unico, o qual é ortogonal ao grafico da derivada de h no
ponto ' € U’, e cujo n-ésima coordenada é positiva. Isto é o vetor v(z’, h(z'))
de R™ com as coordenadas

ih(z')

vi(2' h(z)) = parai=1,...,n—1
\/1 VR
] (6.4.17)
vp(2' h(x')) =
V1+ V@)
b =0

U’
Figura 6.9: O bordo como grafico de uma funcao h : U — (a,b).

Ora, seja f : R™ — R"™ um campo de vetores continuamente diferenciaveis,
cujo suporte é contido no conjunto aberto U’ x (a,b). Entao a integral da
funcdo (f,v) : 92 — R ¢ dada segundo ([6.4.17) e Exemplo[6.3.5] pela férmula

/m<f,y>d5

= // ; fi(a', h(2"))v(2, h(x'))\/l + ||Vh($/)H2 da’ (6.4.18)

// <fn 2 h(x ZfZ 2 h(x g;i(x')> dx’

e a integral de div(f) sobre € é segundo o Teorema de Fubini (Teorema [5.4.1])
a integral iterada

/le Z/,/ " 3]‘} (2, x,) dx,, da'. (6.4.19)
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A mostrar é ora que as duas integrais em ((6.4.18) e (6.4.19) coincidem.
Para ¢ = n recebemos segundo o Teorema Fundamental do Célculo a seguinte
féormula

h(z")
/ gin <x/’xn) dx” = fn(x/>h($/)) - fn(ﬂf/;(l)
= fu(@, h(2)).

Através de integracao sobre 2’ € U’ resulta disso

/ On _ [ ¢, ds

o Oy, GlY)

Para:=1,...,n—1 e todo nimero real t o Teorema Fundamental do Calculo
fornece a férmula

0 / / o
; axifz(x ,t+ h(z"))da" = 0.

Através de integragao sobre ¢t € (—o0, 0] encontraremos entao

0= / 0 . aizfi(xl,t—kh(:c’))dx’dt
/ / (gi («',t + h(z')) + sgi(ac/,t+h(x’))§£(x’)> da' dt
// gi: (2.t + h(z')) dtda’
+/ ( gtfz(:r t+ h(z ))dt) gZ(x')dI/

3fz ,
/// . (o', z,) dr,dx

/ / ah / /
| B () 5@ do
i _ fiv; dS.

Q Ox; 0

Com isso o Teorema de divergéncia de Gauf} fica provado para todo campo de
vetores continuamente diferenciavel f : R™ — R™ com supp(f) C U’ x (a,b).

Resumindo temos mostrado que todo ponto do bordo de €2 possui uma
vizinhanca aberta U C W tal que o Teorema de divergéncia de Gauf é valido
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para todos os campos de vetores com suporte em U. O mesmo vale para pon-
tos xo em (), como ambas integrais em anulam-se para C'-funcoes
cujas suportes sao contidos numa vizinhanga aberta U(xg) C ) suficiente-
mente pequena. Como € é um subconjunto compacto do R™, segue disso
segundo o Teorema que existem um nuimero finito de subconjuntos
abertos Uy, ..., Uy C W, tal que

QcUuUlU,U---UUy

e tal que vale a equagao (6.4.13)) paratodoi € {1,..., N} e todo campo de ve-
tores continuamente diferencidvel f : R™ — R™ com supp(f) C U;. Segundo
o Teorema existem fungoes suaves

pl,...,pNiRn—) [0,1]
com suporte compacto, as quais satisfazem as condi¢oes

supp(p;) C U; parai=1,...,N

N
Z pi(x) =1 para todos os = € Q.
i=1

Seora f: W — R"™ é um campo de vetores continuamente diferenciavel qual-
quer, entao vale (|6.4.13]) para cada um dos campos de vetores p; f e dali segue

[ aitn = [ aiv (ipf)
- i JRn
- fj | wswyas
- /mif;pr,w as

= / (f,v)dS.
o0
Com isso o Teorema fica provado. n
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6.5 Mais exemplos

Exemplo 6.5.1 (Operador de Laplace — Laplaciano). O operador de
Laplace, ou o Laplaciano, no R™ é o operador diferencial de segunda ordem
0? 0?
A=—+4-+—. 6.5.1
0x? L 02 ( )
Seja ora £2 C R™ um conjunto aberto limitado com bordo suave.
Uma C?-funcao real u : U — R definida num subconjunto aberto U C R”"
chama-se de harménica se Au = 0. Para toda C*-funcao u : U — R e toda
C'-funcao v : U — R vale

div(vVu) = vAu + (Vov, Vu). (6.5.2)

Para ¢ € N chamamos u : U — R uma C*%funcao em U, se pode-se
estender-la a uma C*-funcdo em um subconjunto aberto do R™ contendo U.

Se u : 0 — R é uma C'-funcdo, entdo chama-se de derivada normal de
u a derivada de u em direcdo do campo exteriores de normais v : 02 — R.

Denotamos ela de p
az (Vu,v) : 99 — R.

Com isso recebemos de Teorema e equagao (6.5.2) comv=1ev=u

para toda C2-funcio u : Q — R a férmula

/Au- —dS (6.5.3)
8Q

e a primeira identidade de Green

/HVuH / —dS /QuAu. (6.5.4)

A equacao mostra que toda C?-funcdo harménica u : Q@ — R, a qual
anula-se no bordo, anula-se em () inteiro, porque ela é constante em todo
componente conexo de Qe cada uma tal componente conexo contem um
ponto de bordo. A equacao mostra que a derivada normal de uma
C?-funcdo harmoénica u : Q — ]R tem medla nula sobre o bordo. Mais uma

equagdo importante, a qual segue de e Teorema [6.4.9 para duas C2-
funcoes u, v : 2 — R, é a segunda identidade de Green

/Q (uhv — vAu) = /a ) (ug - %> ds. (6.5.5)
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Exemplo 6.5.2 (Volume). A divergéncia do campo de vetores f(z) =z é a
fungéo div(f) = n constante e com isso vale [, div(f) = nVol,(Q2). Segundo
o Teorema [6.4.9| resulta dai para todo conjunto aberto limitado 2 C R” com
C'-bordo a férmula

VdAQ):;;AQ@;wx»dS@) (6.5.6)

Se ) = B™ C R" é a bola unitaria aberta, entao 9€) = S*~! é a esfera unitdria
e neste caso o campo exterior de normais unitérios v:0Q — St é aiden-
tidade v(z) = z. Com isso resulta de a equacao

1
VOln(Bn) = EVOInfl (Sn_l)

e com assim temos encontrado mais uma prova da equagao ((6.3.12)).

Exemplo 6.5.3. Seja 2 C R® um conjunto aberto limitado com C*-bordo,
seja a € R"\ 9, und sei f : R"\ {a} — R" o campo de vetores

f) = e TERN\a}
Entao vale
af; 0 x; —a; 1 n(z; — a;)?
T T P A PR L PRI
parat=1,...,n e dai

(@iv())(2) = T = D % =

[z —all® |

Para a € R" \ Q segue disso segundo o Teorema a equacao

/m%cw( )= / v)dS = /le

SeacQer>0com B,(a)={r € R"| ||z —al <r}CQ, entdo 2\ B,(a)
é um subconjunto aberto limitado do R™ com C*'-bordo

A(Q\ B.(a)) = 9Q U B, (a).

Para z € OB, (a) o vetor v(z) = — ||z —al| ™" (z — a) é o vetor unitdrio normal
exterior com respeito ao conjunto aberto Q\ B,(a) (veja a Figura|6.10)).
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Figura 6.10: O Teorema de Gaufl para o complemento de uma bola.

Com isso resulta de Teorema [6.4.9] a equacao

= div

! /Q\Br(a) (f)
e [ U@a—a
- [ wnas /aw fe—ay @

:/m<f,z/>d8—wn.

Resumindo recebemos a formula
1
L[ et
Wn Joo |lT— CL||

Em caso n = 2 pode-se ver a integral como nimero de circulagao de 92 em
torno de um ponto a no complemento do bordo. (Compare Exemplo m)

1, paraa €,

0, paraa€R™\Q. (6.5.7)

Exemplo 6.5.4 (Eletrodinamica). Sejam dado m pontos ay, ..., a,, € R3
dois-a~dois diferentes. Suponhamos que encontre-se uma carga elétrica da
intensidade ¢; € R no ponto a;. Estas cargas geram um campo elétrico o
qual opera com a forca

Z Mo S (6.5.8)

_al

em uma carga elétrica unitdria positiva no ponto = € R"\ {ay,...,a,}. Se
Q) C R3 é um conjunto aberto com C'-bordo 92 C R?\ {ay,...,ax}, entdo
resulta-se de (6.5.7)) com w3 = 47 a férmula

/ (E,v)dS = Zq,/ — iy >dS(LU) :47TZqi. (6.5.9)
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O fluxo de carga sobre o bordo de Q é portanto 47 vezes a carga total na
regiao 2 (Figura|6.11]).

Figura 6.11: Fluxo elétrico de carga.

Exemplo 6.5.5 (Contetido de area). Seja {2 C R? um conjunto aberto
limitado com C'-bordo, tal que o bordo 9§ é conexo. Entdo existe uma
Cl-aplicacao v : R — 9 com

A(t) # 0 vt +1) =~(t) para todos os € R

tal que a aplicacdo |1 : [0,1) — OS2 é bijetiva. (Para uma prova veja [3].)
Esta parametrizacao de 0f2 pode ser escolhido tal que a curva 7 passa pelo
bordo de €2 em sentido anti-horario. Escrevemos v(t) =: (x(t),y(t)), entao
o vetor unitdrio normal exterior de 2 no ponto (t) € 90 é dado nestes
hipéteses através da formula

(veja a Figura [6.12)).

Figura 6.12: O contetido de area como integral sobre o bordo.
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Como em Exemplo consideramos o campo de vetores f(x,y) =
(z,y) em R% Entao segue de Teorema com ajuda da integral linha em
Exemplo [6.3.3] a equacao

Voly(Q) = % /Q div(f)

1

1

1 (6.5.10)
= —/0 (fr@), v(y@O)) ()] dt

2

Consideramos o disco unitdrio aberto Q = B? C R? com a parametrizacao
v(t) := (cos(2mt),sen(27t)) do bordo 9B* = S!, entao resulta mais uma vez
a férmula Voly(B?) = 7 para o contetdo de 4rea.

Chama-se de “integral da 1-forma %(a:dy — ydz) ao longo da curva 7”7 o
ultimo termo em . Esta formulagao sera tratado com mais detalhe
em Capitulo [7] Como vamos ver, é extremamente ttil traduzir o Teorema
de divergéncia de GauB} a lingua das formas diferenciais. Nem s6 lida esta
tradugao a uma generalizagao natural no Teorema de Stokes (Teorema,
mas sim pode-se deduzir certas aplicacoes muito mais facil com o formalismo
das formas diferenciais, em contraste a formulacao com a divergéncia de
campos vetoriais. Um exemplo disso é o teorema de retragao (Teorema [7.6.5)
no proximo capitulo.
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Capitulo 7

Integracao de Formas
Diferenciais

O objetivo deste capitulo é definir a integral de uma forma diferencial de
grau d sobre uma subvariedade M C R" orientada e d-dimensional. Para
isso precisa-se primeiramente uma introducao as nogoes de formas alterna-
das (Segao e formas diferenciais (Segao , assim como a nocao de
orientacao de uma subvariedade do R"™ (Secao . A integral sobre uma
subvariedade serd introduzido em Secao [7.4l O resultado mais importante
neste capitulo é o Teorema de Stokes o qual serd provado em Secao [7.5
Neste capitulo consideramos exclusivamente subvariedades suaves sé, sem
mencionar isso em cada um caso.

7.1 Formas alternadas

Nesta Secao X,Y,Z sao espacos vetoriais reais de dimensao finita. Para
k € N denotamos de S, o grupo das permutagoes, ou seja das aplicagoes
bijetivas
o {l,... k}—={1,..., k}.
A paridade de uma permutacao o € Sy é o nimero
e(0) = (=" w(o) = {(i,4) |1 <i<j <k a(i)>a(j)}

Um elemento (7, ) de v(o) é chamado de inversao na permutagao o. A
paridade defina um homomorfismo de grupos

279
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Definicao 7.1.1. Seja k € N. Uma aplicacio multi-linear w : X* —
R chama-se de k-forma alternada se ela satisfaz para todos os 1,7 €
{1,...,k} comi < j etodos os&,...,& € X a condigdo

w(&la <. 752'7176]'762#17 v 75j717€i7€j+17 R 75]6) = —W(gl, s 75]6)

Uma 0-forma alternada em X ¢é um numero real por defini¢ao. Para k € N
o conjunto das k-formas alternadas em X ¢ denotado de

AX* = {w - XF SR | w € uma k-forma alternada} .
Isto € um espaco vetorial real. Para k =0 resulta
AX* =R
e para k = 1 resulta A'X* = X* = L(X,R) - 0 espago dual de X.
Exercicio 7.1.2. Para todo & € N o A¥X* é um espaco vetorial real.

Exercicio 7.1.3. Uma aplicacio multi-linear w : X* — R ¢ uma k-forma
alternada se e somente se satisfaz a condigao

W), -1 &oy) = e(d)w(&r, ..., &)

para toda permutagao o € Sy e todos os vetores &;,...,& € X. Dica 1:
Se 0 € Sk é uma transposigao, entao vale (o) = —1. Dica 2: Toda per-
mutacao pode ser escrito como composicao de transposigoes.

Exercicio 7.1.4. Seja w € A*X* e sejam &;,...,& € X linearmente de-
pendente. Entao vale w(&y,...,&) = 0. Particularmente segue disso que
Ak X* = {0} para k > dim X.

Exemplo 7.1.5. Seja X =R™ e k € {1,...,n}. Para uma k-tuplo ordenada
I=(iy,... i) € N, 1<iy<ig<---<ip<nm,

definimos a aplicacdo dz : (R™)* — R através da férmula

d%[(fl, &2, - 7576) := det ((5#%)271/:1)

para §, = ({u,...,&m) € R*, p = 1,... k. Segue das propriedades do
determinante que dr; é realmente uma k-forma alternada em R"™ (veja o
Apéndice @
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Parak=1el =1i¢€ {l,...,n} aaplicagdo dz; : R* — R é a projegao na
1-ésima coordenada, ou seja

O conjunto das k-tuplos ordenadas em {1,...,n} denotamos de
Ti(n) == {I = (i1,...,ix) ENF|1 < iy <ip <+ <ip<n}.

O ntmero de k-tuplos ordenadas em {1,...,n} é

Para k = 0 é til utilizar as convengoes Zy(n) := {0} e dzg :=1 € R.

Lema 7.1.6. Sejane N e k€ {0,1,...,n}. FEntio as k-formas alterna-
das dx; para I € Ty(n) formam uma base de A¥(R™)*. Particularmente vale

dim AF(R")* = <">
k
Demonstracao. Para k = 0 a afirmacao do lema segue direto das definigoes.

Seja k>1 e seja eg,...,e, a base padrao do R”. Entao vale para todos
os I,J € Iy(n) com J = (ji,...,Jk) & equagao

1, caso I = J,
dxj(ejl,...,ejk) = 51J = { 0. caso I 7& J (711)

Seja ora dado w € AF(R")* e uma aplicagao Zy(n) — R : I — a;. Entao vale

B ar =w(e;,...,e;)
w= ), ady =y Y (7.1.2)

1€Ty (n)

Para mostrar isso escolhemos uma k-tuplo J = (j1,...,Jx) € Zx(n) e valo-
rizamos as k-formas w e ) ;ardr; nos vetores (ej,...,e; ). Por causa
de recebemos para ambas k-formas a mesma resposta se e somente
se w(ejy,...,€j,) = ay. Por outra parte coincidem dois k-formas em R" se
e somente se coincidem em toda k-tuplo de vetores de uma base. Com isso
temos mostrado ((7.1.2]).

Segue diretamente de (7.1.2)) que as k-formas dz; formam uma base de
AF(R™)*. Com isso o Lema fica provado. O
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O produto exterior

Definicao 7.1.7. Sejam k,/ € N. O produto exterior de o € A*X* ¢
B € NX* ¢ a (k+ {)-forma alternada o A B € A+ X*, a qual é definida
através de

(@AB) (& Guwe) == Y £(@)al&oqr), - - o) B(Eotisn)s - - > Eotirr))

o€kt
para &1, ... ke € X Aqui denotamos de
Sie={0 € Spie|lo(l)<---<ok),ok+1)<---<oa(k+10)}
o conjunto dos (k,()-“shuffles”. Para c € A°X* =R e w € A*X* definimos
CAw:= cw.

Exemplo 7.1.8. Sejam o, 3 € A'X* e w € A2X*. Entao vale

(@ AB)En) = a(§)B(n) —an)B(E),
(a A w) (57 n, C) = Oé(f)(x)(?], C) - 0‘(77)“)(57 C) + Oé(()w(éa 77)

para todos os £,1,¢ € X.

Lema 7.1.9. Sejam k,¢,m € NU {0}.
(i) A aplicacao

ARFX x AX* = AMTEX (0, B) = a A B

¢ bi-linear.
(ii) Para a € A*X* e B € A*X* vale

BAa=(—DFang.
(iii) Para o € A*X*, B € A'X*, e v € A" X* vale
(@AB)Ay=aA(BA).
(iv) Para aq,...,ap € N'X* e &y, ..., & € X wvale
(L A Aag)(En, ... &) = det ((ay(gu))ZV:l) . (7.1.3)

(v) Para I = (iy,...,1) € Zx(n) vale
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Demonstracao. As afirmagoes (i) e (i) seguem imediatamente da definigao
do produto exterior. Para a prova de (iii) definimos

o(l) <. <o(k),
Sk,g,m =40 € Skirem O'(k?—i-l) < .- <O'<k+£),
ok+l+1)<---<ok+{+m)

Entao ((aAB)AY) (&, -y Eprorm) € (@A (BAY)) (&, - -y Eptrorm) SA0 ambos
igual a expressao

Z e(a)a(otys - - &) Bothrr)s - - - Eothr) Y Eothrtr)s - - > Eo(hterm))

(e

onde a soma corre sobre todos os 0 € Sj¢.,. Disso segue a associatividade
do produto exterior.

Se iteramos a férmula na prova de (iii), entao resulta através de indugao
a equagao

(@ A A &) = ) el0)an(Eom) - arléow)

o€Sk

= det ((Oéu (fu))i,yzl)

para aj,...,ar € X* e &, ..., € X. Isto prova (iv), e com X = R" e
o, = dz;, segue disso a parte (v). Com isso o Lema fica provado. [

Exercicio 7.1.10. Seja X = R?" com coordenadas x1,...,Tn,Y1,...,Yn €
w:=dxy Ndy + - - -+ dw, A dy, € A*(R*™)*.
Entao a férmula
W= (=) D2 ey A Adag Adyy A A dyy.

mostra o produto exterior de w com si mesmo n-vezes.

“Pull-back” - buscar

Definicao 7.1.11. Seja A : X — Y wuma aplicacdo linear e w € A¥Y*. A
k-forma alternada buscada através de A ou o pull-back de w sob A
¢ denotada de A*w € A*X* e definida através da formula

(A*w) (&1, &) = w(AELy, ..., A)
para &1, ..., & € X



284 CAPITULO 7. INTEGRACAO DE FORMAS DIFERENCIAIS

Lema 7.1.12. Sejam A: X — Y e B:Y — Z aplicacoes lineares.
(i) A aplicagdo A*Y* — A*X* 1w — A*w € linear.
(ii) Para w € AFZ* vale

(Bo A)'w = A*B'w.
(iii) Para o € AFY* e B € A'Y* vale
A% (a A ) = (A%a) A (ATB).
(iv) Sejam X =R", Y =RP, ¢

A= (az))=77 € R

i=1,..n

(entendido como aplicagao linear de R™ para R? ). Denotamos as coordenadas
em R" com x = (x1,...,x,) e aquelas em R com y = (y1,...,Yp). Entdo
vale para J = (j1,...,Jk) € Tr(p) que

Atdy; = Y det(Ayp)dzy

1€y, (n)

onde
R k kxk
A= (a4,i,) -1 ER

para I = (iy,..., i) € Tr(n).

Demonstragao. As afirmagoes (i), (ii), (iii) seguem imediatamente das de-
finigoes. Para a prova de (iv) denotamos de ey, ..., e, a base padrao do R"
e escolhemos uma k-tuplo I = (iy,...,1i) € Zx(n). Entao vale

(A*dys)(es, ..., e,) = dys(Ae,, ..., Ae;,)

k
— det (((Aeiﬂ)jy)mﬁl)
= det (AJI) .
Aqui segue a ultima equagao do fato que a j-ésima coordenada do vetor Ae;

é a entrada a;; = (Ae;); da matriz A (i-ésima coluna e j-ésima linha). Com
isso a afirmacao segue de ([7.1.2)). O
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7.2 Formas diferenciais
Nesta se¢ao n,p,q € NU{0} e
UCR", VCR, WCR

sao conjuntos abertos nao-vazios. Os elementos de U serao denotado de
r=(x1,...,2,) eaquelesde V de y = (y1,...,p)-

Definicao 7.2.1. Seja k € NU {0}. Uma forma diferencial em U de
grau k ¢ uma aplicag¢io suave w : U x (R™)* — R, tal que a aplicagdo

R —R: (&, &) = w(@séa, .., &)

¢ uma k-forma alternada para todo x € U.

Se w : U x (R")* — R é uma forma diferencial, entdo denotamos de
w, € AF(R™)* a k-forma alternada determinada através de z € U, ou seja

we (&1, k) = w(@; a5 k)

para &, ..., & € R™. Nesta ortografia podemos entender uma forma diferen-
cial de grau k também como uma aplicacio suave U — AF(R")* : z +— w,.
Ora, segundo o Lema [7.1.6) podemos representar a k-forma alternada w, na
base {dx;} rezy(n)- Ou seja, existem funcoes suaves ay : U — R, uma para
cada uma k-tuplo I = (i1,...,1) € Zx(n), tal que para todos os x € U vale:

Wy = Z ar(x)dx;. (7.2.1)

1€Ty, (n)

A demonstragao de Lema também mostra que pode-se escrever os coe-
ficientes na forma a;(x) = wy(e;, ..., €;, ). O conjunto de formas diferenciais
em U de grau k vamos denotar de

QF(U) := C=(U, A*(R™)").

Isto é um espaco vetorial real (de dimensao infinitase 0 < k < n € N). As ve-
zes e abreviando chamamos os elementos de Q*(U) de k-formas. Porém aqui
tem-se que dar atengao para a diferenga entre k-formas alternadas (elementos
de A*(R")*) e k-formas como formas diferenciais (elementos de Q*(U)).
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“Pull-back” - buscar

Definigao 7.2.2. Seja f : U — V uma aplicagio suave e w € QF(V). A
forma diferencial buscada através de f ou o pull-back de w sob f

frw e QHU)

é definida através de

(ffw)(@;&r, - &) = w(f(@); df (2)&1, - - df (2)8k)
para x € U e &y, ..., & € R”.
Lema 7.2.3. Sejam f:U =V eqg:V — W aplicacoes suaves.
(i) A aplicagdo Q*(V) — QF(U) : w = f*w € linear.
(ii) Para w € QF(W) vale

(gof)w=f"g'w.
(iii) Para o € Q¥(V) e B € QUV) wvale
franB)= (o) N(fB).

(iv) Se
w= Y by, € V)

JELk(p)

com by € C=(V), entdo vale

Fro= >3 (bjof)det <Z—Z) dx; (7.2.2)

JETy(p) I€Tk(n)

% — (afju)k c COO(U kak)
v,u=1

oxr ox;,

onde

para I = (iy,...,i;) € I(n) e J = (J1,---,Jr) € Ze(p).

Demonstragao. As afirmagoes (i), (ii), (iii) seguem imediatamente através

das definigoes e (iv) segue de Lema [7.1.12] (iv). O
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Exemplo 7.2.4. Seja V = R? com as coordenadas (z,y) e U = R? com as
coordenadas (r,0). Seja f : U — V a aplicagao

f(r,0) := (rcos(f),rsen(8)).
Entao temos
x = fi(r,0) = rcos(d), y = fa(r,0) = rsen(6).
A férmula para “pull-back” através de f resulta em
9 dfi

frdx = 8_d T+ Wd@ = cos(#)dr — rsen(0)db
’ 0 0
frdy = afzd + a—J;QdQ = sen(#)dr + rcos(6)do.

Disso segue segundo o Lema [7.2.3] - (ili) que
f(dz AN dy) = rdr A d6.
Temos utilizado nisso que
do N\ dr = —dr N\ df.
Isto coincide com a equagao

det(df(r,0)) =r

A diferencial

Definigao 7.2.5. Seja k € NU {0} e w € Q¥(U). A diferencial de w € a
forma diferencial dw € Q¥Y(U), a qual é definida através de

k

dw(z; &, . . ., & ZZ g,y 2 (@ €oy it Eins &) (7.2.3)

=0 v=1 Ly

para x € U e &y, ..., & € R™. A aplicacdo resultante
d: QF(U) — QFHU)

€ um operador diferencial linear de primeira ordem.
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Comentario 7.2.6. Uma O-forma em U é uma funcao suave v : U — R. A
diferencial du € Q'(U) de uma tal O-forma u € Q°(U) = C=(U) é segundo a
Definicao [7.2.5| a 1-forma definida através de

parax € U e & = (&,...,&,) € R". Entao
(du), = du(x) € (R™)*

com efeito é a derivada de u no ponto x € U como conhecemos a derivada.
Numa ortografia um tique diferente temos que

du = %d:vi
i=1 O;

Aplicado para a fungdo U — R : = = (xq,...,2,) — x; isto justifica a
posteriori a notacao dx; para a projecao na i-ésima coordenada.

Teorema 7.2.7. (i) Sew =} /7, ardz; com a; € C*(U), entdo vale

dw = Z Z 8&1 ANdxr = Z da; N\ dxg. (7.2.4)

v=1 IEIk IeIk ’I’L)

(ii) Para o € QF(U) e B € QY(U) wvale
d(a A B) = (da) A B+ (=1)*a A (dB).
(iii) Para todo w € QF(U) vale
d(dw) = 0.
(iv) Se f: U — V € uma aplicacdo suave, entio para todo w € QF(V) vale

A(fw) = F(dw).
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Demonstracao. Provaremos que as férmulas (7.2.3) e ([7.2.4]) para dw coinci-
dem. Se w =), ardz;, entdo encontraremos para x € U e &, ..., & € R™

dw<x;£07--'7£k): ZZ &u 37 507---751;71,5#1,---,51@)

I/

=0 v=1
Oa
= ZZZ 521/ Idxf(fm"'agi—lygi-i-lv"wgk)
1=0 v=1 T
8@1
= ZZ Z éwdxl<€07"'7£i717£'i+17~"7£k>
v=1l 1T
da
= ZZ ) I d{L‘,//\dZL‘[)<€0,...,§]§)
Ty
v=1l 1
onde 8“£ na verdade abrevia g‘” (x). Com isso (i) fica provado.

Provaremos (ii). Como d : Q¥(U) — Q*1(U) é um operador linear, basta
mostrar a regra de Leibnitz para a = adx; e f = bdx;, onde a,b: U — R
sao fungoes suaves e I € Zy(n), J € Zy(n). Neste caso recebemos

dlanB) = dlabde; Adzy) =Y agzb)
v=1 v

dr, Ndx; N\ dxy

a " Ob
axy /\deAda:J—l-Zaa—%dx,,Adx]/\de

= da ——dz, Ndxy | AB+ (=1)Fan da:,,/\d:cJ
a 8xu

= da A 5 + (=1)*a A dp.

Aqui temos utilizado na segunda e terceira equacao a férmula ((7.2.4]). Com
isso (ii) fica provado.
Provaremos (iii). Para uma O-forma u € Q°(U) = C*(U) vale

"0 Ou
d(du) = d(Z ) > — s, 8xudqude

v=1 p,v=1

Jd OJu Jd Ou
N Z (6’% ox, O, 8xu) dy N dy = 0.
p<v
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Demais vale, segundo defini¢ao, que d(dx;) = 0 para toda k-tuplo I € Zy(n).
Para w = ), ardx; resulta dai de (i) e (ii) a equagao

d(dw) = d (Z da; N dx1> = d(das) Adx; = 0.

Com isso (iii) fica provado.
Provaremos (iv). Se u € Q%(V) = C>®(V), entdo f*u=wo f e a férmula

f(du) = d(f*u) (7.2.5)
é uma reformulagao da regra da cadeia. Com u(y) = y; vale particularmente
frdy; = df;

para j = 1,...,p. Disso segue para J = (j1,...,jk) € Zx(p)
[rdyy = dfs, A~ Ndfj,.
Aplicamos a regra de Leibnitz em (ii) a esta férmula, entao (com indugao)
d(f*dys) =0 (7.2.6)

Para uma k-forma w =3, 7 ) bydy; com b; € C=(V) vale dali

d(f'w)y=d | Y (fbs)(fdy,)

JELk(p)

= 3T () A ()

JELi(p)

= Y (f(dby) A (frdyy)

JELk(p)

= | D (dby) Ady,

JELy(p)
= f*(dw).

Aqui a segunda equagao segue de ((7.2.6) e da regra de Leibnitz em (ii), a

terceira de (7.2.5)), a quarta de Lema (iii), e a ultima de (7.2.4). Com
isso Teorema, fica provado. O
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Definigao 7.2.8. Uma forma diferencial w € Q*(U) é chamada de fechada
sedw = 0. Ela é chamada de exata se exista uma (k—1)-forma o € QF1(U)
com do = w.

Segundo a parte (iii) de Teorema [7.2.7 toda k-forma exata ¢ fechada. Mas
vamos ver que uma k-forma fechada nao deve ser necessariamente exata.
Porém o Exercicio vai mostrar que para regioes estreladas U C R”
toda k-forma fechada em U com k£ > 1 também é exata necessariamente.
Em outras palavras, para todo subconjunto U C R” temos uma sequéncia
finita de operadores lineares

QW) % o'U) -5 U) -L - L o) -5 Qr(U)

com a propriedade que a imagem de cada um operador é contido no nicleo
do seguinte. Uma tal sequéncia de operadores também é chamada de com-
plexo de cadeia. Se a imagem do operador d : Q¥ 1(U) — QF(U) é um
subespaco préprio do ntcleo do operador d : QF(U) — QFL(U), entao o
quociente destes espagos é um espaco vetorial de dimensao positiva. Es-
tes espacos quociente sao chamados de grupos de cohomologia deRham
de U e denotado de H*(U;R). Eles contem informacoes interessantes sobre
as propriedades do conjunto U. Porém este tema supera longe dos conteidos
deste curso.

Formas diferenciais em dimensao trés

Exemplo 7.2.9. Consideramos o espaco euclidiano 3-dimensional R® com
as coordenadas x,y, z. Entao vale
AO(R:’,)* — R, Al(Rg)* ~ RS, AQ(RB)* ~ R3, A3(R3)* ~R.

O isomorfismo A'(R3)* = R3 é dado através da base dx, dy, dz e o isomor-
fismo A?(R3)* = R3 através da base dy A dz, dz A dx, dz A dy.

Seja U C R3 um conjunto aberto e Vet(U) := C®(U,R?) o espago
dos campos vetoriais suaves em U. Seja dado também um campo vetorial
f=(a,b,c): U— R3 entao a l1-forma e a 2-forma associada sao

ayp :=adr+bdy+ cdz, wr:=adyNdz+bdz Ndx +cde Ndy. (7.2.7)
Isto fornece isomorfismos Vet(U) — QY (U) e Vet(U) — Q*(U). A diferencial

da 1-forma oy ¢

dc  0b da Oc ob  Oa
daf:(Fy—&)dy/\dz—l—(&—%>dz/\dx+<%—a—y)d:v/\dy.
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Esta 2-forma por sua vez ¢é identificada com o campo vetorial

Oc/0y — b/ 0z 0/0x a
rot(f):= | 0a/0z—0c/ox | =| 0/oy | x| b | =V x [
0b/0x — da /0y 0/0z c

Aqui usamos o produto cruz e tratamos a expressao V := (9/0x,0/0y, 0/0z)
formal como seja um vetor. Igualmente recebemos

da 0b Oc
dwy = (%—l—a—y—i-&)dx/\dy/\dZ—(V'f)dx/\dy/\dz

onde a notacao V- f = (V, f) indica o produto interno padrao. Resumindo,
resulta

du = Qgrad(u)s doy = Wrot(f), dwy = div(f)dx ANdy Ndz  (7.2.8)
para u € C*(U) e f € Vet(U) com
grad(u) = Vu, rot(f) =V x f, div(f) =V - f.
Ora, segue de Teorema [7.2.7] (ou também através de calculo direto) que
rot(grad(u)) = 0, div(rot(f)) =0 (7.2.9)
para u € C*(U) e f € Vet(U). Além disso, vale

Pu  Pu  0*u
+

div(grad(u)) = Au = 92 + R

(7.2.10)
Isto é o operador de Laplace.

Exercicios

Exercicio 7.2.10 (Lema de Poincaré). Seja U C R" aberto e estrelado
(ou seja, se x € U entao também tz € U para todo t € [0,1]). Seja k € N
e w € QF(U) uma k-forma fechada. Entdo w é exata. Dica: Defina o €
QF1(U) através de

1
alx; &,y ) = / w(te;z, &, ... ,§k_1)tk_1 dt
0

parax € U e &, ... & 1 € R". Entao vale da = w.
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Exercicio 7.2.11. Seja U C R™ um conjunto aberto, f = (f1,..., fn) : U —
R™ um campo vetorial, e seja wy € Q" 1(U) dado através de

wf(x;gla s 7£n—1) = det(f(x)afla cee afn—l)

parax € Ue&y,..., &1 € R". Entao vale

n

Wy = Z(—l)i_lfi(m) dry A -+ ANdx;_y Ndxgqg A -+ Aday, (7.2.11)

i=1

dws = div(f)dxzy A -+ A dxy,. (7.2.12)

Exercicio 7.2.12. O x-operador x : Q*(R") — Q" *(R") é definido assim
xdry := e(0)dxg

para I = (iy,...,i) € Zx(n), onde xI = (j1,...,Jn-k) € Lo_r(n) é esco-
lhido, tal que {1,...,n} = {i1, ..., %k, J1,-- -, Jn_r}, € tal que a permutagao
o € S, é definida através de o(v) =i, parav =1,...,k e o(v) = j,_x para
v=k+1,...,n. Como o *-operador ¢ linear, ele é determinado unicamente
pelas imagens dos vetores dx; da base. Ele tem as seguintes propriedades.

(i) Para todo I € Zy(n) vale
* % dr; = (—1)k(”_k)dx1, dxy N\ xdry =dxy A -+ ANdx,.

Demais dz; A *dx; = 0 para todos os I, J € Zy(n) com I # J.

(ii) Seja U C R™ um conjunto aberto, f = (f1,..., fn) : U = R™ um campo
vetorial suave, e

ay _Zf’ )dx; € QYU).

Entao vale que *ay = wy e d(*af) = div(f)dzy A -+ A dz, (veja o
Exercicio [7.2.11]). Para toda funcao suave u : R™ — R vale

0*u 0*u

(iii) Para n = 3 vale
xdr = dy N\ dz, xdy = dz N\ dz, xdz = dr N\ dy

assim como xwy = oy e kday = yo(p) para todo campo vetorial f : R? — R®.
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7.3 Orientacao

Nosso objetivo ¢ integrar formas diferenciais de grau d sobre subvariedades
de dimensao d. Para isso a nocao de orientacao faz um papel central. O
ponto de partida é a seguinte definicao.

Espacos vetoriais orientados

Seja X um espaco vetorial real d-dimensional. Duas bases ordenadas

€1,...,€4 €1,...,€4

d

tém a mesma orientagao se a (d x d) matriz A = (a;;){;_, definida pelas

formulas
d
gi: E Ai€5 Z:L,d
Jj=1

tem determinante positivo. A noc¢ao “mesma orientacao ” define uma relagao
de equivaléncia no conjunto das bases de X com exatamente duas classes de
equivaléncia. Uma orientagao de X é a escolha de uma destas classes de
equivaléncia de bases. Se uma orientacao de X é dada, entao chamamos as
bases na classe de equivaléncia escolhida positivas e as outras bases nega-
tivas. Um espacgo vetorial orientado é um espago vetorial real junto com
uma orientagao.

Uma orientagao de X é entao determinado através de uma base orde-
nada. As bases positivas (respectivamente negativas) sdo entdo aquelas as
quais decorrem desta base através de uma transformacao com determinante
positivo (respectivamente negativo). Trocamos por exemplo dois elementos
de uma base positiva entao recebemos uma base negativa. A orientagao
padrao do R? é determinada pela base padrao (ou base canonica)

1 0 0
0 1

€1 = : , €2 = 0 ) y  €d =
: : 0
0 0 1

Se & : X — Y é um isomorfismo de espacgos vetoriais entre dois espacos
vetoriais orientados, entao ele é chamado de preservando orientacao se
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ele transforma bases positivas de X em bases positivas de Y e reversando
orientagao se ele transforma bases positivas de X em bases negativas de Y.
Um isomorfismo preservando orientagao também transforma evidentemente
bases negativas de X em bases negativas de Y e um isomorfismo reversando
orientacao transforma bases negativas de X em bases positivas de Y. Em
outras palavras, se representamos a aplicacao linear ® como matriz com
respeito de duas bases positivas de X e Y, entao ® é preservando orientagao
(respectivamente reversando orientagao) se e somente se o determinante desta
matriz é positiva (respectivamente negativa).

Subvariedades

Queremos ora transferir esta nogao de orientacao a C*°-subvariedades suaves
M C R"™ d-dimensionais. Para evocacao discutimos mais uma vez as nogoes
fundamentais (Defini¢ao . Seja destacado aqui mais uma vez que neste
capitulo todos os difeomorfismos sao C'*°-difeomorfismos.

Sejam dados numeros inteiros d,n com 0 < d < n. Lembramos que
um subconjunto M C R" é chamado de subvariedade suave d-dimensional de
R™ se para todo ponto py € M existe um subconjunto M-aberto Uy C M
o qual contem py e ¢ difeomorfo a um subconjunto aberto V5 C R?. Um
tal difeomorfismo ¢q : Uy — Vi chamamos de uma carta de M, o conjunto
M-aberto Uy chamamos de um dominio de carta de M, e a aplicagao in-
versa 1y := ¢y : Vo — Uy chamamos de uma parametrizacdo suave do do-
minio de carta.

Ao pé desta formulacao tem-se que considerar varias coisas. Para ja
o subconjunto Uy C M, do qual falamos, nao é um subconjunto aberto
de R™ (exceto no caso de d =n), mas somente ¢ aberto com respeito a
topologia relativa de M. Segundo o Lema isso significa que existe
um subconjunto aberto U C R™ com U N M = U,. Se falamos pois de uma
aplicacao suave ¢y : Uy — R, entdo isso significa que existe uma aplicacio
suave ¢ : U — R% num conjunto aberto U C R" tal que U N M = Uy e a res-
tricao de ¢ a U N M = Uy coincide com ¢y. Portanto, neste sentido uma
carta ¢ : Uy — Vj é uma aplicacao suave, a qual é adicionalmente bije-
tiva e possui uma aplicagao inversa suave, a parametrizacao vy : Vo — Uy
do dominio de carta referida ha pouco. Esta aplicacao inversa é evidente-
mente suave no sentido usual, porque V; é um subconjunto aberto de R?
e podemos considerar 1)y como aplicacao de Vj a R™ (e neste caso ignorar
temporariamente que os valores de v estao contido realmente em Uy C M).
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Figura 7.1: Aplicagoes de transicao.

Voltamos ora a nossa subvariedade M, entao podemos cobrir M (segundo
a definigdo) com dominios de carta U, (com indices & num conjunto A) e para
isso podemos escolher ainda cartas suaves ¢, : U, — V,. Um tal sistema
de cartas {U,, ¢a}aca chama-se de atlas de M. Se M é compacto entao
segue da caracterizagao de compacidade através da propriedade cobertura em
Teorema que a subvariedade M possui um atlas finito. Para quaisquer
duas cartas

¢a:Ua_>Va7 ¢B:UB_>V5

as aplicagoes de transicao

Do = 050 Oy Pa(Ua NUs) = ¢3(Us N Ug)

fazem um papel importante (veja a Figura .

Como ¢, e ¢z particularmente sao homeomorfismos (ent@o bijetivo e em
ambas diregdes continuo), e U, N Uz é um subconjunto M-aberto de M, os
subconjuntos

¢a(UaﬂU5) C Va, ¢5(UaﬂU5) C Vg

também sao conjuntos abertos em R? e ¢3, é um difeomorfismo suave entre
estes conjuntos.

Seja M C R™ uma subvariedade suave d-dimensional. O espacgo vetorial
T,M C R™ é o conjunto

T,M := {5(0) |y € C'(R,R"), v(t) € M Vt € R, 4(0) = p}.

Tinhamos mostrado em Capitulo 3| que T,M ¢ um subespaco linear d-

dimensional de R" e que
T,M = imdip,(x)
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para toda parametrizagao suave 1, : V, — U, de um dominio de carta U,
com p € U, e x = ¢, (p) € V,,. Particularmente a derivada

dpa(x) : R? — T,M, p = Ya(T)
¢ um isomorfismo de espacos vetoriais para todos os a € A e x € V,.

Exercicio 7.3.1. Seja M C R"™ uma subvariedade suave d-dimensional.
Entao o fibrado tangente

TM :={(p,v) e R" xR"|pe M,veT,M}
é uma subvariedade suave 2d-dimensional de R?".
Exemplo 7.3.2. Para a lembranca mais uma vez este exemplo. O conjunto
M = {(z,y) € R?*|zy =0}
nao é uma subvariedade de R2. Ainda que o subconjunto
Up={(z,y) eR"| —1l<az<l,y=0}C M
¢ difeomorfo a um subconjunto de R, o conjunto Uy nao é M-aberto. Em
Capitulo [3| tinhamos mostrado que um subconjunto M C R"™ é uma sub-
variedade suave d-dimensional se e somente se para todo pg € M existe um
subconjunto aberto U C R™ e uma aplicacao suave
f:U—R"
tal que pg € U, o valor 0 de f é regular, e
UNM={zeU|f(x)=0}.
No nosso exemplo seria n =2 e d = 1, porém o ponto
po = (0,0)

nao possui nenhuma tal vizinhanga: Caso f : U — R anule-se em U N M,
entdo df(0,0) = 0 também e por isso 0 nao é um valor regular de f.
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Subvariedades orientadas

Definicao 7.3.3. Seja M C R"™ wma subvariedade suave d-dimensional.
Uma orientacao de M ¢ a escolha de uma orientacao para todo espaco
tangente T,M , tal que estas orientacoes sao vinculadas da sequinte maneira.
Para todo ponto pg € M existe um dominio de carta Uy C M com py € Uy e
uma parametrizacao suave

Yo : Vo — Uy

(num subconjunto aberto Vo C RY), tal que a derivada
dpo(z) : R = TyoyM

para todo x € Vy € wm isomorfismo preservando orientacdo (ou seja,
o isomorfismo diy(z) traslada a base padrdo do RY numa base positiva
de TyoyM ). Um tal 1y chamamos de parametrizacao orientada de Uj ¢
a aplicacao inversa

do =y Up = Vo

carta orientada. Chama-se M de orientavel se existe uma tal orientacado.
Uma subvariedade orientada de R" ¢ uma subvariedade junto com uma
orientacao.

Se M C R™ é uma subvariedade orientada d-dimensional, entao existe
obviamente um atlas {U,, ¢a }aca, 0 qual é composto exclusivamente de car-
tas orientadas. Neste caso todas as aplicagoes de transicao ¢z, preservam
orientacao, ou seja, para «, § € A e x € ¢o(U, N Up) vale

det (dppa(z)) > 0. (7.3.1)

Falamos entao de um atlas orientado. Vice versa, todo atlas orientado in-
duz uma orientagao de M; definimos a orientagao de 7, M como a orientagao
induzida pelo isomorfismo

dipo () : R — T,M
onde oo € A é escolhido, tal que p € U, e
T = ¢a(p),  Yai= ¢y
Segundo esta definicao de orientacao de 7, M ¢ independente de «.
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Exemplo 7.3.4. A esfera unitaria
S"i={z e R"| [lz] =1}

¢ uma subvariedade orientada de R”. Uma base vy, ...,v,_; de T,S" ! = 2+
é positiva se e somente se x,vq,...,v,_1 ¢ uma base positiva do R".

Exemplo 7.3.5. O n-toro padrao
T :={z=(21,...,2,) €C"| |zi] =1 parai=1...,n}

¢ orientado. O espago tangente T.T" = {(it121,...,it,2,)|t, € R} possui
um isomorfismo canonico a R™ (isto é t +— (ity2q,...,1it,2,)) e aquele induz
a orientacao padrao do espacgo tangente.

Exemplo 7.3.6. Seja M C R" uma subvariedade suave (n—1)-dimensional e
v: M — S" ! uma aplicagio suave com T,,M = v(z)* para todos os x € M.
Entao v determina uma orientagao de M: Uma base vy,...,v, 1 de T, M é
positiva se e somente se det(v(z),vy,...,v,-1) > 0. Exemplo é o caso
especial M = S""! com v(x) = z.

Exemplo 7.3.7. Seja f = (f1,..., fm) : R" — R™ uma aplicagdo suave
e seja 0 um valor regular de f. Entao M := f~!(0) é uma subvariedade
suave orientavel de R™ de dimensao d := n — m. Para x € M pode-se
definir uma orientacao de T, M da seguinte maneira. Uma base vy, ..., 04
de T, M = ker df (z) é positiva se e somente se

det(Vfi(z),...,Vfm(x),v1,...,04) > 0.

Exemplo é 0 caso especial m = 1 com v(z) = |[Vf(z)| " Vf(x).

Exemplo 7.3.8. A fita de Mobius M C R? em Figura [7.2|ndo é orientével.

S

—

Figura 7.2: A fita de Mdbius.



300 CAPITULO 7. INTEGRACAO DE FORMAS DIFERENCIAIS

7.4 Integracao

Seja V' C R? um subconjunto aberto e 7 € Q4(V) uma forma diferencial de
grau d. As coordenadas em V denotamos de y = (y1,...,yq). Entao existe
uma fungao suave h: V — R (i.e. C™), tal que

T="h(y)dys A Adyg.

Ora, suponhamos que 7 possua suporte compacto em V. Isto é, o conjunto
fechado

supp(7) := {y € V| h(y) # 0}

(aqui o fecho deve ser entendido em R?) é compacto e contido em V. Equi-
valente a isso é a condigao que o fecho do conjunto {y € V' | h(y) # 0} com
respeito a topologia relativa de V' é um conjunto compacto. Reformulado
mais uma vez, existe um conjunto compacto K C V, tal que h anula-se no
complemento V' \ K. E uma consequencia disso que a integral Riemann de h
¢ definida em V': podemos construir um prédio de blocos Bcom K C BCV
(Figura e Exercicio e integrar a funcao h sobre B. Escrevemos a
integral sobre V' e definimos

/ 7= / y)dy, - (7.4.1)

Figura 7.3: Forma diferencial com suporte compacto.
Ora, dado mais um subconjunto aberto V' C R? e um difeomorfismo suave
oV = V.
Denotando as coordenadas em V' com = = (z1,...,x4), entao vale

o't = h(o(z)) det(dop(x)) dxy A -+ ANdzy
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(veja a equagao em Lema. Se w possui suporte compacto em V,
assim a d-forma buscada ¢*7 € Q%(V’) também possui suporte compacto
em V’. Se o determinante de d¢(x) é positivo em todo o lugar, entao segue
da férmula da transformagao em Teorema que

/¢—1<V> o= /VT' (7.4.2)

Esta equacao vale s6 para difeomorfismos ¢ preservando orientagao. No
caso de um difeomorfismo reversando orientagao a sinal da integral muda.
Estas observacoes nés permitem transferir a integral a dominios de carta em
subvariedades orientadas.

Integracao sobre dominios de carta

Seja M C R™ uma subvariedade orientada d-dimensional de R", seja W C R"
um subconjunto aberto contendo M, e seja w € Q4W). Seja

UcM

um dominio de carta e seja ¥ : V' — U uma parametrizagao orientada suave
de U. Suponhamos que o suporte

supp(w) := {z € R"|w, # 0}

intersecta o dominio de carta U num conjunto compacto. Entao ¥ *w possui
suporte compacto em V e definimos a integral de w sobre U através de

/[]w::/v¢*w (7.4.3)

onde o lado direito foi definido em ([7.4.1)). A integral nao depende da escolha
da parametrizacao: Pois se ¢’ : V' — U é mais uma parametrizacao de U,
entdo o difeomorfismo ¢ := ¢! o)’ : V' — V preserva orientacio e vale

[ re= [ woorw= [ ovu= [ v

A ultima equagao segue de ((7.4.2) com 7 = ¢*w.
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Integral sobre subvariedades compactas

Seja M C R™ uma subvariedade compacta orientada d-dimensional, contido
num conjunto aberto W C R™, e w € Q4(W). Entao existe um atlas orientado
finito {Ua,, ¢a taca. Escolhemos uma partigao da unidade p, : R™ — [0, 1],
tal que

supp(pa) N M C U,, Zpa(m) =1 VzxeM. (7.4.4)

A existéncia de uma tal particao da unidade segue de Teorema m (Para
ja escolhemos subconjuntos abertos U, C R™ com U, N M = U,. Depois
aplicamos Teorema a cobertura de M pelos conjuntos U/.)

Definicao 7.4.1. Sejam M, w, U,, p, como acima. A integral de w sobre
M ¢ definida como uma soma de integrais de tipo (7.4.3), mais detalhado

/Mw = Za:/ Palw. (7.4.5)

Lema 7.4.2. A integral de w sobre M ¢é independente da escolha do atlas
orientado e da particao da unidade.

Demonstracao. Se {(7,3,;55}5@; ¢ mais um atlas com particao da unidade
correspondente pg : R — [0, 1], ent@o vale

%:/Uapawzza:%:/ ~ paﬁﬁwzzﬁ:/ﬁﬁﬁgw.

aﬂUg
Com isso o lema fica provado. O
Comentario 7.4.3. Denotando as coordenadas em R" de x4,...,z,, € as
coordenadas em R? de y,...,yq, e supondo que w é dado na forma w =

> 1ezyn) @rdzr com ap € C*(W), entdo a integral em Defini¢ao m tem a
forma explicita

/Mw:Z . / Pa(Waly))ar (Ya(y)) det (dar(y)) dys - -~ dya. (7.4.6)

o IeZy(n)

Aqui denotamos de 9, := ¢! : V,, = U, a parametrizagao orientada de U,
e de 1,7 a composicao de 1, com a projecao as coordenadas denotadas de
I e Id(n)
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Integral sobre subconjuntos compactos

Como anteriormente seja M C R" uma subvariedade orientada d-
dimensional, contido num conjunto aberto W C R™, e w € Q4(W). Porém
nao solicitamos mais que M é compacto e integramos w em vez disso sobre
um subconjunto compacto adequado G C M.

Para G C M denotamos de 0G := 0y,G o bordo de G com respeito a to-
pologia relativa em M, também chamado de M-bordo de G (veja (6.2.1)).
Isto é, um ponto p € M pertence a 0G se existe tanto uma sequéncia em G
como uma sequéncia em M \ G, a qual converge para p. Suponhamos que 0G
¢ um conjunto Jordan-nulo d-dimensional (Defini¢ao . Ou seja, o con-
junto K Ny~ 1(0G) = {y € K| ¢¥(y) € G} é um conjunto Jordan-nulo para
toda parametrizacao ¢ : V — U de um dominio de carta e todo subcon-
junto compacto K C V. O seguinte lema nds lembra mais uma vez a in-
clusao (6.2.2) na prova de Lema m

\%

Figura 7.4: O conjunto ¢~ 1(9G).

Lema 7.4.4. Seja G C M um subconjunto compacto cujo M-bordo OG € um
conjunto nulo d-dimensional, ¢ : V — U uma parametrizacao orientada de
um dominio de carta, e K CV um conjunto compacto (veja a Figura .

Entao vale
(K Ny Q) cOK U (K Ny H0G)). (7.4.7)

Demonstragdo. Seja y € (K N¢~YG)) e y ¢ OK. Entao existem duas
sequéncias y; € KNy (G) ey, € V\ (KNyY~HG)) as quais convergem para
y. Como K é compacto e assim fechado, vale y € K C V, e como ¥(y;) € G,
também vale 1(y) = lim; . ¥(y;) € G. Particularmente y é um elemento do
conjunto aberto K \ 0K e dai vale y; € K para i suficientemente grande.
Disso segue 9(y}) ¢ G para i grande e por isso 1(y) é tanto o limite de uma
sequéncia ¥ (y;) € G, como de uma sequéncia ¥ (y;) € M \ G. Entao vale
Y(y) € G e com isso y € K Ny~ (0G). Com isso o lema fica provado. [J
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Podemos proceder como acima. Se o suporte de w € Q¢(WW) intersecta
o dominio de carta U num conjunto compacto e se ¢ : V — U é uma pa-
rametrizacao orientada suave, entdo a d-forma buscada ¥*w € Q4(V) pos-
sui suporte compacto em V', e escolhemos um prédio de blocos B CV o
qual contem o suporte K de ¢*w. Segundo o Lema [7.4.4] o bordo do con-
junto K N¢~YG) é um conjunto Jordan-nulo. Com isso K Ny~ (G) é
Jordan-mensuravel e ¢*w anula-se fora deste conjunto. Consequentemente
definimos a integral de w sobre G N'U como a integral da d-forma buscada

Vr'w =:h(y)dy: A - A dyg

sobre a regiao buscada ¥~ (G):

/ W= / Prw = / h(y)dy - - - dyg. (7.4.8)
(GNU)CM Y1 (G)CV (Kny—1(G))cBCV

Como anteriormente segue da férmula da transformacao em Teorema |5.7.11
que a integral é independente da escolha da parametrizacao orientada .

Se w € Q4(W) é uma d-forma escolhemos um atlas orientado {Uy, ¢o }aca
com a propriedade adicional que U, é limitado e U, C M para todo a € A
(onde entendemos U,, como o fecho do conjunto U, no espago ambiente R").
Entao escolhemos uma parti¢ao da unidade p, : R™ — [0, 1] tal que supp(pa)
é compacto para todo o € A, p, é ndao-nulo s6 para um nimero finito de «;, e

supp(pa) N M C U,, Zpa(x) =1 Vzed.

Nas nossas hipdteses supp(p,) N M é compacto: Se p; é uma sequéncia
em supp(p.) N M, entdo uma subsequéncia converge para um p € supp(pa);
como p; € U, e U, C M segue p € M e com isso p € supp(p,) N M. Para a
construgao do p, procedemos como acima. Cobrimos G para ja utilizando
um numero finito de U,, escolhemos depois para este a conjuntos abertos
limitados U/, com U, N M = U,, e aplicamos afinal Teorema sobre a
existéncia de uma particao da unidade a cobertura finita do conjunto com-
pacto G pelos U/,. Ora definimos a integral de w sobre G através de

/Gw = %:/G% Palw. (7.4.9)

Como anteriormente esta integral é independente da escolha dos U, e pq.-
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7.5 O Teorema de Stokes

Nesta segao formulamos e provamos o Teorema de Stokes para subconjuntos
compactos G de uma subvariedade suave M C R", a qual possui um bordo
suave (compare Definigao |6.4.1)).

Definicao 7.5.1 (Bordo suave). Seja M C R™ uma subvariedade suave
d-dimensional e seja G um subconjunto compacto de M. Chamamos G de
um conjunto compacto com bordo suave, se seu M-bordo 0G ¢ uma
subvariedade suave (d—1)-dimensional do R", e se este M -bordo coincide com
o M-bordo do M-interior de G (isto €, se todo conjunto aberto U C R™ com
UNOG # 0 contem tanto elementos de G \ OG, como elementos de M \ G).

Defini¢ao 7.5.2 (Vetor normal exterior unitario). Seja M C R" uma
subvariedade suave d-dimensional, seja G C M um subconjunto suave com
bordo suave, e seja p € 0G = dyG. Um vetor v € T,M com ||v| =1 € cha-
mado vetor normal exterior unitario de G no ponto p se v L T,0G e
existe uma curva suave v : (—9,9) — M com v(0) = p, (0) = v, ev(t) ¢ G
para 0 <t <.

Lema 7.5.3. Seja M C R"™ uma subvariedade suave orientada d-dimensional
e seja G C M um subconjunto compacto com bordo suave. FEntao vale o
sequinte.

(i) Se ¢ : U — V C R é uma carta de M, entdo ¢(0GNU) CV € uma

subvariedade suave (d — 1)-dimensional de RY.
(ii) 0G € um conjunto Jordan-nulo com respeito a M.

(iii) Para todo ponto p € OG existe um dominio de carta U C M com p € U,
um subconjunto aberto V.C RY, e uma carta ¢ : U — V com

SUNG)={xeV]|zs<0}. (7.5.1)

(iv) Para todo elemento p € OG existe exatamente um vetor normal exterior
unitdrio v(p) € S*L. A aplicagdo v : 0G — S™! assim definida chama-se
campo normal exterior de G.

(v) A aplicagio v : 0G — S"! em (iv) pode ser estendida a uma aplicagdo
suave numa vizinhanca aberta de OG com valores em S" 1.

(vi) Eziste uma orientacdo de 0G, tal que uma base vy, ..., vq de T,0G é
positiva se e somente se v(p),va,...,vq € uma base positiva de T,M. Ela é
chamada de orientagao canénica do bordo de 0G.
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Demonstragdo. Provade (i). Sejaxy € ¢(U NIG) epy := ¢ (z0) € UNIG.
Entao existe um dominio de carta Uy C U NOG de G com xg € Uy e um di-
feomorfismo ¢g : Uy — V; a um conjunto aberto Vy C R, Particularmente
Uy C UNOG é aberto com respeito a topologia relativa de U N 0G. Dali o
conjunto Uj := ¢(Uy) C ¢(U N OG) é aberto com respeito a topologia relativa
de ¢(U NOG) C RL O conjunto U} contem o ponto zg = ¢(pg). Além disso,
a aplicacdo ¢ == g N1 : U) — Vo C R4 é um difeomorfismo. Isto mos-
tra que o conjunto ¢(U N OG) é uma subvariedade suave (d — 1)-dimensional
de R?. Com isso a parte (i) fica provada.

Provaremos parte (ii). Seja U C M um dominio de carta, seja V C R?
um conjunto aberto, e seja ¢ : U — V uma carta de M (Defini¢ao .
Como 9G é um subconjunto M-fechado de M, entao U N OG é um subcon-
junto fechado de U com respeito & topologia relativa de U (Lema .
Como ¢ é um homeomorfismo segue disso que ¢(U N IG) é um subconjunto
fechado de V' com respeito a topologia relativa de V. Demais ¢(U N IG) é,
segundo (i), uma subvariedade suave (d — 1)-dimensional de R¢. Disso segue
que o conjunto ¢(U N OG) N K, para todo subconjunto compacto K C V, é
um subconjunto compacto de uma subvariedade (d — 1)-dimensional do R¢,
e com isso segundo o Exemplo [5.6.13] um conjunto Jordan-nulo. Segundo a
Definicao o bordo 9G é dali um conjunto Jordan-nulo com respeito M.
Com isso a parte (ii) fica provada.

Provaremos parte (iii). Seja dado pg € dG. Vamos mostrar em dois passos
que existe uma carta ¢ : U — V com py € U, a qual satisfaz (7.5.1)).

Passo 1. Existe uma carta ¢ : U —V de M com py € U e com V C R?
aberto e convero, e tal que p(U N OG) = {x € V| x4 = 0}.

Seja U € M um dominio de carta com py € U, seja V C R? um conjunto
aberto, e seja ¢ : U — V uma carta de M. Segundo (i) o conjunto ¢(U N IG)
é uma subvariedade do R? e contem o ponto zg := ¢(py). Dali existe um
subconjunto aberto V5 C V' com yy € Vp, um conjunto aberto V/ C R? e um
difeomorfismo g : Vy — V' com

Go(Vo (U NOG)) = {a' € V' |y = 0}.

Como xg = ¢(pg) € Vp, o conjunto U’ := ¢~ (V) C U é um dominio de carta
em M com py € U e a derivada ¢ :=go¢: U — V' é uma carta de M
com ¢'(U'NIG) = y(VoNo(UNOIG)) ={a' € V'|al, = 0}. Através de di-
minuicao de U’ e V', se necessério, podemos supor que V’ é um subconjunto
convexo de R%. Com isso o Passo 1 (i) fica provado.
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Passo 2. Eziste um dominio de carta U C M com p € U, um subconjunto
aberto V.C R™, e uma carta ¢ : U — V', a qual satisfaz (7.5.1)).

Seja ¢ : U — V como em Passo 1. Além disso, seja ) := G o M-interior de G.
Entao vale 02 = 0G segundo a hipétese, consequentemente o homeomorfismo
¢ . U — V satisfaz as condicoes de Lema [6.4.4, Particularmente vale que
UNoQ=UnNaG = U segundo o Passo 1 (na notacio de Lema . Se
U NQeUNQ sao ambos vazios, entao vale UNQ = () e dali py ¢ 09, em
contradi¢ao a 92 = dG. Se U- NN e UT N Q sdo ambos nao-vazios, entao
U C Q = G segundo o Lema e dali py € COT', em contradicao a py € 0G.
Portanto exatamente um dos conjuntos UT N é nao-vazio. Através de
troca de sinal de ¢4, se necessério, podemos supor que U~ N # (). Entao é
vazio UT NG =UTN(QUIN) =0. Evale U~ UU® C QU IN = G segundo
o Lema6.4.4f Com isso Passo 2 e parte (ii) ficam provados.

Provaremos parte (iv). Sejap € 0G e seja ¢ : U — V como em parte (iii).
Entao com ¢ := ¢~ 1 : V — U e x := ¢(p) vale

)

d—1
T,M = imdy(z),  T,0G = {Z; ;Zf ()& | &1, Ear € R} .
Se £ = (&,...,&) € RY com & > 0, entao y(t) := ¢(x + t€) € M satisfaz a
condigao 7y(t) ¢ G para t > 0 pequeno, como U NG = {¢(z) |z € V, x4 < 0}
segundo (7.5.1). Um tal vetor & com dip(z)¢ L T,0G é dado através da
formula & = (dy(z)Tdip(z))Leq, onde eq:=(0,...,0,1) € R? é o vetor da
base padrao. Disso resulta a féormula

v(p) = dip(z) (dip(z)" dip(x))"eq

ld () (dep ()T dep(x)) e
para o vetor normal exterior unitario de G o ponto p. Este vetor é tnico,
porque o subespaco linear T,M N (T,0G)* é de dimensdo um, e toda curva
v:(=0,0) = U com v(0) =p e 4(0) = —v(p) satisfaz a condigao v(t) € G
para pequenos t > 0. Com isso a parte (iv) fica provada.

Em parte (v) a extensdao local do campo vetorial normal exterior
unitdrio v : G — S"! a uma funcao suave da férmula segue no
que se poe x = ¢(p) e utiliza o fato que pode-se estender ¢ a uma fungao
suave de um subconjunto aberto do R™ para V. Uma extensao global de v
pode-se entao construir mediante uma particao da unidade por meio de Te-
orema

Parte (vi) segue direto de parte (v) e com isso Lemal[7.5.3|fica provado. [

(7.5.2)
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A parte (ii) de Lema mostra que podemos integrar uma d-forma
sobre GG, e a parte (vi) de Lema mostra que podemos integrar uma
(d—1)-forma com a ajuda da orientacao-bordo canénica sobre OG. Com isso
estamos pronto para a formulacao do Teorema de Stokes.

Teorema 7.5.4 (Stokes). Seja M C R™ uma subvariedade suave orientada
d-dimensional, seja G C M um subconjunto compacto com bordo suave, e
seja w € QY W) uma (d — 1)-forma num conjunto aberto W C R™, o qual

contem M. Entao wvale
/dw:/ w. (7.5.3)
G oG

Demonstracdo. Para ji consideramos o caso d = n. Entdao M =W C R4 é
um subconjunto aberto e G C W um conjunto compacto com bordo suave
(Definicao [6.4.1). A (d — 1)-forma em W podemos entao escrever na forma

d
W = Z(—l)j_lfj<l’) dl‘l VANRRIIVAY dl’j_l VAN d$j+1 VANRRIIVAY dl’d

J=1

onde

f=fr,....fa): W —=R?

é um campo suave. Seja v:9G — R? o campo normal exterior. Vamos
provar a equacao
/ w :/ (f,v)dS. (7.5.4)
oG oG

dw = div(f)dxy A+ Ndxg
(Exercicio [7.2.11]) segue entao

/de:/GdiV(f)dx1~~dxd
- | s

[
oG

Aqui a segunda equagao segue de Teorema de Gauf.

Com
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Provaremos ora a equacao (7.5.4). Seja V C R?~! aberto e seja
w:(¢1>,¢d)v—>UC8G

uma parametrizacao suave orientada de um dominio de carta U de 0G. Pro-
varemos para ja que o vetor normal exterior unitdrio v(¢(y)) € R? para todos
os y € V é dado através da féormula

))V/det (dv:(y)Tdv(y)) = (—1)7" det (dv, (y)) (7.5.5)

paraj=1,...,d, onde ¢r, : V — R?! denota a aplicacdo, a qual resulta de
Y através de abandonar a j-ésima coordenada, isto é

¢Ij (y) = (¢1(y)7 cee 7¢j—1(y)’ ¢j+1(y)7 s 777Z)d(y)) :

Para a prova de fixamos um elemento y € V e denotamos de n =
(,-..,ma) ER% o0 vetor definido pelo lado direito da equagao , isto é

n; = (—1 )]_1 det (dwlj(y)) , j=1,...,d.

Para & = (£1,...,&) € R? consideramos a matriz
oY o ) dxd
Ae = [ & — e R,

e (65 gty

Desenvolvemos o determinante de A com respeito a primeira coluna, entao
resulta segundo a parte (iv) de Teorema a equacao

d
det (Ae) = Y (=1)7'¢; det(diyy, () = (€,m). (7.5.6)
7j=1
Com ¢ € imdy(y) anula se o lado esquerdo de . Portanto 77 esta
ortogonal a im di(y) = Ty, 0G. Para £ =1 recebemos det(A,) = ||n|* > 0.
Entao os vetores
o
oy By
formam uma base positiva de R? e, como os vetores 9y /0y, ..., 00 /yq_1

formam segundo a escolha de ¢ uma base positiva de Ty,)0G, segue que o
vetor 17 mostra para fora. Além disso, vale

v, (Il 0
%“‘(chwwwy

e dali [|n]|” det (dv(y)Td(y)) = det(ATA,) = det(A,)? = |n||". Portanto
vale [|n]|* = det (dv(y)Tdw(y)) e disso segue (7.5.5)).
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Segundo ([7.5.5)) recebemos no caso de supp(f) N 9G C U = ¥(V) a
equacao

/ac<f’ vpds = /U=w<V> \v)ds
o L N e R

— /‘/Z(—l)j—lfj(w(y)) det(diy, (y)) dyy - - - dya

= / w*w::/w:/w.
p=1(U) U oG

Aqui segue o passo dois das equagoes (6.1.15) e (6.1.16) em Definigao [6.1.10}
O terceiro passo segue entao de e o quarto passo de . Com isso
temos provado (7.5.4)) para (d — 1)fFormas com suporte pequeno. O caso
de uma (d — 1)-forma arbitraria w em W pode-se reduzir ao caso local com
ajuda de partigoes da unidade. Com isso o Teorema de Stokes fica provado
no caso de d = n.

Consideramos ora o caso d < n. Escolhemos uma cobertura finita de G
por dominios de carta U, C M tal que U, C M para todos os a. Além
disso, escolhemos parametrizagoes orientadas suaves v, : V, — U, em sub-
conjuntos abertos V,, C R% e uma particio da unidade p, : R* — [0, 1], tal
que supp(p,) é compacto para todo o € A e

supp(pa) "M C U,, Zpa(x) =1 Vzed.

Introduzimos as seguintes abreviagoes:

Wa = Yhlpaw) € QLVL),  Ga=u YG),  9G, = ¢;1(0G).

«

Entao 0G, é o bordo de GG, na topologia relativa de V,. Como w, tem
suporte compacto em V,, deduzimos do caso d = n, que

/dwa:/ Wep-
a 8Ga

Isto é segundo a definicao equivalente a equagao

/ d(pa) = / Pt
GNU, OGNU,

Forme a soma sobre todos os a para concluir a prova de Teorema [7.5.4. [
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7.6 Exemplos e aplicacoes

Exemplo 7.6.1 (Contetdo de area). Consideramos a 1-forma

Q: (zdy ydx) da = dx N dy.

[\g|,_.

Para uma regiao Jordan-mensuravel G C R? a integral de da sobre G é
igual & medida Jordan, respectivamente ao contetido de area, ou ao “volume
2-dimensional”. Se o bordo de G é uma 1-variedade, entao vale segundo o
Teorema de Stokes

1
Voly(G) = / dr Ndy = 5/ (zdy — ydz).
G oG

Exemplo 7.6.2 (Numero de circulagao). Consideramos a 1-forma

1 zdy — ydx
o= ———"
21 22 +y?

em R?\ {(0,0)}. Esta forma ¢ fechada (Exercicio). Porém nao ¢ exata. No
caso contrario sua integral ao longe de toda curva fechada

I c R*\ {0}

deva anular-se segundo o Teorema de Stokes. Isto seja o caso d = 1 com
OI' = () e uma 1-forma df. Porém pode-se mostra facilmente que a integral
de a sobre S! (com a orientacdo padrao sentido anti-hordrio) iguale 1. Mais
geral, se v : [0,1] — R?\ {(0,0)} é uma curva suave com

e escrevemos (t) = (z(t),y(t)), entao

_ 109~y
L I e T A

¢ um numero inteiro (Exercicio). Pode-se interpretar () como nimero de
circulagdo em torno da origem.
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Exemplo 7.6.3 (O Teorema cléssico de Stokes). Seja M C R? uma sub-
variedade suave 2-dimensional orientada e G C M um subconjunto compacto
com bordo suave. Entao o bordo OG (como anteriormente entendido com res-
peito & topologia relativa de M) é uma subvariedade compacta 1-dimensional
de R?. Seja demais U C R? um subconjunto aberto, o qual contem M, e

f=(abec):U—R?
um campo vetorial suave em U. Consideramos a 1-forma
oy :=adr +bdy+cdz € Q' (U).
Como temos visto em equacao em Exemplo [7.2.9
day = wor(f) = udy Ndz +vdz Ndx +wdr A\ dy, (7.6.1)
onde u := dc/dy — Ob/0z, v := a0z — Jc/Dx, w := 0b/0x — Da/dy, sao as

coordenadas do campo vetorial rot(f) = (u,v,w) : U — R3. Segundo o
Teorema [7.5.4| und (7.6.1)) vale

/wrot(f) :/ ay. (762)
G oG

Pode-se reformular esta equacao da seguinte maneira. Seja v : M — S? o
campo normal unitario positivo de M, ou seja v(p) L T,,M tem norma
um e dois vetores v, w € T, M formam uma base positiva do espago tangente
exatamente se det(v(p), v, w) > 0. Demais seja 7 : G — S* o campo tan-
gente unitario positivo, ou seja 7(p) € T,0G é o vetor tangente unitario
positivo para todo p € 9G. Como a letra v foi utilizada de outra forma,
neste exemplo o campo normal exterior de G em M (veja Lema [7.5.3)
sera denotado de

n:0G — S2

Para p € T,0G este n(p) € T,M N (T,0G)* é entao o tnico vetor unitdrio
ortogonal a ambos v(p) e 7(p), o qual segundo as convengoes introduzidas
em Lema [7.5.3| para a orientacao-bordo canonica de 0G satisfaz a equagao

det(v(p), n(p),7(p)) = 1. (7.6.3)

Vice versa, a equacgao ([7.6.3) estabelece através do ja dado campo normal

exterior n de G em M a relagao entre a orientacao de G via v e aquela de
OG via 7. (Veja a Figura[7.5])
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v(p)

Figura 7.5: O Teorema classico de Stokes.

Ora, segue de equagao ([7.6.1)) junto com a equagao ([7.5.4)) na prova de
Teorema (com d = 3 e G em vez de OG e rot(f) em vez de f) a férmula

/Gwrot(f) :/G<rot(f),y> ds. (7.6.4)

Escolhemos um componente conexo I' C G e uma parametrizagao positiva
7 : R — T pelo comprimento de arco, entao vale y(t + T') = ~(t) para todos
ost€Reum T >0 adequado (o comprimento de I'), e 4(t) = 7(y(t)) para
todos os t € R. Particularmente ||%(¢)|| = 1 para todos os t € R e disso segue

Jar= [ aowrsna= [ Gow.raena= [mas

Formamos ora a soma sobre todos os componentes conexos de dG, entao

recebemos a férmula
/ o = / (f,7) dS. (7.6.5)
oG oG

Com as equagoes ([7.6.4) e (7.6.5)) a féormula ([7.6.2) transforma-se em

/(rot(f),y) dS:/ (f,7)dS. (7.6.6)
G oG

Isto é o Teorema de Stokes na forma classica.
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Exemplo 7.6.4. Consideramos a 2-forma

xdy N\ dz + ydz A dx + zdx N dy
W=
(22 + 42 + 22)%?

em R*\ {(0,0,0)}. Esta 2-forma ¢ fechada mas nao exata. Sua integral sobre
a esfera unitdria S* C R3 ¢

/ w = Voly(S?) = 4.
S2

(Exercicio: Prove esta afirmacgao com o Teorema de Stokes.)

O seguinte Teorema de Retracao é uma aplicagao interessante do Teo-
rema de Stokes. Como esta aplicagao afeta o caso d = n, também pode-se
provar o Teorema de Retracao evidentemente direto com ajuda do teorema
de divergéncia de Gauf} (Teorema . Porém a prova com o formalismo
de formas diferenciais é consideravelmente mais simples. Se quer-se prova-lo
direto com ajuda da divergéncia de um campo vetorial adequado, recebe-
se formulas bem complicadas, as quais saem em refazer de novo, para o
caso d = n, os argumentos na demonstragdo do Teorema de Stokes (Teo-
rema |7.5.4]).

Teorema 7.6.5 (Teorema de Retragao). Seja 2 C R™ um subconjunto
aberto limitado com bordo suave, e seja U C R™ wm conjunto aberto, tal
que Q2 C U. Entao nao existe nenhuma aplicagao suave ¢ : U — R™ com

o(2) C 00
e ¢(x) = x para todos os x € ON).

Demonstrag¢ao. Suponhamos que exista uma tal aplicacao suave ¢ : U — R".
Entao vale ¢(z + t£) € 09 para todo = € €, todo vetor £ € R", e todo t € R
suficientemente pequeno. Disso segue

dp(x)§ € Ty 0N

para todos os = € €2 e todos os & € R"™ Portanto as colunas da matriz
jacobiana d¢(z) sao linearmente dependente para todos os z € €2, e dali por
causa da continuidade das primeiras derivadas de ¢, também sao para todos
os z € §. Disso segue a equacio

det(dg(x)) =0 para todos os z € Q. (7.6.7)
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Consideramos ora a (n — 1)-forma
w:=x1dxo Ao Ndx,.
Esta tem como diferencial
dw =dxy Ndxog A --- Ndzx,,

a forma volume padrao no R™. Dali segue de (7.6.7) e parte (iv) de
Lema [.1.12 com k = n a férmula

¢*dw = det(d¢)dw = 0.

Daf vale, segundo o Teorema [7.2.7 e Teorema [7.5.4]
0= / o dw
= / do*w
G

¢'w

oG

:/w

oG

:/dw
G

= Vol,,(G)
> 0.

Aqui a quarta igualdade segue da hipétese que a aplicacao

¢|8G :0G — 0G

¢ a identidade. Temos entao gerado uma contradicao a esta hipotese, a
qual mostra que uma aplica¢ao suave ¢ : U — 02 com ¢(x) = = para todos
os x € 0f) nao pode existir. Com isso o Teorema fica provado. ]

O Teorema de Retracao tem varias consequéncias interessantes. A pri-
meira afeta pontos fixos de uma aplicacao suave f : B — B, onde

B:={zeR"| |z|| <1}

denota a bola unitaria em R" com a norma euclidiana.
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0(x)

Figura 7.6: O Teorema de Ponto Fixo de Brouwer.

Corolario 7.6.6. Toda aplica¢ao suave f : R™ — R"™ com f(B) C B possui
um ponto fixzo x = f(x) € B.

Demonstracao. Denotamos o bordo de B de
S:=0B={r cR"| |z =1} =S""".

Ora suponhamos que exista uma aplicacao suave f : R — R", a qual leva a
bola B em si mesma mas nao possua nenhum ponto fixo em B. Entao

(Lx—ﬂ@V}
2
lz = f(2)]l

¢ um subconjunto aberto de R", o qual contem B, e existe uma aplicacao

suave ¢ : U — S, a qual satisfaz a condigdo ¢(x) = z para todos os x € S.
Uma férmula explicita para uma tal aplicacao é, para x € U, a seguinte

Ox) = t(2) (x — f(x)
T P—— <\/1 a4 BT S@E f@))) .

U:= {x eR"| f(z) #x, ||lz]|* <1+

lz = f@)* Nz = f@)]

Geometricamente recebe-se esta férmula no que vai-se no rasto da reta de
f(z) na diregao z, enquanto até encontra-se a esfera S. Este ponto na esfera
é o ponto imagem ¢(z) (veja a Figura[7.6). Mas como uma tal aplicagdo
¢ : U — S nao existe segundo o Teorema [7.6.5] entdao f deve ter sim, em
contrario a nossa hipétese, um ponto fixo em B, e com isso o Corolério
fica provado. O]
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Corolario 7.6.7 (Teorema de Ponto Fixo de Brouwer).
Toda aplicagdo continua f : B — B possui um ponto fivo x = f(z) € B.

Demonstrac¢ao. A prova requere o teorema de aproximacao de Weierstrafl, o
qual diz que para toda funcao continua f : B — R existe uma sequéncia de
polinémios p; : R — R (em n varidveis), a qual converge em B uniforme-
mente para f. Este resultado também vale evidentemente para aplicacoes
com valores em R™.

Suponhamos ora que f nao possua um ponto fixo. Entao vale

= inf ||z — .

£ inf |z — f(a)] > 0

Segundo o teorema de aproximagao de Weierstrafl existe um polinémio
p:R" — R",

o qual satisfaz a condicao

Ip(x) — f(2)|| < % para todos os = € B.
Ora definimos a aplicacao g : R — R" através de
g(x) == 12_(?/2 para x € R".

Esta aplicacao g é suave e leva a bola unitaria B em si mesma, porque para
todo ponto x € B a desigualdade
€

lp@@)l| < If @)l + [[p(2) = fl@)] <1+
é satisfeita. Para todo ponto x € B vale igualmente a desigualdade

lo(e) = all = | (o) = o+ PEL=TD - 2 g

_ip(@) = F(@)l| + (/2) [1f ()]
1+¢/2

> [[f(x) — |

o €/2+¢/2
- 1+¢/2
> 0.

Portanto ¢ nao possui nenhum ponto fixo em B, em contradicao a Co-

rolario [7.6.6. Com isso o Corolario fica provado. H
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Corolério ¢ um caso especial do Teorema de Ponto Fixo de
Brouwer. Aquele foi provado por Luitzen Egbertus Jan Brouwer no ano
1910 e diz que toda aplicagao continua de um subconjunto compacto con-
vexo do R™ em si mesmo possui um ponto fixo. O Teorema de Ponto Fixo de
Brouwer foi estendido 1930 por Juliusz Schauder a subconjuntos compactos
convexos de um espaco de Banach. Um teorema, o qual foi provado inde-
pendente por Oskar Perron em 1907 e por Georg Frobenius em 1912, diz
que toda matriz quadrada com entradas positivas possui um autovetor com
entradas nao-negativas. Este teorema pode ser deduzido de Corolario

Corolério 7.6.8 (Perron—Frobenius).
Seja A = (ay)} =, € R™™ uma matriz com ai; > 0 para todoi,j =1,...,n.
Entao existe um vetor x = (z1,...,x,) € R" e um nimero real A com

x; >0parai=1,...,n, inzl, A>0, Ax=A\z. (7.6.8)
i=1

Demonstragao. Para § = (&,...,&,) € R" defina a norma ||£]|, := ). |&] e
a norma ||£||, := />, & O simplice padrao é o conjunto

A= {xER” r; >0parat=1,...,n, Zmzl}
i=1
e definimos a aplicacao continua f : A — A através de
Ax
flz) = —— para x € A.
[ Az],
O sfmplice A é homeomorfo & bola B := {y € R" | |jy|l, < 1}. Um home-
omorfismo explicito ¢ = (¢1,...,¢,) : B — A é dado através de

1 ; .
oi(y) =—|(1- i llylla — ,i=1,....,n—1
n maX{yla"'7yn—17_Zj:1 y]}

>0 v 1yl
1 + n—1
max{y1, ..., Yn—1, — ijl yi
para y € B. Ora a aplicacao g:= ¢ o fo¢: B — B é continua e possui
dai, segundo o Corolario , um ponto fixo y = g(y) € B. Disso segue
que x := ¢(y) € A é um ponto fixo de f. Isto é equivalente a equagao Axr =

|Az||, x, e daf x satisfaz a afirmacao de Coroldrio com \ := ||Azl[|; > 0.
[

(7.6.9)

S|

¢n(y) =



Apéndice A

Fecho e Interior

A.1 Conceitos basicos da topologia

Seja (X, d) um espago métrico, ou seja X é um conjuntoed: X x X — R
é uma funcao com as seguintes propriedades.

(d1) Para todos os x,y € X vale d(z,y) > 0ed(z,y) =0 <= z=y.
(d2) Para todos os z,y € X vale d(z,y) = d(y, x).
(d3) Para todos os z,y,z € X vale d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2).

A desigualdade em (d3) é chamada de desigualdade triangular. A fungao
d é chamada de fungao distancia. Um subconjunto U C X é chamado de
aberto se para todo elemento x € U existe um € > 0 tal que

B.(z) :={y € X |d(z,y) <e} CU.

Particularmente o conjunto B, (z) é aberto para todo x € X e todo r > 0;
chamado de bola aberta em X com centro x e raio r. Conjuntos abertos
tém as seguintes propriedades.

(A1) X e 0 sdao subconjuntos abertos de X.
(A2) SeUy,...,U, sao subconjuntos abertos de X, entao (;_, U; também é.

(A3) Se I é um conjunto e U; C X é um subconjunto aberto para todo
i € I, entao a uniao |J,.; U; também é aberto.

319
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Diz-se que uma sequéncia (z,),eny em X converge para x € X se para
todo € > 0 existe um ny € N, tal que para todo n € N vale o seguinte

n > ng = d(zp, ) < e.

Um subconjunto A C X chama-se de fechado se para toda sequéncia (2, )nen
em A a qual converge para um elemento x € X seu limite x também é um
elemento de A.

Um subconjunto A C X é fechado se e somente se seu complemento U :=
X'\ A é aberto (veja [6]). Conjuntos fechados tém as seguintes propriedades.

(F1) O conjunto vazio e o espago X por inteiro sdo subconjuntos fechados
de X.

(F2) Se Ay, ..., A, sdo subconjuntos fechados de X, entao |J;_, A; também
¢ fechado.

(F3) Se I é um conjunto e A; C X é um subconjunto fechado para todo
i € I, entao a intersecao (),.; U; também ¢é fechado.

Sejam (X, dx) e (Y, dy) dois espagos métricos. Uma aplicacdo f: X — Y

chama-se de continua se para todo x¢o € X e todo € > 0 existe um § > 0,
tal que para todo x € X vale o seguinte

dx(x,lb) <9 - dy(f(flf), f({L‘())) <E.

Para uma aplicagao f : X — Y qualquer as seguintes afirmacoes sao equiva-
lentes.

(C1) f é continua.

(C2) Se (z)nen é uma sequéncia em X a qual converge para z € X, entao
f(z,) converge para f(x) € Y.

(C3) Pre-imagens de abertos sao abertos: Se V' C Y é aberto, entao sua
pre-imagem f~1(V):={x € X| f(z) € V} é aberto em X.

(Veja Andlise I [6].) Uma aplicagao f : X — Y chama-se de homeomor-
fismo se é bijetivo e f e f~! sao continuas.
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A.2 Os conceitos fecho e interior

Esta secao trata os conceitos do fecho e do interior de um subconjunto de
um espago métrico. Seja entao (X, d) um espago métrico. O exemplo padrao
¢ um espaco vetorial normado (X, ||-||) munido da fungao distancia definida
assim d(z,y) := ||z — y|| para z,y € X. Porém nesta secao (X, d) pode ser
um espac¢o métrico arbitrario. Para x € X e r > 0 denotamos, como ¢é nossa
praxe, com o simbolo B,.(z) := {y € X |d(z,y) < r} a bola aberta de raio r
e centro x.

Definicao A.2.1. Seja dado um subconjunto A C X. O fecho de A € o
conjunto

A:={z € X|Ve >0 vale B.(x)NA#0D}.

O interior de A ¢ o conjunto
A:={z e X|3e >0, tal que B.(zx) C A}.

O bordo de A € o conjunto

814::2\14?:{356)() Ve > 0 vale B-(x) N A # }

e B.(x)N(X\A)#0

Exemplo A.2.2. Seja X = R o conjunto dos nimeros reais com a fungao
distancia padrao d(z,y) = |r — y|. Sejam a < b dois nimeros reais e seja A
o intervalo semi-aberto

A:=la,b):={r eRla <z <b}.

Entao o fecho, o interior, e o bordo de A sao dados através de

J— o

A = [a,b], A = (a,b), 0A = {a,b}
respectivamente.

Em todo espago métrico (X,d) o fecho de um subconjunto A sempre é
um conjunto fechado, e o interior de A sempre um conjunto aberto. Com
isso 0 bordo também é um conjunto fechado. A seguinte proposicao resume
as propriedades mais importantes do fecho e do interior.
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Proposicao A.2.3. Seja(X,d) um espago métrico e A C X.

(i) Seja x € X. Entdo x € A se e somente se existe uma sequéncia x, € A
a qual converge para x.

(i) X\A=X\A4, edA=ANnX\ 4.

(iii) A= AUJA e A= A\ DA.

(iv) A € o menor subconjunto fechado de X contendo A.

(v) A ¢ o maior subconjunto aberto de X contido em A.

(vi) A € fechado se e somente se A= A (ou seja DA C A) .

(vii) A € aberto se e somente se A=A (ou seja DANA=10).

Demonstra¢ao. Provaremos (i). Seja z,, € A uma sequéncia a qual converge
para um elemento x € X. Seja ¢ > 0. Segundo a definicao de convergéncia
existe um numero natural ng € N, tal que para todo n € N vale

n 2> ng — d(z x,) < €.

Com isto vale z,, € B.(x) para todo n > ng e daf segue B.(z) N A # (.
Como isto vale para todo € > 0, segue dali z € A. Vice-versa, seja dado
z € A. Entao By,(x) N A # () para todo nimero natural n € N. Segundo
o axioma da escolha, versao contavel, existe entao uma sequéncia x, € A,
tal que para todo n € N vale a desigualdade d(x,z,) < 1/n. Segue dali
lim,, o d(x,z,) =0 e dal = lim,,_,, x,. Com isso (i) fica provado.
Provaremos (ii). Segundo a defini¢ao de fecho e interior vale

X\A={zx e X|Vxe X vale B.(z)N (X \ A) # 0}
={z € X|Vx € X vale B.(z) ¢ A}
= X\ A.
Segue dai ) )
OA=A\A=AN(X\A) =AnX\A.

Com isso (i) fica provado. B
Provaremos (iii). Vale A C A C A. Segundo a definigdo do bordo segue
dai
AUBA=AU(A\A)=AUA=4

A\OA=A\(A\A) = A\ (4A\ A) = A.

Com isso (iii) fica provado.
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Provaremos (iv). Para ji provaremos que A é fechado. Ora, seja x, € A
uma sequéncia a qual converge para um elemento z € X. Seja dado um
nimero € > 0. Segundo a defini¢ao da convergéncia existe um n € N com

d(z,z,) <

DO ™

Como z,, € A, vale B./o(x,)NA # (. Escolha um elemento a € B, jo(z,) NA.
Entao vale a desigualdade triangular

€
+ - =c.

d(z,a) < d(z,z,) + d(zp,a) < 5

Segue dai
B.(z)NA#0.

Como ¢ > 0 foi escolhido arbitrariamente, segue dali z € A. Com isto temos
mostrado que A é um subconjunto fechado de X. Seja ora B C X um
conjunto fechado qualquer contendo A. Resta mostrar que A C B. Seja ora
r € A. Entdo existe segundo (i) uma sequéncia z,, € A a qual converge para
x. Portanto z, é uma sequéncia em B e, como B é fechado, segue disso que
seu limite x também é um elemento de B. Com isso (iv) fica provado.

A afirmagao (v) segue de (ii) e (iv). A afirmacao (vi) segue imediatamente
de (iii) e (iv). A afirmacao (vii) segue imediatamente de (iii) e (v). Com isso
a Proposicao fica provada. O

Exercicio A.2.4. Num espago métrico (X, d) denotamos frequentemente a
bola fechada com centro z € X e raio r > 0 com

B.(x) = {y € X|d(z,y) <r}.

Este conjunto sempre é fechado.

(i) Dado um espago vetorial normado (X, ||-]|) munido da fungao distancia
induzida

d(z,y) == [l =y
para z,y € X, mostre que B,(z) é o fecho de B, (z).

(ii) Encontre um exemplo de um espago métrico (X, d), de um ponto z € X,
e um ndmero r > 0, tal que B, (z) nao é o fecho de B,(z), ou seja, a inclusao
B,.(x) € B,.(z) é estrita.
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Exercicio A.2.5. Seja (X, d) um espago métrico e sejam A, B C X. Entao
vale

AuB=AuB, ANnBcCANB, (A.2.1)

AUBCAUB, AnB=ANB. (A.2.2)

Para as escolhas X :=Re A:= Qe B:=R\ Q recechemos A = B = ANB =
PeA=B=AUB=X,

Exercicio A.2.6. Seja (X, d) um espago métrico e seja A C X. Entao vale

AcA  §Acoa, (A.2.3)

Acd,  0dAdcoa (A.2.4)

Para A:=Q e X := R estas sao inclusoes estritas com A=0A=0A=10
e A =0A = X. Para intervalos em R vale igualdade em (A.2.3) e (A.2.4]).

Exercicio A.2.7. Sejam (X, dx) e (Y,dy) espagos métricos, e f: X =Y
uma aplicacao continua. Entao vale

f(A) C f(4) (A.2.5)

para AC X e
B STIB, (B) s (A.2:6)

para BCY.ParaA=X =Y =Re f = tan"! tem-se uma inclusao estrita
em (A2.5). Para X =Y =R, f(z):=2% e A={-1}U(-1/2,1)U(1,2)
recebemos f(A) = [0,4), f(A) = (0,4), e f(A)=1[0,1)U(1,4); portanto
neste exemplo o interior do conjunto f(A) nem é contido em f(A), nem
o contem o conjunto f (A) Em outras palavras, para o interior nao existe
uma relacao analoga da inclusao .

As inclusoes em geralmente sao estritas: Seja f = ¢ : R — R uma
funcao constante nos nimeros reais. Escolha um subconjunto aberto B C R
cujo bordo contem ¢. Entdo f~'(B) =R ¢ § = § = f~1(B). Escolha um
subconjunto fechado B C R cujo bordo contem c¢. Entao ¢ nao é elemento

o

do interior de B, por isso f~H(B) =0 2 R =R = f~1(B).



Apeéendice B

Espacos Conexos

B.1 A topologia relativa

Seja (X, d) um espago métrico e Y C X um subconjunto qualquer. Entao a
restricao da funcao distanciad : X x X — R a Y xY é uma funcao distancia
de novo, denotada

dyizd‘yXyIYXY—)R.

Assim (Y, dy) torna-se um espago métrico.

Definicao B.1.1. A topologia induzida em Y através da fun¢ao distancia
restrita dy também chama-se de topologia relativa em Y. Um subcon-
gunto V-CY € chamado de Y-aberto se é aberto com respeito a topologia
relativa. Um subconjunto B C'Y € chamado de Y-fechado se é fechado com
respeito a topologia relativa.

O seguinte lema caracteriza os subconjuntos Y-abertos e Y-fechados de
Y com a ajuda dos subconjuntos abertos e fechados de X.

Lema B.1.2. Seja (X, d) um espago métrico e seja’Y C X um subconjunto
qualquer.

(i) Um subconjuntoV-C'Y €Y -aberto se e somente se existe um subconjunto
aberto U C X, tal que V =UNY.

(ii) Um subconjunto B C'Y €Y -fechado se e somente se existe um subcon-
gunto fechado A C X, tal que B=ANY.
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Demonstra¢ao. Provaremos (i). Se V' C Y é aberto com respeito dy, entao
existe para todo y € V um ¢ > 0, tal que

B(y;Y) = {z eY|d(z,y) <e} C V.
Para y € V seja e(y) :=sup{e € (0,1]| B-(y;Y) C V'}. Entao B (y;Y) C

V para todo y € V. Por isso o conjunto

U= | By (y: X)

yev

¢ aberto em X e vale

uny = U (Bs(y)(y;X)mY) = U Bey(y;Y) = V.

yev yev

Se existe, do outro lado, um subconjunto aberto U C X com UNY =V,
entdao y € V implica y € U, dai existe um € > 0 com B.(y; X) C U, e por
isso vale B.(y;Y) = Bo(y; X)NY Cc UNY = V. Consequentemente V é
aberto com respeito dy. Com isso a parte (i) fica provada.
Para mostrar (ii) suponhamos para ji que B C Y seja fechado com res-
peito dy. Entao
V:=Y\B

¢ aberto com respeito dy. Segundo (i) existe entdo um conjunto aberto
UcCX,talqueUNY =V. Assim

A=X\U
¢ um subconjunto fechado de X e vale
ANY =(X\0U)NY =Y\ (UNY)=Y\V =8.
Do outro lado, se A C X é fechado e B=ANY, entao
U=X\A
¢ um subconjunto aberto de X e vale
UnyY =(X\A)NY=Y\(ANY)=Y\B.

Dai segundo (i) o conjunto Y \ B é aberto com respeito dy, e consequente-
mente B é fechado com respeito dy. Com isso o Lema|[B.1.2|fica provado. [
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Exemplo B.1.3. Seja X = R munido da métrica padrao

d(z,y) = |z —y|

para x,y € R.
(i) Seja
Y :=10,1]

entao [0,b), para 0 < b < 1, é um subconjunto Y-aberto de Y. Porém um
subconjunto B C Y é Y-fechado se e somente se é fechado (porque o préprio
Y é um subconjunto fechado de X).
(ii) Seja

Y :=(0,1)

entao (0,b], para 0 < b < 1, é um subconjunto Y-fechado de Y. Porém um
subconjunto V' C Y é Y-aberto se e somente se é aberto (porque o préprio
Y é um subconjunto aberto de X).

B.2 O conceito conexo

Definicao B.2.1. Um espa¢o métrico (X,d) chama-se de conexo se nao
pode-se-lé representar como uma uniao disjunta de dois subconjuntos abertos
nao-vazios, ou seja, se para quaisquer dois subconjuntos abertos U,V C X
vale o sequinte:

vuv=X UnV=>0 — U=0 ou V=0

ou seja, o conjunto vazio e o espaco completo sao 0s unicos subconjuntos de
X, as quais sao tanto aberto como fechado.

Um subconjunto Y C X de um espaco métrico (X,d) chama-se de co-
nexo, se € conexo com respeito a métrica induzida dy. Segundo o Lema[B.1.3
1sso significa que para quaisquer dois subconjuntos abertos U,V C X wale a
sequinte afirmagao:

AcCcUUV, ANnUNV =10 — ANU=0 ou ANV =0.

O seguinte teorema mostra que os subconjuntos conexos de R sao preci-
samente os intervalos.
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Teorema B.2.2. Seja X = R munido da métrica padrao

d(z,y) = |z —y|.
Um subconjunto I C R € conexo se e somente se € um intervalo.

Demonstracao. Se I C R nao é um intervalo, entao existem trés nimeros
reais a, b, c € R com

a,bel, cé¢l, a<c<b.
Definimos
U:={zeR|z<c}, Vi={zreR|z>c}

assim sao conjuntos abertos com
IcUuv, INU#0, INV #0.

Entao I nao é conexo.

Suponhamos por outro lado que I seja um intervalo e A C [ seja um
subconjunto o qual é tanto aberto, como também fechado (com respeito a
métrica dy), e qual nem é vazio, nem o espaco inteiro. Entao

B:=1T\A

também é nao-vazio e escolhemos a € A e b € B. Podemos supor sem perda
da generalidade que a < b. Seja

¢ :=sup(A4 N la,bl).

Entao vale ¢ € [a,b] C I e existe uma sequéncia ar € A com a; < ¢ a qual
converge para c. Como A é fechado com respeito dy, segue dai que ¢ € A e por
isso ¢ < b. Com isto o intervalo semi-aberto (¢, b] é contido em B. Portanto
vale ¢ + 1/n € B para todo nimero natural n suficientemente grande, e dali

c= lim(¢c+1/n) € B
n—oo
porque B também é fechado com respeito d;. Também temos mostrado que ¢

¢ um elemento tanto de A, como de B, em contradicao a AN B = (. Com
isso o Teorema fica provado. O
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Teorema B.2.3. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos e f: X =Y
uma aplica¢ao continua; se A C X € conexo entdo também é f(A) C Y.

Demonstracdao. Sejam U,V C Y dois conjuntos abertos, tal que
f(A) cUuv, f(ANUNV =0.

A mostrar é que um dos conjuntos f(A)NU ou f(A) NV é vazio.
Como f é continuo, os conjuntos f~1(U) e f~1(V) sdo subconjuntos aber-

tos de X. Ora provaremos que estes subconjuntos tem as seguintes proprie-
dades:

Ac fHU)YU V), AN fH )N (V) =0. (B.2.1)

A sabersea € A, entao f(a) € f(A) CUUV,edal f(a) € Uou f(a) € V;no
primeiro caso vale a € f~1(U) e no segundo caso vale a € f~*(V). Isto prova
a primeira afirmacao em . A segunda afirmagao em (B.2.1)) mostra-se
muito melhor indiretamente. Se existe um elemento a € ANf~H(U)Nf~1(V),
entao vale f(a) € f(A)NU NV, na contradi¢do a nossa hipdtese sobre U e
V. Com isso ambas as afirmacoes em (B.2.1)) ficam provadas.

Como A é conexo, segue de @ , que pelo menos um dos conjuntos
AN fYU) ou An f74V) é vazio. Mas se AN f~1(U) = (), entao isto
significa que sob f nenhum elemento de A é levado a U, e consequentemente
f(A)NU = 0 também ¢é vazio; do mesmo modo com V em vez de U. Com
isso pelo menos um dos conjuntos f(A) N U ou f(A)NV é o conjunto vazio,
como afirmado. Com isso o Teorema fica provado. O

Teorema B.2.4. (Teorema do valor intermedidrio)

Seja (X, d) um espago métrico conezo, seja f: X — R uma fun¢do continua,
e sejam dados dois pontos x,y € X e um numero real ¢ € R, as quais sa-
tisfacam as desigualdades

flx) <e < f(y).

Entao existe um elemento z € X com f(z) = c.

Demonstragio. Como X ¢ conexo segue do Teorema [B.2.3|que f(X) também
é conexo. Portanto f(X) ¢ um intervalo segundo o Teorema [B.2.2]
Como f(z) e f(y) sdo elementos de f(X), segue da definicdo de um intervalo
que ¢ € f(X). Com isso o Teorema [B.2.4] fica provado. ]
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B.3 Conjuntos conexo por caminho

Seja (X, d) um espago métrico.
Um subconjunto A C X chama-se de conexo por caminho se para
quaisquer dois elementos xg, 1 € A existe uma aplicacao continua

v:[0,1] - A
a qual conecta os pontos

70) =z0, (1) =m

um com o outro.

Teorema B.3.1. (i) Todo subconjunto conexo por caminho de um espaco
métrico (X, d) € conezo.

(ii) Todo subconjunto aberto e conexo de um espago vetorial normado (X, ||-||)
€ conexo por caminho.

Demonstragao. Provaremos (i). Seja (X, d) um espago métrico e A C X um
subconjunto conexo por caminho. Fica a mostrar que A é conexo. Suponha-
mos por absurdo que nao seja. Entao existem conjuntos abertos Uy, Uy C X,
tal que

ACU(]UUl, AﬂUoﬂUlz(Z), AQUO#(Z), AﬂUl#(Z)

Seja xg € ANUyexy € ANU;. Como A é conexo por caminho existe uma
aplicagao continua « : [0,1] — A com v(0) = x¢ e y(1) = x;. O intervalo
I :=10,1] é a unido disjunta dos dois conjuntos I-abertos

Io =77} (Uo) = {t € I'|~(t) € Up}

I =y U) ={teI|y(t) € U}.

Ambos estes conjuntos sao nao-vazios porque 0 € Iy e 1 € [;. Mas isso
contradiz o fato que o intervalo I = [0,1] é conexo segundo o Teorema [B.2.2]
Esta contradicao mostra que o conjunto A deve ter sido conexo, em con-
tradigdo a nossa hipdtese original, e com isso a parte (i) fica provada.
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Provaremos (ii). Seja entao (X, ||-||) um espago vetorial real e normado
e seja U C X um subconjunto aberto e conexo. Seja xg € U e seja Uy C U
o conjunto de todos os pontos x € U, as quais podem ser conectados em U
através de um caminho continuo, ou seja

U()ZI{Q?EU

existe uma aplicacao continua
v:[0,1] = U com y(0) =zg e y(1) =z

Este conjunto é nao-vazio porque xy € Uy.

Provaremos que U, é um subconjunto aberto de X. Seja x € Uy. Como
U é aberto, existe um ¢ > 0, tal que B.(x) = {y € X | ||z —vy| <e} C U.
Como x € Uy, existe uma aplicagao continua 3 : [0,1] — U com

B0) =z,  B(1) ==z
Seja y € B.(z) e defina a aplicagao v : [0, 1] — X através de

(t) == B(21), para 0 <t < 1/2,
M= @202+ (2t — 1)y, paral/2<t< 1.

Esta aplicagdo é continua, porque f(1) = z; assume valores em U, porque
B.(z) C U, e satisfaz v(0) = xg e v(1) = y. Consequentemente y € Uy para
todo y € B.(x). Portanto temos mostrado que para todo z € U existe um
e >0 com B.(z) C Uy. Entao Uy é um subconjunto aberto de X.

Provaremos que Uy ¢ um subconjunto fechado de U com respeito a to-
pologia relativa. Seja entdo (zj)reny uma sequéncia em Uy a qual converge
para um elemento x € U. Escolha ¢ > 0, tal que B.(x) C U. Entao existe
um k£ € N com ||z, — z|| < e. Como zj, € Uy existe uma aplica¢do continua
f:10,1] = U com

B(0) = o, B(1) = xy.

Defina 7 : [0,1] — X através de

{ B(2t), para 0 < t < 1/2,

v(t) = (2 — 2t)zy, + (2t — 1)z, para1/2 <t <1,

Esta aplicagao é continua, porque (1) = zj; assume valores em U, porque
B.(z) C U, e satisfaz 7(0) = x¢ e (1) = z. Consequentemente x € U.
Portanto é mostrado que Uy é um subconjunto de U nao-vazio, U-aberto, e
U-fechado. Como U é um subconjunto conexo de X segue dai que Uy = U.
Como o € U foi escolhido arbitrariamente, isso significa que U é conexo por
caminho. Com isso o Teorema fica provado. O
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B.4 Componentes conexos

Lema B.4.1. Seja (X, d) um espago mélrico, seja I um conjunto arbitrdrio
de indices, e seja A; C X um subconjunto conexo para todo i € I. Se

(A #0

el

A::UAi

el

entao o conjunto

é conezxo.

Demonstracao. Sejam U,V C X dois subconjuntos abertos, tal que
AcCUUYV, ANUNV =0.

Seja escolhido e fixado um elemento

To € ﬂAl

i€l

Entao vale, ou g € U, ou zyg € V. Suponhamos zy € U e seja i € I.
Como A, CUUV e ;NnUNV =0 e A; é conexo, vale ou A, NU = 0, ou
A;NV = 0. Como zg€ A;NU, segue dai A;NV =0 e com isto A; C U.
Consequentemente A; C U para todo i € I e poristo ACU e ANV = 0.
Por isso A é conexo. O

Seja (X, d) um espago métrico. Definimos em X a seguinte relacdo de
equivaléncia: chama-se dois elementos x,y € X de equivalente (notagao
xr ~ y) se existe um subconjunto conexo A C X contendo x e y, ou seja
z,y € A. Segundo o Lema[B.4.T]isto é realmente uma relagao de equivaléncia.
Mais além segue do Lema que as classes de equivaléncia desta relacao
de equivaléncia sao conexas; sao chamadas de componentes conexos X.
Para zy € X chama-se o subconjunto

Ay ={r e X |z~ a0}

o componente conexo de xy; isto é o maior subconjunto conexo de X o
qual contem x.
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B.5 Exemplos

Exemplo B.5.1. Seja X := R" munido da métrica euclidiana e seja K C R"
um subconjunto convexo. Este subconjunto é conexo por caminho, porque
para xg,r; € K a férmula ~(t) := (1 — t)xg + tz; define uma aplicagao
continua 7y : [0,1] - K com v(0) = x¢ e y(1) = x;. Entao K é conexo por
caminho segundo o Teorema |B.3.1

Exemplo B.5.2. Seja X := Q o conjunto dos ntmero racionais munido
da métrica padrao d(x,y) := |r —y|. Entdo todo componente conexo é
composto de um tnico elemento s6. Um tal espago também chama-se total-
mente desconexo.

Exemplo B.5.3. Seja X = R"™ munido da métrica euclidiana. Este espago
é conexo. O complemento Y := R™\ {0} do vetor nulo é conexo para n > 2,
mas nao para n = 1. Exercicio: Prove estas afirmacoes. Conclua dai que
para n > 1 nao pode existir nenhum homeomorfismo de R para R".

Exemplo B.5.4. Seja X = R” munido da métrica euclidiana. Entao
a esfera unitdria S" ! := {z € R"| ||z|l, = 1} é conexo. Seu complemento
Y := R"\ S"! tem dois componentes conexos para n > 1, e trés para
n = 1. Exercicio: Prove estas afirmacoes. Dica: Use o conceito “conexo
por caminho”.

Exemplo B.5.5. O conjunto

A={(z,y) x>0,y =sin(1/2)} U{(0,y)| -1 <y <1}

¢ um subconjunto fechado e conexo de R?, mas nao é conexo por caminho.
Exercicio: Prove estas afirmagoes.

Exemplo B.5.6. O grupo
GL*(n,R) := {4 € R™"| det(A) > 0}

é conexo para todo nimero natural n. (Uma demonstracao elegante desta
afirmagao encontra-se em [2, pagina 36/37]; veja também o Teorema [D.4.1))).
Segue dai que o conjunto das matrizes n X n com determinante negativo
também é conexo. Consequentemente o grupo GL(n,R) é composto de exa-
tamente dois componentes conexos.
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Apeéendice C
Espacos Métricos Compactos

A primeira secao deste apéndice caracteriza os conjuntos compactos sequen-
ciais de um espaco métrico. Na segunda se¢ao vamos provar o Teorema de
Arzela—Ascoli.

C.1 O conceito de compacidade

Seja X um conjunto e seja K C X. Uma cobertura de K é uma colecao
U = {U;}icr, indexada por um conjunto I, de subconjuntos U; C X tal
que a unido destes subconjuntos contem o conjunto K, ou seja K C |J,; U;.
Também pode-se descrever uma cobertura como um conjunto % C 2% de
subconjuntos de X com a propriedade que a uniao deles contem K, ou
seja K C | Jyeqy U. A relacao entre as duas formulagoes do mesmo fenémeno
é que um subconjunto U C X é um elemento de % se e somente se existe
um ¢ € [ tal que U; = U. Se os conjuntos indexados U; sao dois-a-dois di-
ferente (ou seja U; # U; para i # j), entdo a aplicagao [ — % i+ U; é
bijetiva.

Uma cobertura % (resp. {U;}icr) é chamada de finita, se o conjunto %
(resp. o conjunto I de indices) é finito.

Uma subcobertura de % (resp. {U;}icr) é um tal subconjunto de %
que ainda é uma cobertura (resp. um subconjunto J C I tal que a colegao
{Ui}ics ainda é uma cobertura).

Se (X, d) é um espago métrico, entdao chama-se de cobertura aberta de
um subconjunto K C X uma cobertura composto de conjuntos abertos so;
no caso de {U,}ier isto significa que o conjunto U; é aberto para todo i € I.

335
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Definicao C.1.1. Seja (X, d) um espago métrico e seja K C X.

(i) O subconjunto K chama-se de totalmente limitado, se ou é vazio, ou
para todo € > 0 existe um numero finito de elementos &1, ...,&, € K, tal que

KcU&@»

Aqui denotamos de B.(§) := {x € X |d(z,{) < €} a bola aberta em (X, d)
de raio € com centro &.

(i) O subconjunto K chama-se de completo, se toda sequéncia de Cauchy
em K converge para um elemento de K.

(iii) O subconjunto K chama-se de compacto, se toda sequéncia em K pos-
sua uma subsequéncia convergente a qual converge para um elemento de K.

O seguinte teorema mostra que os subconjuntos compactos de um espaco
métrico sao determinados sé pela topologia do espago (logo pela coletividade
dos conjuntos abertos). Nos espagos topoldgicos gerais usa-se a condigao (ii)
no Teorema como defini¢ao do conceito da compacidade.

Teorema C.1.2. Seja (X,d) um espago métrico e seja K C X. Entdo sao
equivalentes as sequintes afirmacoes.

(i) K € compacto.
(ii) Toda cobertura aberta de K possui uma subcobertura finita.
(iii) K € completo e totalmente limitado.

Demonstracao. O conjunto vazio K = () satisfaz todas as trés condicoes.
Suponhamos entao que K nao seja vazio. Para evitar confusao denota-
mos nesta demonstracao o conjunto de todos os subconjuntos abertos de X
de 7(X,d) C 2X. (Z como em “topologia”.)

“(i) = (ii)”. Suponhamos que toda sequéncia em K possua uma sub-
sequéncia a qual converge para um elemento de K. Seja

w C T(X,d)

uma cobertura aberta de X. Provaremos em dois passos que % possui uma
subcobertura finita.
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Passo 1. Eziste um € > 0, tal que para todo x € K existe um U € U com
B.(z) CU.

Como formula logica pode-se escrever esta afirmacao da seguinte forma:
(Je > 0)(Vx € K)(3U € % )(B-(z) C U).

Provaremos isto indiretamente e suponhamos que o contrario seja o caso:
(Ve > 0)(Fz € K)(VU € % )(B-(z) ¢ U).

Escolha € := 1/n com n € N. Entao existe segundo o axioma da escolha,
versao contavel, uma sequéncia (z,),eny em K, tal que para todo n € N vale
o seguinte:

Bijn(zn) ¢ U YU € U .

Como K é compacto, a sequéncia (x,)neny possui uma subsequéncia (p, )ien
a qual converge para um elemento xy :=lim; , z,, € K. Seja U € %, tal
que 2o € U. Como U ¢é aberto, existe um numero € > 0 com B.(z() C U.
Como z,, converge para xy, existe um numero natural N € N tal que para
todos os 7 € N vale o seguinte:

i>N = d(zp,;, o) < %.

Seja i > N com 1/n; < /2. Entao B/p,(2n,) C Bej2(2n,) C Be(x0) C U, na
contradigao a construgao da sequéncia (x,,). Isso prova o Passo 1.

Passo 2. % possui uma subcobertura finita.

Suponhamos que % tenha uma subcobertura finita. Seja € > 0 um nimero
satisfazendo a afirmacao do Passo 1. Vamos construir indutivamente uma
sequéncia (x,)neny em K e uma sequéncia (U, )nen em %, tal que

B€(£L'1> C U1

Bg(l’n) c U,, T §é UyU---uUU,_1

para todos os n € N com n > 2. Para ja escolhemos um elemento x; € K.
Entao existe segundo o Passo 1 um elemento U; € % com B.(x1) C Uj.
Suponhamos ora que tenhamos construido zi,...,x; e Uy,..., U, tal que
nossas condigoes sao satisfeitos para n = 1,...,k. Como % nao possui
nenhuma subcobertura finita, deve existir um elemento x;,; € K o qual nao
¢é contido em nenhum dos subconjuntos Uy, ..., U;. Segundo o Passo 1 existe
um Uy € % com B.(xpy1) C Ugyr. Com isso o argumento da indugao é
concluido e temos construido as sequéncias desejadas.
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Pela construgao das sequéncias vale x,, ¢ U, para todo m,n € N, n > m.
Como B.(x,,) C Uy, segue dai que x,, ¢ B.(z,,) e assim d(z,, x,,) > €, para
todos os m,n € N com n > m. Trocamos n e m, entao recebemos a desi-
gualdade d(z,,x,,) > ¢ para todo m,n € N com n # m. Consequentemente
a sequéncia (z,),eny ndo tem nenhuma subsequéncia convergente, na con-
tradi¢ao a (i). Com isso é mostrado que (ii) segue de (i).

“(ii) = (iii)”. Suponhamos agora que toda cobertura aberta possui
uma subcobertura finita. Que K ¢ totalmente limitado segue através da
escolha da cobertura % := {B.(z) |z € K}. Segundo (ii) existem elemen-
tos &p,..., &y € K com K C Uf\il B.(&;). Com isto K é totalmente limitado.

Provaremos ora que K é completo. Seja entao (z,)neny uma sequéncia de
Cauchy em K. Suponhamos que esta sequéncia nao convirja para um ele-
mento de K. Entao, segundo um resultado do curso Anélise I, nenhuma
subsequéncia de (z,)nen converge para um elemento de K. Com isto a
sequéncia (x,, ),en ndo possui nenhumas pontos limites em K (veja Anélise I).
Isso significa o seguinte: para todo £ € K existe um e(§) > 0, tal que a bola
B.(¢)(&) contem s6 um ntimero finito de membros da nossa sequéncia (2, )nen-
Segue dai que a cobertura aberta

% = {B() € € K}

de K nao pode conter nenhuma subcobertura finita. Isto é uma contradicao
a (ii), e com isso é mostrado, que (iii) segue de (ii).

“(iii) = (i)”. Suponhamos ora que K seja completo e totalmente
limitado. Seja (z,)neny uma sequéncia em K. Temos que encontrar uma sub-
sequéncia convergente de (x,,) a qual converge para um elemento de K. Para
isso vamos construir indutivamente uma sequéncia de subconjuntos infinitos
T, CN, k=0,1,2,3,...,com NDTyg DT DTy D ---e

n,m € Ty - d(2y, ) < 278

Como (X, d) é totalmente limitado, pode-se cobrir K com um nimero finito
de bolas Bj/(&) com i=1,...,m. Uma destas bolas, dizemos B/ (&),
dever conter um nimero infinito de membros da nossa sequéncia. Defina

TO = {n c N|5L'n S Bl/Q(Sz)} .
Pela construgao isto ¢ um subconjunto infinito de N e vale

(T, Tm) < d(Tp, &) + d(&yxm) < 1 para todos os n,m € Tj.
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Seja ora k> 1 e sejam Ty DTy D -+ D Tr_1 ja construido. Como (X, d)
é totalmente limitado, podemos cobrir X com um ntmero finito de bo-
las By-x-1(&) com i =1,...,m. Uma destas bolas, dizemos By-x-1(§;),
deve conter um numero infinito de membros z, com n € T,_;. Defina o
conjunto T}, := {n €Ty 1|z, € BQ—k—l(&-i)}. Entao Tj é um subconjunto
infinito de Ty e vale d(z,,zm) < d(x,,&) + d(&, 2m) < 27F para todos
os n,m € Ty. Com isso todos os conjuntos T}, para todos os k € N sao cons-
truidos.

Como cada um subconjunto T} € infinito, existe uma sequéncia ny € Ty,
tal que ny < ngyq para todos os k € N. Entao vale ny € Ty C T}, para { > k
e daf todos os k,¢ € N com ¢ > k satisfazem a desigualdade d(zy, z,) < 27%.
Com isso a sequéncia (z,, )ren ¢ Cauchy e, como K é completo, ela converge
para um elemento de K. Entao temos mostrado que toda sequéncia em X
possui uma subsequéncia convergente. Portanto (i) segue de (iii). Com isso

o Teorema fica provado. O

Exercicio C.1.3. Seja (X, d) um espago métrico e Y C X um subconjunto
munido da funcao distancia induzida dy. Um subconjunto K C Y é com-
pacto em (X, d) se e somente se é compacto em (Y, dy). Dica: “<”Um sub-
conjunto V; C Y é Y-aberto se existe um X-aberto U; C X com U;NY =V,.

C.2 O Teorema de Arzela—Ascoli

Segundo o Teorema de Heine-Borel um subconjunto do R™ (munido da
métrica padrao, ou seja, a euclidiana) é compacto se e somente se é fechado
e limitado. Particularmente a bola unitaria fechada em R™ é compacta. Isto
também vale para qualquer espaco vetorial normado de dimensao finita, ou
equivalentemente para qualquer norma em R". Em contrapartida o seguinte
exercicio mostra que esta propriedade precisamente caracteriza os espacos
vetoriais normados de dimensao finita.

Exercicio C.2.1. Seja V espago vetorial normado com bola unitaria com-
pacta B :={x € V| ||z|| < 1}. Entdao V é de dimensao finita.

Dicas: 1. Todo subespago linear W C V' de dimensao finita é fechado.
2. Se W C V' é um subespaco linear fechado, entao todo vetor no comple-
mento v € V' \ W fica na distancia positiva d(v, W) := infew ||[v — w]|| > 0.
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3. Se W C V' é um subespago linear fechado, entao existe um vetor v € V
com |[v|| =1ed(w,W) >1/2. (Seja vy € V\ W e escolha wy € W tal que

o — wol| < 2d(ve, W); defina v := |jvg — wo || ™" (vo — wp).
4. Se V é de dimensao infinita, entao existe uma sequéncia (v, ),ey em V
com ||v,|| =1 e ||, — vp|| > 1/2 para todos os n,m € N com n # m. Uma

tal sequéncia nao possui uma subsequéncia convergente.

Exercicio nés da um critério importante para a dimensionalidade
finita de um espaco vetorial normado. Também mostra que o principio de
Heine-Borel nao vale em espacos vetoriais normados de dimensao infinita: La
existem subconjuntos fechados e limitados as quais nao sao compactos. Com
isso leva-se a questao as quais subconjuntos de um tal espaco de dimensao
infinita sao compacto entao. Uma resposta a esta questao é da significancia
fundamental em muitas aplicagoes. Um critério especialmente importante
para compacidade de subconjuntos do espaco das fungoes continuas nos da
o Teorema de Arzela-Ascoli.

Seja (X,d) um espac¢o métrico compacto e €' (X) o espago das fungoes
continuas f : X — R. Este espaco munido da norma do supremo

[f]] == sup | f ()|
zeX

é um espaco de Banach, ou seja, um espaco vetorial normado o qual é com-
pleto (veja [5, Satz 7.1]). Também vale que toda fungao continua f: X — R
num espago métrico compacto (X, d) é uniformemente continua, ou seja,
para todo € > 0 existe um ¢ > 0, tal que todos os z,y € X com d(z,y) <
satisfazem a desigualdade |f(x) — f(y)] <e. Vamos chamar uma familia
F C € (X) de equicontinuo se o numero § > 0 nesta definicio pode ser
escolhido independente da funcao f € .%.

Definicao C.2.2. Uma familia % C €(X) chama-se de equicontinuo, se
para todo € > 0 existe um § > 0, tal que para todo f € € (X) e todos os
x,y € X vale:

feZF, dxy) <o — |f(x) = f(y)] <e.

Exercicio C.2.3. Todo subconjunto finito de € (X) é equicontinuo. Sejam
c e i dois nimeros reais positivos. Entao o subconjunto

HOEIO] }

F = {f € %(X)‘ Ifll <e, Sxilj d(z, y)*
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é fechado, limitado, e equicontinuo. Encontre uma sequéncia em %([0, 1]) a
qual é limitada, mas nao equicontinua.

Teorema C.2.4 (Arzela—Ascoli). Seja (X,d) um espago métrico com-
pacto. Um subconjunto F C €(X) do espago das fungoes reais continuas
em X € compacto com respeito da norma do supremo se e somente se tem
as sequintes propriedades:

(i) F € fechado.
(ii) # ¢ limitado.
(iii) .Z € equicontinua.

Demonstracao. Suponhamos para ja que % seja um subconjunto compacto
de €(X). Entao .# é fechado segundo um resultado do curso Anélise I [6].
Demais % é limitado porque uma sequéncia f, € # com || f,|| — oo nao
possua uma subsequéncia convergente. Entao resta mostrar que o con-
junto % é equicontinuo. Seja € > 0. Como, segundo o Teorema [C.1.2] o
conjunto .# C € (X) ¢é totalmente limitado, existem um ndmero finito de
fungoes fi,..., fi € % com

m

F  |JBes(fi €(X)).

=1

Como (X, d) é compacto, cada uma das fungoes f; : X — R é uniformemente
continua segundo um teorema da Andlise I [6]. Consequentemente existe para
todoi € {1,...,m} uma constante ¢; > 0, tal que para todos os z,y € X vale:

d(z,y) < 0; — |filz) = fi(y)| <e/3.

Escolha
0 :=min{dy,...,0m,} > 0.

Seja f € .Z. Entao existe um indice i € {1,...,m} com ||f — fi|| < ¢/3. Dali
satisfazem todos os x,y € X com d(z,y) < § < J; a desigualdade

[f (@) = f)] < [f (@) = filo)| + [(filx) = filw)| + |fiy) = Fy)] <e.

Portanto o conjunto .# é uniformemente continuo.
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Vice-versa, suponhamos ora que o conjunto .# C %(X) seja fechado,
limitado e equicontinuo. Vamos provar em quatro passos que o conjunto .%#
é compacto.

Passo 1. Existe uma sequéncia (zg)reny em X com a sequinte propriedade.
Para todo 0 > 0 existe um m = m(J) € N, tal que

m(d)

k=1

Construimos a sequéncia indutivamente. Primeiramente sabemos, segundo o
Teorema |C.1.2 que o espago métrico (X, d) é totalmente limitado. Portanto
existem, para = 1, um numero finito de pontos z1,...,z,, € X, tal que

X = Bi(z).

k=1

Do mesmo modo existem, para 6 = 1/2, um nimero finito de pontos de X,
dizemos Ty, 41, - - ., Tm,, tal que

U 31/2 xk U 31/2 SUk

k=mi1+1

Depois temos construido os 1, ..., Zy,,_,, escolhemos ., ,41,...,Tm, € X,
tal que

X = U By /() U By/n(y)-

k=my_1+1

Com isso vale a afirmagao do Passo 1 com m(d) = m,, onde n é escolhido,
tal que 1/n < 4.

Passo 2. Seja (fn)nen uma sequéncia em F . Entao existe uma subsequéncia
(fn:)ien, tal que existe o limite

yr = lim f,. (zx)
12— 00

para todo k € N.

Isto é um argumento tipico de sequéncias diagonais. Seja para ja k = 1, entao
a sequéncia de ntimeros reais (f,(z1))nen € limitada e dai possui, segundo o
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Teorema de Bolzano—Weierstrafl, uma subsequéncia convergente. Em outras
palavras, existe uma funcado mondtona g; : N — N estritamente crescente
tal que o limite y; 1= lim; o fy, (i) (21) existe. Ora a sequéncia (fg, i)(22))nen
também ¢ limitada e por isso também possui uma subsequéncia convergente.
Portanto existe uma funcao monétona g, : N — N estritamente crescente,
tal que o limite y, := lim;_ o0 fg,0g.(i)(%2) existe. Ora encontramos através
de indugao uma sequéncia de fungoes monétonas gr : N — N estritamente
crescentes tal que o limite

Yk = zlggo fg10~~ogk(i)(xk)
existe para todo k € N. Seja ora
n; =gy 0---0gi)

para i € N. Entao (fn,)(2r))i>x ¢ uma subsequéncia de (fy,o--o,(i)(Tk)) ke
e converge assim para y,. Porque isto vale para todo k € N, o Passo 2 fica
provado.

Passo 3. (fn,)ien € uma sequéncia de Cauchy em € (X).

Seja ¢ > 0. Como .# é equicontinuo, existe um 6 > 0 tal que para todo
f e E(X) etodos os z,y € X vale o seguinte:

feZz, dx(z,y) <o - |f(x) — f(y)| < e/3. (C.2.1)

Segundo o Passo 1 existe um ntumero natural m = m(J) € N, tal que
X = Bs(w). (C.2.2)
k=1

Segundo o Passo 2 existe um N € N, tal que para todos os 7, j, k € N vale o
seguinte:

k<m, i,j >N = | fos (@) = fo, ()| < /3. (C.2.3)

Afirmamos que com esta escolha de N vale a desigualdade H Jni = In, H <e
para todos os 7,7 > N. Seja entao x € X e escolha um nimero
ke {l,...,m} tal que d(z,x;) < (veja (C.2.2))). Entao segue de (C.2.1)
a desigualdade

i (k) = fri ()| < /3 (C.2.4)
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para todos os i € N. De (C.2.3)) e (C.2.4) segue a desigualdade

<€

para todos os 7,7 > N. Com isso temos mostrado que a subsequéncia ( f,,)ien
construida no Passo 2 é uma sequéncia de Cauchy em %' (X).

Passo 4. A sequéncia (fp,)ien converge para uma fungao f € F.

Como %(X) é um espaco de Banach, a sequéncia (f,,)ieny no Passo 3 con-
verge para um f € € (X). Como .Z é fechado, o limite pertence a .#. Assim
temos mostrado que toda sequéncia em .%# possui uma subsequéncia con-
vergente com limite em .%. Portanto o conjunto .# é compacto e com isso

Teorema fica provado. O

O Teorema da Arzela-Ascoli e sua prova podem ser transferido palavra
por palavra ao espaco % (X, V) das fungdes continuas em X com valores
num espago de Banach V' de dimensao finita. No caso de dimensao infinita
precisa-se a condicao adicional que o conjunto

F(x) = {f(x)[ f € F}

a chamada assim .#-6rbita do ponto x, é um subconjunto compacto de V'
para todos os € X (veja [1, Cor 1.1.12]).

Exercicio C.2.5. Encontre um subconjunto do espago A% (R) (das fungoes
continuas limitadas f : R — R) o qual com efeito é fechado, limitado, e
equicontinuo, mas nao compacto.



Apeéendice D

O Determinante

D.1 Grupos

Defini¢ao D.1.1. Um grupo € um triplo (G,-, 1), composto de um con-
gunto G, uma aplicag¢ao

GxG—=G:(g,h)—g-h

(a operagao do grupo), e um elemento 1 € G (o elemento neutral), as
quais satisfazem as sequintes condicoes.

(1) A operagdo do grupo € associativo, ou seja, vale g1 - (g2-g3) = (g1-92) - g3
para todos os g1, g, g3 € G.

(ii) Valel-g=g-1= g para todo g € G.
(iii) Para todo g € G existe um elemento h € G, tal que g-h=h-g= 1.

O elemento h em (iii) é determinado unicamente por g. E chamado do
inverso de g e denotado g=*. Um grupo (G, -, 1) é chamado de comutativo
(ou abeliano) se

g-h=h-g Vg,h € G.
Exemplo D.1.2. Os numeros inteiros formam um grupo Z com a adicao

como operacao do grupo e o nimero 0 como o elemento neutro. Igualmente
para os numeros racionais Q, reais R, e complexos C.

345
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Exemplo D.1.3. Os nimeros racionais nao-nulos formam um grupo com a
multiplicagao como operagao do grupo e o nimero 1 como elemento neutro.
[gualmente para os nimeros reais e complexos.

Exemplo D.1.4. O conjunto de dois elementos Zy := {0,1} é um grupo
com a operacao do grupo 0+0:=0,0+1:=1,14+0:=1el1+1:=0. O
zero 0 é o elemento neutro.

Exemplo D.1.5. O conjunto de dois elementos {£1} é um grupo com a
operagao do grupo 1-1:=1, (=1)-(=1):=1,1-(-1):=—-1le(=1)-1:= —1.
O ntumero 1 é o elemento neutro.

Exemplo D.1.6. O conjunto S' := {z € C| |z| = 1} de todos os nimeros
complexos de médulo 1 é um grupo com a multiplicagao como operagao do
grupo e o numero 1 como elemento neutro.

Exemplo D.1.7. Seja X um conjunto. As aplicagoes bijetivas f: X — X
formam um grupo com a composi¢cao como operagao do grupo e a aplicacao
identidade como elemento neutro.

Exemplo D.1.8. Seja X := {1,...,n}. Uma permutagao (de X) é uma
aplicacao bijetiva o : X — X. O conjunto de todas as permutagoes de X
denotamos de S,, o qual é um grupo segundo o Exemplo [D.1.6] Para n > 3
este grupo nao ¢ comutativo.

Definigao D.1.9. Sejam G e H dois grupos. (As duas operagoes de grupo
denotamos de - e os dois elementos neutrais de lg e ly.) Uma aplicagdo

p:G—H

chama-se de homomorfismo de grupos (ou homomorfismo) se vale para
todos os a,b € G a equagao

pla-b) =pla)-p(b),  p(lc)=Iu.

Um isomorfismo de grupos (ou isomorfismo) é um homomorfismo de
grupos o qual € bijetivo.

Exemplo D.1.10. A aplicacao
{0,1} - {£1}:a— (—1)°

é um isomorfismo.
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Exemplo D.1.11. A aplicacao
R — S': ¢ > exp(it)
¢ um homomorfismo de grupos.
Exemplo D.1.12. A funcao exponencial
exp : R — (0, 00)

é um isomorfismo do grupo aditivo dos niimeros reais para o grupo multipli-
cativo dos nimeros reais positivos. A aplicacao inversa

log : (0,00) = R
também é um isomorfismo de grupos.

Exemplo D.1.13. Seja (G, -, 1) um grupo, X um conjunto, ¢ G(X) o grupo
das aplicacoes bijetivas f : X — X. Uma acao de grupo de G em X ¢é
uma aplicacao

p:GxX =X

tal que para todo x € X e todos os a,b € G valem as equacoes
¢<a'b7 [L’) = ¢(a>¢(ba [L’)), ¢(]1,.’E) = Z.

Se ¢ é uma tal acao de grupo e definimos as aplicacoes ¢, : X — X para
a € G através de
¢a(x) := ¢(a,x) para v € X

entao ¢, é bijetiva para todo a € G (com inversa ¢,-1) e a aplicagao
G—=>G(X):a— ¢,
¢ um homomorfismo de grupos, porque vale
Pab = Pa 0 Pp,  ¢1=1d

para todos os a,b € G. Vice-versa, todo homomorfismo de grupos de G para
G(X) define uma acao de grupo de G em X.
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Exemplo D.1.14. Associamos a uma permutacao o € S,, o nimero natural
N(o):=#{(i,j)) e NxN|1<i<j<n, o(i) >c(j)}. (D.1.1)

A paridade de ¢ é definida através de
(o) == (=1)N), (D.1.2)

O seguinte lema mostra que a aplicagao ¢ : S,, — {£1} é um homomorfismo
de grupos.

Lema D.1.15. Vale (id) = 1 e, para todos os o, T € S,,,
e(too) =e(1)e(o).
Demonstracao. Definimos
N(o,7) = #{0,5) i <j, o(i) > 0(j), T(a(i)) <7(a(5))}-

Entao vale

N(roo) = #{(i,j)]i <y, 7(o(i)) > 7(0(4))}
= (

_#{(Zaj)|2<]7 O-(Z

_|_
I3k
—
~
.

Q
—~

A

S)
<

\]

)
=

V
Pa

R)
—
<
Nt
-

—# {0 9) i >4, oi) < a(j), 7(a(2)) > 7(a(4))}
= N(o)+ N(r) —2N(o, 7).

Dali segue imediatamente a afirmacao. O

Exercicio D.1.16. Parai,j € {1,...,n} com ¢ # j definimos a permutagao
oi; € S, como a bijecao a qual troca i e j:

v, sevF£iev#j,
oij(v) :=4q i, sev=y7j,
j, sev=a1.
Uma tal permutacao chama-se de transposicao. Mostre que toda trans-

posicao tem paridade —1 e que toda permutacao pode ser escrito como com-
posicao de transposicoes.
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D.2 Espacos vetoriais

Definicao D.2.1. Um espago vetorial real é composto de um grupo abe-
liano (V,4,0) e uma aplicagdo

RxV —=V:\v)— A
(a multiplicagao escalar) com as segquintes propriedades.

(i) Para todos os \,pp € R e v € V wvale

A (p-v) = (Ap) - v, 1-v=nw.

(ii) Para todos os A,y € R e v,w € V wale

AF+p)-v=Xv+pu-v, A(v+w)=X-v+ A w.

Os elementos de V' chama-se de vetores e aqueles de R escalares.

Comentario D.2.2. Para evitar confusoes as vezes pode ser 1til usar um
outro simbolo para o vetor nulo em V', por exemplo 0. Com esta notacao
valem as regras

)\'OV:OV, O'UZOV

para todo A € R e v € V. (Prove estas equacoes!) Geralmente entretanto
denotamos o vetor nulo em V' com o mesmo simbolo 0 como o nimero real
zero. Além disso, no seguinte vamos evitar frequentemente o ponto “” e
vamos escrever \v em vez de A - v.

Definicao D.2.3. Sejam V e W dois espagos vetoriais. Uma aplicagao
T :V — W chama-se de linear se satisfaz as equacoes

T(Ul + U2> = TUl + TUQ, T()\ . U) =X-Tv

para todos 0os A € R e v,v1,v9 € V. Uma aplicagao linear também € cha-
mada de homomorfismo de espacgos vetoriais. Um isomorfismo de
espagos vetoriais (ou simplesmente um isomorfismo) é um homomor-
fismo de espacos vetoriais o qual e bijetivo.

Exercicio D.2.4. Se T : V. — W é uma aplicacao linear bijetiva, entao a
aplicacao inversa T-! : W — V também ¢é linear.
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Definicao D.2.5. Seja V' um espaco vetorial real. Uma sequéncia finita
Viy.ooyUp

de vetores em V' chama-se de linearmente independente se para todos os
A, A € R vale o sequinte:

Mot+ A A, =0 = A== =A, =0

Chamamos a expressao A\vi + - -+ + A\yv, uma combinacao linear dos ve-
tores vy,...,v,. Chamamos os vetores vy, ...,v, um sistema (finito) de
geradores de V' se todo vetor em V' pode ser representado como combinacao
linear destes vetores, ou seja

Voe VAA,...\, ER:v=X v+ -+ Aoy,

Uma base finita de V' ¢ um sistema finito e linearmente independente de
geradores vy, ...,v,. Um espaco vetorial V chama-se de dimensao finita
se possua uma base finita e de dimensao infinita se nao possua uma base
finita.

Comentario D.2.6. Também pode-se estender o conceito de base a siste-
mas infinitas {v; };e; de vetores de V. Aqui I é um conjunto (possivelmente
infinito) e I — V : i — v; uma aplica¢do. Um tal sistema chama-se de line-
armente independente se toda escolha finita de vetores v;,, ..., v;, (com
i1,...,in € I dois-a-dois diferente) é linearmente independente. E chamado
de sistema de geradores se todo vetor v € V pode ser representado como
combinacao linear de um nimero finito de v;’s. Ora, uma base é um sis-
tema de geradores linearmente independente. Com esta nocao generalizada
pode-se mostrar que todo espaco vetorial possui uma base. (A prova resta
no chamado assim Lema de Zorn o qual por sua vez pode ser deduzido do
axioma da escolha. Embora nds vamos-nos interessar aqui s6 para bases fini-
tas. (Espagos vetoriais de dimensao infinita fazem um papel importante na
matematica, mas suas bases nao.)

Exemplo D.2.7. O espago R" de todas as n-tuplos z = (x1,...,2,) de
nimeros reais é um espago vetorial. Os vetores ¢; := (0,...,0,1,0,...,0)
(com 1 no i-ésimo lugar) formam uma base de R", a qual é chamada de base
padrao ou base candénica. Um vetor = = (z1,...,z,) € R" é da forma

n
xr = E €T;€;.
i=1
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Comentario D.2.8. Seja V um espaco vetorial e v1,...,v, € V. Entao a
aplicacao T : R” — V definida através de

n
Tx ::invi, x=(r1,...,7,) €ER"
i=1

é linear. A aplicacao T é injetiva se os vetores vy,...,v, sao linearmente
independente; ela é surjetiva se e somente se os vetores vy, ..., v, formam
um sistema de geradores de V. Portanto 7' é um isomorfismo de espacgos
vetoriais se os vetores v, ..., v, formam uma base de V. Todo isomorfismo
de espacos vetoriais T : R™ — V' é desta forma com v; := T'e;.

Teorema D.2.9. Seja V' um espaco vetorial real com uma base fi,..., f,.
Sejam vy, ..., v, vetores em V. Entdo vale o sequinte.

(i) Sevi,...,v, € uma base de' V', entao vale m = n.
(ii) Se os vetores vy, ..., vy, formam um sistema de geradores, entao m > n.
(iii) Se os vetores vy, ..., vy, sdo linearmente independente, entdo m < n.

O numero n chama-se da dimensao de V e denota-se de dim V.

Demonstracao. Segundo o comentario prévio, a base eq,...,e, de V deter-
mina um isomorfismo 7" : R™ — V. Por isso é suficiente provar as afirmagcoes
para caso V = R” munido da base base padrao eq,...,e,. Sejam entao
V1, .y Uy € R™.

Passo 1. Se os vetores vy, ..., v, formam uma base do R™, entao m = n.

Provaremos a afirmacao através de indugao. Para n = 1 a afirmacao segue
dos seguintes fatos elementares.

(a) Todo ntimero real ndo-nulo forma uma base de R.

(b) Um sistema com mais como um elemento de R é linearmente dependente.

Ora, sejan > 2. Suponhamos que o resultado seja valido para o R"~! e que os

vetores vy, . . ., U, formam uma base do R". Escrevemos v, =: (U1, ..., Uun)
parav =1,...,m. Como o vetor e, pode ser escrito como combinacao linear
dos vetores vy, . .., v, existe pelo menos um v € {1,...,m}, tal que v,, # 0.

Podemos supor sem perda de generalidade que isto seja v = m. Seja

Wy = Uy — —— Uy, v=1,....,m—1.
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Entao os vetores wiy, ..., Wy_1, 0, formam uma base do R" e vale w,,, = 0
para v = 1,...,m — 1. Segue que os vetores wy, ..., W, formam (depois
deixar fora a iltima coordenada) uma base do R"~!. Pela hipStese da indugao
vale entao m — 1 =n —1 e dai m = n.

Passo 2. Se os vetores vy, ..., v, sao linearmente independente vale m < n.

Podemos formar dos vetores vq,...,v,, através de adicionar de no maximo
n outros vetores e;,,...,e; (as quais escolhemos dos elementos da base
canodnica) uma base vy, ..., Un, € ,...,€;,. (Isto segue através de indugdo:
Se os vetores wvq,...,v, nao formam uma base, entdao existe um indice
ip € {1,...,n} tal que os vetores vy,...,Uy,e; sao linearmente indepen-
dente. Se estes vetores ainda nao formam uma base, entao podemos adicio-
nar mais elementos da base canonica sem cercear a independéncia linear.) A
base nova é composta de m + k elementos com k£ > 0. Vale dai m + k = n,
segundo o Passo 1, e por isso m < n.

Passo 3. Se os vy, ..., v, formam um sistema de geradores, entao m > n.

Recebemos uma base do R™ através de deixar fora vetores adequados. Entao
a base resultante contem no maximo m elementos. Portanto a afirmacao do

Passo 3 segue do Passo 1. Com isso o Teorema fica provado. O

D.3 O Determinante

Seja V' um espaco vetorial real. Uma aplicacao
p: V"=V xVx---xV >R

chama-se de multilinear se ¢ ¢é linear em cada uma variavel, ou seja, valem
as equacoes

¢(U1, ey Vi1, 04 —|—wz~,vi+1, Ce ,?)n)

= ¢(U17 .. 7Un) + ¢(U17 vy U1, Wiy Vg 1y - - ,Un)

¢(/U17 .. ,Ui_h)\?)i,Ui_‘_l, L 7UTL) - /\Cb(vh <. 7Un)

para todos os i € {1,...,n}, vi,...,v, € V, w; € V, e A € R. No caso
de n = 2 chamamos uma tal aplicacao de bilinear. Geralmente, chamamos
uma aplicacao multilinear ¢ : V™ — R também de n-linear.
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Comentario D.3.1. O espaco V" mesmo é um espago vetorial. Entao faz
sentido falar de aplicagoes lineares ¢ : V™ — R. Mas isto é completamente
diferente de uma aplicacao multilinear. Consideramos por exemplo a caso
V =R en = 2. Entao a aplicagao

RxR—=R:(z,y) — 2y
¢ bilinear, mas nao ¢ linear. Pelo contrario a aplicacao
RxR—=R:(z,y)—>ax+y

¢ linear, mas nao é bilinear. (Se ¢ : V" — R é uma aplicagdo multilinear,
entao vale ¢(vy,...,v,) = 0 logo que um dos vetores vy, ..., v, seja nulo.)

Exercicio D.3.2. Seja V' um espaco vetorial real e seja ¢ : V" — R tanto
linear, como multilinear. Se n > 2, entao ¢ = 0.

Teorema D.3.3. Para todon € N existe exatamente uma aplicacao n-linear
det : R" x --- xR" - R

chamada do determinante, com as sequintes propriedades.

(i) Para toda permutacio o € S, e quaisquer n vetores ay,...,a, € R™ vale
det(ao1), - - - o)) = (o) det(ay, ..., an).
(ii) Se ey, ..., e, € a base candnica do R™, entao vale
det(e, ... e,) = 1.
Se escrevemos
a; = (ag,...,a0;,) € R", i=1,...,n
com a;; € R, entdo o determinante dos vetores ay, ..., a, € dado pela férmula

det(ay,...,a,) = Z £(0)a10(1) " * * Gno(n) = Z (o) H aioiy-  (D.3.1)
i=1

UESn O'ESn

Aqui e(0) € {£1} denota a paridade da permutagio o € S,a qual € definida
através de (D.1.1)) e (D.1.2)).
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Demonstra¢ao. Suponhamos para ja que a aplicagao det : (R")" — R seja
definido através de (D.3.1)) e provaremos que ela satisfaz as condicoes (i)
e (ii). Se a; = e;, entao vale

1, sei=j,
aij_(sij_{ 0, sei#j.
Com isto o unico somando nao-nulo no lado direito de (D.3.1)) é aquele que
corresponde a ¢ = id e por isso vale (ii). Além disso, vale

det(aT(l), - ,aT(n)) = Z 5(0> H Ar(i)o(i)
O'GSn Z:1

= Y @) [[ o100

oESy, J=1
n

= e(m) Y eloom )] ajoor1y
0ESK j=1

= &(1) ) elo) [Taww
oESy j=1
= e(7)det(ay,...,an)

para 7 € S, e a; = (a;1,...,a;,) € R™. Portanto det também satisfaz a
condigao (i).

Provaremos a unicidade. Seja entdao det : (R")" — R dado através
de e seja ¢ : (R")" — R uma aplicagdo n-linear qualquer, a qual
satisfaz as condigoes (i) e (ii). Entao a diferenca

p:=¢—det: (R")" =R

é uma aplicacao n-linear, a qual satisfaz as condigoes (i) e ¥(eq,...,e,) = 0.
. . _ n n . . ~
Sejam dados a; = (a;1,...,4n) = iy ae; € R" parai=1,...,n. Entao

n n n
@Zz(al, . ,an) = ’QZ) E a15, €4, E A255€555 + -+ E Qnj, €j,
J1=1 j2=1 jn=1

n n n
= ZZ...Za1j1@2j2-.-anjnw<€j1,...,€jn>:O.

a=lje=1  jn=1

Aqui usamos a equagao ¥ (e;,, ..., e;,) = 0 para todos os jy, ..., j,. Portanto
1 =0 e com isto ¢ = det. Com isso o Teorema fica provado. O
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Uma aplicagao n-linear ¢ : V x --- x V — R é chamada de n-forma
alternada (em V') se ela satisfaz a condi¢ao (i) no Teorema|D.3.3, Entao no
R"™ existe exatamente uma n-forma alternada

det :R" x - xR*" = R

a qual satisfaz a condigao det(ey,...,e,) = 1, e esta chama-se do determi-
nante. Consideramos os n vetores

a; =: (aj,...,a;,) €ER?
para ¢ =1,...,n como linhas de uma matriz
A= (ay)i = € R
entao também podemos ver o determinante como aplicagao
det : R™" — R
no espaco das matrizes quadradas.

Exemplo D.3.4. Se n = 1, entao R™! = R e det : R*! — R ¢ a aplicacao
identidade. Para n = 2 temos

a b
det(C d)-ad—bc.

aix aiz a3
A= a21 Qg2 A3

Paran=3¢

a31 dasz2 G33
vale

det(A) = ar1a22a33 + a12a93a31 + a13021a32

— 11023032 — A120210A33 — A13022031 -

O seguinte teorema resume umas propriedades importantes do determi-
nante.
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Teorema D.3.5. (i) Para toda matriz A € R™™ vale
det(AT) = det(A). (D.3.2)
(ii) Para todos os A, B € R™"™ vale
det(AB) = det(A) det(B), det(1) = 1. (D.3.3)

(iii) Para todos os A € R B e R™™ (C € R™™ yale

det ( N ) — det(A) det(C). (D.3.4)

(iv) Seja A = (aij)ij1,.n €ER™™ epara k=1,...,n seja

-----

)X(n—1)

ceey

a matriz a qual resulta de A através de deizar de fora a primeira coluna e a
k-ésima linha. Entao vale

det(A) = Zn:(—l)klakl det(Ayg). (D.3.5)

k=1

Demonstragao. Provaremos a parte (i). Seja A = (a;;)7;—, e seja
AT = (Clj,L')n

ij=1

a matriz transposta. Entao vale

det(A") = ) e(0)aoqun - Aomn

O'ESn

= Z £(0)aro-1(1) * * * Apo—1(n)
G’GSn

= Z 6(7’)(117-(1) “rlpr(n) = det(A).
TGSn

1

Aqui a pentltima equacao segue da mudanca da notacao 7 := o~ " e o fato

que g(0) = (0™ '). Com isso a parte (i) fica provada.
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Provaremos a parte (ii). Sejam
A= (aiy')zr'tj:lv B = (bjk)?,kzl

duas matrizes em R™*™. As entradas da j-ésima linha da matriz B definem
um vetor o qual denotamos

bj = (bjh c. ,bjn) e R"™.

Entao segundo (D.3.1)) vale

det(by,, .-, bj) = Y e(T)bjiry -+ Djur(m)

TES’VL

para ji,...,Jn € {1,...,n}. Segundo a definigdo do determinante anula-se
esta expressao logo que dois dos indices j; coincidem. (Veja a condigao (i)
no Teorema [D.3.3]) Com isso A e B satisfazem a equagao

det(AB) = Z e(7) (Z aljlbj17(1)> (Z anjnbjn’r(n)>

TESn Ji1=1 Jn=1

_ Z . Z Z g(T)aljlble(l) g, b (n)

Ji1=1 Jn=17€SH

= > Yy ang, Y (M) bjrn)

j1=1 jnzl TESn

- Z--‘Zaljl-~-anjndet(bjl,...,bjn)

J1=1 Jn=1

= Z Q15(1) - - - Qno(n) det(bg(l), - ,bg(n))

O'GSn
= Z 6(0‘)@10(1) -+ po(n) det(bl, ey bn)
oES)
= det(A)det(B).
Aqui usamos o fato que na quarta linha sé aqueles somandos podem ser nao-
nulo para as quais ji,...,J, sao dois-a-dois diferente. Neste caso os indices
definem uma permutacdo o € S, pela férmula o(i) := j; para i =1,...,n.

Com isso a parte (ii) fica provada.
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Provaremos a parte (iii). Todo somando em (D.3.1)) contem exatamente
um fator da cada uma linha e da cada uma coluna de A. Para a matriz

(v e)

isso significa que todo somando o qual contem um fator do bloco B (acima do
lado direito) também deve conter um fator do bloco embaixo do lado esquerda
e por isso anula-se. Em outras palavras, toda permutacao p € S,,, a qual as-
socia com um elemento 7 € {1,...,n}um p(i) € {n+1,...,n+ m}, também
deve associar com um elemento j € {n+1,...,n+m}um p(j) € {1,...,n}.
Por isso s6 precisamos considerar permutagoes p € S,.,, as quais levam os
dois subconjuntos {1,...,n} e{n+1,...,n+ m} ase mesmo. Toda tal per-
mutacao tem a forma p = o#71 para 0 € S,, e T € S,,, com o#7(i) := o (i)
para 1 <i<neo#r(n+j)=n+7(j) para 1 < j <m. Esta permutagao
tem paridade e(o#7) = ¢(0)e(7). Dai segue imediatamente a parte (iii).

Prova da parte (iv). Suponhamos para ja que existaum k € {1,...,n} tal
que a;; = 0 para todos os © € {1,...,n} \ {k}. Sob esta hipdtese definimos
as permutacoes o € S, através de

k, parai=1,
op(i):=< i—1, parai=1,...,k—1,
1, parai==Fk,...,n.
Esta permutacao tem paridade
e(or) = (=) (D.3.6)
e vale
a1 *
B = (ao,(i)5)ij=1,cn = < 0 A ) . (D.3.7)

Aqui o simbolo * denota as entradas restantes da k-ésima linha da matriz A.
Segue de (D.3.6)) e (D.3.7) a equagao

det(A) = g(oy) det(B) = (=1)F "t det(B) = (—1)" a, det(Ay).

Aqui a primeira igualdade segue da parte (i), a segunda igualdade de (D.3.6)),
a terceira igualdade de (D.3.7)) e parte (iii). Ora segue a parte (iv) da multi-
linearidade do determinante. Com isso o Teorema fica provado. O

Exercicio D.3.6. O determinante é determinado unicamente através das
propriedades (ii) e (iii) em Teorema [D.3.5]
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Teorema D.3.7. Para toda matriz A € R™™ sdo equivalentes:

(i) det(A) # 0.

(i) Para todos os x € R™ vale: Ax =0 = z =0.

(iii) Para todo y € R™ existe um x € R™, tal que Az = y.

Demonstragdo. Segundo o Teorema [D.2.9) um sistema de n vetores reais

ai,...,a, € R™ é linearmente independente se e somente se é um sistema de

geradores do R™. Aplicado as n colunas da matriz A isso significa que (ii) é

equivalente a (iii). Pois fica a mostrar que (i) é equivalente a (ii).
Provaremos que (i) implica (ii). Argumentamos indiretamente e supo-

nhamos que existe um vetor x = (z1,...,z,) € R"\ {0} tal que Az = 0.

Denotamos as colunas da matriz A de aq,...,a, € R", isso significa que

r1a1 + -+ xpa, = 0.

Como x # 0, existeum i € {1,...,n} com z; # 0. Sem perda de generalidade
suponhamos que z; # 0. Segundo o Teorema (i) vale entao

det(A) = x7'det(zia1,az,...,a,)

n
-1
= E det(z;a;, aq, ..., ay)
i=1

= .:1:1_1 det (Z TiQ;, Ao, . . . ,an>
i=1

= a7 det(0,as,...,a,)

= 0.

Prova que (ii) implica (i). Se (ii) é satisfeito, entao as colunas ay, ..., a,
de A sao linearmente independente e assim formam uma base segundo o
Teorema [D.2.9] Dali segue que a aplicagdo T4 : R* — R™ definida através de

Ta(z) = Ax = inai para x = (x1,...,2,) € R"
i=1
é bijetiva. Seja S : R™ — R™ ainversa, ousejaTy 0 S = S o1y =id. Entao S
é linear e dai existe uma matriz B € R™*" tal que S = Tz. Dali segue
AB=BA=1 (D.3.8)

e dai, segundo a parte (ii) do Teorema |D.3.5| vale det(A)det(B) = 1. Por-
tanto det(A) # 0. Com isso Teorem fica provado. O
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Definicao D.3.8. A demonstra¢io do Teorema[D.3.7 mostra que para toda
matriz A do tipo (n xn) com det(A) # 0 existe uma matriz B do tipo (n X n)
a qual satisfaz a equagdo (D.3.8). Esta matriz é determinada unicamente por
A; ele chama-se da inversa de A, respectivamente matriz inversa de A,

e denota-se de A=, Segundo o Teorema[D.3.5 vale det(A™1) = det(A)~L.

Comentario D.3.9. Todas as defini¢oes e resultados deste capitulo valem
do mesmo jeito e com as mesmas demonstragoes para matrizes complexas.
E suficiente substituir em todo lugar R por C.

Definicao D.3.10. Seja A € R™"™ e seja A € C. O numero complexo A
chama-se de autovalor da matriz real A se existe um vetor complexo x € C"
o qual satisfaz as condigoes

Ax = Az, x # 0.

Segundo o Teorema o numero A € um autovalor de A se e somente
se satisfaz a equagao det(A\l — A) =0. O polinomio py : C — C definido
através da formula

pa(z) := det(z1 — A)

para z € C chama-se do polinbmio caracteristico da matriz A.

Exercicio D.3.11. O polinémio caracteristico de uma matriz A € R™*" tem
grau n. Dica: Equagao (D.3.1) para o determinante.

Exercicio D.3.12. Se A € C é um autovalor de uma matriz A € R™",
entao A também é um autovalor de A.

Corolario D.3.13. O determinante de uma matriz A € R™*"™ ¢ o produto dos
seus autovalores com multiplicidade, ou seja, se o polinomio caracteristico é
escrito na forma

pa(A) =(A=A)A=Ag) - (A=)
com A, Mg, ..., A\, € C, entao vale
det(A) = )\1)\2 s )\n

Demonstracao. Segundo a defini¢ao vale ps(0) = (—1)"det(A) e dai segue
imediatamente a afirmacao. O]
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Exemplo D.3.14. Sejam a1, ..., a, € R e seja A € ROHDX" 4 matriz

1 0 --- 0
0 :
0 -~ 0 1
al “ .. Y an

Entao o determinante da matriz quadrada AT A € R™*" é dado através de
det(ATA) =1+al+a3+ - +a. (D.3.10)

Prova: Sejam P,Q € RtDx(+1) 55 matrizes definidas assim

1 0 0 aq
0 0 1 a,
—ay oo —a, 1
1 0 0 O
0 .
Q=|: . g
o --- 0 1 0
al DEREY DY an 1

Entdo det(Q) = 1 e PQ € ROHDX(+1) & 3 matriz bloco

ATA a
PQ:( 0 1), a:=
an

Segundo a parte (ii) e (iii) do Teorema vale daf

ai

det(ATA) = det(PQ) = det(P) = 1 +a? + --- + a?.

Aqui mostra-se a ultima igualdade através de operagoes elementares nas li-
nhas, no que adiciona-se para ¢ = 1,...,n o produto da i-ésima linha de P
com q; a ultima linha, e depois aplica-se mais uma vez parte (iii) do Teo-

rema [D.3.5]
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D.4 O grupo linear geral

O grupo das matrizes (n X n) reais e invertiveis é chamado de grupo linear
geral e ¢ denotado de

GL(n,R) := {A € R™" | det(A) # 0} .

Que isto é um grupo segue de Teorema[D.3.5]e Teorema[D.3.7} A operacao do

grupo ¢ multiplicacao de matrizes e o elemento neutro é a matriz unidade 1.
O grupo GL(n,R) pode ser identificado com o grupo das aplicagoes lineares
bijetivas T' : R™ — R"; tais aplicagoes também sao chamadas de automor-
fismos do R". A correspondéncia associa com toda matriz A € GL(n,R) o
automorfismo do R™ definido através de T's(z) := Az. Teorema[D.3.7/ mostra
que a aplicagao linear Ty : R™ — R™ é bijetiva se e somente se det(A) # 0.
Segundo o Teorema o conjunto

GL*(n,R) := {A € GL(n,R) | det(A4) > 0}
é um subgrupo de GL(n,R). A aplicacao
det : R™" - R

é continua.  Portanto GL(n,R) e GL*(n,R) sdo subconjuntos aber-
tos de R™™ (sdo as pre-imagens dos subconjuntos abertos R\ {0} e
(0,00) de R sob a aplicagdo continua det: R™"™ — R). A restricio da
aplicacao det : R"*" — R em GL(n,R) define um homomorfismo de gru-
pos de GL(n,R) para os nimeros reais nao-nulos (veja o Exemplo
na Secao |D.1]).

Para o seguinte teorema precisamos o conceito de um espaco métrico co-
nexo por caminho, discutido no Apéndice [B] com mais detalhe. Aqui s6 seja
mencionado que um espago métrico (X, d) é chamado de conexo por cami-
nho, se para todos os xg, 1 € X existe uma aplicagao continua v : [0, 1] — X
a qual conecta os pontos v(0) = zy e y(1) = x; um com o outro.

Teorema D.4.1. O grupo GLT(n,R) € conexo por caminho.
Demonstragao. Veja a pagina [365 [

A seguinte demonstracao resta nas seguintes trés lemas. Origina-se de
Thomas Honold e é adotado diretamente de [2, pagina 36].
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Lema D.4.2. Para toda matriz A € GL(n,R) existe um ¢ € {0,1,...,n},
uma matriz U € GLT(n — £,R) sem autovalores negativos, uma matriz

Al % o e %

a=| 0 7 lecLer), <0
: . c. *
0 -~ 0 N\

e uma matriz P € GL(n,R), tal que a equagao

1 . A*
P AP-(O U

€ satisfeito por estas matrizes.

Demonstracao. Vamos provar o lema através de inducao sobre n. Paran =1
a afirmagao obviamente é verdadeiro com P =1eoul =0, U = A (no caso
de A>0)oul=1, A=A (nocaso de A <0).

Ora, seja n > 1 e suponhamos que a afirmacao seja provada para todas
as matrizes em GL(n — 1,R). Seja dado A € GL(n,R). Se A nao possua
autovalores negativos, entao a afirmacao vale com P :=1, ¢ :=0,e U := A.
Se A possua um autovalor negativo A < 0, entao existe um vetor v € R com

Av = o, v#0.

Seja @ € R™™ uma matriz invertivel qualquer cuja primeira coluna iguale v.
Entao existe uma matriz Ay € GL(n — 1, R), tal que

owa- (3 1)

Segundo a hipétese da inducao existem matrizes Py € GL(n — 1,R) e Ay, Uy
como na afirmacao, tal que

PolA()PO:(/BO U*O)

Portanto vale a afirmacao para A com

1 0 A%
pea(d0). ae(A 1) ven

Com isso o Lema fica provado. ]
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Lema D.4.3. Seja dado A € GL*(n,R). Entao existem duas matrizes B, C
em GL*(n,R) as quais satisfazem a equagao

A= BC
e nao tem autovalores negativos.

Demonstragao. Sejam P € GL(n,R), A € GL((,R), e U € GL(n — {,R)
como no Lema Segundo o Teorema vale

det(A) = det(A) det(U) = Ay - - - Apdet(U).

Como U nao tem autovalores negativos, vale det(U) > 0. Como det(A) > 0,
o numero ¢ = 2k é par. Definimos

H 0 -+ 0 0
0 . o :
0 -1

o -~ 0 H 0

0 - o 0 T, 9
Esta matriz nao tem autovalores negativos (os autovalores sdo +i e 1). Além
disso, vale

-1 0
2 _ Q2 _ 2k
S =5 = ( 0 ]1n72k )

e com isso

NN A I A x\ [ =A =
r=srar= (i 0 ) (8 e =(7h 8.

Esta matriz nao tem autovalores negativos tampouco. Entao vale
A= P(S’T)P ' = B*C

onde as matrizes

B:= PSP, C:= PTP™!

nao tém autovalores negativos. Com isso o Lema fica provado. O
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Lema D.4.4. Seja A € GL*(n,R) uma matriz sem autovalores negativos.
Entao vale det((1 —¢)1+tA) > 0 para todos os t € [0, 1].

Demonstragao. Definimos a fungao f : [0, 1] — R através de
f(t) :=det((1 —t)1+tA).

Esta fungao é continua e vale f(0) > 0 e f(1) > 0. A afirmagdo do lema
diz que f(t) > 0 para todos os t € [0,1]. Se nao vale isso, entdo existe um
nimero t € [0,1] com f(¢) < 0. Entao, segundo o Teorema do Valor Médio,
também existe um niumero t, € [0, 1] com f(ty) = 0. Este nimero nao pode
ser 0 nem 1. Mas neste caso o nimero
1-— to
to

A=
é um autovalor negativo de A, em contradicao a nossa hipétese. Esta con-

tradigao prova Lema [D.4.4] O

Demonstragio do Teorema[D.Z.1 Seja A € GL"(n,R) e escolha B,C €
GL"(n,R) como no Lema|D.4.3| Para t € [0, 1] defina

A= (1 =) 1+tB)*((1 —t)1+tC).
Entao vale Ag = 1 e Ay = A. Como as matrizes B e C' nao tém autovalores
negativos, segue do Lema que
det(A;) = det((1 — )1+ tB)*det((1 — )1+ tC) > 0

para todos os t € [0,1]. Portanto a aplicagao [0,1] — GL"(n,R) : t — A; é
um caminho continuo o qual conecta as matrizes 1 e A. Com isso GL™ (n, R)
é conexo por caminho. O

Exercicio D.4.5. O grupo GL(n,R) ¢é a unido disjunta dos subconjuntos
conexo por caminho GL*(n,R) e

GL™ (n,R) := {A € GL(n,R) | det(A) < 0}.
O grupo GL(n,R) mesmo nao é conexo por caminho.
Exercicio D.4.6. Toda matriz A € R™*" satisfaz a equacao
det(e?) = @) (D.4.1)

onde tr(A) é o trago da matriz A, ou seja, a soma das entradas na diagonal.
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Apeéendice E

O Teorema de Banach do Ponto
Fixo

Seja (X, d) um espago métrico e seja f : X — X uma aplicacao de X em si
mesmo. Chama-se a aplicagao f de contracao se existe uma constante

0<ax<xl

tal que vale a desigualdade

d(f(z), f(y)) < ad(z,y) (E.0.1)

para todos os x,y € X. Um ponto fixo de f é um elemento x € X o qual
satisfaz a equagdo f(z) = .

Teorema E.0.7 (Teorema de Banach do Ponto Fixo). Seja (X, d)
um espaco métrico completo e nao vazio e seja f: X — X uma contragao.
Entdo f possui exatamente um ponto fizo.

Demonstracao. Provaremos unicidade primeiro. Sejam z,y € X pontos fixos
de f. Entao vale f(z) =x e f(y) =y e dali

d(z,y) = d(f(x), f(y)) < ad(z,y)
segundo (E.0.1)). Daf segue a desigualdade
(1 —a)d(z,y) <0.

Como «a < 1, segue daqui d(z,y) =0 e dai z = y.

367
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Para a prova da existéncia escolhemos para ja um elemento xo € X. Um
tal elemento existe, porque X nao é vazio. Ora definimos indutivamente uma
sequéncia (x,)nen in X através de

x1 = f(xg), Tpi1 = f(xn) (E.0.2)

para n € N. Entao vale

d(@n, Tny1) = d(f(@na), [(20)) < ad(zn1, )

para todos os n € N segundo (E.0.1). Daqui recebe-se pela inducao a desi-
gualdade
d(wna xn-{—l) S and(an xl)

para todos os n € N e dai, para quaisquer dois ntimeros inteiros 0 < n < m,

d(xp, Tm) < d(xp, Tpa1) + A(Tpat, Toyr) + -+ A(Tm_1, Tm)
S (an _I_ an+1 _I_ P —|— am_l)d(l‘o, xl)

Qo
l—«

S d(IO,Jfl).

Isto mostra que a sequéncia (x,),en € Cauchy. Como (X,d) é completo,
converge portanto a sequéncia (x,)n,en para um elemento x € X, e vale

r= lim x,
n—oo
= lim x,4
n—oo

n—oo

:f<lim xn>

n—o0

= f(=).

Portanto x é um ponto fixo de f e assim o Teorema [E.0.7] fica provado. [
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Indice Remissivo

[t —y,z+y] C X “intervalo”,
No =NU {0},

S"~! C R™ esfera unitéria,

Oy B bordo de B com respeito M,

e; € R™ vetores unitarios canonicos,

Bl 294} 350
C*funcdo em U,
d¥f(2,y) = dfy(x),
df(z,y) = dfa(y),
fy(@) = fz,y) = faly),

L(X,Y) espago de operadores linea-

res continuos,

X* = Z(X,R) espaco dual, [13]
S(f, P) soma superior, f6_4‘

S(f, P) soma inferior, @

acao de grupo, |347
aberto/a
bola —, 319

conjunto —, 19
absolutamente soméavel,

algebra
Banach — real,
real,
aplicagao
continua, [320
continuamente diferencidvel, [49]
(-vezes,
duas vezes,
diferencidvel,

exponencial,
parcialmente diferencidvel,
duas vezes,

suave, [74] [76], [L02]
aplicacao de

GauB,

transicao, 296
argumento

de sequéncia diagonal,
atlas, [L18],

Banach
algebra de — real,
espaco de —,
base, [350
canonica de R", [294],
padrao de R™,
bola aberta,
bordo,
M- -, @
com respeito a M (M-bordo), 242]
orientacao canonica, [305

suave, 262 [305]

campo
de normais unitarios, 268
de vetores, [135
divergéncia nula, [229
singularidade, 230]
normal exterior, [305
Cantor
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conjunto de —, 232]

carta, [I1§|

dominio de —,
Cauchy

sequéncia de —,
circulagao

nimero de —,
compacto

conjunto —, [336]
completo,
componente conexo, [332]
comprimento, 232]

conexo, [327]
componente —, [332]
conjunto

aberto, [319

compacto, [336]
convexo, [06|

de Cantor, 232]
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Jordan-nulo,
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conjunto nulo

Jordan,
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duas vezes,
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derivada,
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de Minkowski,
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ao longo de uma variedade,

Riemann,

sobre um conjunto
Jordan-mensurével,
sobre um dominio carta, [240
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interior, [321]
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singularidade,
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traco, [365]

transformacao de Legendre,
transicao

aplicagao de —,

valor
regular, [122
singular, [122
vetor, [349]

tangente, [127]
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vizinhanga tubular, {134

volume
de uma variedade, [248
da bola unitdria B™, [199]
da esfera unitaria S"1,
de um bloco, [159]
de um cilindro, [190]
de um cone, [190
de um dominio carta, [240]
de um prédio de blocos, [166]
do sfmplice unitario A", [186]
preservar —, [220]



	Espaços de Banach e Operadores Lineares
	Normas equivalentes
	A norma operador
	Álgebras de Banach
	A série geométrica
	A aplicação exponencial
	Composição de séries de potências
	Integração com valores vetoriais

	Aplicações Diferenciáveis
	Conceitos básicos
	Diferenciabilidade contínua
	A regra da cadeia
	O Teorema da Barreira
	Derivadas superiores
	A série de Taylor
	Extremos locais

	Funções Implícitas
	O Teorema da Aplicação Inversa
	O Teorema da Função Implícita
	Subvariedades
	Extremas sob restrições

	Campos de Vetores e Fluxos
	Existência e unicidade
	O fluxo de um campo de vetores
	Continuidade do fluxo
	Diferenciabilidade do fluxo

	Integrais Múltiplas
	A integral de Riemann
	Conjuntos Jordan-nulos e continuidade
	Somas de Riemann
	Integrais iteradas
	Conjuntos Jordan-mensuráveis
	Conjuntos Jordan-mensuráveis – mais
	A fórmula da transformação de variáveis
	Integrais impróprias
	Divergência

	Integração ao longo de Subvariedades
	O volume d-dimensional
	Definição da integral
	Exemplos
	O Teorema de Gauß
	Mais exemplos

	Integração de Formas Diferenciais
	Formas alternadas
	Formas diferenciais
	Orientação
	Integração
	O Teorema de Stokes
	Exemplos e aplicações

	Fecho e Interior
	Conceitos básicos da topologia
	Os conceitos fecho e interior

	Espaços Conexos
	A topologia relativa
	O conceito conexo
	Conjuntos conexo por caminho
	Componentes conexos
	Exemplos

	Espaços Métricos Compactos
	O conceito de compacidade
	O Teorema de Arzelà–Ascoli

	O Determinante
	Grupos
	Espaços vetoriais
	O Determinante
	O grupo linear geral

	O Teorema de Banach do Ponto Fixo
	Bibliografia
	Índice Remissivo

