Capitulo 5

Matrizes de transformacoes
lineares

Na! dimensdo finita consideramos uma transformacao linear
A:E—F
entre espagos vetoriais sobre um corpo K. Denotamos o operador identidade de
Ig:EFE—FE, v—v

eoem F de Ir, veja (4.1.2). Agora serd muito 1util escrever uma base ordenada
na forma de uma lista ordenada. Sejam U = (&1,...,&,) e U bases ordenadas
de EeV=(mnm,....,0m) € V de F. Nas sequintes se¢oes vamos estabelecer e
provar os detalhes da seguinte diagrama comutativo?

a:=[A]
[v],, K" e K™
u v
pi=[Isly g |~ E—aAa——F ~la=[Irly 5  (5.0.1)
u %
p [U]Z/{ = [U]Z; Kn 5':[14] o Km
. u,v

No diagrama p é a chamada matriz de passagem da base U de E para U. Ela
leva, dado v € E, o vetor coordenada [v];, em respeito a base U ao vetor coorde-
nada [v]; em respeito a base U. Além disso a é a matriz da transformacgao
linear A : F — F em respeito as bases U do dominio e V do contra-dominio.

LCap. 5 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 26 de marco de 2024

2 Comutatividade significa que caso entre dois espacos vetoriais no diagrama tem dois ca-
minhos de flechas, entdo ndo importa o qual usamos. Note que a flecha de um isomorfismo '~’
também existe na dire¢do reversa (no diagrama sé mostramos uma flecha para simplicidade).
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62 CAPITULO 5. MATRIZES DE TRANSF ORMACOES LINEARES

Comentério 5.0.5 (Interpretacio da parte triangular esquerda do diagrama).
Sejam U, U, e W bases do espaco vetorial E da dimensao n. Sejam

p: a matriz de passagem de U para u

r: a matriz de passagem de u para W
Vamos entender nesta se¢ao que sob estas hipdteses vale o seguinte

rp é a matriz de passagem de U para W

p ! ¢ a matriz de passagem de U para U

5.1 Bases induzem isomorfismos

Definigao 5.1.1 (Um simbolo com duas significados). Usamos o mesmo simbolo
para a base ordenada e para o isomorfismo determinado pela: Escrevemos

U: K" FE, z— Uz

para a transformagao linear determinada pela base U = (3, ...,£&,), ou seja
T
Uz = (El7"'7£n) = £1I1+"'+£nxn e k. (511)
Ty =v

Obviamente a aplicacao U : K® — E é linear. Ela é injetiva como a base U
¢ LI (Corolério 3.1.2) e sobrejetiva como B gera E.

Portanto U : K* — E é um isomorfismo (simbolo ~).

No caso E = K" a base canénica £" produz o operador identidade €™ = Ign.

Seja U = (&1,...,&,) uma base ordenada de E. Dado v € F, entdo x :=
U lv € K™ é o vetor coordenada [v],, de v em respeito & base U introduzido
em (3.1.2): Com efeito como B é base exprime-se v como CL dos elementos de
B com coeficientes unicos x;, ou seja v = {121 + -+ - + {pxy, =: Uz, Assim

1
U o= |1 | =[], K" (5.1.2)

Tn

O isomorfismo Y~1 : E — K" é chamado de sistema de coordenadas em F.
No caso de E = K" com base canonica U = £ abreviamos [v] := [v],.
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5.2 A matriz em respeito a uma base

Dado uma transformagao linear A € L(E, F') e basesU = (&1,...,&,) de E e
V= (m,...,nm) de F, entdo podemos representar os elementos A¢; € F' como
combinacao linear na base V com coeficientes a;; € K tnicos. Com efeito

‘Aé.] =Tai; + -+ N Qmy- ‘ (521)

Note como pela nossa definicao o indice do vetor 7; coincide com o primeiro
(mais perto) indice do escalar a;; o qual escrevemos atrds do vetor.

Defini¢ao 5.2.1. Os escalares a;; definidos por (5.2.1) formam uma matriz
m X n chamada de matriz de A em respeito as bases U e V, simbolo

a1 . A1n
[Alyy=a=lagl=1|: | . (5.2.2)

aml1 .. Amn

No caso £ = F e U =V abreviamos [A];, := [A];, ;.
No caso B = F =K" el =V = & abreviamos [A] := [A4]¢ ..

Comentario 5.2.2 (Colunas sdo os vetores coordenadas das imagens da base).
Note-se que a matriz a tem como colunas

aij
Aej = = [Afj]v

Qmj
os vetores coordenadas das imagens A¢;, ou seja
[Alyy = [[Aﬁl]v e [Afn]v] = [Ae1 ... 2en] = a.
Exercicio 5.2.3. Seja & C R? a base canonica e A: R? — R3 determinado por

Aeqy = 2e1 —eg —e3
A62 = —e1 + €9 (523)
A63 = —€1 + e3.

Considere a base ordenada V := (e1, €1 + e3, €1 + e2) e determine a matriz a :=
[A]g v. (Vamos reencontrar A nos Exercicios 5.4.8 ¢ 6.6.3.)

Exercicio 5.2.4 (Identidade I = I'g). Mostre que a matriz da identidade
L)y ==y =1 (5.2.4)

sempre é a matriz identidade se usamos a mesma base U para o dominio e o
contra-dominio de I: £ — E.
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Exercicio 5.2.5 (Homotetias al). Seja F um espago vetorial sobre R de di-
mensdo n < oo. Suponha que A € L£(FE) ndo seja um miiltiplo do operador
identidade: A # al, para todo « € R.

1. Mostre que existem bases de E do tipoUd = (u, Au,...) eV = (v,24v,...)
tais que as matrizes [A]y e [A]y de A sdo diferentes.

2. Conclua que as homotetias (miltiplos ol do operador identidade) séo
os Unicos operadores cuja matriz nao depende da base escolhida.

3. Conclua que as matrizes do tipo a1, sdo os Gnicos que comutam (ab = ba)
com todas matrizes invertiveis n x n.

[ad 1.: Conclua n > 2. Mostre que existe conjunto LI da forma X = {v, Av}.
Depois estenda X para receber uma base (£ = v,& = Av,...,&,) de E/]

Exercicio 5.2.6. Suponha que £ = F & G e n = dim F é finita. Mostre que

existe uma base ordenada X de F tal que veja (7.1.1) e (7.2.1)
_ | I Oky | O
[Prcly = [Oé,k o, } ; [Sraly = [O ]IJ .

Teorema 5.2.7. Levando transformagoes lineares as suas matrizes (5.2.2)

®=dyy: L(E,F) — M(m x n;K)

Ars Ay (5.2.5)

€ um isomorfismo.

Demonstragao. Seja U = (&1,...,&,) basede E eV = (n1,...,0m,) de F.
LINEAR. Escreve (5.2.2) para A, para B, e depois adiciona as duas equagoes e
use (A + B)¢; = A& + BE;.

INJETIVO. Suponha (ai;) := [A],,, = [Bly,, =t (bij). Entdo A e B coincidem

Agj =Mmai; + -+ NmAmy = 771b1j + -+ 77mbmj = ij

nos elementos de uma base e linearidade implica que coincidem em todo v € F.
SOBREJETIVO. Dado a = (a;;) € M(m x n;K), para cada um j defina

Afj = 771041]' + -+ 777ll,alﬂj

Isso determina A unicamente (Prop. 4.1.12). Entao ¥(A) := [4], , = a. O

s

Lembre-se de Exemplo 3.0.13 (c¢) e de Comentdrio 3.0.14 que dim M(m x
n; K) = mn. Segundo Coroldrio 6.4.9 isomorfismos preservam dimensoes, assim
obtemos dim L(E, F).

Corolario 5.2.8. dim L(E, F) = dimM(m x n;K) = mn = dim E - dim F'.
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Teorema 5.2.9. Considere duas transformagoes lineares entre espagos vetoriais
A B
EFE—F—G

com bases respectivas U = (&1,...,6n), V. = (M-, 0m), e W = (V1,...,1p).
Entao a matriz da composicao

[BA]yw = [Blyw [Aly v (5.2.6)
€ o produto das matrizes.

Demonstracdo. Sejam a e b as matrizes de A e B, seja ¢ aquela de BA. Assim

m P P
AG =D mpars,  Bm=) wibi,  BAG =) vy
k=1 i=1 =1

paraj=1,...,nek=1,...,m. Use estas identidades para obter
m p m

Z vici; = B(AEj) = Z Bn)ag; = Z v; Zbikakj
k=1 i=1 k=1

onde no ultimo passo temos permutado a ordem das somas finitas. Mas como
a base W é LI os coeficentes dos v; devem ser iguais (Coroldrio 3.1.2). O

5.3 Mudanca de base — diagrama comuta

Nesta segao no diagrama (5.0.1) estudamos o que acontece

5.3.1 com um vetor coordenada [v],, = U~ v se trocamos a base U de E para
uma outra base U,

5.3.2 com a matriz de uma transformacao linear onde adicionalmente permiti-
mos trocar a base de F'.

5.3.1 Vetor coordenada — parte triangular

A matriz p := [Ig],, ; do operador identidade, por definicao (5.2.1), satisfaz

=18 "E Epyy+o + &y G=1.m. (5.3.1)
Nas outras palavras p exprime os elementos da base velha U = (& foee ,&n)de E
como combinacio linear dos elementos da base nova U = (51, ...,&) de E. Por

isso p é chamado de matriz de passagem de U para U. A matriz de passagem
participa do diagrama (5.0.1) fazendo as partes triangulares comutativo (5.0.1).

Lema 5.3.1. A parte triangular do diagrama (5.0.1) comuta, ou seja

Up =U ou equivalentemente Uel, 5= Uu-u.
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Demonstracao. Para x € K™ vale

Zk P1xTk

z:11)5'3: (51,---7§~n> : :Z&kaxk:z<2&mk> T =Uz
[

Zk PnkTk ¢ k k —_——
(5.3.1)

= &k
O

Corolério 5.3.2. Matrizes de passagem [Ig],, 7 sdo isomorfismos com inversa
—1 14
Uelyg  =Uslgy=U"U
Demonstragdao. Aplicando U~ em ambos os lados de Up = U obtém-se U U =
p := [Igl,, - ComoU eU sao isomorfismos p é (Coment. 4.1.11). Forma inversa
em ambos lados, use (4.1.3), para obter [I],, gfl —pl=uUU= Uglg, O
Comentario 5.3.3 (Trocando a base (o sistema de coordenadas)). Seja v € E.
Dado o vetor coordenada [v]y; em respeito a uma base U de E. Para calcular as
coordenadas em respeito a uma outra base U simplesmente aplique a matriz de
passagem p = [I],, 7, ou seja
[Ty gz [l = [0l -

Exercicio 5.3.4. Considere as bases U = (¢,n) e U= (E, 7) de R? onde

[ R e

Seja v = (1,1) € R%. Determine o vetores coordenadas [v];, e [v];.*

5.3.2 Matriz de uma TL — parte trapézio
Lema 5.3.5. A parte trapézio do diagrama (5.0.1) comuta, ou seja
AU = Va.
Demonstracdo. Seja x € K™, entao
T
AUz =A(&,....6) | 1 | =A &Gz +.. . &uay)
Ty

(A&)  z4- 4+ (A&G) T
S—~— N~
nmair+-+Nmami N ain+-+Nmamn

m

=Y (ag)ar -+ Y (njajm)Tn
j=1

3 Controle: [vly = I,z )y = Lol é]uﬁ [(1]]” = [,OJQ U= [Ig,U
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e assim

n

n m m
AUz =Y (njap)ee = 0y > akax

k=1 j=1 j=1 k=1
——
AjeT
Alel
=MmateZ + -+ NmAmex = (N1,...,Mm) | 1 | =Vax
Amel

O

Segundo as Lemas 5.3.5 ¢ 5.3.1 o diagrama (5.0.1) é comutativo, e assim

recebemos a relagao
a=qap !

entre as matrizes de A em respeito as bases novas e velhas.

No caso F' = E munido das bases V =U e V = U recebemos

a=pap ', a=[A];, a=I[4], (5.3.2)

Definigao 5.3.6. Chama-se semelhante duas matrizes quadradas a e b se
existe uma matriz invertivel p tal que a = p~'bp.

Exercicio 5.3.7. Mostre que se a e & = p~'ap sdao matrizes n x n semelhantes,

entdo existe A € L(R™) tal que a e a sdo matrizes de A relativamente a duas
bases de R".

Caso especial E = F = K™: base candnica £ e base U

Considere o caso de um operador linear A : K* — K" onde K" é munido
originalmente da base canoénica & = (e, ..., e,) e depois de uma base nova U.
Neste caso o diagrama (5.0.1) torna-se no diagrama comutativo

a:=[A]
K" K”
X:JIKW, E=Ixn
pi=[len]g gy | = K" A—— K" ~|p (5.3.3)
~ g ) ~
K" — K”
a:[A]u

o qual disponibiliza a relagao [A],, = p [A] p~' entre as matrizes de A quando
trocar a base candnica por qualquer outra base.

Exercicio 5.3.8. Suponha que £ = K" munido da base canbénica £ como base
velha, veja diagrama (5.3.3). Entdo os membros da base nova U = (&;...,&,)
formam as colunas da matriz inversa p~!. Veja Exercicio 5.4.9.
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Nas outras palavras, como a inversa de p := [Ign]g,, € [Ixn]y ¢, vale a
seguinte férmula

[IK"]L{,E = U]

onde [U] denota a matriz cujas colunas sao os elementos da base U de K".

Exemplo 5.3.9. Dada em R? a base canodnica € e a base V = {&1, &2, &3}

gl = (17 150)7 52 = (_17070)7 53 = (07071)

Determine a matriz de passagem p de V para £, e aquela vice versa.

Uma solucdo. As colunas da matriz p := [I]y ¢ = [V] s@o os §’s. A outra
matriz desejada q := [I]gy = p~! é a matriz inversa de p. Pode-se calcular
com o processo de Gauss-Jordan (MA141), veja § A.4, ou seja

1710100(Oe 100 0 1 0
p:1={1 0 00 1 0 010 -1 1 0|=[M:p "
0 0 1 0 0 1 0 01 0 01

5.3.3 Determinante de uma transformacao linear
Definigao 5.3.10 (Determinante). Para A € L(F) define-se
det A :=det [A],4 (5.3.4)

onde B é uma matriz ordenada de E.

Exercicio 5.3.11. Verifique que det A é bem definido, o que quer dizer que é
independente da escolha da base.

[Dica: Férmula s (5.3.2) e (A.4.1).]
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5.4 Exercicios e umas solucoes

Matriz de uma transformacao linear

Exercicio 5.4.1. Considere a base ordenada B = (u,v,w) de R3, onde
u=(1,1,1), v=(1,-1,1), w=(1,1-1).

Seja B* = (¢, 4, x) a base (de R*") dual de B. Calcule as matrizes [¢], [¢], [x]
das transformacdes lineares ¢, 1, x: R? — R.

Uma solugao. Sejam £ = (e, eq,e3) e £ = (E;) as bases canénicas onde o
vetor unitario em R! é a lista F; = (1) de um membro com 1 no 1-ésimo lugar
(e nulos nos outros lugares — as quais nao tém). Seja z; := ¢e;, entdo usando a
propriedade da base dual e linearidade obtemos

1:¢u:¢(17171):¢€1+¢€2+¢63=$1+J32+$3
0=¢v=09(1,-1,1) = ge; — ez + de3z = x1 — T2 + 3
0=¢w=0¢(1,1,—1) = ge1 + pea — ez = x1 + 2 — 3.

Usamos escalonamento para resolver o SL de 3 equagbes nas 3 incdgnitas
21, T2, T3 € R? as quais sdo listas de um membro sé. O resultado é

(Elzl, (EQZO, (E3:O.
Observamos que

l=x1=¢e; = E1¢11 =1 011 = ¢11
0=122 =¢es = E1¢12 =1 p12 = P12
0=23 =¢e3s = FE1¢13 =1 ¢13 = ¢13

e assim
[Fleser =[1 0 0.
Analogamente obtemos

[1/)]53,51 = [O 1 0], [X]SS’gl = [0 0 1].

Olha s6, no caso £ = R"™ a matriz da base dual de qualquer base B de R™ tem
em respeito as bases candnicas de R® e R! a forma da base canénica.

Exercicio 5.4.2. Considere as transformacoes lineares
A:R?2 SR (2,9) v~ (z,y,2+y)
e B :R3 — R? definido assim
B(z,y,z) = (ax + (a — Dy + (1 — a)z,—bx + (1 — b)y + bz)

onde a,b € R sdo constantes. Determine o operador BA € L(R?).
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[Dica: Use as matrizes [A] e [B] que correspondem a A e B respectivamente. |

Uma solugao. Denotamos de €2 = {ej,ex} e €3 = {Ey, Es, E3} as bases
candnicas. As duas colunas da matriz [A] € M(3 x 2) sao formadas das coefici-
entes seguintes

Aeq = A(l,O) = (1,07 1) =1F; +0FEy + 1E;3
AGQ = A(O, ].) = (O, ]., ].) = 0E1 + 1E2 + ].Eg

As trés colunas da matriz [B] € M(2 x 3) sao formadas das coeficientes seguintes

BE, = B(1,0,0) = (a, —b) = ae; — bey
BE; =B(0,1,0) = (a—1,1—-5b) = (a — 1)es + (1 — b)eo
BE5; = B(0,0,1) = (1 —a,b) = (1 — a)ey + bes.

Assim recebemos

a a-—1 1—a}

1 0
A =10 1|, [B=
L [—b 1-b b

Use (5.2.6) no primeiro passo e no segundo calcule produto matriz para obter

a+1—al a—1+1—a] [1 O}
= :]12.

A =)= T T =)

Use a relagdo (5.2.1) entre matriz e operador para concluir que BA = Ig2.

Exercicio 5.4.3. Qual é a matriz [A] do operador A : R? — R? definido por
A(2,3) =(2,3) e A(-3,2) =(0,0) ?
Exercicio 5.4.4. Considere as transformagoes lineares

AR S PL(R), (ag,a1,...,0n) — ag+ a1z + -+ a2,

B:P,(R) = R pis (p(0),p(1),...,p(n)).
Determina a matriz [BA] da composicao BA : R*! — R +L,

Uma solugao. Seja & = (ey,...,ent1) @ base candnica e seja
M= (2%, 2% . 2") = (1, i), 0 =1
a base de P, (R) composto de monoémios. Segundo a defini¢ao de A recebemos
Ae; = A(0,...,0,1,0,...,0) = 02° + - -+ + 02"~ ' + 12" 4+ 02"t + -+ + 02"

parai=1,...,n+ 1. Segundo (5.2.1) obtemos [A]¢ 4 = L,11. Analogamente

Bni = (Th'(o)’ni(l)v s ~,77i(n)) = (0i717 11‘717 e "niil) = Zej (] — 1)i71
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para cada i =1,...,n+ 1 o que nos da a i-ésima coluna da matriz
0° ot ... o 10 ... 0
I O 11 ... 1
[Bla s = 20 21 o oon| _ 1 2 ... 27
n' nl ... n" 1 n ... n"

Assim [B]y, ¢ = [Blpg.e o1 = [Blpg ¢ [Alg pq = [BAlg e segundo (5.2.6).
Exercicio 5.4.5. Dado w = («, 8,7) € R?, determine a matriz [A] do operador?
A:R® — R3, VU X w.

Descreva geometricamente o nicleo desse operador e determina sua imagem.

Mudanca de base — vetor
Exercicio 5.4.6. Considere as duas bases ordenadas de R? da forma
U:=((1,1),(-1,1)),  U:=((1,0),(1,1)).

Dado o vetor v = (1,1) de R?, calcule seus vetores coordenadas [v]y e [v];.
Calcule a matriz de passagem p := [Ig2],, ;; e verifique que p[v]y iguale [v];.

Exercicio 5.4.7. No R? considere a base U := ((1,1), (1,0)).
a) Calcule o vetor coordenada [v]y.
b) Determine a matriz p de passagem de U & base candnica &, e vice versa.

Mudanca de base — matriz

Exercicio 5.4.8. Seja & C R? a base canonica e seja A: R3 — R3 determinado
por (5.2.3). Dada a base ordenada V := (e, e1 + e3, e1 + e3), determine a matriz

a:=[Algy = []e v[Alvell]le,y = pap

calculando p e &, veja (5.0.1).% Reencontramos A nos Excs. 5.2.3 e 6.6.3.
Exercicio 5.4.9. Seja & = (eq,...,e,) a base candnica de R™. Suponha vetores
&1,...,& € R™ e escalares p;; € R satisfazem

ej = &1p1j + Eapaj + o+ + EnPny,s Vi=1,...,n.

Mostre que

4 O produto vetorial de dois vetores v e w de R3 é o vetor v X w de R? definido por
z @ yy — 2B yy — 28
vxw= |y| x [B| = |—(zy—2a)| = |za—zv]|.
z v zB — ya zB — ya

1 -1 -1 4 -2 =2
5 controle: inverta q = [I]y ¢ (Gauss-Jordan): p= |0 0 1|,a=1|-1 0 1
0 1 0
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1. a lista ordenada U = (&1, ...,&,) é uma base de R™;

2. a matriz p = [p;;] ¢ a inversa da matriz q cujas colunas sdo por definicao
&,...,&,, em simbolos qp = 1,,. Veja Exercicio 5.3.8.

Em palavras, obtém-se a matriz p := [Ign];,, de mudanca da base canénica £
para uma base nova U = (&1, ...,§,) como a matriz inversa da matriz
q = [fl .. fn]

cujas colunas sao os &;’s, em simbolos
— -1 -1
p = [IR"}g,(gl,...,gn) =q =...& .

Exercicio 5.4.10 (Continuacao de Exercicio 1.3.9). Seja E = F(R,C) o
espaco vetorial sobre o corpo C composto de todas as fungoes f : R — C.
Em Exercicio 1.3.9 temos definido dois subconjuntos F = {f1, f2, f3} e G =
{91, 92,93} e temos mostrado, primeiro, que cada um é LI e, segundo, que cada
um elemento de um dos dois subconjuntos pode ser escrito como CL dos ele-
mentos do outro.

(a) Mostre que os subespagos gerados F := (F) e G := (G) sdo iguais.

(b) Conclua que F e G sao bases do subespago F' de E.

(c) Determine a matriz de passagem p := [[p]r ; da base F para a base G.

(Outros autores usam a notago p = Ig}- )

Exercicio 5.4.11.

Seja ¢ € M (n x n;K) uma matriz quadrada de posto 1.

(a) Prove que: c? = (trc)c. ()
(b) Dado n > 2, generalize: ¢ = (trc)" lc.

Poderia usar (e provar) o

Lema 5.4.12. Para matrizes a,b € M(n x n;K) tem-se

tr (ab) = tr (ba). (5.4.1)

[ad (a): Observe que para provar (*) pode-se mudar a base de K™ e pro-
var (*) para a nova matriz ¢. Lembre-se: posto(c) = 1. Escolha base
apropriada de K™.]

Exercicio 5.4.13. Sejam A : E — F e B : F — G transformacoes lineares
entre espagos vetoriais de dimensao finita.

1. Prove que: B injetiva = posto(BA) = posto(A).
2. Encontre uma condicdo sobre A a qual implica posto(BA) = posto(B).
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