Parte 11

Teoria das transformacoes
lineares 1

41






Capitulo 4

Transformacoes lineares

No! Capitulo 4 denotamos de E, F espacos vetoriais
E:(E7+7'7K)v F:(F7+77K)

ambos sobre o mesmo corpo K. Na primeira leitura pense em K = R. As letras
m,n denotam numeros naturais ou zero.

4.1 Exemplos e construcao

Defini¢ao 4.1.1. Uma transformacdo linear (TL), também chamado de
homomorfismo de espagos vetoriais ou operador linear, é uma aplicagao

A:E—F, v~ Alv)=:Av
a qual preserva as operagoes em F e F', ou seja

A(av) = ahv

(4.1.1)
Alv+ w) = Av + Aw

(Linearidade) {

para todos os escalares @ € K e todos os vetores v,w € E. Note-se que nos
lados esquerdos aparecem as operacoes em FE e nos lados direitos aquelas em F'.

Como indicado acima vamos escrever no caso de aplicagoes lineares geral-
mente Av em vez de A(v). Assim Av j4 sinaliza que A é linear. Note-se que

(Linearidade) < A(ou+ fv) = cdu+ SAv, Va,B €K, Yu,v € E.
Lema 4.1.2. Seja A: E — F uma TL. Entdo

(i) AO=0 (leva o vetor nulo de E no vetor nulo de F')
(ii) A(—v) = —(Av) (leva inversos em inversos)
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44 CAPITULO 4. TRANSFORMACOES LINEARES

(iii) A(u —v) = Au— Av
(iv) Alaqvy + -+ 4+ agvg) = a1 Avy + -+ + ap Aoy (leva CLs em CLs)
para todos os vetores u,v,v; € E e escalares o; € K.

Demonstragao.

(i) A0 = A(O + 0) "™ 40 + AO, entdo AO = O segundo Lema 1.1.5 3b).
(ii) A(=v) + Av " A(—p 4 0) = 40 L 0.

(iii) A(u — v) tinear 4y, + A(—v) @ Au — Av.

(iv) Inducao sobre k baseado na linearidade. O

Exercicio 4.1.3. Considere os elementos de R? dados por

Uy = (27 _]-)7 Uz = (17 1)7 uz = (_]-7 _4)7

v = (1,3), Vg = (2,3), V3 = (576)
Decida se existe ou ndo uma transformacio linear A : R2 — R? tal que
Au1 = V1, AUQ = V2, AUg = Vs.

Solugao. Suponha que A é linear. Entao escrevendo uz como CL de u; e ug, ou
seja uz = auy + Pusz, o elemento v3 = Aug deve ser CL de v1 = Auy e vy = Aus
com os mesmos coeficientes. Com efeito

vz = Auz = A(auy + Bus) lin- aAuy + BAus = avy + Bus.

Entao vamos checar se é verdadeiro isso: Determinamos « e S primeiro

e [3]- - (27

Comparando os primeiros membros obtemos f = —1 — 2. Use isso na com-
paragao dos segundos membros para obter « = +4=—-1—2a+4 =3 — 2a.
Assim o =1 e § = —3. Basta calcular

ot = 1] <o 2] =[] 4 [} =

Entao nao existe uma tal transformacao linear A.

Exercicio 4.1.4. Mesma pergunta como no Exercicio 4.1.3 mas a) com vs =
(—5,—6) e b) com v3 = (5, —6).

Exemplo 4.1.5 (Derivagao e convolugao).

(Derivacao) Seja k € N ou k = oo, entao é linear o operador derivada

D: C*R,R) = C*(R,R), [ f = %f.
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(Convolugao) Dada uma fungéo continua k: [a,b] x [a,b] — R, Seja k € N ou
k = oo, entao é linear o operador definido por

b
K: C%(a,b,R) - C%(a,8,R), [ / k() () dy.

No caso particular k(x,y) = g(z—y) onde g: [a,b] — R é uma dada funcao
continua o operador K, definido por

)@ = [ ot~ 000y
¢é chamado de convolugao das fungdes f e g, notagao f * g := K, f.
4.1.1 O espago vetorial das transformacgoes lineares
Defini¢ao 4.1.6 (O espago vetorial L(E, F')). O conjunto
L(E,F):={A| A: E — F transformagao linear}
de todas as transformacoes lineares entre F e F' seja munido das operagoes

+:L(E,F)x L(E,F) — L(E,F) - Kx L(E,F)— L(E,F)
(A,B)— A+ B (o, A) = aA

definidas assim (A + B)v := Av + Bv e (ad)v := a(Av).
Note que A + B,aA : E — F realmente sao lineares. Por exemplo, vale
(@A) (v +w) L (A +w)) "2 a(Av + Aw) "L a(Av) + a(Aw)
e o lado direito é (aA)v + («A)w pela definiciao de aA.

Lema 4.1.7. O conjunto L(E,F) das transformacdes lineares de E para F
munido das operacées '+’ e ’-’ forma um espaco vetorial

£<E7F) = (ﬂ(E7F)>+aaK)
sobre o corpo K. O wetor nulo de L(E,F) é a TL nula O : E — F, v+ 0.7

Demonstra¢do. Deixamos ao leitor verificar os axiomas na Definigao 1.1.19. O

Definicao 4.1.8 (Operadores lineares em E). No caso F' = E os elementos de
L(E):= L(E, E) sao chamados de operadores lineares em E e o operador

I=Ig:FE—E, v—wv (4.1.2)

é chamado de operador identidade em F.

2 o primeiro O é Or(E,F) € o outro OF; para legibilidade néo escrevemos demais subscritos
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4.1.2 Isomorfismos
Isomorfismo e inversa serao tratados com mais detalhes na Secao 6.4.

Definigao 4.1.9 (Isomorfismo). Um isomorfismo entre espagos vetoriais E e
F é uma transformagao linear (homomorfismo) T': E — F tal que a aplicagao

injetiva & Tu=Tv=>u=v
T:FE — F é bijetiva & e
sobrejetiva & Yo e FJue E: Tu=vw

Se existe um isomorfismo entre E e F' dizemos “FE e F' sdo isomorfos” e escre-
. T , .
vemos F ~ F, ou ainda E ~ F para destacar quem é o isomorfismo.

Definicao 4.1.10 (Inversa). Uma transformagéo linear A: E — F é chamado
de invertivel caso existe uma transformacao linear B: F — FE tal que valem
as duas condicoes AB = Ir e BA = Ig. Neste caso B é tinico e chamado a
inversa de A, sfmbolo A™! := B.

Comentario 4.1.11. Dado um isomorfismo T : E — F', definimos a aplicacgao
S:F—E, f—wv

onde v € E ¢é o unico vetor tal que Tv = f; encontraremos em (6.4.1). Pode
checar que S é linear e bijetiva, ou seja um isomorfismo, e que S é a inversa de T'.

A composicao BA de dois isomorfismos é um isomorfismo e sua inversa é a
composicao das inversas — mas na ordem oposta

(BA)™'=A7'B™1 (4.1.3)

4.1.3 Construgao de transformacgoes lineares

Uma base ordenada é uma base B = {£1,...,£,} cujos elementos sdo enum-
erados, alternativamente escreve-se na forma de uma lista ordenada (&3, ...,&,).
Proposicao 4.1.12. A fim de definir um homomorfismo A € L(E,F) basta
escolher as imagens de uma base (ordenada) B ={&,...,&,} de E:
EXISTENCIA. Escolha uma lista f := (f1,..., fn) de n:= dim E elementos f;
do contra-dominio F, repeticdes nao excluidas, e defina

Afgj = fj7 ]:1,,77, (*f)

Entao extende Ay ao E inteiro usando (Linearidade): Dado u € E, exprime u
em respeito a base B na forma u = Z?Zl o€ onde os escalares a; sdo unicas
- 8do as chamadas coordenadas do vetor u, veja (3.1.1). Defina

Af'l.t = Zajfj :f ZajAffj. (414)
j=1 j=1

UNICIDADE. Se B € L(E, F) satisfaz (xy), levando os &; nos f;, entio B = Ajy.
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Demonstracdo. Deixamos ao leitor a tarefa simples de checar que Ay definido
acima ¢é linear, ou seja Ay € L(E, F), e é unicamente determinado por (x¢). O

Note-se que Ay nao sé depende da escolha dos elementos f; de F, mas
também da escolha da base B de E. Por isso as vezes escrevemos
Af = Ay
Exercicio 4.1.13. Mostre: os membros da lista f = (f1,..., fn) € F*"
a) sdo vetores LI & Ay ¢éinjetivo ;
b) geram o espago vetorial I < A é sobrejetivo;

¢) formam uma base de F’ < Ay é um isomorfismo (e dim F = dim F').

Teorema 4.1.14. Seja dim F finita e B = {&1,...,&,} uma base de E, entio

U =Ug: F*" - L(E,F)

oA, (4.1.5)

é um isomorfismo. Lembre-se de (x5) que Ay € determinado por As&; = f;.

Demonstra¢do. Segundo Proposigao 4.1.12 é suficiente avaliar TLs numa base.

LINEAR. Segue de Anf134&5 := (af + B9); = af; + Bg; =: A& + BAGE;.
INJETIVO. Suponha Ay = A,. Entao f; =: Ay§; = Ay&; := g; para todos os j.
SOBREJETIVO. Dado B € L(E, F), defina f; := BE;, Vj. Assim Ay = B. O

Lembre-se do Exercicio 3.0.15 que dim F*" = n dim F'. Vamos ver no futuro,
em Corolario 6.4.9, que isomorfismos preservam dimensoes — o que implica

Corolario 4.1.15. dim £L(E,F) = dim F*" = dim F - dim F.

Exercicio 4.1.16. Mostre que dim L(R",R™) = dimM(m x n). Dado um
corpo K, entao vale analogamente que dim £(K", K™) = dim M(m x n; K).

Comentario 4.1.17 (Extensao de TLs). Suponha que em vez de uma base de
E s6 temos um subconjunto LI U C E de k elementos U = {&,...,&}, em
particular k = |U| < dim E =: n. Note-se que U é uma base do subespago (U)
gerado por U. Seja f = (f1,..., fr) € F** uma lista com k := dim(U) = U]
membros. Proposigao 4.1.12 diz que isso determina unicamente uma TL injetiva

AL EDS Uy F, AY¢ = f (j=1,...,k).
Entao existe uma transformagao linear
AL E—F

extendendo A?, ou seja A? restrito a (U) é Alf. Para construir a extensao

1) estende-se o conjunto LI i a uma base B de E usando o Teorema 3.2.1 (b) e
2) apensa-se a lista f mais n — k membros.
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4.1.4 O espago dual

Definicao 4.1.18 (O espago dual E*). No caso F' = K o espago E* := L(E,K)
é chamado de espago dual de E. Chama-se os elementos ¢ € E* de funcionais
K-lineares em E ou, no caso K = R, funcionais lineares.

Definigao 4.1.19 (A base dual B*). Na dimenséao finita uma base ordenada
B = {&,...,&,} de E induz uma base de E*® a chamada base dual B* :=
{¢1,...,¢n}. Como transformagao linear, cada um membro ¢, : £ — K é
determinado pelos valores numa base (Proposi¢do 4.1.12) e a escolha seja essa

1 ,i=j
¢i(&5) =05 == {0 ey (4.1.6)
onde chama-se d;; o simbolo de Kronecker. Equivalentemente
¢i(0¢1€1 + -+ anfn) =y (417)

para ¢t =1,...,n. Note-se que dim F = n = dim E*.
Lema 4.1.20. A base dual B* = {¢1,...,¢0n} € base de E* ¢ dim E* = dim E.

Demonstracdo. Bem definida: Deixamos ao leitor verificar que os membros
¢;: E — R definidos por (4.1.7) sdo lineares. Gera: Dado ¢ € E*, denotamos
as imagens dos membros &; da base B de §; := ¢, entao S1¢1 + . .. Bndn = .
Com efeito, escrevendo F > v = a1&1 + . .., @&, como CL na base B, obtemos

Y(v) = Y€y + -+ any)
= a1¥(&1) + -+ anp(€n)
=ai1f1+ -+ anfn
=¢1(v)B1 4 4 (V) Bn
= (51(151 + -+ /Bngbn) v.

LI: Suponha que 101 + -+ + Bndn = O. Segundo (4.1.6), avaliando no vetor
& obtemos f; = 0, avaliando em &, ..., &, obtemos 2 =0, ..., 8, = 0. O

Exercicio 4.1.21. A expressdo geral de um funcional linear ¢ : R® - R é
d(x,y,2) = ax + by + cz
onde a, b, ¢ s2o numeros reais determinando ¢. Dados os elementos
u=(1,2,3), v=(-1,2,3), w=(1,-2,3),

de R3 determine a, b, ¢ de tal modo que se tenha ¢gu =1, v =0 e pw = 0.*

3 Errado na dimensio infinita. Porque? Relembre-se que CL’s sdo somas finitas.

4 A resposta para seu controle: a = —%, b= i, c=0.
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Exemplo 4.1.22 (Funcionais lineares ¢, € E*). Seja E = C°([a, b]) o espago
vetorial real® das funcoes continuas f: [a,b] — R neste intervalo.

(Integracao) A funcio ¢ : E — R definida por

o) = [ sy
¢ linear e assim ¢ € E*.
(Avaliacao) Dado um ponto zg € [a,b], a fungdo ¢ : E — R definida por
¥(f) = flxo)

é linear e assim ¢ € E*.

4.2 Matrizes

Matrizes sao transformacoes lineares

Para ver isso escolhemos uma matriz a € M(m X n;K) e consideramos a
aplicacao
a: K" - K™, xw ax

a qual leva uma lista z € K™ para a lista definida pelo produto matriz

T
a1l ... Gip . 1171 + -+ A1p Ty,

aml -+ Omn . Am1T1 + -+ Gy Ty
Tn

Lembrando a notagéo a,; para colunas introduzido em (1.2.3), continuamos

a1 A1n .

= ot o= (A, ae) | (4.2.1)
1 mn :
QAel QAen n

No ultimo passo definimos uma nova notagao a qual vai ser bem 1til. O simbolo
que usamos quer lembrar o produto matriz, para nao precisamos memorizar
mais uma férmula. Na nova notagdo é facil ver que a(ax + fy) = aazr + Say
mostrando que a: K™ — K™ ¢ linear, entdao a € L(K™, K™).

5 'real’ indica que o corpo sdo os ntimeros reais R
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Comentario 4.2.1 (Espago-coluna e -linha). A imagem de uma matriz
Im(a) := {az | € K"} = Esp-col(a) C K™, aeM(imxnK) (4.2.2)

é igual ao espago-coluna como (4.2.1) mostra. Como Esp-col(a) e Esp-lin(a) sido
fechados sob adigdo e multiplicacdo, sdo subespacos de K™ e K”. As dimensdes

pc(a) := dim Esp-col(a) = dim Im(a), pl(a) := dim Esp-lin(a), (4.2.3)
sao chamadas de posto-coluna e posto-linha da matriz a.
Teorema 4.2.2 (Postos linha e coluna sao iguais). pl(a) = pc(a) = dimIm(a)

Demonstrag¢ao. Seja a uma matriz m x n. '<’ Seja p := pc(a) a dimensao do

espago coluna e X = {{1,...,&,} uma base ordenada dele. Usamos a notagéo
bie
&=
bmf

Assim cada uma coluna a,; é CL em X com coeficientes dnicos ¢;; € K, ou seja

p
a1j 201 bece;

P
=taej =&1015 + 0+ §pcpj = Z&% -
=1

= P
Q5 Zé:l bmfcéj

Isso mostra que a ¢j-ésima entrada da matriz a é dada por

D
aij = E biecej
=1

Usamos esta férmula para ver que a i-ésima linha

Aje = [ail oo ain] = [Z?:l biECZI cee 2157:1 bifcén]
p
= Z bie [Cu s Cén}
=1 —

=:n¢€Esp-lin(a)

¢ CL das listas 71, ...,m, de n escalares cada uma. Assim Esp-lin(a) é contido
no subespaco Y gerado pelo conjunto Y := {nx | k = 1,...,p}. Note que Y
contém no maximo p elementos (< p no caso de dobros). Assim

pl(a) := dim Esp-lin(a) < dimY < |Y| < p =: pc(a)

A primeira desigualdade segue de Teorema 3.2.1 (c) e a segunda de Lema 3.1.20.
’>’ Usando ’<’ para a transposta obtemos pc(a) = pl(a) < pc(a’) = pl(a). O
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Acima temos verificado que cada uma matriz m x n é uma transformacao
linear K™ — K™. E vice versa?
Escreve as colunas de uma matriz a como lista, ou seja fa = (Ae1,...,3en).
n ) ) )
Agora considere o operador linear Ai definido em (4.1.4) e defina a aplicagao

M(m x n;K) = LK™, K™), ar— AS (4.2.4)
onde " = {ey,...,e,} é a base candnica de K™. Note que A?: = a, com efeito
A‘}:;Lei (*éﬂ)a.i:aei, i:l,...,n

e entao lembre-se de UNICIDADE em Proposicao 4.1.12.

Como a aplicagao a — a é obviamente linear e injetivo, s6 falta sobrejetivo para
ser um isomorfismo. Dado A € L(K™ K™), coloque as listas Aey, ..., Ae, €
K™ como colunas de uma matriz, notacio [A].° O leitor pode verificar que
esta matriz [A] é levado ao operador A, em simbolos A‘;{;] = A. Isso prova
sobrejetividade.” Deixa nos formalizar esta ideia no seguinte.

Transformacoes lineares representadas como matrizes

Como temos visto acima uma transformacao linear A : K® — K" corres-
ponde naturalmente, utilizando as bases canénicas®

5"2{61,...,en}7 gm:{E17...7Em},

a uma matriz [A] € M(m x n;K). Com efeito, seja [Ae;]e, € M(m x 1;K) o
vetor coordenada do elemento Ae; € K™, veja (3.1.2). Usando estes vetores
coordenadas como colunas de uma matriz obtém-se

A = (Ao g = [Aerlgn - [Aenlgn] € M(m x n;K)

chamado de matriz da transformacgao linear A: K™ — K™ em respeito
as bases canonicas.

O caso geral de associar uma matriz a a uma transformacéo linear A: £ — F
entre espagos vetoriais munidos de bases ordenadas U = {&1,...,&.} e V =
{m,...,nm} vai ser investigado em grande detalhe na Se¢ao 5. Sim, as colunas
de esta matriz serdo os vetores coordenadas (3.1.2), com efeito vamos definir

a= [A}z/{,v = [[A&],, ... [A&],] € M(m x n; K).
Proposigao 4.2.3. A aplicagdo entre espagos vetoriais definido por
1 =[len em : LK, K™) = M(m x n; K
[ = [len gm + LK™, K™) ( ) (4.25)
A [[Aet]gm ... [Aen]om]

€ um isomorfismo entre espagos vetoriais.

6 Verifique que os membros da lista Ae; sio as entradas do vetor coordenada [Aei]em -

7 Alternativamente, vamos ver em mais em frente que, como as dimensbes sdo iguais e
finito, injetividade de uma TL é equivalente a sobrejetividade (Coroldrio 6.5.2).

8 Para evitar confusdo usamos letras maitdsculas para os elementos de £™ = {E1, ..., En }.
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Demonstragio. Checar linearidade é rotina. Injetivo. Se as matrizes [A] = [B]
sao iguais, os vetores coordenadas [Ae;]c, = [Bej]gm sao iguais, e assim as
imagens Ae; = Be; dos elementos da base sao iguais. Assim A = B segundo
unicidade em Proposicao 4.1.12. Sobrejetivo. Dado uma matriz a, entao a
matriz do operador A?:, veja (4.2.4), é a. O

Exercicio 4.2.4. Mostre que as entradas a;; da matriz a := [A] satisfazem
Ae; = Eyari+ -+ Epapm; =: EMae,;
para cada um elemento e; da base £" e onde £™ = {F1,..., En}.
Exemplo 4.2.5. Seja A € L(R?* R?) determinado por
A(1,1) = (1,2,3) e A(-1,1)=(1,1,1).

Pede-se a matriz a de A relativamente as bases candnicas.

Uma solugao. Denotamos de £2 = {ej, e} e €3 = {E, Ea, B3} as bases
canodnicas. Precisamos escrever Ae; e Aes como CL’s dos vetores i, Eo, 3 e
colocar os coeficientes como colunas da matriz desejada. Sabemos que

A(]., 1) = (1,2,3) - (1,0,0) + (072,0) + (070,3) - l:l + 2/1_) + :;/'j;;
A(1,1) = A((1,0) + (0,1)) = A(e1 + e2) = Ay + Acs

A(=1,1) = (1,1,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (0,0,1) = £, + E» + E
A(=1,1) = A((=1,0) + (0,1)) = A(—ey + €3) = — Ay + Acs.

Assim temos 2 equagoes lineares inomogeneas para as 2 incognitas = := Ae; e
y := Aeg, com efeito

r+y=F+2FE;+3F;3
—z+y=FE +Ey+E;

Aplicamos escalonamento, adicionando a primeira equacao para a segunda ob-
temos 2y = 2E; + 3F; + 4F3 e assim a CL

y=FE|+3FE;+2F;

cujas coeficientes formam a segunda (y := Aes) coluna da matriz a := [A]. Use
na primeira equagao para receber os coeficientes da primeira coluna, ou seja

& =—y+ (E1+2E; + 4F3) = 0E) + 5E3 + 1E3.

Entao a matriz é a seguinte

a=[4] =

—= O
DO MW =

Com certeza, vai ter outros caminhos como resolver. Acima vemos um.
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Exercicio 4.2.6. Tem-se uma transformacéo linear A : R2 — R* tal que
A(1,2) =(1,1,1,-1) e A(3,4)=(1,1,1,1).
Pede-se a matriz a de A relativamente as bases candnicas.

Exercicio 4.2.7 (Vetores linha e coluna). a) Mostre que a matriz de um fun-
cional linear ¢ € (R™)* := L(R™,R) é uma linha (matriz 1 x n) da forma

[o] = [per ... wen].

b) Mostre que a matriz de uma reta no R™ passando a origem, ou seja R €
L(R,R™), é uma coluna (matriz n x 1) da forma

Ry
[R]=| :
Rn
onde de Ry, ..., R, denotamos os n membros da lista Re; € R™ onde e; = (1).

Lema 4.2.8 (Na dimensao 1 operadores correspondem a escalares). Seja
dimFE =1 e A € L(E), entao existe um tnico escalar « € K tal que o operador
corresponde a multiplicagao com «, em simbolos A = alg.

Demonstragao. Pegue um elemento ndo-nulo £ € E. Entao B := {{} é uma
base de E: Com efeito é LI como £ # O, segundo Comentério 1.3.4 (ii), mas LI
é equivalente a gera segundo Corolério 3.1.18. Como B é base com um elemento
6, todo elemento de E é uma CL em {£}, assim um multiplo escalar de £ com
coeficiente tinico. Entao E 5 A¢ = a& para um udnico a € K.

Analogamente todo w € E é da forma w = A{ para um tnico A € K. Segue que

Aw = A(XE) = MNAE = M) = (M) = (M€ = a(XE) = aw = algw

onde usamos varios axiomas do espaco vetorial. Isso prova que A = alg. O

4.3 Dimensao dois — o plano

No plano IT queremos estudar trés tipos elementares de transformacoes line-
ares, nomeadamente

e rotacdo Ry por um angulo 6 em torno de um centro O no plano;

e projecao ortogonal Pr sobre uma reta L no plano;

e reflexao Sy, em torno de uma reta L no plano.

Mas o plano II é composto de pontos... Como pode-se dar IT a estrutura de

um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros reais R? Como pode-se adicionar
pontos ou multiplicar por niimeros? Nao da.
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Figura 4.1: Sistema ortogonal de coordenadas OXY no plano II

Mas pode-se adicionar flechas v no plano se consideramos iguais todas as fle-
chas do mesmo comprimento e direcao, veja Exemplo 0.0.1. Mais detalhado duas
flechas sao consideradas iguais se formam os lados opostos de um paralelogramo
no qual os outros dois lados conectam, respectivamente, os dois pontos iniciais
e os dois pontos terminais. Multiplicagdo de uma flecha v com um nimero real
«a muda o comprimento pelo fator a, trocando a direcao caso a < 0 é negativo.
Adicionamos duas flechas pondo no ponto termino da primeira flecha o ponto
inicial da segunda, veja Figura 1 na introduc¢ao do manuscrito.

Definicao 4.3.1 (O espago vetorial IIp das flechas no plano de ponto inicio O).
Para eliminar a complicacao que, dado uma flecha v, todo ponto p € II nos da
uma flecha equivalente (escolhendo p como ponto inicio), vamos fixar um ponto
do plano, notacao O € II. Neste caso todo ponto p € II representa uma flecha
s0: por definigao a flecha correndo de O a p. Vice versa, cada uma flecha em II
é equivalente a uma iniciando no ponto O. Seja

IIp = (I1, 0)

o conjunto das flechas no plano Il com ponto inicio O. Identificamos tal flecha
com seu ponto termino p € II. Escrevendo p € II significa que p é um ponto do
plano, escrevendo p € Il significa que p é a flecha correndo de O a p. Para Ilp
pode-se verificar os axiomas de um espaco vetorial real sob multiplicagao escalar
ap definida como mudando o comprimento da flecha com ponto termino p pelo
fator a € R e adicao p + ¢ definida pelo paralelogramo gerado, veja Figura 4.3.

Comentario 4.3.2. Note-se que sao em bijecao o conjunto Il das flechas no
plano II iniciando no ponto O e o conjunto F' no Exemplo 0.0.1 cujos elementos
sdo flechas v no plano junto com todas flechas equivalentes a v. Adi¢do e mul-
tiplicacao escalar coincidem. Assim os espacos vetoriais F' e Il s&o isomorfos.

Comentario 4.3.3 (Sistema de coordenadas Cartesianas OXY'). Escolhendo
no plano IT dois eixos OX e OY ortogonal um ao outro, notacdo OXY, recebe-
mos uma bijecao linear

Mo = R?, pws(z,y)
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como definida em (0.0.1) e ilustrada na Figura 4.1. Tal escolha OXY é chamado
de sistema de coordenadas Cartesianas ou ortogonais.

4.3.1 Rotacoes

Seja [1p o plano IT junto com um ponto O € II fixado. Suponha que podemos
medir distdncia no plano, assim angulos — através de comprimento de arco —
entre semi-retas do mesmo ponto inicial. Para os elementos p € IIp (pontos do
plano interpretado simultaneamente como flecha de O ao ponto), denotamos de

e (), o circulo com centro O e passando p, veja Figura 4.2;
e /, a semi-reta iniciando em O e passando p (se p = O seja o = {O});

e /,(0) a semi-reta obtida pela rotagao de ¢, em torno O pelo dngulo 6 no
sentido contra-horario.

L(6) v

AP N 9 aﬂ/auo

Ce

Figura 4.2: Rotacao Ry no plano II em torno do ponto O por um angulo 6

Definicao 4.3.4 (Rotacdo). A aplicacao definida por
R91H0—>Ho, prp(e)ﬂCp
é chamado de rotagao no plano II em torno de O por o angulo 6.

Comentario 4.3.5 (Preservagao de comprimento e dngulos). Como o resultado
da rotagao ¢é localizado no mesmo circulo a distancia de O fica constante. O
angulo ¢ entre duas flechas p, q € Ilp fica constante se aplicamos a rotagdo Ry
pelo mesmo angulo # em ambas flechas, veja Figura 4.3.

Lema 4.3.6. Dado um angulo 0, a rotacdo Ry : Illp — Ilp € linear.

Demonstracdo. Lembre que os elementos p € Ilp sao pontos do plano visto
como flechas de O a p. O comprimento da flecha ¢é a distancia dos pontos p e O.
Dado p, denotamos ambos, comprimento da flecha e distancia de O, com
o sfmbolo |p].

PRESERVAGAO DE COMPRIMENTO => MULTIPLICATIVO. Dado um ponto p e um
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Figura 4.3: Preservacao de angulos

escalar & € R. Se p = O ou a = 0 temos Ry(ap) = Ry(O) = O = aRy(p). Seja
entdo p # O e o # 0. Segundo preservacao de comprimento obtemos

Bolopl] _ op| _ ) eniio |Ry(ap)| = +alRo(o)

|Ro(p)|  Ipl
onde o sinal em +/ — « depende se « é positivo/negativo.

Resta eliminar os absolutos. No caso o > 0 os pontos ap e p estao na mesma
semi-reta, mas rotacgao preserva esta propriedade, assim Ry(ap) = aRy(p). No
caso a < 0 os pontos ap e p estao em semi-retas opostas. Rotagao também
preserva esta propriedade, assim Rg(ap) e Ry(p) s@o multiplos negativos um do
outro. Como |Ry(ap)| = —a|Rg(p)| segue que Rg(ap) = aRg(p).
PRESERVACAO DE ANGULOS = ADITIVO. Dado pontos p,q, considere o pa-
ralelogramo definindo a soma p + ¢. Aplicando a rotagdo sabemos que Rygp e
Rpq formam o mesmo angulo como p e q. Entao o paralelogramo gerado por
Rop e Ryq resulta daquele gerado por p e g através de aplicar Ry. Mas assim
a diagonal Ryp + Rpq resulta de aplicar Ry a diagonal p + ¢ do paralelogramo
original, em simbolos Rgp + Rgpq = Ro(p + q). O

A matriz da rotagao num sistema ortogonal de coordenadas

Conforme a defini¢do de eixo, veja Comentéario 0.0.3, o vetor unitario no
eixo OX ¢ a flecha correndo de O ao ponto X, notacao Ej. Analogamente
denotamos de E5 o vetor unitario no eixo OY

Por definigdo a matriz rg da rotagdo Ry em respeito a base £ := {E1, Eq}
contem como colunas os coeficientes (veja Figura 4.4) de

RyE1 = E1cosf + E5sinf, RyE> = —FE;sinf + E5 cos 6.

Lema 4.3.7. A matriz da rotagao pelo angulo 6 é a matriz real

cos —smﬂ ’ (4.3.1)

rg = [Rylg ¢ = Line cos

Lembramos que o sistema ortogonal de coordenadas disponibiliza uma cor-
respondéncia IIp ~ R? na qual a base {E;, F2} corresponde & base candnica
&% = {e1,e2}. Obviamente é mais confortavel trabalhar com as listas de R?
como com as flechas de IIp. Assim vamos trabalhar no futuro com R2.
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K
—EI-S/LQ E/

Figura 4.4: Rotagao do vetor unitario — coeficientes formam coluna 2 da matriz

4.3.2 Projecao ortogonal sobre uma reta

Trabalhamos no plano identificado com R? mediante um sistema ortogonal
de coordenadas.

Definicao 4.3.8 (Projecao ortogonal). Seja a € R uma constante e seja L, :=
R(1,a) a reta no R? passando a origem O = (0, 0) e o ponto (1, a) como ilustrado
na Figura 4.5. Para um elemento v € R? seja (L,): a reta ortogonal a L, e
passando o ponto v. Entao a aplicagao que leva v a intersecao das duas retas

P="P,, :R? 5 R% v Ly (Ly)E (4.3.2)

v

é chamado de projecao ortogonal sobre a reta L.

Lema 4.3.9. A projecdo ortogonal P = Pr,, : R? — R? ¢ linear.

Demonstra¢cdo. MULTIPLICATIVO. Similarmente como na prova de Lema 4.3.4
discrimina-se trés casos a < 0, (& =0 ou v = O), e a > 0. Vamos tratar o caso
a > 0 e deixar os outros ao leitor. Para oo > 0 e v # O obtemos

ol _ Javl _ ol
|Pv| |Pav| |Paw]

onde temos usado o Teorema do Raio na primeira igualdade. Como |v| # 0
segue, cortando |v|, que |Pav| = a|Pv|. Como Pav e Pv sdo elementos da

Figura 4.5: Projecao ortogonal P sobre a reta L,
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mesma (o > 0) semi-reta de Ly, obtém-se Pav = aPuv.
ADITIVO. A identidade P(v 4+ w) = Pv + Pw resulta da Figura 4.6. O

Figura 4.6: A identidade P(v + w) = Pv + Pw

A matriz da projegao ortogonal

Trabalhamos no plano identificado com R? mediante um sistema ortogonal
de coordenadas.

Lema 4.3.10. A matriz da proje¢do ortogonal sobre a reta L, é dada por

Demonstragao. Lema C.4.1 O

4.3.3 Reflexao ortogonal em torno de uma reta

Trabalhamos no plano identificado com R? mediante um sistema ortogonal
de coordenadas.

Definicao 4.3.11 (Reflexao ortogonal). Dado a € R, a aplicagao definida assim

S =5, :R* - R?

4.3.3
v v+ 2(PL,v—v)= (2P, — v ( )

é chamado de reflexao em torno da reta L,. Note que S = 2P — I é linear.

Use Proposicao 4.2.3 e a matriz de P para obter a matriz da reflexao em
torno da reta L., com efeito

1 1—a? 2a

Sq &= [SL‘J:BPL“—I}:QPQ_HZW 2, —(1—0,2)

(4.3.4)

Exercicio 4.3.12 (Rotagao, projecao, reflexao).
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N\t 0N+ Py

Figura 4.7: Reflexao S = 2P — I em torno da reta L,

1. Sejam R,P,S € L(R?) respectivamente a rotacdo de 30° em torno da
origem, a projecao ortogonal sobre a reta y = %x (notagao L%) e a reflexao
em torno da mesma reta.

Dado o vetor v = (2,5), determine suas imagens Rv, Pv, Sv.

2. Considere os operadores lineares R? — R? dado por
R = R3oe, S = SL,, P=Pp,.

(a) Mostre que se tem PS = SP = P.

(b) Verifique a igualdade RSR = S.

(¢) Mostre que R nao comuta com .S nem com P.
)

(d) Determine todos os vetores v tais que RPv = 0 e também todos v
tais que RPv # 0.

3. Encontre a, b, c,d € R tais que o operador

A:R%Z 5 R?
(z,y) = (az + by, cx + dy)

tenha como ntcleo a reta y = 3x.

4.4 Ap.: Produto de transformacoes lineares
Sejam F, F, G, H espagos vetoriais sobre um corpo K.
Definicao 4.4.1. A composicao de transformacoes lineares da forma

o: L(E,F) x L(F,G) — L(E,G)
(A,B) — BA

onde BA := Bo A é definido como v — B(Av), é chamado de produto de
transformacoes lineares compativeis.
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Exercicio 4.4.2 (Bem definido). Mostre que BA: E — G é linear.

Comentario 4.4.3 (Propriedades do produto “composigao”). Para trans-
formagoes lineares compativeis A, B, C' e escalares a € K vale o seguinte.

(Associatividade) (CB)A =C(BA)
(Distributividade & esquerda) (B+C)A=BA+CA
(Distributividade & direita) C(A+B)=CA+CB
(Homogeneidade) B(aA) = aBA
(Elemento neutro da esq./dir.) IrA=A=Alg

O produto de transformagoes lineares em E, ou seja
o: L(E,E)x L(E,E) = L(E,E), (A, B)— BA
generaliza o produto de ntimeros observe que L(R,R) =R
LR,R) x L(R,R) — L(R,R), (a,b) — ba = ab.
Enquanto umas propriedades uteis sao perdidas, umas novas sao ganhadas.

Comentario 4.4.4 (Diferencas ao produto entre nimeros).

(Comutatividade)” Pp,Rejs # RejaPr,
(ei-da-eorte) Pp, P, =P, =PI # P, =1
(Iaverso-multiplicative)!* AQe LR?): QPp, =1
(Nilpotentes) a:= {8 (1)] # {8 8} =:0mas a’=0
(Mais raizes) S:=8p, #+I mas §?:= 55=1

9 Com v = (x,y) obtemos Pr, Ry/ov = % B B Zyj # % {7;x++yy)} = Ry/2Pr v.

10 Suponha por absurdo QPr, = 1. Entao Pr,, = QPr,Pr, = QPr, = I. Contradigao.






Referéncias Bibliograficas

[Art91]

[EHHT92]

[Hir21]

[Koe85]

[Lan93]
[Lim05]

[Lim11]

[Mee56]

[Pull2)]

[Sal19]

[San12]

Michael Artin. Algebra. Prentice Hall, Inc., Englewood Cliffs, NJ,
1991.

H.-D. Ebbinghaus, H. Hermes, F. Hirzebruch, M. Koecher, K. Main-
zer, A. Prestel, and R. Remmert. Zahlen, volume 1 of Grundwissen
Mathematik [Basic Knowledge in Mathematics]. Springer-Verlag,
Berlin, 3rd edition, 1992. Edited and with an introduction by K.
Lamotke.

Oliver Hirsch. Die Psychologie der Gedankenkontrolle, des Mentizids
und der Gehirnwésche. Zugang pdf, January 2021.

Max Koecher. Lineare Algebra wund analytische Geometrie.
Grundwissen Mathematik 2. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New
York Tokyo, Zweite Auflage,

Serge Lang. Algebra. 3rd ed. Reading, MA: Addison Wesley, 1993.

Elon Lages Lima. Geometria Analitica e Algebm Linear. Coleg¢ao
Matematica Universitaria. Instituto de Matematica Pura e Aplicada
(IMPA), Rio de Janeiro, Segunda Edigao, 2005.

Elon Lages Lima. A lgebra Linear. Colecao Matematica Universitéria.
Instituto de Matemética Pura e Aplicada (IMPA), Rio de Janeiro,
Oitava Edigao, 2011.

Joost A.M. Meerloo. The Rape of the Mind. The Psychology of
Thought Control, Menticide, and Brainwashing. 1956. access pdf.

Petronio  Pulino. Algebm Linear e suas Aplicagoes.
Notas da Aula, UNICAMP, 2012. Acessivel mno site
www.ime.unicamp.br/~pulino/ALESA.

Dietmar A. Salamon. Andlise em dimensdes superiores. Tradugdo de
J. Weber de Aleméao para Portugués. 2019. ix+376p. pdf

Reginaldo J. Santos. Matrizes, Vetores e Geometria Analitica. Manuscrito,
UFMG, 03 2012.

211


https://clubderklarenworte.de/wp-content/uploads/2021/02/Die-Psychologie-der-Gedankenkontrolle.-Meerloo-Hirsch-.pdf
https://archive.org/details/TheRapeOfTheMind1961
http://www.ime.unicamp.br/~pulino/ALESA/
http://www.math.stonybrook.edu/~joa/PUBLICATIONS/analise2.pdf

	Introdução
	Notações
	Convenções

	I Teoria dos espaços vetoriais
	Espaços vetoriais
	Axiomas
	Grupo
	Corpo
	Espaço vetorial

	Exemplos
	Listas ordenadas
	Matrizes
	Funções e polinômios

	Independência linear
	Combinação linear
	Linearmente independente


	Subespaços
	Definição e exemplos
	Subespaço gerado por um conjunto
	Soma direta

	Bases
	Aplicações
	Coordenadas de um vetor
	Dimensão de um espaço vetorial
	Escalonamento: Dimensão de um subespaço gerado

	Existência e extensão


	II Teoria das transformações lineares 1
	Transformações lineares
	Exemplos e construção
	O espaço vetorial das transformações lineares
	Isomorfismos
	Construção de transformações lineares
	O espaço dual

	Matrizes
	Dimensão dois – o plano
	Rotações
	Projeção ortogonal sobre uma reta
	Reflexão ortogonal em torno de uma reta

	Ap.: Produto de transformações lineares

	Matrizes de transformações lineares
	Bases induzem isomorfismos
	A matriz em respeito a uma base
	Mudança de base – comutatividade da diagrama
	Vetor coordenada – parte triangular
	Matriz de uma TL – parte trapézio
	Determinante de uma transformação linear

	Exercícios e umas soluções

	Núcleo e imagem
	Escalonamento: Cálculo do posto
	Sobrejetividade – inversa à direita
	Injetividade – inversa à esquerda
	Bijetividade – inversa
	Isomorfismos

	Teorema de Núcleo e Imagem
	Escalonamento: Núcleo e imagem
	Sistemas lineares
	Determinar bases de nucleo e imagem


	Soma direta e projeções
	Projeções
	Involuções
	Exercícios

	Subespaços invariantes – autovalores/vetores
	Autovalores e autovetores
	Polinômio característico
	Existência no caso real e complexo
	Exercícios


	III Estruturas adicionais e operadores especiais
	Produto interno
	Produto interno, norma, métrica
	Espaço dual – dualidade
	Matrizes simétricas positivas

	O plano euclidiano: Ângulos e comprimentos
	Ortogonalidade
	Projeção ortogonal sobre uma reta

	Desigualdades
	Ortonormalização – processo de Gram-Schmidt
	Existência e extensão de bases ortogonais
	Projeção ortogonal sobre um subespaço

	Complemento ortogonal
	Exercícios e umas soluções

	A adjunta
	Definição e propriedades
	Adjunta e ortogonalidade
	Matriz da adjunta

	Fórmula para inversa à direita/esquerda
	Traço – produto interno em L(E,F)
	Operadores normais
	Exercícios

	Operadores auto-adjuntos
	Auto-adjunto e ortogonalidade
	Matrizes simétricas
	Teorema espectral – diagonalização
	Operadores não-negativos
	Valores singulares (operadores gerais)
	Exercícios

	Operadores ortogonais
	Matrizes ortogonais
	Operadores ortogonais
	Decomposição polar
	Exercícios

	Produto hermitiano
	Definições
	Adjunta complexa A
	Operadores complexos são triangularizáveis
	Operadores normais AA=A A
	Operadores hermitianos A=A
	Operadores unitários A=A-1



	IV Teoria das transformações lineares 2
	Formas quadráticas
	Formas bilineares
	Formas quadráticas
	Produto interno


	V Apêndices
	MA141 – Revisão de matrizes e sistemas lineares
	Matrizes
	Escalonamento de matrizes segundo Gauss
	Aplicações de escalonamento

	Sistemas Lineares
	Cálculo da matriz inversa – Gauss-Jordan
	O determinante de matrizes quadradas

	Exercícios

	Polinômios
	Espaço vetorial
	Anel
	Fatorização
	Teorema fundamental da álgebra

	Demonstrações restantes
	Espaços vetoriais
	Subespaços
	Bases – SLH
	Transformações lineares
	Existência de subespaço invariante (K=R)
	Projeção ortogonal
	Operadores ortogonais
	Formas bilineares

	Vários – Allerlei
	Teorema de adição de seno e coseno

	Referências Bibliográficas
	Índice Remissivo


