
Caṕıtulo 3

Bases

Durante1 o Caṕıtulo 3 denotamos de E um espaço vetorial

E = (E,+, ·,K)

sobre um corpo K.

Bases de um espaço vetorial E sao subconjuntos LI as quais geram E no
sentido que todo vetor de E pode ser escrito como combinação linear (CL) de
elementos da base. Os coeficientes escalares na CL são únicos (propriedade LI)
e chamados de coordenadas de um vetor em respeito à base. Quando E admite
uma base finita de n elementos chama-se n a dimensão de E. Se escolhemos uma
outra base, recebemos uma outra dimensão? Veremos na Seção 3.1.2 que não:
Se E admite uma base finita todas as bases tem o mesmo número de elementos.

Então bases são LI, contem suficientemente muitos elementos para que todo
vetor pode ser escrito como CL deles, e na dimensão finita bases ainda são
conjuntos máximos no sentido que adicionando mais um outro vetor só já recebe-
se um conjunto LD.

Definição 3.0.8 (Base). Para um subconjunto B de E definimos

B base de E :,

(
B gera E

B é LI
.

O número de elementos de B pode ser finito ou infinito. Uma base ordenada
é uma base B = {⇠1, ⇠2, . . . } cujos elementos são enumerados. Equivalente-
mente podemos escrever uma base ordenada na forma de uma lista ordenada
(⇠1, ⇠2, . . . ), finita ou infinita.

A observação chave é essa: Se uma base B de um espaço vetorial contem
exatamente m elementos, então todas as bases contêm exatamente m elementos.
Isso será o conteúdo da Proposição 3.1.12. Vamos aproveitar do resultado já:

1Cap. 3 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 14 de março de 2024
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Definição 3.0.9 (Dimensão). Se um espaço vetorial E admite uma base finita,
dizemos B, então o número dos elementos é dito a dimensão de E, em śımbolos

dimE := |B|.

Se E não admite uma base finita, então dizemos que E é de dimensão infinita
e escrevemos dimE =1.

Comentário 3.0.10 (Dimensão do espaço vetorial trivial). O conjunto vazio é
uma base do espaço vetorial trivial E = {O}, Exemplo 1.3.4, assim dim{O} = 0.

Exemplo 3.0.11. Sejam u = (1, 1) e v = (2, 0). Os conjuntos {e1, u} e {u, v}
são bases de R2. Ambos conjuntos são LI segundo Exerćıcio 1.3.8 3. (os ele-
mentos não são múltiplos um do outro, veja Teorema 3.1.1) e por isso geram R2

(Lema C.2.1). Um exemplo para LD é o conjunto {e1, v}, no qual um elemento
é múltiplo do outro.

Exerćıcio 3.0.12 (Para soma direta a união de bases é base). Seja E = F1�F2.
a) Mostre que uma união B1 [ B2 de bases de F1 e F2 é uma base de E.

[Dica: a) União LI – ideia de (C.2.1).]

Exemplo 3.0.13 (Bases canônicas e dimensões). Análogo para corpos gerais K.

a) Listas. A base canônica E
n := {e1, . . . , en} é base de Rn e assim

dimRn := |E
n
| = n, n 2 N0.

Caso n � 1: Exerćıcio 1.3.8 confirma LI, Exerćıcio 2.2.6 diz que gera Rn.
Caso n = 0: Note que R0 = {0} é o espaço vetorial trivial. O conjunto va-
zio E

0 = ; é LI (Comentário 1.3.4) e gera o espaço trivial (Definição 2.2.1).

b) Sequências. A base canônica E
1 :=

S
1

j=1{ej} é base de R1
0 e assim

dimR1

0 := |E
1
| =1.

Base de R1
0 , não de R1: O conjunto E

1 é LI em R1
0 e em R1 (Exer-

ćıcio 1.3.8). Mas enquanto E
1 gera R1

0 , não gera R1, veja Exemplo 2.2.6.

Ainda que não temos na mão uma base de R1 no Lema 3.1.16 mostramos

dimR1 =1.

Isso é baseado no fato que R1 possui um subespaço de dimensão infinita.

c) Matrizes. Seja eij 2 M(m⇥n) a matriz com todas entradas nulas exceto
a ij-ésima entrada a qual é (eij)ij = 1. A base canônica de M(m⇥ n) é

E
m⇥n := {eij | i 2 {1, . . . ,m}, j 2 {1, . . . , n}} ⇢ M(m⇥ n).

Como a base canônica tem |E
m⇥n

| = mn elementos obtemos

dimM(m⇥ n) = mn.
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d) Polinômios reais. Base canônica de P(R) – os monômios {xk
| k 2 N0}.

Gerando: Por definição de P(R). LI: Versão 1. Para uma prova elemen-
tar baseada no determinante só veja Teorema B.1.2. Versão 2. Vamos
usar que um polinômio sobre um corpo infinito, por exemplo R, e de grau
n tem no máximo n ráızes. Uma CL p de monômios representando a
função nula é um polinômio com um numero infinito de ráızes. Assim
todos coeficientes devem se anular.

Analogamente {1, x, . . . , xn
} é uma base de Pn(R). Consequentemente

dimP(R) =1, dimPn(R) = n+ 1, n 2 N0. (3.0.1)

e) Hiperplanos. Dado uma lista ↵ 2 Rn com ↵n 6= 0, o hiperplano

H↵ := {x 2 Rn
| ↵1x1 + · · ·+ ↵nxn = 0}

tem como base o conjunto B↵ := {⇠1, . . . ⇠n�1} no qual a lista

⇠i :=
⇣
0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,� ↵i

↵n

⌘
2 Rn, i = 1, . . . , n� 1

tem todos membros nulos exceto o i-ésimo e o último. É óbvio que B↵ é
LI, que gera Rn podemos ver assim: Para x = (x1, . . . , xn) 2 Rn vale

x 2 H↵

, 0 = ↵1x1 + · · ·+ ↵nxn

, xn = � ↵1
↵n

x1 � · · ·�
↵n�1

↵n
xn�1

, x =
⇣
x1, . . . , xn�1,�

↵1
↵n

x1 � · · ·�
↵n�1

↵n
xn�1

⌘
2 Rn

, x = x1⇠1 + · · ·+ xn�1⇠n�1.

Consequentemente

dimH↵ = n� 1, ↵ 2 Rn, ↵ 6= O

Note que dimHO = n.

A parte hiper em hiperplano refere-se ao fato do que na dimensão falta 1
para a dimensão do espaço vetorial ambiente, no caso presente H↵ ⇢ Rn.

Comentário 3.0.14 (Corpo geral K). Todas afirmações no Exemplo 3.0.13 fi-
cam verdadeiro se em vez do corpo R usa-se um corpo geral K – exceto a parte d)
sobre polinômios a qual fica valida para corpos infinitos; veja Apêndice B.

Exerćıcio 3.0.15 (Produto cartesiano). Seja n 2 N0 e seja F um espaço vetorial
de dimensão m. Mostre que o produto cartesiano F⇥n, veja (1.1.2), é um espaço
vetorial sob as operações de adição e multiplicação escalar, ambas componente-
por-componente, e que dimF⇥n = mn.

[Dica: Dimensão – escolha uma base de F e use para definir uma base de F⇥n.]
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3.1 Aplicações

3.1.1 Coordenadas de um vetor

Teorema 3.1.1. Seja X ⇢ E um subconjunto tal que |X| � 2. Então

a) X é LI , nenhum elemento de X é CL de outros elementos de X.

b) X é LD , existe um elemento de X que é CL de outros elementos de X.

Demonstração. a) ’)’ Seja X LI, suponha por absurdo que um elemento u 2 X
fosse CL u = ↵1v1+· · ·+↵kvk de outros elementos vj (tem outros como |X| � 2).
Adicionando �u em ambos lados obtemos O = (�1)u+↵1v1+ · · ·+↵kvk. Como
�1 6= 0 trata-se de uma CL não-trivial em X representando o vetor nulo. Assim
X é LD. Contradição.
’(’ Suponha por absurdo X fosse LD. Então existe uma CL não-trivial em X

↵1v1 + · · ·+ ↵kvk = O

representando o vetor nulo. Pelo menos um dos ↵i é não-nulo. Renomeando
podemos supor ↵1 6= 0. Caso k = 1. Então ↵1v1 = O e assim v1 = ↵�1

1 O = O.
Contradição. Caso k � 2. Então v1 = �↵�1

1 ↵2v2 � · · · � ↵�1
1 ↵kvk é CL de

outros elementos de X. Contradição. b) é equivalente à parte a).

Corolário 3.1.2 (Unicidade dos coeficientes de CL’s em conjuntos LI). Seja
{v1, . . . , vk} um subconjunto LI de E, então

↵1v1 + · · ·+ ↵kvk = �1v1 + · · ·+ �kvk ) ↵1 = �1, . . . ,↵k = �k.

Em palavras, se duas CL’s num conjunto LI representam o mesmo vetor, então
os coeficientes escalares coincidem.

Demonstração. ↵1 � �1 = 0: Suponha por absurdo ↵1 � �1 6= 0. Então o vetor

v1 = (↵1 � �1)
�1 ((↵2 � �2)v2 + · · ·+ (↵k � �k)vk)

é CL de outros elementos. Contradição (Teorema 3.1.1 a)). Análogo para os
outros ↵j � �j . Outro argumento (usando LI): Suponha (↵1 � �1)v1 + · · · +
(↵k � �k)vk = O. LI diz que todos coeficientes são nulos.

Lema 3.1.3.

a) Um subconjunto Y de um conjunto LI X é LI. (Subconjuntos herdam LI)

b) Um conjunto X contendo um Y LD é LD. (Superconjuntos herdam LD)

c) Um subconjunto LI X num subespaço F ⇢ E, também é LI em E.
(LI transfere-se para superespaços)

Demonstração. a) Como X é LI, toda CL em X representando O tem todos
coeficientes nulos. Como Y ⇢ X, toda tal CL em Y é uma em X e assim
tem todos coeficientes nulos. b) Como Y ⇢ X, uma CL não-trivial em Y
representando O é uma tal em X. c) Isso resta no fato que o vetor nulo de um
subespaço é o vetor nulo do espaço vetorial ambiente, veja Exerćıcio 2.1.3.
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Comentário 3.1.4 (Consequências das duas propriedades de ser base B de E).
hBi = E: Assim todo v 2 E pode ser escrito como CL em B, com efeito

v = ↵1⇠1 + · · ·+ ↵k⇠k (3.1.1)

para escalares ↵i 2 K e vetores ⇠j 2 B da base.
B é LI: Assim os coeficientes ↵j em cima são únicos (Corolário 3.1.2).

Todo vetor v 2 E admite coordenadas únicas ↵1, . . . ,↵k 2 K
em respeito a uma base ordenada B de E.

Definição 3.1.5 (Coordenadas). Suponha B = {⇠1, . . . , ⇠n} é uma base orde-
nada de um espaco vetorial E. As coordenadas de um vetor v 2 E em respeito
à base B são os coeficientes ↵1, . . . ,↵n em (3.1.1). A matriz coluna n ⇥ 1 das
coordenadas

[v]B :=

2

64
↵1
...
↵n

3

75 2 Kn (3.1.2)

é chamado de vetor coordenada de v em respeito à base B. Abreviamos
[v] := [v]Em no caso de E = Km munido da base canônica E

m.

Lema 3.1.6. Duas bases ordenadas B = {⇠1, . . . , ⇠n} e eB de E são iguais se e
somente se cada um elemento de E tem o mesmo vetor coordenada em respeito
a B e a eB. Em śımbolos

[v]
B
= [v] eB 8v 2 E , B = eB.

Demonstração. “)” A hipótese para v := ⇠1 diz que [⇠1]B = [⇠1] eB. Note-se
que [⇠1]B = (1, 0, . . . , 0). E assim [⇠1] eB = (1, 0, . . . , 0). Mas isso sigńıfica que

⇠1 = 1 · ⇠̃1 +0 · ⇠̃2 + · · ·+0 · ⇠̃n = ⇠̃1. Repita para v = ⇠2, . . . , ⇠n. “(” óbvio.

Exerćıcio 3.1.7. Seja E = R2 munido da base canônica E = {e1, e2} e da base
ordenada B = {⇠1, ⇠2} onde ⇠1 = (1, 1) e ⇠2 = (�1, 1). Determine [e1]B, [e2]B,
[e1], [e2] e também [⇠1]B, [⇠2]B, [⇠1], [⇠2].

Exerćıcio 3.1.8. Mostre que os polinômios 1, x�1, e x2
�3x+1 formam uma

base de P2(R). Exprima o polinômio 2x2
� 5x+ 6 como CL nessa base.

3.1.2 Dimensão de um espaço vetorial

Teorema 3.1.9. Se um conjunto finito gera E, então qualquer conjunto Y ⇢ E
com mais elementos é LD.

Corolário 3.1.10. Suponha um conjunto finito X gera E, então

Y ⇢ E LI ) |Y |  |X|.

Para provar Teorema 3.1.9 vamos usar o seguinte resultado sobre SLH’s.
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Teorema 3.1.11 (Existência de soluções não-triviais de um SLH). Dado uma
matriz a 2 M(m ⇥ n;K). Se a matriz tem menos linhas como colunas (m <
n), então o SLH ax = O, compare (A.3.1), admite soluções não-triviais x =
(x1, . . . , xn) 6= (0, . . . , 0).

Demonstração. Indução sobre o número m de linhas. Veja Teorema C.3.1.

Demonstração de Teorema 3.1.9. Suponha que o conjunto X = {v1, . . . , vm}

gera o espaço vetorial E e seja Y ⇢ E um outro subconjunto com mais ele-
mentos, ou seja |Y | > m. Para mostrar que Y é LD, basta mostrar segundo
Lema 3.1.3 b) que um subconjunto U = {u1, . . . , um+1} ⇢ Y de m+1 elementos
é LD. Como X gera E e cada um uj pertence a E existem escalares aij tal que

uj = a1jv1 + · · ·+ amjvm (⇤j)

para j = 1, . . . ,m+ 1.
Para U é LD resta mostrar: existem escalares não-nulos x1, . . . , xm+1 tal que

x1u1 + · · ·+ xm+1um+1 = O. (3.1.3)

Para este fim considere o SLH de m equações de n = m+ 1 incógnitas xj

8
>><

>>:

a11x1 + · · ·+ a1,m+1xm+1 = 0

...
...

...

am1x1 + · · ·+ am,m+1xm+1 = 0

(SLH)

o qual tem uma solução não-trivial x = (x1, . . . , xm+1) 6= (0, . . . , 0) segundo
Teorema 3.1.11 como m < n. Obtemos (3.1.3) assim: usando (⇤1�⇤m+1) temos

x1u1 + · · ·+ xm+1um+1

= x1 (a11v1 + · · ·+ am1vm)

+ x2 (a12v1 + · · ·+ am2vm)

...

+ xm+1 (↵1,m+1v1 + · · ·+ ↵m,m+1vm)

= v1

m+1X

j=1

a1jxj

| {z }
= 0 (SLH)1

+ · · ·+ vm

m+1X

j=1

amjxj

| {z }
= 0 (SLH)m

= O.

Proposição 3.1.12. Se uma base B de um espaço vetorial contem exatamente
m elementos, então todas bases contêm exatamente m elementos.



3.1. APLICAÇÕES 35

Demonstração. Sejam B = {⇠1, . . . , ⇠m} e B̃ bases de E.
1) hBi = E e Y := B̃ LI implicam (Corolário 3.1.10) ` := |B̃|  |B| = m <1.
2) Analogamente como hB̃i = E e Y := B é LI, temos quem = |B|  |B̃| = `.

A nocao de dimensão é baseada nessa proposição: Se um espaço vetorial
E admite uma base finita, dizemos B, então o número dos elementos é dito a
dimensão de E, em śımbolos

dimE := |B|.

Caso E não admite nenhuma base finita dizemos que E é de dimensão infinita
e escrevemos dimE =1.

Lema 3.1.13 (Aumentando conjuntos LI). Seja X = {v1, . . . , vk} um subcon-
junto LI e seja u 2 E \ hXi um vetor de E mas não em hXi. Então o conjunto
extendido {v1, . . . , vk, u} também é LI.

Demonstração. SeX = ;, então u /2 h;i = {O}, assim u 6= O e {u} é LI segundo
Corolário 1.3.4. Se X 6= ;, suponha por absurdo que {v1, . . . , vk, u} fosse LD.
Assim existe uma CL não-trivial ↵1v1 + · · · + ↵kvk + �u = O. Caso � = 0,
entao (↵1, . . . ,↵k) 6= (0, . . . , 0) e ↵1v1 + · · · + ↵kvk = O. Assim {v1, . . . , vk}
é LD. Contradição. Caso � 6= 0, então u = ���1 (↵1v1 + · · ·+ ↵kvk) 2 hXi.
Contradição.

Exerćıcio 3.1.14. Sejam X1, X2, . . . subconjuntos LI de um espaço vetorial E.

1. Caso são encaixados X1 ⇢ X2 ⇢ . . . , prove que X =
S
Xn é LI.

2. Se cada Xn tem n elementos, prove que existe um conjunto LI X̃ =
{x1, x2, . . . } com xj 2 Xj , para todo j 2 N.

3. Supondo E = R1 e as hipóteses em 1. e 2., é verdadeiro que X =
S
Xn

seja uma base de E?

Corolários do Teorema 3.1.9

Nos corolários seguintes n 2 N0, particularmente é um número, assim finito.

Corolário 3.1.15. Y ⇢ E, |Y | > n := dimE ) Y LD .

Demonstração. Como dimE = n existe uma base B de E com n elementos.

Lema 3.1.16. A dimensão de R1 é infinito.

Demonstração. Suponha por absurdo que é finita a dimensão k := dimR1.
Segundo Corolário 3.1.15 para Y = E

1 e E = R1, como |Y | = |E
1
| = 1 >

k = dimR1, segue que E
1 é LD em R1. Mas E

1 é LI em R1 segundo
Exerćıcio 1.3.8. (Alternativamente, como E

1 é LI em R1
0 , E1 deve ser LI em

R1 segundo parte c) do Lema 3.1.3.) Contradição.

Corolário 3.1.17. Se um conjunto Y é LI em E, então |Y |  dimE.
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Demonstração. Caso dimE = 1: verdadeiro trivialmente. Caso dimE < 1:
escolha para X em Corolário 3.1.10 uma base de E para obter |Y |  dimE.

Corolário 3.1.18. Suponha X ⇢ E tem n := dimE elementos, então

X gera E , X é LI.

Demonstração. n = 0. Assim X = ;, ambos lados valem automaticamente.
n = 1. Assim X = {v} onde v 2 E, ambos lados são equivalentes a v 6= O.
n = 2. ’)’ Suponha que X = {v1, . . . , vn} gera E. Por absurdo suponha que
X é LD. Segundo Teorema 3.1.1 b) um elemento de X, dizemos vn, é CL de ou-
tros elementos de X. Então E = hXi = hv1, . . . , vni = hv1, . . . , vn�1i. Qualquer
base B de E tem n elementos pela hipótese n = dimE – mais elementos como o
conjunto {v1, . . . , vn�1} gerando E. Então B é LD segundo Teorema 3.1.9. Con-
tradição. ’(’ Suponha que X = {v1, . . . , vn} é LI. Por absurdo suponha que X
não gera E. Então existe u 2 E não elemento de hv1, . . . , vni. Assim o conjunto
aumentado {v1, . . . , vn, u} é LI segundo Lema 3.1.13. Mas um subconjunto com
mais elementos (n + 1) como a dimensão (n) é LD segundo Corolário 3.1.15.
Contradição.

Corolário 3.1.19. Um subconjunto LI com n = dimE elementos é uma base.

Demonstração. Tal subconjunto LI gera E segundo Corolário 3.1.18 ’(’.

Lema 3.1.20. Se um conjunto finito X gera E, então |X| � dimE.

Demonstração. Suponha que X = {v1, . . . , vm} gera E.
Caso X = {v1, . . . , vm} é LI: Então X é base e assim |X| = dimE.
Caso X = {v1, . . . , vm} é LD: Assim X 6= ;.
Subcaso m = 1: Então v1 = O e E = hv1i = {O}. Assim |X| = 1 > 0 = dimE.
Subcasom � 2: Como {v1, . . . , vm} é LD, pelo menos um elemento, dizemos vm,
deve ser CL de outros. Iterando até chegamos num conjunto LI obtemos que

E = hv1, . . . , vmi = hv1, . . . , vm�1i = · · · = hv1, . . . , v`i

onde {v1, . . . , v`} é LI e ` � 1. Então {v1, . . . , v`} =: B é base de E e assim
|X| > ` = |B| =: dimE.

3.1.3 Escalonamento: Dimensão de um subespaço gerado

Aplicamos o processo de escalonar uma matriz a – conteúdo do curso MA141
e revisado no Apêndice A.2 – para calcular a dimensão do subespaço gerado por
m vetores.

Consideramos m vetores v1, . . . , vm do espaço vetorial Kn. (No caso geral
de um espaço vetorial E de dimensão n use uma base para chegar em Kn

' E.)
Escreve as m listas v1, . . . , vm 2 Kn como linhas de uma matriz m⇥ n, ou seja

a = (aij) :=

2

64
a11 . . . a1n
... . . .

...
am1 . . . amn

3

75
 v1
...

 vm

.
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Escalonamento da matriz a, veja Seção A.2, lida à matriz escalonada aesc. Enu-
mere as linhas não-nulas de aesc de cima para baixo, dizemos `1, . . . , `d.

Figura 3.1: Linhas não-nulas `1, . . . , `d da matriz escalonada aesc

É fácil checar que estas linhas formam um conjunto LI, com efeito

2

6664

0
0
...
0

3

7775
= ↵1`1 + ↵2`2 + · · ·+ ↵d`d =

2

6664

↵1⇤1

↵1⇤1+↵2⇤2
...

. . .↵d�1⇤d�1+↵d⇤d

3

7775

) ↵1 = 0
) ↵2 = 0

...
) ↵d = 0

.

Então {`1, . . . , `d} é uma base do Esp-lin(aesc), qual ı́guale Esp-lin(a) porque
operações elementares não mudam o espaço linha, veja Teorema A.2.2. Então

hv1, . . . , vmi = Esp-lin(a) = Esp-lin(aesc) ⇢ Kn

é um subespaço com base as linhas não-nulas {`1, . . . , `d} da matriz aesc.

Exerćıcio 3.1.21. Obtenha uma base para o subespaço F de R4 gerado por

v1 = (1, 2, 3, 4), v2 = (3, 4, 7, 10), v3 = (2, 1, 3, 5).

Determine a dimensão de F .

3.2 Existência e extensão

Teorema 3.2.1. Seja E da dimensão finita n 2 N0.

(a) Todo conjunto gerando E contem uma base de E. (Existência de bases)

(b) Todo subconjunto LI é contido numa base de E. (Extensão de bases)

(c) A dimensão de qualquer subespaço de E é  n. (Dimensão)

(d) Um subespaço F de E da mesma dimensão n é igual a E.

Demonstração. LI refere-se a E se não especificado diferente. (a) Suponha X
gera E. Seja B ⇢ X qualquer subconjunto LI (existe como B = ; mostra),
então |B|  dimE =: n segundo Corolário 3.1.17. Para k 2 N0 seja

Ck := {B ⇢ X | B é LI e |B| = k}
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a famı́lia de todos os subconjuntos B ⇢ X os quais são LI e composto de
k elementos. Seja B⇤ ⇢ X um subconjunto LI com o número máximo de
elementos. Então B⇤ 2 C` para um ` 2 {0, 1, . . . , n}. Seja B⇤ = {⇠1, . . . , ⇠`}.
Considere as quatro inclusões (dois deles sendo igualdades)

E = hXi ⇢ hhB⇤ii = hB⇤i ⇢ E.

Consequentemente o conjunto LI B⇤ gera E, ou seja B⇤ é uma base. Resta
justificar as quatro inclusões. Inclusão 1. Pela hipótese X gera E.
Inclusão 2. Parte (ii) de Lema 2.2.3 aplica como X ⇢ hB⇤i: Suponha por
absurdo que existe um vetor v 2 X o qual não é CL em B⇤, ou seja v /2 hB⇤i.
Segundo Lema 3.1.13 o subconjunto aumentado {⇠1, . . . , ⇠`, v} de X ainda é LI,
mas contem `+ 1 elementos, então mais como B⇤. Contradição.
Inclusão 3. Como hB⇤i é um subespaço parte (iii) de Lema 2.2.3 aplica.
Inclusão 4. Como B⇤ ⇢ X ⇢ E parte (ii) de Lema 2.2.3 aplica.

(b) Suponha X ⇢ E é um subconjunto LI. Como k := |X| 2 {0, . . . , n},
veja Corolário 3.1.17, trata-se de um conjunto finito, ou seja X = {v1, . . . , vk}.
Subconjuntos B ⇢ E LI e contendo X (existem como B := X mostra) são
compostos de ` elementos para um ` 2 {k, . . . , n}. Seja B⇤ um tal subconjunto
com o número máximo `⇤ de elementos. Então B⇤ é LI e contem X ⇢ B⇤. Para
B⇤ é uma base de E, resta mostrar que gera E, ou seja hB⇤i = E:
’⇢’ trivial como B⇤ ⇢ E. ’�’ Suponha por absurdo que existe um vetor u 2 E
o qual não pertence a hB⇤i, então o conjunto aumentado B⇤ [ {u} é LI segundo
Lema 3.1.13, contem X porque B⇤ contem X – mas tem mais elementos como
B⇤. Contradição.

(c) Suponha F é um subespaço de E. Seja B ⇢ F qualquer subconjunto LI
em respeito a F (existe como B = ; mostra). Note que B é LI em respeito a
E segundo Lema 3.1.3 c). Assim |B|  n := dimE segundo Corolário 3.1.17.
Agora escolha um subconjunto B⇤ ⇢ F LI em respeito a F com o número
máximo de elementos. Como temos visto k := |B⇤|  dimE =: n. Resta
mostrar que B⇤ é uma base de F (neste caso dimF = |B⇤|). Pela escolha B⇤ é
LI em F , então basta mostrar hB⇤i = F :
’⇢’ trivial como B⇤ ⇢ F . ’�’ Suponha por absurdo que existe um vetor u 2 F
o qual não pertence a hB⇤i, então o conjunto aumentado B⇤ [ {u} é LI em F
segundo Lema 3.1.13 – mas tem mais elementos como B⇤. Contradição.

(d) Seja F ⇢ E um subespaço de dimensão n := dimE. Pela definição
de dimensão existe uma base B de F com n elementos. Como B é LI em
respeito a F , é LI em respeito a E segundo Lema 3.1.3 c). Como além disso
|B| = n := dimE o Corolário 3.1.18 diz que B gera E. Então E = hBi = F ,
onde a segunda igualdade segue porque B é base de F , então gera F .

Proposição 3.2.2. Seja F um espaço vetorial e F1, F2 subespaços de dimensões
finitas k, `. Então existe uma base finita B do subespaço F1+F2 de F que contem
uma base B1 de F1, uma base B2 de F2, e uma base B12 de F1 \ F2. Vale que

dim(F1 + F2) = dimF1 + dimF2 � dim(F1 \ F2). (3.2.1)
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Demonstração. Vamos denotar de (b),(c) as partes correspondentes do Teo-
rema 3.2.1. O subespaço F1 \ F2 ⇢ F1 tem dimensão finita m (segundo (c)
para E = F1) e assim admite uma base finita B12 = {⇣1, . . . , ⇣m} (segundo a
definição de dimensão). Segundo (b) para E = F1 o conjunto B12 – LI em
F1 \ F2 e segundo Lema 3.1.3 LI no superespaço F1 – é contido numa base B1

de F1. Analogamente B12 é contido numa base B2 de F2. Uma base de F1 +F2

contendo as bases desejadas é

B := (B1 \ B12) [̇

B2z }| {
B12 [̇ (B2 \ B12) = B1 [̇ (B2 \ B12) = B1 [ B2.

Contando elementos obtemos

dim(F1 + F2) := |B| = (k �m) +m+ (`�m) = k + `�m.

Resta checar as duas propriedades de uma base. B gera F1+F2: Os elementos
de F1 + F2 são da forma f1 + f2 onde f1 2 F1 (assim é CL em B1) e f2 2 F2

(assim é CL em B2). Consequentemente f1 + f2 é CL em B1 [ B2 = B.
B é LI em F : Seja B1 = {⇠1, . . . , ⇠k} e B2 \ B12 = {⌘1, . . . , ⌘`�m}. Suponha por
absurdo que B é LD, ou seja existem escalares ↵i,�i não todos nulos tal que

↵1⇠1 + · · ·+ ↵k⇠k| {z }
=�v1

+�1⌘1 + · · ·+ �`�m⌘`�m| {z }
=:v1

= O.

Não todos �i’s são nulos (caso contrário B1 é LD, contradição). Assim v1 2
F2 \ (F1\F2). De outro lado �v1, então v1, é elemento do subespaço F1. Assim
v1 2 (F1 \ F2) e v1 /2 (F1 \ F2). Contradição.

Corolário 3.2.3. Sejam F,G ⇢ E subespaços de dimensões finitas, então:

F �G = E ,

(
dimF + dimG = dimE

F \G = {O}
.

Demonstração. ’)’ Fórmula (3.2.1) usando que a interseção tem dimensão zero.
’(’ Suponha que F \ G = {O} e que as dimensões de F e G adicionam à
dimensão de E. Segundo Lema 2.3.2 a soma F + G é um subespaço de E.
Então F +G = E segundo Teorema 3.2.1 (d).

Exerćıcio 3.2.4 (Subespaços do espaço M(n⇥ n) das matrizes quadradas). 2

1. Sejam A,S ⇢ M(n⇥ n) os subespaços das matrizes anti-/simétricas.

(a) Para cada par (i, j) 2 {1, . . . , n}⇥ {1, . . . , n} seja eij+ a matriz n⇥ n
cujos elementos nas posições ij e ji são iguais a 1 e os demais são
zero. Prove que estas matrizes constituem uma base {eij+} para S.

2 As dimensões para seu controle: 2. dim T = n(n+ 1)/2

3. (a) 2 (n�1)n
2 + (n� 1) = n

2
� 1 (b) n(n� 2)+n = n(n� 1) (c) (n� 1)2 +n = n

2
� (n� 1)
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(b) De modo análogo, obtenha uma base {eij
�
} para A.

(c) Conclua que

dimS =
n(n+ 1)

2
, dimA =

n(n� 1)

2
. (3.2.2)

Calcule dimS + dimA e lembre-se que dimM(n⇥ n) = n2. Conclua que

M(n⇥ n) = S �A.

Antes, no Exerćıcio 2.3.7, tenhamos obtido uma prova alternativa desse.

2. As matrizes quadradas t = (tij) 2 M(n⇥ n) tal que tij = 0 quando i < j
chama-se triangular inferior. Prove que elas constituem um subespaço
T ⇢ M(n⇥ n). Obtenha uma base para T e determine a sua dimensão.

3. Obtenha uma base e consequentemente determine a dimensão de cada um
dos seguintes subespaços de M(n⇥ n) as quais são composto de

(a) as matrizes a = (aij) de traço (a soma dos elementos da diagonal)

tr : M(n⇥ n)! R, a 7! tra :=
nX

i=1

aii

nulo, ou seja tra = 0;

(b) as matrizes cuja primeira e última linha são iguais;

(c) as matrizes cuja primeira linha e primeira coluna são iguais.
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C.3 Bases – SLH

Teorema C.3.1 (Teorema 3.1.11). Dado uma matriz a 2 M(m⇥n;K). Se tem
menos linhas (equações) como colunas (incógnitas), em śımbolos m < n, então
o sistema linear homogêneo (SLH)

(⇤)

8
>><

>>:

a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0

...
...

...

am1x1 + · · ·+ amnxn = 0

admite soluções x = (x1, . . . , xn) não triviais (não todos xj nulos).

Demonstração. Se todos os coeficientes aij são nulos, então todos os elementos
x 2 Kn são soluções. Sejam então não todos coeficientes nulos: A prova usa
indução sobre o número m de equações.
m = 1: Em a11x1+ · · ·+a1nxn = 0 temos pelo menos dois incógnitas segundo
nossa hipótese n > m = 1. Além disso, pelo menos um dos coeficientes é
não-nulo, dizemos a1n 6= 0 (caso fosse um outro renomeamos eles). Então

✓
x1, . . . , xn�1,�

a11
a1n

x1 � · · ·�
a1,n�1

a1n
xn�1

◆

é uma solução para cada um (x1, . . . , xm�1) 2 Km�1.
m � 1 ) m : Caso todos os coeficientes da última equação em (⇤) são nulos,
então as primeiras m� 1 equações tem uma solução não-trivial x pela hipótese
da indução (x também resolve a ultima equação: os coeficientes dela são nulos).

Suponha então que pelo menos um coeficiente da última equação em (⇤) não
é nulo, dizemos amn 6= 0. Nas primeiras n� 1 equações de (⇤) substitua xn por

x⇤ := �
am1

amn

x1 � · · ·�
am,n�1

amn

xn�1

para obter um SLH de m� 1 equações a ñ := n� 1 > m� 1 incógnitas. O qual
tem uma solução (x1, . . . , xn�1) 6= (0, . . . , 0) pela hipótese m � 1 da indução.
Verifica-se que (x1, . . . , xn�1, x⇤) é uma solucao nao-trivial de (⇤).
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