Capitulo 3

Bases

Durante! o Capitulo 3 denotamos de E um espaco vetorial
E=(E+,K)

sobre um corpo K.

Bases de um espaco vetorial E sao subconjuntos LI as quais geram E no
sentido que todo vetor de E pode ser escrito como combinagao linear (CL) de
elementos da base. Os coeficientes escalares na CL sdo unicos (propriedade LI)
e chamados de coordenadas de um vetor em respeito a base. Quando E admite
uma base finita de n elementos chama-se n a dimensao de E. Se escolhemos uma
outra base, recebemos uma outra dimensao? Veremos na Secao 3.1.2 que nao:
Se E admite uma base finita todas as bases tem o mesmo ntimero de elementos.

Entao bases sao LI, contem suficientemente muitos elementos para que todo
vetor pode ser escrito como CL deles, e na dimensdo finita bases ainda sao
conjuntos méaximos no sentido que adicionando mais um outro vetor s6 ja recebe-
se um conjunto LD.

Definicao 3.0.8 (Base). Para um subconjunto B de E definimos

B base de £ & {B gera B

Bé Ll
O ntmero de elementos de B pode ser finito ou infinito. Uma base ordenada
é uma base B = {£1,&,...} cujos elementos sdo enumerados. Equivalente-
mente podemos escrever uma base ordenada na forma de uma lista ordenada
(&1,&,...), finita ou infinita.

A observagio chave é essa: Se uma base B de um espago vetorial contem
exatamente m elementos, entao todas as bases contém exatamente m elementos.
Isso serd o contetido da Proposigao 3.1.12. Vamos aproveitar do resultado ja:
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Definicao 3.0.9 (Dimenséo). Se um espago vetorial E admite uma base finita,
dizemos B, entao o niimero dos elementos é dito a dimensao de E, em simbolos

dim F := |B|.

Se F nao admite uma base finita, entao dizemos que E é de dimensao infinita
e escrevemos dim E = oo.

Comentario 3.0.10 (Dimensao do espago vetorial trivial). O conjunto vazio é
uma base do espago vetorial trivial E = {O}, Exemplo 1.3.4, assim dim{O} = 0.

Exemplo 3.0.11. Sejam v = (1,1) e v = (2,0). Os conjuntos {e1,u} e {u,v}
sao bases de R?2. Ambos conjuntos sao LI segundo Exercicio 1.3.8 3. (os ele-
mentos nao sao miltiplos um do outro, veja Teorema 3.1.1) e por isso geram R?
(Lema C.2.1). Um exemplo para LD é o conjunto {e1, v}, no qual um elemento
é multiplo do outro.

Exercicio 3.0.12 (Para soma direta a uniao de bases é base). Seja E = Fy @& F5.
a) Mostre que uma unido B; U By de bases de F; e F» é uma base de E.

[Dica: a) Unido LI - ideia de (C.2.1).]
Exemplo 3.0.13 (Bases canonicas e dimensoes). Andlogo para corpos gerais K.
a) Listas. A base canénica £" := {ej,...,e,} é base de R™ e assim
dimR" := |E"| =n, n €N

Caso n > 1: Exercicio 1.3.8 confirma LI, Exercicio 2.2.6 diz que gera R™.
Caso n = 0: Note que R? = {0} ¢ o espaco vetorial trivial. O conjunto va-
zio £° = () é LI (Comentdrio 1.3.4) e gera o espaco trivial (Defini¢io 2.2.1).

b) Sequéncias. A base canonica £ := [J;Z,{e;} é base de RY® e assim
dim RF® := |E%°| = 0.

Base de R§°, ndo de R*: O conjunto £ é LI em RJ® e em R*™ (Exer-
cicio 1.3.8). Mas enquanto £°° gera R5°, nao gera R*, veja Exemplo 2.2.6.

Ainda que nao temos na mao uma base de R* no Lema 3.1.16 mostramos
dimR*® = oo.
Isso é baseado no fato que R possui um subespago de dimensao infinita.

¢) Matrizes. Seja el) € M(m x n) a matriz com todas entradas nulas exceto
a ij-ésima entrada a qual é (eV);; = 1. A base canénica de M(m x n) é

gmxn={el |ic{l,...,m},j€{l,...,n}} C M(m x n).
Como a base candnica tem |E™*"| = mn elementos obtemos

dim M(m x n) = mn.
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d) Polinédmios reais. Base canonica de P(R) — os monémios {z* | k € Ny}.

Gerando: Por defini¢ao de P(R). LI: Versao 1. Para uma prova elemen-
tar baseada no determinante s6 veja Teorema B.1.2. Versao 2. Vamos
usar que um polinémio sobre um corpo infinito, por exemplo R, e de grau
n tem no maximo n raizes. Uma CL p de monomios representando a
funcao nula é um polinémio com um numero infinito de raizes. Assim
todos coeficientes devem se anular.

Analogamente {1, z,...,2"} é uma base de P,(R). Consequentemente
dim P(R) = oo, dimP,(R)=n+1, neN,. (3.0.1)
e) Hiperplanos. Dado uma lista o € R™ com «,, # 0, o hiperplano
H, ={z e R" | 121 + - - + apz, = 0}

tem como base o conjunto B, := {&1,...&,—1} no qual a lista

£ = (07...,07170,...,0,—m) ER”, i=1,....n—1

Qn

tem todos membros nulos exceto o i-ésimo e o ltimo. E ébvio que B, é

LI, que gera R™ podemos ver assim: Para = = (z1,...,x,) € R™ vale
x € Hy
& O0=az1 4+ -+ ayz,
S ap=—groy - = T,
& = (ml,...,xn_l,—z—ixl—---—O‘;;lxn_l) €R"”

& z=nl+ 0+ ra1bp
Consequentemente
dimH,=n-1, aeR", a#0

Note que dimHp = n.

A parte hiper em hiperplano refere-se ao fato do que na dimensao falta 1
para a dimensao do espago vetorial ambiente, no caso presente H, C R™.

Comentario 3.0.14 (Corpo geral K). Todas afirmagoes no Exemplo 3.0.13 fi-
cam verdadeiro se em vez do corpo R usa-se um corpo geral K — exceto a parte d)
sobre polinémios a qual fica valida para corpos infinitos; veja Apéndice B.

Exercicio 3.0.15 (Produto cartesiano). Sejan € Ny e seja F' um espago vetorial
de dimensao m. Mostre que o produto cartesiano F'*™, veja (1.1.2), é um espago
vetorial sob as operacoes de adigao e multiplicagao escalar, ambas componente-
por-componente, e que dim F*"™ = mn.

[Dica: Dimensao — escolha uma base de F' e use para definir uma base de F'*".]
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3.1 Aplicagoes

3.1.1 Coordenadas de um vetor
Teorema 3.1.1. Seja X C E um subconjunto tal que |X| > 2. Entdo

a) X € LI < nenhum elemento de X é CL de outros elementos de X.

b) X é LD < existe um elemento de X que é CL de outros elementos de X .
Demonstragao. a) ’=’ Seja X LI, suponha por absurdo que um elemento u € X
fosse CL u = ayv1+- - -+ayvi de outros elementos v; (tem outros como | X| > 2).

Adicionando —u em ambos lados obtemos O = (—1)u+aqv1 +- - -+ agvg. Como

—1 # 0 trata-se de uma CL nao-trivial em X representando o vetor nulo. Assim
X é LD. Contradicao.
<=’ Suponha por absurdo X fosse LD. Entao existe uma CL nao-trivial em X

a1V + -+ apu, =0

representando o vetor nulo. Pelo menos um dos «; é nao-nulo. Renomeando
podemos supor a3 # 0. Caso k = 1. Entao ayv; = O e assim vy = a;l(’) =0.
Contradicao. Caso k > 2. Entao vy = —aflagvg — = aflakvk é CL de
outros elementos de X. Contradigdo. b) é equivalente & parte a). O

Coroldrio 3.1.2 (Unicidade dos coeficientes de CL’s em conjuntos LI). Seja
{v1,..., 05} um subconjunto LI de E, entdo

v+ o = b+ F B = o =B, = B

Em palavras, se duas CL’s num conjunto LI representam o mesmo vetor, entao
0s coeficientes escalares coincidem.

Demonstra¢do. a; — f1 = 0: Suponha por absurdo a3 — 1 # 0. Entéao o vetor

v1 = (o1 — B1) 7" (a2 — Bo)va + -+ - + (a — Br)vk)

é CL de outros elementos. Contradicdo (Teorema 3.1.1 a)). Andlogo para os
outros a;; — ;. Outro argumento (usando LI): Suponha (a; — fr1)vi + -+ +
(g — Br)vr = O. LI diz que todos coeficientes sao nulos. O

Lema 3.1.3.
a) Um subconjunto Y de um conjunto LI X é LI.  (Subconjuntos herdam LI)

b) Um conjunto X contendo umY LD é LD. (Superconjuntos herdam LD)

¢) Um subconjunto LI X num subespago F C E, também é LI em E.
(LI transfere-se para superespagos)

Demonstrag¢ao. a) Como X é LI, toda CL em X representando O tem todos
coeficientes nulos. Como Y C X, toda tal CL em Y é uma em X e assim
tem todos coeficientes nulos. b) Como Y C X, uma CL ndo-trivial em Y
representando O é uma tal em X. ¢) Isso resta no fato que o vetor nulo de um
subespaco é o vetor nulo do espaco vetorial ambiente, veja Exercicio 2.1.3. [
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Comentario 3.1.4 (Consequéncias das duas propriedades de ser base B de F).
(B) = E: Assim todo v € E pode ser escrito como CL em B, com efeito

v=0o1&1 + -+ ol (3.1.1)

para escalares o; € K e vetores {; € B da base.
B é LI: Assim os coeficientes «; em cima sdo tnicos (Corolario 3.1.2).

Todo vetor v € E admite coordenadas unicas ay,...,ar € K
em respeito a uma base ordenada B de E.

Definicao 3.1.5 (Coordenadas). Suponha B = {{1,...,&,} é uma base orde-
nada de um espaco vetorial E. As coordenadas de um vetor v € E em respeito

a base B sao os coeficientes aq,...,a, em (3.1.1). A matriz coluna n x 1 das
coordenadas
ai
Wp:=1|:]eK" (3.1.2)
o2

é chamado de vetor coordenada de v em respeito a base B. Abreviamos
[v] ;== [v]gm no caso de E = K™ munido da base canonica £™.

Lema 3.1.6. Duas bases ordenadas B = {&1,...,&.} ¢ B de E sio iguais se e
somente se cada um elemento de E tem o mesmo vetor coordenada em respeito
a B eaB. Em simbolos

g =[vlg YweFE & B =B.

Demonstragdo. “=" A hipétese para v := & diz que [{1]z = [£1]5. Note-se
que [&1]z = (1,0,...,0). E assim [{]z = (1,0,...,0). Mas isso significa que
& =1-40-&4---+0-&, =& Repitaparav =&;,...,&,. “<” 6bvio. O

Exercicio 3.1.7. Seja E = R? munido da base canénica € = {e1, e2} e da base
ordenada B = {&1,&} onde & = (1,1) e & = (—1,1). Determine [e]g, [e2]s,
[61]7 [62] e também [51]3’ [52]57 [fl]v [52]

Exercicio 3.1.8. Mostre que os polinémios 1, x — 1, e 22 — 3z + 1 formam uma

base de P2(R). Exprima o polinémio 222 — 5z + 6 como CL nessa base.

3.1.2 Dimensao de um espago vetorial

Teorema 3.1.9. Se um conjunto finito gera E, entdo qualquer conjuntoY C E
com mats elementos é LD.

Coroldrio 3.1.10. Suponha um conjunto finito X gera E, entdo
Y CFELI = Y| <|X].

Para provar Teorema 3.1.9 vamos usar o seguinte resultado sobre SLH’s.
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Teorema 3.1.11 (Existéncia de solugdes nao-triviais de um SLH). Dado uma
matriz a € M(m x n;K). Se a matriz tem menos linhas como colunas (m <
n), entao o SLH ax = O, compare (A.3.1), admite solug¢ées nao-triviais © =

(z1,...,2n) # (0,...,0).

Demonstra¢do. Inducao sobre o niimero m de linhas. Veja Teorema C.3.1. O

Demonstragio de Teorema 8.1.9. Suponha que o conjunto X = {v1,...,0n}
gera o espacgo vetorial F e seja Y C F um outro subconjunto com mais ele-
mentos, ou seja |Y| > m. Para mostrar que Y é LD, basta mostrar segundo
Lema 3.1.3 b) que um subconjunto U = {uy,...,Uns+1} CY de m+1 elementos
¢ LD. Como X gera E e cada um u; pertence a E existem escalares a;; tal que

Uj = a1v1 + - + AU, (%)

paraj=1,...,m—+ 1.
Para U é LD resta mostrar: existem escalares nao-nulos 1, . .., Z,+1 tal que
iUy + -+ TpprUmtr = O. (3.1.3)

Para este fim considere o SLH de m equagoes de n = m + 1 incégnitas x;

a11r + -+ armp1 1 =0
(SLH)

Q171 + -+ am,m-‘,—l'rm b1 = 0

o qual tem uma solu¢do nao-trivial x = (z1,...,2Zms+1) # (0,...,0) segundo
Teorema 3.1.11 como m < n. Obtemos (3.1.3) assim: usando (1 — *,,41) temos

T1U1 + -+ T 1Umt1
=221 (a11v1 + -+ Am1vs)
+ 22 (a1201 + -+ + amav)

+ Tpg1 (@1, mp101 + -+ Q1)

m+1 m—+1

=1 E a1j$j+"'+ E amjmj
Jj=1 Jj=1
——— ——
=0 (SLH), =0 (SLH),

=0.
O

Proposigao 3.1.12. Se uma base B de um espaco vetorial contem exatamente
m elementos, entao todas bases contém exatamente m elementos.
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Demonstragdo. Sejam B = {{y,...,{n} e B bases de E. )
1) (B) = E e Y := B LI implicam (Coroldrio 3.1.10) £ := 5| < |B] = m < ~c.
2) Analogamente como (B) = EeY := Bé LI, temos quem = |B| < |B|=¢. O

A nocao de dimensao é baseada nessa proposicdo: Se um espago vetorial
E admite uma base finita, dizemos B, entdo o ntmero dos elementos é dito a
dimensao de E, em simbolos

dim E := |B|.

Caso E nao admite nenhuma base finita dizemos que F é de dimensao infinita
e escrevemos dim F = co.

Lema 3.1.13 (Aumentando conjuntos LI). Seja X = {v1,...,vx} um subcon-
junto LI e seja u € E\ (X) um vetor de E mas nao em (X). Entdo o conjunto
extendido {vy,...,vg,u} também é LI

Demonstragdo. Se X = (), entao u ¢ () = {O}, assim u # O e {u} é LI segundo
Coroldrio 1.3.4. Se X # (), suponha por absurdo que {v1,...,vg,u} fosse LD.
Assim existe uma CL nao-trivial aqvi + -+ + agvg + fu = O. Caso 8 = 0,
entao (ag,...,ar) # (0,...,0) e aqvy + -+ + v = O. Assim {v1,...,v%}
¢ LD. Contradigdo. Caso 3 # 0, entdo u = —7! (av1 + -+ + agvg) € (X).
Contradicao. 0

Exercicio 3.1.14. Sejam X7, X, ... subconjuntos LI de um espaco vetorial F.

1. Caso sao encaixados X7 C X3 C ..., prove que X = J X, é LL

2. Se cada X,, tem n elementos, prove que existe um conjunto LI X =
{z1,29,...} com z; € X;, para todo j € N.

3. Supondo E = R™ e as hipdteses em 1. e 2., é verdadeiro que X = J X,
seja uma base de E?
Corolarios do Teorema 3.1.9

Nos corolarios seguintes n € Ny, particularmente é um nimero, assim finito.
Coroléario 3.1.15. Y CE, |Y|>n:=dimFE = Y LD .
Demonstracdo. Como dim E = n existe uma base B de F com n elementos. [
Lema 3.1.16. A dimensao de R ¢ infinito.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que é finita a dimensao k£ := dimR*>.
Segundo Corolério 3.1.15 para Y = £ e E = R*, como |Y| = || = o0 >
k = dimR*, segue que £ é LD em R*®. Mas £ é LI em R*> segundo
Exercicio 1.3.8. (Alternativamente, como €% é LI em R3°, £%° deve ser LI em
R segundo parte ¢) do Lema 3.1.3.) Contradigao. O

Corolério 3.1.17. Se um conjunto Y é LI em E, entdo |Y| < dim E.
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Demonstra¢do. Caso dim E' = oco: verdadeiro trivialmente. Caso dim E < oo:
escolha para X em Coroldrio 3.1.10 uma base de F para obter |[Y| < dim E. O

Corolario 3.1.18. Suponha X C E tem n :=dim E elementos, entdo
X gera E & X éLL

Demonstracdo. m = 0. Assim X = (), ambos lados valem automaticamente.

n = 1. Assim X = {v} onde v € E, ambos lados sdo equivalentes a v # O.

n = 2. =" Suponha que X = {v1,...,v,} gera E. Por absurdo suponha que
X é LD. Segundo Teorema 3.1.1 b) um elemento de X, dizemos v,,, é CL de ou-
tros elementos de X. Entdo F = (X) = (v1,...,v,) = (v1,...,0,-1). Qualquer
base B de E tem n elementos pela hipdtese n = dim E — mais elementos como o
conjunto {vy,...,v,—1} gerando E. Entéo B é LD segundo Teorema 3.1.9. Con-
tradi¢do. ’<=’ Suponha que X = {vy,...,v,} é LL. Por absurdo suponha que X
nao gera F. Entao existe u € F néo elemento de (vy,...,v,). Assim o conjunto
aumentado {vy,...,v,,u} é LI segundo Lema 3.1.13. Mas um subconjunto com
mais elementos (n 4+ 1) como a dimensao (n) é LD segundo Corolario 3.1.15.
Contradicao. O

Corolario 3.1.19. Um subconjunto LI com n = dim E elementos € uma base.

Demonstracdo. Tal subconjunto LI gera E segundo Corolario 3.1.18 '<’. O

Lema 3.1.20. Se um conjunto finito X gera E, entdo |X| > dim E.

Demonstragdo. Suponha que X = {vy,..., v} gera E.

Caso X = {vy,...,v;,} é LI: Entdo X é base e assim | X| = dim E.

Caso X = {vy,...,vm} é LD: Assim X # 0.

Subcaso m = 1: Entdao v = O e E = (v1) = {O}. Assim |[X|=1>0=dimFE.
Subcaso m > 2: Como {v1,...,v;,} é LD, pelo menos um elemento, dizemos v,,,
deve ser CL de outros. Iterando até chegamos num conjunto LI obtemos que

E={vi,...,0m) = {(V1,...,0m—1) =+ = {U1,...,0¢)
onde {v1,...,vp} é L1 e ¢ > 1. Entao {v1,...,v;} =: B é base de E e assim
|X|>¢=|B|=:dimE. O

3.1.3 Escalonamento: Dimensao de um subespago gerado

Aplicamos o processo de escalonar uma matriz a — contetido do curso MA141
e revisado no Apéndice A.2 — para calcular a dimensao do subespaco gerado por
m vetores.

Consideramos m vetores vy, ..., v, do espago vetorial K®. (No caso geral
de um espago vetorial E de dimensao n use uma base para chegar em K" ~ E.)
Escreve as m listas vy, ..., v, € K" como linhas de uma matriz m x n, ou seja
a1l cee Q1n — U1
a = (aij) =

Am1l -+ Amn <~ Uy
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Escalonamento da matriz a, veja Secao A.2, lida a matriz escalonada aes.. Enu-

mere as linhas nao-nulas de ags. de cima para baixo, dizemos {1, ..., £ .
% % ﬂl
a L Lo
e O | L

Figura 3.1: Linhas nao-nulas ¢4, ..., ¢4 da matriz escalonada aegc

E fécil checar que estas linhas formam um conjunto LI, com efeito
0 Q1 %q = a1 =0
0 Q1%+ Quoko = as =0
=aly +agle+--+aglyg = .

0 c Qg 1*g 1t agxq| = ag =10

Entao {f1,...,¢;} é uma base do Esp-lin(aes.), qual iguale Esp-lin(a) porque
operacoes elementares ndo mudam o espago linha, veja Teorema A.2.2. Entao

(v1,...,0m) = Esp-lin(a) = Esp-lin(aes.) C K"
é um subespago com base as linhas ndo-nulas {¢1,...,¢4} da matriz acs.
Exercicio 3.1.21. Obtenha uma base para o subespaco F de R* gerado por
v = (1,2,3,4), vy = (3,4,7,10), vy = (2,1,3,5).

Determine a dimensao de F'.

3.2 Existéncia e extensao

Teorema 3.2.1. Seja E da dimensdo finita n € Ny.

(a) Todo conjunto gerando E contem uma base de E. (Existéncia de bases)
(b) Todo subconjunto LI é contido numa base de E. (Extensdo de bases)
(¢) A dimensdo de qualquer subespaco de E é < n. (Dimensdo)
(d) Um subespaco F de E da mesma dimensao n € igual a E.

Demonstragdo. LI refere-se a E se nao especificado diferente. (a) Suponha X
gera E. Seja B C X qualquer subconjunto LI (existe como B = () mostra),
entao |B| < dim E =: n segundo Coroldrio 3.1.17. Para k € Ny seja

C.:={BCX|Bélle|B|=k}
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a familia de todos os subconjuntos B C X os quais sdao LI e composto de
k elementos. Seja B, C X um subconjunto LI com o nimero maximo de
elementos. Entdo B, € C; para um ¢ € {0,1,...,n}. Seja B, = {&1,...,&}.
Considere as quatro inclusoes (dois deles sendo igualdades)

E=(X) C{(B.)) = (B:) CE.

Consequentemente o conjunto LI B, gera E, ou seja B, é uma base. Resta
justificar as quatro inclusdes. INCLUSAO 1. Pela hip6tese X gera F.
INCLUSAO 2. Parte (ii) de Lema 2.2.3 aplica como X C (B,): Suponha por
absurdo que existe um vetor v € X o qual ndo é CL em B,, ou seja v ¢ (B.).
Segundo Lema 3.1.13 o subconjunto aumentado {1, ...,&,v} de X ainda é LI,
mas contem ¢ + 1 elementos, entao mais como B,. Contradigao.

INcLUsAO 3. Como (B,) é um subespago parte (iii) de Lema 2.2.3 aplica.
INCLUSAO 4. Como B, C X C E parte (ii) de Lema 2.2.3 aplica.

(b) Suponha X C E é um subconjunto LI. Como k := |X| € {0,...,n},

veja Coroldrio 3.1.17, trata-se de um conjunto finito, ou seja X = {vy,...,vx}.
Subconjuntos B C E LI e contendo X (existem como B := X mostra) sdo
compostos de £ elementos para um £ € {k,...,n}. Seja B, um tal subconjunto
com o numero maximo ¢, de elementos. Entao B, é LI e contem X C B,. Para
B, é uma base de E, resta mostrar que gera E, ou scja (B,) = E:
’C’ trivial como B, C E. >’ Suponha por absurdo que existe um vetor u € E
o qual ndo pertence a (B,), entdo o conjunto aumentado B, U{u} é LI segundo
Lema 3.1.13, contem X porque B, contem X — mas tem mais elementos como
B,. Contradigao.

(¢) Suponha F' é um subespaco de E. Seja B C F qualquer subconjunto LI
em respeito a F' (existe como B = () mostra). Note que B é LI em respeito a
E segundo Lema 3.1.3 ¢). Assim |B| < n := dim F segundo Corolario 3.1.17.
Agora escolha um subconjunto B, C F LI em respeito a F' com o nimero
méximo de elementos. Como temos visto k := |B,| < dimE =: n. Resta
mostrar que B, é uma base de I (neste caso dim F' = | B,|). Pela escolha B, é
LI em F, entdo basta mostrar (B,) = F":

'C’ trivial como B, C F. D’ Suponha por absurdo que existe um vetor u € F
o qual ndo pertence a (B,), entdo o conjunto aumentado B, U {u} é LI em F
segundo Lema 3.1.13 — mas tem mais elementos como B,. Contradicao.

(d) Seja F' C E um subespago de dimensdo n := dim E. Pela definigdo
de dimensao existe uma base B de F' com n elementos. Como B é LI em
respeito a F, é LI em respeito a E segundo Lema 3.1.3 ¢). Como além disso
|B] = n := dim E o Coroldrio 3.1.18 diz que B gera E. Entao E = (B) = F,
onde a segunda igualdade segue porque B é base de F, entao gera F'. 0

Proposigao 3.2.2. Seja F' um espago vetorial e Fy, Fy subespagos de dimensdes
finitas k, 0. Entao existe uma base finita B do subespago F1+F» de F' que contem
uma base By de Iy, uma base By de Fy, e uma base B1o de Fy N Fy. Vale que
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Demonstra¢do. Vamos denotar de (b),(c) as partes correspondentes do Teo-
rema 3.2.1. O subespago Fy N Fy C F; tem dimensdo finita m (segundo (c)
para F = F}) e assim admite uma base finita Bia = {(1,...,{n} (segundo a
definigdo de dimensao). Segundo (b) para E = F; o conjunto By — LI em
F1 N F;5 e segundo Lema 3.1.3 LI no superespaco F; — é contido numa base B;
de F}. Analogamente B15 é contido numa base By de Fy. Uma base de F} + Fy
contendo as bases desejadas é

B2
B:= (B1\ Bi2) UB12U (B2 \ Bi2) = B1 U (Bz \ Bi2) = By U Bs.
Contando elementos obtemos
dim(Fy + F) = |Bl=(k—-m)+m+{L—m)=k+{—m.

Resta checar as duas propriedades de uma base. B gera F}+F5: Os elementos
de Fy + F» sdo da forma f; + fo onde f; € Fy (assim é CL em By) e fo € Fy
(assim é CL em Bs). Consequentemente f1 + fo é CL em By U B2 = B.

B éLlem F: Seja By = {&1,...,&} e Ba\ Bia={m,...,n0—m}. Suponha por
absurdo que B é LD, ou seja existem escalares «;, 5; nao todos nulos tal que

ary + s+ 8im + o+ Be—me—m = O.

=—7v1 =v1

N&o todos f3;’s sao nulos (caso contrario B; é LD, contradi¢do). Assim v, €
>\ (F1NFy). De outro lado —vy, entdo vy, é elemento do subespago Fy. Assim
v € (F1 ﬂFg) e v §é (F1 OFQ). Contradi(;éo. ]

Corolario 3.2.3. Sejam F,G C E subespacos de dimensoes finitas, entdo:

Fec—B o {dimF+dimG:dimE

FNnG={0}
Demonstragdo. =’ Férmula (3.2.1) usando que a intersegao tem dimensao zero.
<’ Suponha que F NG = {O} e que as dimensoes de F e G adicionam &
dimensao de E. Segundo Lema 2.3.2 a soma F + G é um subespago de F.
Entao F 4+ G = E segundo Teorema 3.2.1 (d). O

Exercicio 3.2.4 (Subespacos do espago M(n x n) das matrizes quadradas). 2

1. Sejam A,S C M(n x n) os subespacos das matrizes anti-/simétricas.

. o) .

(a) Para cada par (i,7) € {1, - ,n} x {1, o ,n} seja e a matriz n X n
cujos elementos nas posicoes ij e ji sao iguais a 1 e os demais sao
zero. Prove que estas matrizes constituem uma base {eif_} para S.

2 As dimensées para seu controle: 2. dim 7T = n(n + 1)/2
3. ()220 L (n—1)=n2—1 (b) n(n—2)+n=n(n—-1) (c) (n—1)2+n=n%—(n—1)
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(b) De modo andlogo, obtenha uma base {e"} para A.

(¢) Conclua que

n(n+1) dimA = M=) (3.2.2)

dimS =
im 5 5

Calcule dim S + dim A e lembre-se que dim M(n x n) = n?. Conclua que
M(n xn)=8 @ A.
Antes, no Exercicio 2.3.7, tenhamos obtido uma prova alternativa desse.

2. As matrizes quadradas t = (¢;;) € M(n x n) tal que ¢;; = 0 quando 7 < j
chama-se triangular inferior. Prove que elas constituem um subespaco
T C M(n x n). Obtenha uma base para T e determine a sua dimensao.

3. Obtenha uma base e consequentemente determine a dimensao de cada um
dos seguintes subespagos de M(n X n) as quais sdo composto de

(a) as matrizes a = (a;;) de traco (a soma dos elementos da diagonal)
n
tr :M(nxn) =R, artra:= Za“-
i=1
nulo, ou seja tra = 0;

(b) as matrizes cuja primeira e tltima linha séo iguais;

(c) as matrizes cuja primeira linha e primeira coluna sao iguais.
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C.3 Bases — SLH

Teorema C.3.1 (Teorema 3.1.11). Dado uma matriz a € M(m xn;K). Se tem
menos linhas (equagées) como colunas (incdgnitas), em simbolos m < n, entdo
o sistema linear homogéneo (SLH)

a1+ -+ appr, =0
(%)
A1 T1 &+ oy, = 0
admite solugbes © = (x1,...,T,) ndo triviais (ndo todos x; nulos).

Demonstracao. Se todos os coeficientes a;; sao nulos, entao todos os elementos
x € K" sdo solugoes. Sejam entdo ndo todos coeficientes nulos: A prova usa
indugao sobre o niimero m de equagoes.

m =1: Emajiz1+---+a1,2, = 0 temos pelo menos dois incégnitas segundo

nossa hipdtese n > m = 1. Além disso, pelo menos um dos coeficientes é
nao-nulo, dizemos a1, # 0 (caso fosse um outro renomeamos eles). Entao
a1 a1,n—1
TiyeeesTp_1,———T1 = — ———Tp_1
A1n A1n
é uma solugao para cada um (x1,...,Ty_1) € K™ L

m — 1 = m: Caso todos os coeficientes da tltima equagao em (x) sdo nulos,
entao as primeiras m — 1 equacoes tem uma solucao nao-trivial x pela hipotese
da inducdo (x também resolve a ultima equagao: os coeficientes dela sao nulos).

Suponha entdo que pelo menos um coeficiente da iltima equagao em (*) néo
é nulo, dizemos a,,, # 0. Nas primeiras n — 1 equagoes de () substitua x,, por

para obter um SLH de m — 1 equagoes a i := n — 1 > m — 1 incégnitas. O qual
tem uma solugdo (x1,...,2,—1) # (0,...,0) pela hiptese m — 1 da indugao.
Verifica-se que (21, ...,Zp—1,%.) é uma solucao nao-trivial de (x). O
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