
Caṕıtulo 2

Subespaços

Um1 subespaço de um espaço vetorial E é um subconjunto F qual é invari-
ante sob as duas operações de E. Assim faz sentido restringir as duas operações
a F . Munido das operações restritas F torna-se um espaço vetorial mesmo.

2.1 Definição e exemplos

Definição 2.1.1. Um subconjunto F ⇢ E de um espaço vetorial (E,+, ·,K) é
chamado de subespaço se é fechado sob as duas operações, ou seja

(i) u, v 2 F ) u+ v 2 F . (F é fechado sob adição)

(ii) ↵ 2 K, u 2 F ) ↵u 2 F . (F é fechado sob multiplicação escalar)

Lema 2.1.2. Seja F um subespaço de um espaço vetorial (E,+, ·,K). Então

a) ↵1, . . . ,↵k 2 K, v1, . . . , vk 2 F )
P

k

i=1 ↵ivi 2 F . (fechado sob CL)

b) F é um espaço vetorial sobre o corpo K onde as duas operações são aquelas
de E restrito ao subconjunto F ⇢ E. (subespaços são espaços vetoriais)

Demonstração. a) Indução. b) As restrições tomam valores em F segundo
parte a) e as axiomas valem como os elementos de F são elementos de E para
as quais os axiomas valem pela hipótese que E é um espaço vetorial.

Exerćıcio 2.1.3 (Vetor nulo). O vetor nulo de um subespaço F é o vetor nulo O
do espaço vetorial ambiente. [Dica: Mostre O 2 F . O vetor nulo de F é único.]

Checar se um subconjunto F ⇢ E é um espaço vetorial é bastante trabalhoso
dado os muitos axiomas. Isso mostra o valor alto da parte b) do lema dizendo
que é suficiente checar “fechado sob as duas operações” – tarefa rapidinha.

Exerćıcio 2.1.4. Mostre que o espaço vetorial R só tem dois subespaços, isto
é {0} e R.
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24 CAPÍTULO 2. SUBESPAÇOS

Exerćıcio 2.1.5. Mostre que são subespaços de um espaço vetorial (E,+, ·,K):

a) F := {O} (o subespaço mı́nimo / trivial)

a) F := E (o subespaço máximo)

b) Kv := {↵v | ↵ 2 K} (a reta passando v e a origem O)
onde v é um vetor não-nulo de E. Observe que KO = {O} é um ponto só.

Exemplo 2.1.6 (O subespaço R1
0 de R1). O subconjunto R1

0 ⇢ R1, com-
posto de todas sequências reais tal que só um número finito de membros são
nao-nulos, é um subespaço: Se a lista u tem k membros não-nulos e v tem `,
então (i) u+ v tem no máximo k + ` e (ii) ↵u tem no máximo k.

Exerćıcio 2.1.7 (Espaços vetoriais de funções). O conjunto F(R) := F(R,R)
das funções reais é um espaço vetorial sob adição e multiplicação com constantes
↵ 2 R, veja Exerćıcio 1.2.10. Para n 2 N0 seja

Pn(R) := {↵0 + ↵1x+ · · ·+ ↵nx
n
| ↵1, . . . ,↵n 2 R}

o conjunto dos polinômios reais do grau menor ou igual n e P(R) :=
[
1
n=0 Pn(R) o conjunto de todos os polinômios reais. Seja

C0(R) := C0(R,R) := {f : R ! R | f é cont́ınua}

o conjunto das funções cont́ınuas. Para k 2 N seja Ck(R) := Ck(R,R) o
conjunto das funções k vezes continuamente diferenciáveis. Chama-se

C1(R) := C1(R,R) :=
1\

k=0

Ck(R)

o conjunto das funções suaves. Sejam n 2 N0 e k 2 N. Mostre que

Pn(R) ⇢ P(R) ⇢ C1(R) ⇢ Ck(R) ⇢ C0(R) ⇢ F(R)

são subespaços do espaço vetorial F(R) do Exerćıcio 1.2.10. Segundo parte b)
do Lema 2.1.2 todos estes conjuntos são espaços vetoriais sob adição de funções
e multiplicação com constantes.

Exemplo 2.1.8 (Hiperplanos no Rn). Dada uma lista ↵ 2 Rn, o subconjunto

H↵ := {x 2 Rn
| ↵1x1 + · · ·+ ↵nxn = 0}

é um subespaço de Rn. O vetor nulo lida ao subespaço máximo HO = Rn. No
caso não-nulo ↵ 6= O chama-se H↵ de hiperplano no Rn passando a origem O.

Lema 2.1.9 (Conjunto de subespaços é fechado sob interseções). Cada inter-
seção F := \�2⇤F� de subespaços F� de um espaço vetorial E é um subespaço.

Demonstração. Dado u, v 2 F := \�F�, ou seja u, v 2 F� 8�. Como subespaço
cada um F� é fechado sob adição, ou seja u+ v 2 F� para todos os � 2 ⇤. Em
śımbolos u+ v 2 \�F� =: F . Analogamente F é fechado sob mult. escalar.
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Exemplo 2.1.10. Dada uma matriz a = (aij) 2 M(m⇥ n), então o conjunto

Fa := {x 2 Rn
| ax = O}

é um subespaço de Rn. Para ver isso lembramos de (A.3.1) que ax = O é o SLH
8
>><

>>:

a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0

...
...

...

am1x1 + · · ·+ amnxn = 0

para n incógnitas x1, . . . , xn 2 R, notação x := (x1, . . . , xn). Note-se que as
soluções x da primeira linha formam o hiperplano H1 := Ha1• associado à pri-
meira linha a1• da matriz a. Isso é o certo ponto da vista, com efeito assim

Fa = H1 \ · · · \Hm

é uma interseção de subespaços e por isso é um subespaço segundo Lema 2.1.9.

Exerćıcio 2.1.11.

1. Quais dos seguintes subconjuntos Xj são subespaços de Rn? Em cada
caso faça um desenho e explique porque é subespaço ou não é.

(a) X1 := {(↵,↵) | ↵ 2 R} ⇢ R2;

(b) X2 := {(↵+ 1,↵) | ↵ 2 R} ⇢ R2;

(c) X3 := {(↵,�) | ↵,� reais não-negativos} ⇢ R2.

2. (LI transfere-se a espaços vetoriais ambientes). Seja F um subespaço
de um espaço vetorial E. Mostre que se um subconjunto de F é LI em
respeito ao espaço vetorial F então o também é LI em respeito ao espaço
vetorial ambiente E.

2.2 Subespaço gerado por um conjunto

Definição 2.2.1 (Subespaço gerado por um subconjunto). Seja E um espaço
vetorial eX um subconjunto. O subespaço de E gerado por X é o conjunto2

hXi : = {todas as combinações lineares em X}[{O}.

Dizemos que o conjunto X gera o subespaço hXi de E. Observa que o
conjunto vazio gera o subespaço trivial, ou seja h;i := ;[{O} = {O}.

Se hXi = E dizemos que o conjunto X gera E. Neste caso cada um
elemento de E é uma CL de elementos de X. Se v1, . . . , v` são vetores de E
vamos usar a notação curta3

hv1, . . . , v`i := h{v1} [ · · · [ {v`}i ⇢ E

para o subespaço gerado.

2 Lembre-se da nossa convenção (1.1.1) para conjuntos, por exemplo {1, 2}[ {2} = {1, 2}.
3 O ponto sutil é que uns dos vetores podem ser iguais, veja Definição 1.1.2.
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Exerćıcio 2.2.2. Mostre que hXi é um subespaço de E e que Kv = hvi.

Lema 2.2.3. Seja X um subconjunto de um espaço vetorial (E,+, ·,K). Então

(i) X ⇢ hXi (contido no subespaço gerado)

(ii) Y ⇢ X ) hY i ⇢ hXi (naturalidade sob inclusão)

(iii) F ⇢ E subespaço ) hF i = F (não muda subespaços)

(iv) Um subespaço F ⇢ E contendo X contem hXi. (respeita subespaços)

Demonstração. (i) Seja v 2 X, então v
(comp.)
= 1v 2 hXi. (ii) Como Y ⇢ X,

CL’s em Y são CL’s em X. (iii) Igualdade é consequência das duas inclusões
F ⇢ hF i ⇢ F , onde a primeira é (i) e para a segunda usamos que os elementos de
hF i são CL’s em F , mas um subespaço é fechado sob CL’s segundo Lema 2.1.2 a).

(iv) Com efeito F
(iii)
= hF i

(ii)

� hXi.

Lema 2.2.4. Todo subconjunto LI {u, v} ⇢ R2 de dois elementos já gera R2.

Demonstração. Lema C.2.1.

Lema 2.2.5 (Os subespaços de R2). {O}, R2, e as retas passando a origem.

Demonstração. ’�’ Exerćıcio 2.1.5. ’⇢’ Seja F um subespaço de R2. Caso
F = {O}, pronto. Caso contrario existe u 2 F não-nulo. Se os demais f 2 F
são múltiplos de u temos F = Ru, pronto. Caso contrario existe um v 2 F , não
múltiplo de u. Então {u, v} é LI segundo Exerćıcio 1.3.8 parte 2. Mas neste
caso segundo Lema 2.2.4 e Lema 2.2.3 (iv) obtemos R2 = hu, vi ⇢ F ⇢ R2.

Exemplo 2.2.6 (Os espaços Rn, R1
0 , R1).

a) A base canônica E
n = {e1, . . . , en}, veja (1.2.1), gera Rn. Com efeito

Rn
3 v =

2

6664

↵1

↵2
...
↵n

3

7775
= ↵1

2

6664

1
0
...
0

3

7775
+ · · ·+ ↵n

2

6664

0
...
0
1

3

7775
.

A base canônica E
0 := ; gera o subespaço vetorial trivial {0} =: R0

⇢ R.
b) Dado i 2 N, a sequência com todos membros nulos exceto o i-ésimo qual é 1

denotamos também de ei. A base canônica E
1 := {e1, e2, . . . } gera R1

0 .

c) A base canônica E
1 não gera R1: Uma CL deve ser uma soma finita,

tente escrever a sequência cujos membros são todos 1 como uma CL.

Exemplo 2.2.7 (Polinômios). O conjunto de monômios {x0, x, x2, . . . , xn
}

onde x0 := 1 gera Pn(R). Todos os monômios {1, x, x2, . . . } geram P(R).
Exemplo 2.2.8 (Sistemas lineares). Dado um sistema linear [a : b] onde a é
uma matriz m⇥ n. Sabemos de (A.3.2) que existe uma solução x se e somente
se a lista b é CL das colunas da matriz a. Consequentemente se as colunas de a
formam um conjunto de geradores de Rm, então para cada uma inomogeneidade
b 2 Rm o SL admite uma solução.
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2.3 Soma direta

Definição 2.3.1 (Soma de subconjuntos). A soma de subconjuntos X e Y
de um espaço vetorial E é o conjunto de todas as somas

X + Y := {x+ y | x 2 X, y 2 Y } ⇢ E.

Em vez de {x}+ Y escreve-se x+ Y e chama-se a translação de Y por x.

Lema 2.3.2. A soma de dois subespaços é gerado da união deles, em śımbolos

F,G ⇢ E subespaços ) F +G = hF [Gi.

Particularmente, a soma de dois subespaços é um subespaço mesmo.

Demonstração. Para provar igualdade de dois conjuntos prova-se as duas in-
clusões. ’⇢’ Os elementos de F +G são CL’s da forma especial f + g enquanto
hF [Gi contem todas as CL’s em F [G.

’�’ Pegue um elemento h de hF [Gi e use comutatividade para re-escrever
a soma finita com os somandos em F no frente e depois aqueles em G. Assim
recebemos um elemento, igual h, em F +G.

Definição 2.3.3 (Soma direta de subespaços). Sejam F1, F2 ⇢ E subespaços
de um espaço vetorial E. No caso da interseção trivial F1\F2 = {O} escreve-se
F1�F2 em vez de F1+F2 e chama-se soma direta dos subespaços F1 e F2.

O śımbolo F � G é simplesmente uma abreviação para duas informações,
com efeito

F �G = H ,

(
F \G = {O}

F +G = H
.

Use-se a soma direta para decompor um vetor unicamente em componentes.

Teorema 2.3.4. Sejam F1, F2 ⇢ F três subespaços de um espaço vetorial E:

F = F1 � F2 , 8f 2 F , 9! f1 2 F1, f2 2 F2 tal que f = f1 + f2.

Demonstração. Teorema C.2.2.

Exerćıcio 2.3.5. No espaço vetorial F(R) das funções R ! R sejam

F1 = {f : R ! R que se anulam em todos os pontos do intervalo [0,1]}

F2 = {g : R ! R que se anulam em todos os pontos do intervalo [2,3]}.

Mostre que F1 e F2 são subespaços de F(R), que F(R) = F1 + F2, mas não se
tem F(R) = F1 � F2.

Exerćıcio 2.3.6. Verdadeiro ou falso? Para todos subconjuntos X,Y ⇢ E vale

(i) hX [ Y i = hXi+ hY i

(ii) hX \ Y i = hXi \ hY i
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Exerćıcio 2.3.7. Uma matriz quadrada a = (aij)i,j=1,...,n chama-se

simétrica se aij = aji 8i, j anti-simétrica se aij = �aji 8i, j.

Então as matrizes simétricas sao aquelas iguais às suas transpostas at = a e as
anti-simétricas aquelas com at = �a.

Prove que a) o conjunto S = S(n) das matrizes simétricas n⇥n e o conjunto
A = A(n) das anti-simétricas são subespaços de M(n⇥ n;K) e b)

M(n⇥ n;K) = S �A.

[Dica: b) Considere as duas matrizes a± := 1
2 (a± at).]
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C.2 Subespaços

Lema C.2.1 (Lema 2.2.4). Todo subconjunto LI {u, v} ⇢ R2 gera R2.

Demonstração. Vai ter 4 passos. I. Os vetores u, v não são múltiplos um do
outro: Suponha por absurdo que u = ↵v para um ↵ 2 R. Então 1u+ (�↵)v =
1↵v � (↵v) = O contradizendo LI. II. u 6= O: Caso contrario u = O = 0v
contradizendo I. III. v 6= O: Análogo. IV. Seja v 2 R2. Caso w = O escrevemos
w = 0u, pronto. Caso v 6= O: Agora identificamos R2 com o plano usando dois
eixos OXY , veja Figura 2. Segundo II. e III. temos duas retas Ru e Rv passando
ambas a origem O, mas não são iguais segundo I. Recebemos um paralelogramo
com dois lados parte das retas e dois vértices sendo O e v; pensa Figura 2 com
OX e OY substituto para Ou e Ov. Então a flecha v é a soma de duas flechas do
paralelogramo, uma flecha sendo um múltiplo de u e a outra de v. Pronto.

Teorema C.2.2 (Teorema 2.3.4). Sejam F1, F2 ⇢ F três subespaços de um
espaço vetorial E, então são equivalentes

F = F1 � F2 , 8f 2 F , 9! f1 2 F1, f2 2 F2 tal que f = f1 + f2

Demonstração. ’)’ Seja f 2 F . Como hipótese temos duas informações, a
saber (i) F = F1 + F2 e (ii) F1 \ F2 = {O}, dando existência e unicidade.
Existência: De (i) sabemos que f = f1 + f2 para um f1 2 F1 e um f2 2 F2.
Unicidade. Suponha que f = f̃1 + f̃2 também para um f̃1 2 F1 e um f̃2 2 F2.
Então F1 3 f1 � f̃1 = f̃2 � f2 2 F2. Assim cada um lado pertence a ambos
espaços, então a F1 \ F2 o qual segundo (ii) iguale {O}. Como não tem outro
elemento, cada um lado deve ser o vetor nulo.
’(’ F1 + F2 = F : A hipótese existência disponibiliza a primeira inclusão F ⇢

F1 + F2 ⇢ F e a segunda vale como F1, F2 ⇢ F .
F1 \ F2 = {O}: Seja f 2 F1 \ F2, a mostrar f = O. Note que f 2 F como
F1, F2 ⇢ F . Então segundo a propriedade do vetor nulo

f|{z}
2F1

+ O|{z}
2F2

= f = O|{z}
2F1

+ f|{z}
2F2

(C.2.1)

Mas pela hipótese unicidade escrever f como soma de um elemento de F1 e um
elemento de F2 é único, então f = O e O = f .
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