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Extensão

Totalitarismo defronte de Democracia1

A ferramenta chave do totalitarismo é medo; suportado de pânica e histeria.
Meias palavras, difamações, e denunciações formam a estratégia.
Não tem discussões livres, nem diferenças de opinião honestas.

Argumentos não tem mais valor – o pensamento baixo já levou a melhor.
O pensamento mesmo é o inimigo.

Democracia é o domı́nio da dignidade do humano
e o direito, a pensar propriamente, o direito para uma opinião própria,

ainda mais, o direito, afirmar expĺıcito a opinião própria e
proteger-se contra a intrusão na sua psique e contra constrangimento pśıquico.

Democracia solicita uma alta atividade intelectual dos seus membros.
Democracia rege a sociedade por os seus erros sem intimidação.

1 Em parte tirado do sumário [Hir21] do livro [Mee56].





Prefácio

Este texto oriunda de notas da aula para o curso MA327 Álgebra Linear dado
múltiplas vezes, isto é, nos semestres 2013-2, 2014-1, 2015-1, 2016-2, 2019-2,
2020-2, e 2021-2. Quando cheguei em agosto 2013 fui assinado ensinar este curso
e como meu Português foi (ainda mais) fraco, na realidade quase inexistente, eu
busquei um livro em Português mesmo. Encontrei um texto excelente, o livro
do Elon Lages Lima [Lim11], no qual eu baseei meu manuscrito em 2013-2. Nos
semestres na seguida eu usei como base meu manuscrito de 2013, adicionando
e melhorando uma ou outra coisa. Só em 2020-2 quando a aula foi mandado
ser remota eu digitei meus manuscritos no computador resultando no texto
presente o qual em grandes partes ainda é um condensado do Lima. Um outro
texto excelente o qual eu recomendo particularmente para alunos de disciplinas
de estudo não matemáticas é o Pulino [Pul12].

O que é diferente neste texto é na seção 5 a abordagem a matrizes de trans-
formações lineares como ilustrado no diagrama (5.0.1).
O texto na forma atual ainda precisa ser estendido ca e la, o que vai acontecer
no semestre 2021-2 e no futuro.
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Introdução

Àlgebra Linear

é o estudo dos espaços lineares e das transformações lineares.

Uma outra palavra para espaço linear é espaço vetorial.
O próximo exemplo descreve como os conceitos de vetor e espaço vetorial

foram descobertos - como flechas no plano onde se considera igual todos da
mesma direção e do mesmo comprimento. A identificação “considerar igual”
lida a uma enorme importância e poder do conceito na f́ısica (campos de forças).

Exemplo 0.0.1 (O espaço vetorial F das flechas equipolentes no plano). Seja
F o conjunto das flechas no plano ⇧, onde consideramos iguais duas flechas se

(i) as duas flechas são paralelas,

(ii) têm o mesmo sentido de percurso, e

(iii) têm o mesmo comprimento.

Chama-se duas flechas satisfazendo (i-iii) de flechas equipolentes, śımbolo ⇠.
Chamamos de vetores os elementos de F . Assim um vetor é uma flecha v onde
consideramos iguais todas flechas equipolente a v, todas as quais denotamos de v
também, e cada uma chamamos de um representante do vetor.2 Se fixamos
um ponto do plano, vamos nomear este ponto O, cada um vetor possui um
representante, uma flecha equipolente, cujo ponto inicial é o ponto O.

Seja F munido de duas operações, primeiro, multiplicar uma flecha v com
um número real ↵ 2 R e, segundo, adicionar duas flechas v e w. Veja Figura 1.

Multiplicação (escalar). Pela definição ↵v é a flecha na direção de v cujo com-
primento é ↵ vezes aquele de v (muda-se a direção caso o número ↵ é negativo).

Adição (vetorial). Pela definição v +w é a flecha cujo ponto inicial é aquela de
v e cujo ponto termino p é obtido depois fazer uma translação de w movendo
o ponto inicial de w no ponto termino de v. Então p é definido como o ponto
termino do novo w.

2 Esta definição dos elementos de F é informal e só serve para nossa introducao. Uma
excelente referência básica para a definição de F como um conjunto composto de coleções de
flechas equipolentes é [Lim05].
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2 SUMÁRIO

Figura 1: Flechas consideradas iguais, multiplicação escalar, e adição

O conjunto F munido das duas operações é um espaço vetorial sobre o corpo
R. Um exemplo de uma transformação linear em F é uma rotação r✓ : F ! F
que vira cada uma flecha v pelo ângulo ✓ em torno do ponto inicial.

Exemplo 0.0.2 (Pares de números reais). Seja R2 := {(x, y) | x, y 2 R} o
conjunto de todas listas ordenadas de dois membros reais munido de adição
membro-por-membro e de multiplicação com um número real ↵ 2 R, também
membro-por-membro. Então R2 é um espaço vetorial sobre o corpo R.

Comentário 0.0.3 (Identificação dos conjuntos e operações – isomorfismo).
Os dois exemplos anteriores são “iguais” no sentido seguinte. Suponhamos que
na reta podemos medir a distância 1. No plano ⇧ escolha um eixo OX, ou seja
uma reta com dois pontos diferentes O e X da distância 1, e um segundo eixo
OY cujo primeiro ponto O é aquele do OX e qual intersecta OX no ponto O só
(equivalentemente OX 6= OY ). Uma tal escolha de dois eixos é chamado um
sistema de coordenadas no plano, śımbolo OXY . Veja Figura 2.

Observe-se que um eixo OX chega com uma direção (de O para X) e com
um comprimento unitário (o comprimento do segmento entre O e X). Uma
escolha de coordenadas OXY no plano ⇧ nos da uma aplicação

F ! R2, v =
��!
OP 7! (x, y) (0.0.1)

Figura 2: Sistema de coordenadas OXY composto de dois eixos OX e OY
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a qual identifica os vetores de F (escolha representantes v com ponto inicial O)
com as listas de R2 unicamente (bijetora) – e ainda é linear: compat́ıvel com
as duas operações no domı́nio e as duas no contra-domı́nio. Uma tal aplicação
(bijetora linear) é chamado um isomorfismo entre espaços vetoriais. Deixamos
ao leitor definir esta aplicação.3

Definição 0.0.4 (Sistema de coordenadas Cartesianas). Escolhendo dois ei-
xos ortogonais René Descartes (1596-1650) introduziu em 1637 a identi-
ficação (0.0.1) a qual é assim chamado de sistema de coordenadas Car-
tesianas; veja [Koe85, p. 7].

Na Seção 9.2 vamos ver como ângulos e comprimentos no plano traduzem
ao lado algébrico como um chamado produto interno no R2.

Exemplo 0.0.5 (Funções cont́ınuas e integração). Sejam a < b dois números
reais. Então o quadruplo V = (C0([a, b],R),+, ·,R) que é composto do conjunto
das funções cont́ınuas f : [a, b] ! C munido com as duas operações de adicionar
f + g duas funções e multiplicar ↵f uma função com um número real ↵ 2 R é
um espaço vetorial sobre o corpo R.

Também W = (R,+, ·,R) composto dos números reais R e munido das
operações óbvias é um espaço vetorial sobre o corpo R.

Integração T : V ! W , f 7!
R
b

a
f(x) dx, é compat́ıvel com, as duas adições

e as duas multiplicações (em V e em W ) no sentido que

T (f + g) = Tf + Tg, T (↵f) = ↵Tf

para todos os vetores f, g 2 V e escalares ↵ do corpo R. Uma aplicação T entre
espaços vetoriais qual respeita as duas operações no domı́nio e no contra-domı́nio
é chamada de transformação linear.

Notações

Para uma lista extensiva dos śımbolos usados veja o Índice Remissivo D.3.

Comentário 0.0.6 (Números). Vamos trabalhar com os seguintes números

N := {1, 2, 3, . . . }, N0 := {0, 1, 2, . . . } naturais
Z := {. . . ,�2,�1, 0, 1, 2, . . . } inteiros
Q := {

p

q
| p 2 Z, q 2 N} racionais

R := (�1,1) “a reta real” reais
C := {a+ ib | a, b 2 R} “o plano complexo” complexos

Com |↵| denotamos o absoluto de um número real ↵. Denotamos intervalos
fechados de [a, b] ⇢ R e abertos de (a, b) ⇢ R. Usamos os śımbolos

8 “para todos os” 9 “existe um” 9! “existe um único”

3 Dica: Os pontos O,X e O, Y dão duas flechas. Represente um elemento v de F por uma
flecha equipolente com ponto inicial O. Pensa num paralelogramo tal que O e o ponto termino
da flecha equivalente são dois vértices opostos.
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A notação A := B significa que A é definido pelo lado direito B. Escrevendo
dimE = n ou {⇠1, . . . , ⇠k} indica sem ser mencionado explicitamente que n e k
são números naturais, particularmente têm valor finito.

“Sejam x1, . . . , x` elementos de um conjunto X” é uma frase encontrada
frequentemente e depois quer-se trabalhar com o conjunto composto destes ele-
mentos. Um ponto útil é que não é proibido que uns dos elementos, ainda
todos, são iguais. O jeito certo de escrever o conjunto correspondente é assim
{x1}[· · ·[{x`}. Para este conjunto usa-se também a notação {xi | i = 1, . . . , `}.
Veja Definição 1.1.2.

Convenções

É comum usar para o mesmo conceito às vezes terminologia diferente, por
exemplo transformação linear e operador linear, ou ainda só operador,
denota todo o mesmo conceito.

Cor cinza. Parágrafos e maiores partes de texto em cinza indicam matéria
avançada direcionado às turmas A e B do “cursão”, mas não às outras turmas.
Palavras individuais em cinza geralmente são nomes ou informações comple-
mentares.
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